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In dem 90. Baude seiner Ainialeu veröffentlicht Poggen-
dorff eine' elementare Erklärung der Präcessionsbeweguug an

dem von Fessel konsti^uirteu Rotationsapi^arate, welche, obgleicli

de nur die Art dieser Bewegung berücksichtigt^ dennoch in den

meisten Lelu-bücheni der Physik beifällig aufgenommen Avurde.

Eine kritische Beurtheilung derselben ist meines Wissens bisher

noch nicht erschienen, ich will deshalb eine solche hier folgen

lassen, deren Berechtigung kaum einem Zweifel begegnen wird,

Ziniächst seheint mir die PoggendorfTsche Erklärung nicht

naturgemäss zu sein, weil sie die drehende Bewegung des Appa-

rates von Ivräften ableitet, die sich aus einer fortsclu'eitenden

Bewegung von Massentheilen der rotirenden Scheibe ergeben sollen.

Ausserdem erscheint sie mir aber auch nicht hinlänglich

begriindet, denn sie stützt sich auf die Voraussetzung, dass die

rötirende Scheibe, wenn num sie dem Einflüsse der Schwere über-

lässt, sich etwas senken wird, wäluend doch Poggendorff selbst

am Schlüsse seiner Erklärung hervorhebt, dass neben der Prä-

cessionshewegimg keine Senkung der Scheibe stattfinden kann-

Es stützt sich also diese Erkläriuig auf Kräfte, die in der That

nicht vorhanden sind, denn selbst, wenn man zugeben wollte,

dass bei einem solchen Versuch ein Anlassen des Apparates ohne

eine kleine Senkung der Scheibe kaum ausführbar ist, so

kann doch fiu' die Präcession der Himmelskörper, welche in

Folge ihrer Rotation eine Abplattung erftdu'en haben, unmöglich

eine derartige Ursache angenommen werden, weil bei solchen

Korpern die Kräfte, welche die Präcession bedingen, sich stetig

ändern und periodisch gleich Null werden. Man wird daher zu-

geben müssen, dass wenigstens in den letztgenannten bedeutsam-
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J5ten Fällen, in welchen zufällige Nebenwirkungen ausgeschlossen

piihI, rlie Erklärung PoggeuJorffs jeder Begi'ündung eutbeln't.

Unter solchen Umständen halte ich es für angemessen, eine

Erkläiuug dieser iuteressauteu Erscheüiuugeu hier folgen zu laz^sen,

die zwar auch nur die Art der BeAvegung berücksichtigt, sich

aber ebcni=o einfach als sicher und lediglich durch Benützung de

Parallelogramm? der Drehaxen von Kräftepaaren ergibt,

s

wenn

man die Präcession n ur als eine rein drehende Bewegung be-

trtichtet.

Wie Poggendorff, will auch ich von den Erscheinungen

ausgehen, die der Fessei'sche Apparat so augenscheinlich zeigt.

y

Es sei OE Fig. I die Scheibe eines solchen Apparates, die

sich in der Richtung der Pfeile dreht; AO deren Drehaxe; m ein

verschiebbares Gegengewicht; die Axe AO lasse sich im Punkte A
nach nvel Richtungen drehen, wovon die eine vertikal, die andere
horizontal und senkrecht zu AO gerichtet ist.
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Ich iielune zuiiädh-it au, d'ds Gegengewicht m isei .so befec>Ligt,

dasÄ auf der Seite der Scheibe nur eiu sehr kleines Uebergewiclit

besteht, Avelehes durch die Lothrechte OP vorgestellt sein soll.

Die AVirkung dieses Uebergewichts auf die Vorrichtung

lässt sich leicht beurtheilen, wenn mau im Punkte A noch zwei

Ka'äfte AR und AQ, jede gleicli OP lotln-echt und entgegengesetzt

annimmt, deren AVirkungeu sich demnach aufheben. Es bilden

djmn AR und OP ein Kräftepaar, Avelclies den. Apparat in der

Ebene AOP um A zu drehen strebt, Wiährend die dritte Kraft

AQ einen vertikalen Druck auf A gleich dem Uebergewicht OP

veranlasst, welcher diu-ch die Gegenwirkung der Axe AN auf-

gehüben Avird.

Die für Rechtsdrehung positive Momentenaxe des Kräfte-

paares ist horizontal und senkrecht zu AO; ihre Grösse und

Richtung soll dm'cK AC gegeben sein. Wh'd die Scheibe in

Rotation versetzt, so lässt sich ihr Drehungsmoment durcli ein

zweites Kräftepaar vorstellen, dessen positive Axe in .VO liegt

und dessen Moment gleich AB sein soll.

Ninnnt man ferner an, die Axe AO werde erst in eine

horizontale Lage gebracht und" dann der Apparat angehissen, so

daps nun auch das dem Uebergewichte OP entsprechende Kräfte-

paar sich äussern kann, so wird, wenn keine Reil)ung stattfindet,

nach einem unendlich kleinen Zeitthcil dt unter dem Gesammt-

einfluss der beideu Kräftepaai-e die Drehung der Scheibe um die

resultirende Axe AD erfolgen, die sich der Länge und Richtung

nach als Diagonale des Parallelogramms ergibt, welches durch

die Momentenaxen AB und AC der beiden I-Iräftepaare bestinmit

ist. Da die beiden Momentenaxen AB und AC horizontal sind,

auch ihre resultirende Axe AD horizontal sein; die

Scheibe bewegt sich daher in der Weise, dass ihre Axe in einer

liorizontalen Ebene bleibt. Da1>ei sei bemerkt, dass diese Be-

wegung nm- sehr klein sein wird, weil das Uebergewicht OP sehr

Ivlein vorausgesetzt ist.

Das Axenparallelogranun ist in dem vorliegenden Falle

rechtwinkelig; AD ist daher grösser als AB, Es stellt aber

SO muss



198

AD das Drehuiigsmoment der Scheibe vor, uachdem das Ueber-

gewicht OP Avährend der Zeit dt ge^^kt hat. Die Rotatious-

geschwindigkeit der Scheibe scheint demnach durch die Präcession

grösser zu werden. War dieselbe anfiinglich gleich AB, so ist

sie nach Verlauf der Zeit dt gleich AD, sie hat somit um
d = AD—AB zugenommen, nun ist aber AB =: AD , cos BAD^

also d = AD, (1—cos BAD) = 2 AD, sin 2^^. Da die

Präcession wälirend einer endlichen Zeit selbst endlich ist, so

muäö dieselbe wäln-end der unendlich kleinen Zeit dt ebenfiills

unendlich klein sein. Der Winkel BAD muss daher unend-
_ %

lieh klein angenommen werden, dann ist aber sin
'^ und so-

mit auch der Werth von d unendlich klein vom zweiten Grad.
AYälu-cnd emer endlichen Zeit ändert sich also die Rotations-

geschwindigkeit unendlich oft, jede Aenderung ist aber unend-
lich klein vom zweiten Grad, die Summe aller Aenderun_
dalier gleich I^ull zu setzen, d. h. AD ist = AB oder die

ceit wird dui-ch die Präcession nicht vermelui.
Der Umstand, dass die Prägessionsbewegung in dem ange-

nommenen Fall in emer horizontalen Ebene erfolgt, bringt es

mit sich, dass wie AB so auch die Momentenaxe AC immer
gleich bleibt. Bei gleichbleibenden Axen ^nrd dann auch in

\.f

In

eguu
dem vorhegenden speziellen Fall erfolgt also die Präcession

in einer horizontalen Ebene mit sehr kleiner aber constanter
Winkelgeschwindigkeit und mit unveränderter Rotationsgeschwin-
digkeit der Seheibe.

Von den cbei Bedingungen, unter welchen die Erscheinung
bisher betrachtet wurde, lassen sich diejenigen bezüglich des
klemen Uebergewichts und der horizontalen Axenlage sehr leicht

erfüllen, die Reibung dagegen lässt sich niemals ganz vermei-
den. Rare Einwirkung soll deshalb nachträglich noch untersucht
werden.

Die Scheibe erfälut in ib-er Axenlage und in der Luft
Reibungswiderstände, die sich summiren, ihre Gesammtwirkung
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lägst sich dureli ein Kräftepaiir vorstellen, welches dem der

rotireiideu Sclieibe eutgegenwii-kt, dessen Momentenaxe AE muss

dalier mit AB entgegengesetzt liegen. Ausserdem erleidet die

vertikale Axe AN eine Reibung, die der Präcessionsbewegung

entgegenwii-kt und sich als ein fCräftepaar darstellen lässt, dessen

positive Axe AF von A aus abwärts in AN biegt.

AVenn man aus den Momentenaxen AL = AB—AE vmd

AC das Axenparallelogramm bildet, so stellt dessen Diagonale

AG die Momentenaxe vor, um welche die Scheibe nach Verlauf

der Zeit dt sich drehen wird, wenn die Reibung um die vertikale

Ajce AJS" noch unbeachtet bleibt. Vereinigt man die so gefun-

dene resultirende Axe auch noch mit AF, so erhält man AK
als Resultante für alle Kräfte, die sich an der Erscheinung be-

theiligen. Diese Resultante liegt uiui in Folge der Reibung um

die vertikale Axe AN nicht mein- horizontal, sie senkt sich

allmählich, anfangs zwar nur sehr langsam, später aber immer

rascher, weil die Axe AL = AB—AE immer kleiner wkd,

wäln-end AF sich nur wenig ändert.

Auch das ^Moment AC, welches von dem Kräftepaar des

üebergewichts herrühi-t, wird in Folge der Senkung der Scheibe

immer kleiner. Es treten also durch die Reibung allmähliche

Kräften ein, die den Verlauf der Erschei-

nung verwickelt machen, und dessen noch nähere Beurtheilung

so erschweren, dass jeder Versuch, mit elementaren Mittehi darin

noch weiter zu gehen, wahrscheinlich erfolglos bleiben whd.

Qoch auf

aufmerks

mit dem Fessel-

ein richtiges Verständniss der Präcession unbedingt nothwendig

ist, der aber, so viel mir bekiinnt ist, bisher gleichwohl noch

Beachtun
auf der Axe so ange-

bracht, dass die beiden Seiten des Apparates sich das Gleich-

\
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gewicht Imlten, die Sclieibc in rasche Rotation ver.sclzt, uud dauu
ein Sto.ss auf die Rotatioiisaxo gefülu-t, senla-echt zu dereu Rich-

tung, so kouuut der Apparat iu eine derartige Bewegung, das;

die Axe der Scheibe immer auf eiuer Kegelfliielie mit kreisftirmi-

Q in A liest. Diese eieeu-O" -^IV-..^- V.ij_

thiindichc Erscheinung lässt sich, wie folgt, erklären.

Wenn die Scheibe nicht rotirte, dann wiu'de die einuuilige

^Virk^l)g des Stosscs den Apparat zu einer Drehung um den
Punkt A mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w veranlassen,

bei welcher die Axe der Scheibe in der Ebene E bliebe, die

durch A und die Stossrichtung gegeben ist. Wenn aber die

df

Scheibe gleichzeitig roth-t, so bleibt ilne Axe nicht in der Ebene E,
sie weicht von derselben ab und zAvar so, dass wälu-end eines

unendlich kleinen Zeittheils dt nach dem Stosse die Axe der

Scheibe mit der AVinkelgeschwindigkeit la ein unendlich kleines

beschreibt, das in einer Ebene Ei liegt, die

"lit E einen unendlicli kleinen Winkel d« bildet. Dass dabei
die Winkelgeschwindigkeit lo durch die Rotation der Scheibe
nicht geändert wird, ergibt sich aus ganz ähnlichen Betrachtungen
wie der Beweis in I, dass die Prücession keinen Einiluss auf die

Rotationsgeschwindigkoit der Scheibe äussert. Der Apparat be-
giimt also seine Bewegung in einem zAveiten Zeittheil dt mit
derselben Wmkelgeschwindigkeit lo mid unveränderter Rotations-
gcschwindigkeit. Seine Axe wird folgbch während des zweiten
Ze.ttheds wieder ein Flächenelement gleich ctf in eiuer Ebene E 2
erzeugen, die mit E x einen Winkel gleich da bildet. Ganz das-
selbe gdt nun auch für jeden folgenden Zeittheil, die Axe der
Scheibe beschreibt daher in gleichen Zeiten gleiche Flächenelemente,
von denen sich immer je zwei auf einander folgende unter gleichen
Wn.keln aneinander reihen; sie bewegt sich demnach mit kon-
stanter Geschwindigkeit auf einem Kegel mit kreisiormigen Quer-
schnitt, dessen Spitze in A liegt.

Die soeben besprochene Erscheinung kommt mm bei den
gewöhnlichen Versuchen mit den Fessel'schen Apparat neben der
m I bcsproclienen Pi'äcessionshcwegung

t
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sie ist zwar nur klein, macht sich aber bei gro5fScm Uehcrgewicht

floch benierklicli. Ihr Einflu>:s soll nun erörtert werden.

Die Gröst^e der konstanten seitliclien Bewegung den .Appa-

rates, lässt sich als die einmalige Wirkung eines Stosses in

der Ebene der Präcessiou und senki'echt zur Axe der Scheibe

betrachten. Ein solclier Stoss alleui versetzt den Apparat in

cme kegelfürmige Bewegung, wenn die beideu Seiten desselben

sich das Gleichgewicht halten. Ein Uebergewicht allein bringt

den Apparat zur Präcession in einer Ebene. Wkken nun

aber beide Ursachen gleichzeitig und dies ist der Fall, wenn man

einen Versuch unter AnAvendung eines bedeutenden Uebergewichts

ausführt, so dass die Grösse der Bewegung der Präcession einen

Stoss repräsentirt, der gross genug ist, um die kegelförmige Be-

wegung der Axe neben ihrer seitliclien bemerklich zu machen,

so zeigt sich die Art der Bc\scgung in der Weise, dass jeder

Punkt der Scheibeiiaxe einen klemen Ivi'eis beschreibt, wäln^end

dessen Mittelpunkt sich auf einem Kreis um den Punkt A
bcAvegt



\

202

IL
^-^ ^.A

Eine der interessantesten, durch

zeigen

die Reibung wesentlich

die allbekannten, tanzen-
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niüdifieirten Präcessionsbewegung

den Kreisel.

^

Es gibt memes Wissens nach keine Erklänmg derselben^

bei welcher der bedeutende Einfluss der Reibung Beachtung ge-

funden hätte. Ich -will daher eine solche hier folgen lassen.

,.'''^'' "'"-^-^.^^ Es sei Fig. II ein Kreisel,

welcher in der Richtung des

Pfeiles auf einer horizontalen

Ebene rotht. Seine Axe AB
sei gegen die Ebene E geneigt.

Ist O sein Schwerpunkt, stellt

die Vertikale OC sein Geweht

vor, sind AD und AF im Be-

rühi'ungspunkte der Axe und

der Ebene zwei vertikale ent-

gegengesetzte Kräfte, jede gleich

OC, die sich also das Gleich-
F

gewicht halten, so ergibt sich

die Wirkung der Schwere auf

den Kreisel als eine auf die

Ebene drückende Kraft AD
und eüi Kräftepaar AFOC,
welches den Kreisel um eine

horizontal und senki'echt zu

AB gerichtete Gerade zu drehen

strebt. Die positive Momenteu-

axe desselben soll OG sein.

Das Drehungsmoment des roti-

renden Kreisels lässt sich diu'ch

ein Kräftepaar darntellen^ dessen

i Di
E

1

L

t
I

I

I
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positive Mouienteuaxe in AB liegt, dessen Grösse gleich OB

sein soll.

Unter dem Einflüsse dieser beiden Ki'äftepaare wird nach

einem unendlich kleinen Zeittheil dt der Kreisel sich derartig
4

drehen, dass seine ^Momcntenaxe der Diagonale OH des Parallelo-

gramms eutspriclit, welches durch die Richtung und Grösse der

beiden Momentenaxeu OB und OG bestinunt ist. Die Drehung,

welche anfänglich um OB vor sich ging, erfolgt nun um OH.

Die Aendenmg, welche die Lage der Axe dadiuch erlitten hat,

ist noch zu untersuchen.

Zielit man von B und H aus die Lothe BJ und HK und

H welche die Lothe in J

und K schneiden, dann ist der Winkel BOJ = cc der Keigungs-

Winkel der Axe AB und der Wmkcl HOK =:= « i der Neigungs-

winkel von HO ö-eeen den Horizont; der Wmkel BOH, um
ö^tr

welchen die Axe ilu'e Richtung im Räume ändert, sei mit ß

bezeichnet. OJ, OK und OG sind, horizontal, also auch JK

imd BH und weil BJ und HK lothrccht stehen, so ist das

Viereck BHKJ ein Rechteck. Das Dreieck OBH ist bei B

rechtwinkelig, folglich ist

OB = OH . cos ß, ferner ist

BJ = HK = OB.siu« = OH. sin «1

AVenn man aus der ersten Gleichung den Werth für OB

iu die letzte einsetzt, so findet sich

OH. cos ^. sin« = OH, sin «1 oder

cos/?, sin a = sin ai

Subtrahirt man von den beiden Seiten dieser Gleichun

sin a, so erhält man

cos/?, sin« — sin« = sinai — sm « oder

sui a — süi «1 = sin « , (1 — cos ß)

. sm a sm ^ ~

rr

Der Winkel ß, um welchen die Axe des Kreisels in einer

unendlich kleinen Zeit seine Richtung ändert, muss uuendHch

klein sein , es ist daher sin ^ | und somit auch sin « — sin «x
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tinondlich kleiu vom zweiten Grad, dann ist aber auch der

XJnterfscliied der beiden Neigungswinkel a — «i unendlich

Idein vom i^weiten Grad; für eine endliche Zeit ist daher die

Dillbrenz « — « t gleich Null zu nehmen.

In Folge der unveränderten* Neigung des Krei?^els bleiJ^t

die Wu"kung der Schwere auf demselben gleich und wenn zu-

nächst noch keine Reibung berilcksiichtigt wird, so bleiben die

Prüce<=piousbccliugiu)gen gleich, folglich auch die Präcescion selbst.

Die Axe des Kreisels bewegt sich dalier mit konstanter Wiukel-

geschwindiglieit und mit unveränderter Neigiuig, sie beschreibt

also einen senkrechten Kegel mit kreisförmigem Quersclniitt, dessen

Spitze im Schwerpunkt O des Kreisels liegt.

Dieses Resultat findet eine schöne Bestätigung, wenn man
einen gut centrirten Kreisel, dessen Axe unten zugespitzt ist, auf

einer ebenen Glasflät^he rotiren lässt.

Ganz anders verhält sich die Sache, wenn der Kreisel mit

einer unten abgemndeten Axe in schiefer Stellung auf einer

horizontalen Ebene rotiii, dann kommen während jeder Drehung
dessell)en verechiedcne Punkte der Axenabrundung, die zusannnen

einen kleinen Ki-eis bilden, welcher senkrecht auf AB steht, mit

der Ebene E in Berfihrung. Diese Punkte gleiten dann auf der

Ebene unter einem Druck, der dem Gewichte des Kreisels gleich

ist und erzeugen dadm-ch eine beü'ächtliche Reibung, deren Ein-

fluss auf die Präccssionsbewegung jetzt noch ermittelt werden soll.

Die Reibung, welche der Bewegungsrichtung entgegengesetzt

wirkt, sei durch SM vorgestellt. Werden im Schwei-punkte O
des Kreisels noch zwei entgegengesetzte Kräfte ON und OP an-

genommen, die beiile mit SM gleich und parallel sind, und sich

daher das Gleichgewicht halten, so erhält man statt der Reibung
eme Kraft ON und ein Kräftepaar SMOP. Die Kraft O^^ zieht

nun den Kreisel fort in einer Richtunti, senkrecht zur Ebene
seines Neigungswinkels, das Kräftepaar dagegen ändert die Dreli-

richtung desselben. Dieses dritte Kj-äftepaai- , das zu den schon

besprochenen beiden ersten noch hinzu kommt, liegt in einer

Ebene, die senkrecht steht auf der Nei^imirsebene JOS des Kreisels.
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Seme i^osltive Momentenaxe liegt daher in JOS. Dieselbe sei

durch OQ, gesjcbeu, die Momentenaxe für die Drehui

unter Berücksichtigung der Reibung ergibt sich daher als die

Diagonale OR des Parallelogramms aus den Momcntenaxen OQ
und OH. Der Kreisel, welcher anfangfs unter dem Xeiiruno-s-

Winkel BOJ oder HOK rotirte, hat nun den grösseren Neigungs-

winkel ROK, seine Axe wird also unter dem Einflüsse der Reibung:

allmählich aufgerichtet.

Während mm die Kraft OP den Kreisel fortzieht, hebt

sich die Axe desselben und besclu'eibt durch die Wii'kung des

Kräftepaars der Reibung einen Kegel, der immer spitziger wird

und endlieh in eine lothrechte Linie übergeht^ wenn nur die an-

fangliche Rotationsgeschwindigkeit gross genug war. In Folge

dessen wird der Kreis auf der abgerundeten Axe, auf dem die

Punkte liegen, welche bei jeder Drehung die Ebene E berühren,

immer kleiner, dadurch wird auch die Wn-kung der Ki^aft OP
immer kleiner und endlich gleich Null werden. Beachtet man

auch noch, dass OP beständig in demselben Sinne seine Richtung

ändert., so ist einleuchtend, dass der Kreisel sich auf einer Spirale

hewes^fen muss, die allmählich auf einen Punkt zurücko-eht, während

seine Axe sich bis zur lothrechten Stellung erhebt.

Bemerken will ich noch, dass so lange der Ki'eisel auf der

Spirale läuft, die dadurch bedingte Centrifugalkraft in Verbindung

mit der Reibung auf der Ebene E noch ein viertes Kräftepaar

lieftrt, welches mit dem ersten, durch die vSchwere veranlassten,

in einer Ebene liegt und diesem entgegengesetzt wirkt, das ich

aber nicht beachtet habe, weil es die ganze Erscheinung nur

etwas verzögert, nicht wesentlich ändert.

Schliesslich will ich dieser weitläufio:en Erklärung der

Kj'eiselbewegung die kürzeste folgen lassen, sie lautet: Der

Kreisel richtet sich auf, M'eil er in lothrechter Stellung bei ge-

ringstem Widerstände sich drehen kann. Diese Erklärung setzt

aber das Princip der kleinsten Wirkung voraus.

1
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