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II. Untersuchung des elastischen Verhaltens eines Cy-

linders aus krystallinischer Substanz, auf dessen Mantel-

fläche keine Kräfte wirken, wenn die in seinem Innern
wirkenden Spannungen längs der Cylinderaxe

constant sind.

Von dem in der Ueberschrift genannten Problem, welches nicht

nur theoretisches Interesse sondern auch practische Wichtigkeit besitzt,

insofern seine Lösung die Theorie gewisser Beobachtungsmethoden über

Krystallelasticität liefert, habe ich schon wiederholt specielle Fälle

durchgeführt^); hier beabsichtige ich dasselbe in grösster Allgemeinheit

zu behandeln und eine iinzahl Sätze abzuleiten , die jene früheren

Resultate umfassen und ihnen die richtige Stelle in der gesammten

Theorie anweisen.

Ich werde im Folgenden geben: 1) die allgemeinen Eigen-

schaften der elastischen Kräfte und Verschiebungen in einem cylindri-

schen Körper, der den oben gestellten Bedingungen genügt, 2) die

speciellen Gesetze der Deformationen , welche der Längsdehnung und

gleichförmigen Biegung, 3) diejenigen, welche der gleichförmigen Dril-

lung entsprechen.

1) Damit in einem prismatischen oder cylindrischen Körper, dessen

1) W. V 0 i g t, Wied. Ann. Bd. 16 p. 273, 398 u. 416, 1882 und Bd. 19 p. 604, 1886.
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Längsaxe wir zur Z-Axe wählen, die inneren Spannkräfte von z unab-

hänaiff sind, müssen die auf die Grundflächen wirkenden äussern

Kräfte gewisse Eigenschaften haben , welche abzuleiten die erste Auf-

oabe dieses Abschnittes ist.

Die Hauptgleichungen werden, wenn Y^^^ . . . sämmtlich von z

unabhängig sind

:

^ ' dx dp ox oy ox dy '

die Bedingungen für die freien Seitenflächen

:

0 = X, cos + cos («,?/), 0 = r,cos + r,,co8(w,?/)

,

0 = Z^co%{n,x) -\- Z^GO^{n,y);

für die Grundflächen gilt

:

A« = jXdq,

A = B = -fYJq, r = ~fzjq,

A° = jyzjq. M° = fxZ. äq

,

N»= j\xY-yX^)dq,

A = — fyZJq— Bl, M = —
/xZ. dq

--AI, N = — f{xY—yX;)dq,

und ausserdem aus allgemein statischen Gründen

:

A°+ A = B^ + B = P+r = A^+A = M-'+M = N"+N = 0.

Hierin bedeuten A^ B\ V\ A^ W, W die Componenten und Mo-

mente der äussern Kräfte für die Grundfläche z = i), A, B, T, A, M, N
für die Fläche z = 1. Die Drehungsmomente um die X- und F-Axe

sind hier und im Folgenden der Symmetrie halber übereinstimmend

positiv gerechnet , wenn sie von der -f- Y- resp. -f- X-Axe her nach

der 4~ Z-Axe drehend wirken.

Da nun aber X^. . . . von z unabhängig sein soll, so folgt nothwendig

:

A" = A = B° = B = 0,

also kann der verlangte Zustand nur eintreten, wenn auf die Grund-
flächen ausschliesslich Druckkräfte parallel der Längsaxe
oder beliebige Drehungsmomente ausgeübt werden. Dies

wollen wir voraussetzen. Die Bedingungen für die Grundflächen schrei-

ben sich nun einfacher als für jedes z gültig:
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~ßjZ^dq = A, ~fxZ^dq = M, —f'^xY—yX;)äq=^.

Für unsern Fall gelten noch einige bemerkenswerthe Sätze über

die elastischen Kräfte.

Man hat identisch:

jXJq = jdy (|^-X,[-y^^^^)
oder nach der ersten Hauptgleichung

= jdy\^xx\^ +jxdxj^y-^ = jdy^xx}^ \jxdx X.

— fx ds [X^cos {n, x) + X,j cos {n,y))

,

also nach der ersten Randbedingung

:

fxjq = 0 ebenso j\dq = jY„dq 0,
aber auch

fxX^dq -- fxX^dq = jxY^^dq = 0

fyXjq = fyX,ßq = fyY^dq = 0.

Dass JZ^dq = JZydq = 0 ist, ist bereits in (3) ausgesprochen.

Man hndet weiter auch:

JxZ^dq = fy Z^dq = 0

,

aber abweichend

:

Jy^J(l = —f^^ydq
und also nach (3) beide

(4')

(4")

Die Druckkräfte X.

~ 2

sind lineäre Functionen der sechs Ar-

gumente

du dv

dx' dy'

dtv dv div du diü

ÖS ^ dx' dz ^ dx'

dv du

dx dy

deren Coefficienten Functionen der Elasticitätsconstanten sind. Damit

ganz allgemein die Druckkräfte von z unabhängig sind, muss das-

selbe für diese sechs Argumente, welche die Dilatationen und Schiebungen

im Innern des cylindrischen Körpers darstellen, stattfinden. Dies erfor-

dert für w jedenfalls einen Ausdruck , der in z lineär ist , und für
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w und wie man leicht erkennt, dergleichen zweiten Grades. Wir

setzen demgemäss

:

(5) « = ü+zU, + ^U,, V = F+;.F, + ^F„ io = W+^W,,

und bestimmen nun die U, F, W, welche nur Functionen von x und ^

sind so, dass die .v^ . . . sämmtlich von z frei werden. Wir haben:

_ du dü, 2" du, _ ^ , _ w

_ (dTJ_ dV_\ fdU^ öF, \ fdU^ dV, \
~ \dy dx J '^^\ dy dx J'^ 2\ dy ö^c

/'

Es muss daher sein

:

M_ = o -^ = 0 -^ +^ = 0
dx ' dy ' dy dx

'

ÖZ7, _ öF, _ öZ7 öF, _ ^,öTF, _ r^,öT^l_r

Aus dem letzten Gleichungspaar folgt

:

und dies giebt mit dem vorhergehenden Tripel, dass und Con-

stanten sein müssen; wir setzen:

(7) = -g, F, = -öT,.

Das letzte Paar ergiebt hiernach

:

(8) W, = g^x+g,y+g,.

Die drei ersten Gleichungen lassen für Ui und nur lineare

Functionen von t/ resp. x zu; wir setzen

(9) • U, = f]-hy V,=f,+ hx.

Weiteres ergeben die Bedingungen der Befestigung, welche die Lage

des Coordinatensystems gegen den Cylinder fixiren.

Es sei der Coordinatenanfang festgehalten, also gelte für

x — y = 2 = Q : u = V = w = 0:
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ferner werde das ihm anliegende Raumelement nicht um die Z-Axe
gedreht, also sei daselbst ferner:

dv du

dx dy'

Endlich sei der Punkt des letzten Querschnittes, welcher anfänglich

in die Z-Axe fiel, gezwungen auf der Z-Axe zu bleiben, d. h. es gelte für

X = y = 0, z = l : u = V = 0.

Diese Bedingungen ergeben, wenn man mit dem Index " den auf

,37 = ^ = 0 bezogenen Werth bezeichnet:

..= .= ^. = 0, (fy=(^); (.0,

ausserdem

Hiernach werden unsere Resultate (5)

:

V = V + s(^g, + hx^ (11)

IV = W+ z(g,x + g^y +g,)

worin U, V, W nur x und y enthalten und den Bedingungen (10) ent-

sprechen.

Dies ist das allgemeinste System Verrückungen, welches längs der

Z-Axe constante Deformationen und Druckcomponenten ergiebt; für

einen Cylinder, der so lang gegen seine Querdimensionen ist, dass im

grössten Theil seiner Länge die Art der Vertheilung der von aussen

auf die Grundflächen ausgeübten Kräfte ohne Einfluss ist, stellen sie

dann zugleich die allgemeinsten Vorrückungen dar , welche unter aus-

schliesslicher Einwirkung von Kräften parallel der Längsaxe und von

Drehungsmomenten auf die Grundflächen zu Stande kommen.

Die durch (ll) dargestellten Verschiebungen m, v, w zerfallen nach

den Formeln in zwei Theile : Z7, F, W, als von z unabhängig, geben

Verrückungen , die allen Querschnitten in gleicher Weise zu Theil

Mathem. Classe XXXIIII. 1. H
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werden, die folgenden Glieder solche, die mit dem Querschnitt wechseln.

Z7und V bestimmen die Verschiebung der Tlieilclien in der Ebene der

Querschnitte und daher auch die Deformation ihrer Grenzcurve, W giebt

die Faltung oder Krümmung des zuvor ebenen Querschnittes ; beide

finden also für alle Querschnitte desselben Prismas nach demselben

Gesetz statt.

Die zu U, V, W hinzutretenden Aggregate bedeuten V erschiebungen

der Querschnitte , welche nicht von Deformationen derselben begleitet

sind. Die in g^^ und ^2 multiplicirten Glieder ergeben, dass die Quer-

schnitte nach der Deformation normal zu einem Kreisbogen stehen, in

welchem die Theile angeordnet sind, die sich anfangs in der Z-Axe
befanden; die Projectionen desselben auf die XZ- und F^-Ebene haben

die Gleichungen

(12) M = i/i^—2~, V = g,^^-

und besitzen also Radien pi und pa, die bestimmt sind durch

(12') 1/p, = g,, I/P2 = g,;

c/i und ^2 messen hiemach die Biegung in der XZ- und F^-Ebene.

Das in w auftretende Glied g^z giebt eine Verschiebung aller Quer-

schnitte parallel mit sich längs der Z-Axe , und bleibt für a; = 1/ = 0

allein übrig; ^3 misst also die Längsdilatation in der ^-Axe.

Die in h multiplicirten Glieder endlich bedeuten eine Drehung der

einzelnen Querschnitte um die Z-Axe; denn der bezügliche Drehungs-

winkel ist an der Stelle üe, z

dy / 2 \ dx dy

die Drehung x gegen die Stelle a;, ^, 0 des ersten Querschnitts ist also

constant für jeden Querschnitt:

(13') T = hz;

h als die gegenseitige Drehung (xi) zweier um die Länge 1 parallel der

Z-Axe von einander abstehender Querschnitte misst die Grösse der

Drillung.
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Die vier hierdurch definirten Constanten g^, g^^ g^ und h lassen

sich bis zu einem gewissen Grade völlig allgemein bestimmen.

Nach der Grunddefinition der elastischen Druckkräfte gilt für jedes

krystallinische Medium und eine beliebige Orientirung der Coordinaten-

gegen die Krystallaxen

:

— -\ = i)„ + X>i, y, + A3 + y. + + x,^ (14)

u. s. f. , worin die Constanten Functionen der Hauptelasticitätscon-

stanten und der Lage des Coordinatensystems gegen den Krystall sind.

Die Auflösung dieser Gleichungen nach x^. . . . giebt, falls man >S die

Determinante des Systems und «S^^j den Coefficienten des Aten Elemen-

tes der Ä'ten Reihe nennt und kurz

setzt

:

— x^ = s„ X, + s,, + 5,3 + s,, Z + s,, + s,, (15)

u. s. f.

Das Einsetzen der gefundenen Werthe (11) lässt dies werden zu:

dV
dx

dV
dy

l

— (4^ + -^) = s,,X,^ + s,,Y,^ + s,,Z^ + s,,Y, + s,,Z^ + s,,X,.

Multiplicirt man diese Gleichungen mit dq und integrirt sie über den

ganzen Querschnitt Q, so erhält man in Rücksicht auf (3) und (4):

f^^^ = s,,r, J^dq = s,,r, {gA+g,ri+cj,)Q = s,J, (17)

Hierin bezeichnet E und tj die X- und F-Coordinate des Schwerpunktes

des Querschnitts Q.

^21 X. + «22 Y,, + S,3 Z^ + S,, Z + S,, Z^ + S,,
,
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Multiplicirt man die Gleichungen (16) mit xdq und ydq und inte-

grirt, so erhält man ähnliche Resultate

:

N

N

r Ii \ C dW N

N
«28

2

dy 2 '

N
2 '

N
«66

2j = «03M+S,,
j (.l^ + -ö^>^2 = ^esA

Hierin ist gesetzt:

fx'dq = Qy.l, ffdq = Q^l, fxydq = Q\\

Die vorstehenden Gleichungen bieten die allgemeinsten Relatio-

nen, welche die Functionen U, V , W mit den ausgeübten Kräften

r, A, M, N verbinden. Sie zeigen zunächst, dass ^j, 9z '^it aller Strenge

und ganz allgemein für jeden Querschnitt angebbar ist, denn aus

:

{.9A+ 92-^1 +93)Q = s,,r,

N
{9y, + 92>' + 93'i)Q = «3aM + S3,Y,

N
{9i>^' + 92-< + 93-fl)Q = S33A— Sasy,

folgt:
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hierin bedeutet

1 $ 7J

= {<- rt) {<- - (^^- ^-nT. (19')

Da das Coordinatensystem X, Y, Z in seiner Lage gegen den

Krystall ganz beliebig gelassen worden ist, so ist es keine Beschrän-

kung, die X- und y-Axe den Hauptträgheitsaxen des Querschnitts in

Bezug auf dessen Schwerpunkt parallel zu legen. Die Lage des Coor-

dinatenanfangs , der als Befestigungspunkt eine physikalische Bedeutung

besitzt, bleibt dabei völlig willkürlich.

Führt man das System der Hauptträgheitsaxen durch den Schwer-

punkt als X^ F° ein, so ist:

X = i + x", y = ri+y'

+ , = V + < , = + ,
(20')

worin nach der Annahme gleich Null ist.

Hiernach werden die Gleichungen (19) sehr einfach:

N
9,Q< = — r $«33 + MS33 +Y ,

g.Q'^f = — r¥33 + AS33— y53g, (20)

N N
^3Q X- = r(x- X- + r -/^ + r^' x;^)S33- (MS33 +y S,,) - {Ks,,- S,,) yjx-

In dem speciellen Falle, dass der Coordinatenanfang im Schwer-

punkt des Querschnittes liegt, ist 6 = rj = 0 und man hat noch ein-

facher :

N

g,Q< = S33A-536y,
^^^^

Die Constante h ist nicht allgemein vollständig bestimmt, sie steht

vielmehr in sechs Gleichungen mit der Function W in Verbindung,

welche die Faltung des Querschnitts des Cylinders angiebt und von der

Gestalt des Querschnitts abhängig ist. Für ^ = -q = 1 — 0 erhält man

sie nur in den beiden Gleichungen:
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fdW N
^iQ^l +J

= «.13 + S,, y ,

(21') rßiY isi

Sie, wie auch die allgemeinen zeigen deutlich, dass die Constante

h , welche die eintretende Torsion misst , keineswegs mit dem Drehungs-

moment um die Längsaxe N verschwindet, dass also eine solche Dril-

lung, sowohl bei einer Längsdilatation durch Zugkräfte, als bei einer

Biegung durch Drehungsmomente um Axen, welche in den Endquer-

schnitten liegen, bei krystallinischen Medien der Regel nach eintritt.

Umgekehrt zeigen die Formeln (19) und (20), dass im Allgemei-

nen die Biegungen in der XZ- und FZ- Ebene keineswegs mit den

biegenden Momenten M und A verschwinden, sondern sowohl ein Mo-

ment um die Längsaxe N, als auch eine Zugkraft parallel derselben

r eine Biegung verursachen können.

Die Formeln (17) und (18) bringen die Deformationen in Verbin-

dung mit den auf die Grundflächen ausgeübten Kräften und Momenten

ausschliesslich mittelst derjenigen Aggregate der Elasticitätsconstanten,

welche wir mit % bezeichnet haben : nämlich den Partialdeterminanten

der Coefficienten des Systemes (14) dividirt durch deren Gesammt-

determinante S.

Diese Grössen s^^i in den eigentlichen oder Hauptelasticitätsconstan-

ten A;,;t der Substanz, welche in dem System (14) auftreten würden, wenn

man die Coordinatenaxen in die krystallographischen Hauptaxen S, H, Z

legte, auszudrücken habe ich früher bereits das Mittel angegeben ^).

Es sei das System der oben benutzten Coordinatenaxen X, F, Z
in seiner Lage gegen das Hauptaxensystem S, H, Z definirt durch:

dann gelten zwischen den Deformationsgrössen x^^ y^, ^5^, y,^, 2;^, be-

zogen auf X, F, Z und i^, -/j.^, -r]^, C^, bezogen auf S, H, Z

1) W. Voigt, Wied. Ann. Bd. 16, p. 398. 1882.
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sechs lineare Gleichungen; die Coefficienten von i^, in den

Formeln für sc^

1 h \
r

\

sind gegeben durch

\ h

das Schema

:

s

f\

< ß.Ti Ti «1 «ißi Cx»

< f. ß2T2 T2«2 «2 ß2

Z. < fs ßsTs Ts «3 «sßs Can (22)

Vi 2ß.ß3 2T2T3 (ß2T3+T2ß3) (T2<^3 + a2 T3) K ß3+ß2as)

2T3Tx (ßsL + Yaßx) (T3»-i + a3 Tx) («3ßx + ß3«x)

2a^a^ 2ß,ß. 2lT. (ßxT^ + TxßJ (Yi «2 + «1 T2) (a,ß, + ß,a,).

Nennt man hierin das wte Glied der mten Reihe c,„„ , so drückt sich

das Determinantenverhältniss das sich auf ein beliebiges Coordina-

tensystem bezieht, durch die entsprechenden auf die Hauptaxen bezo-

genen Grössen o,,j durch die Beziehung aus:

= SS
a b

(23)

die Summen sind über a und b auf die Zahlen 1, ... 6 auszudehnen.

Hiernach giebt sich im Allgemeinen jedes als eine lineare

Function aller 21 o,,^.. Von letzteren verschwindet eine Anzahl, wenn

der bezügliche Krystall Symmetrieen besitzt, und tritt eine andere in

nummerische Relation, wenn mehrere gleichwerthige Symmetrieelemente

vorhanden sind; denn die Anzahl der von einander unabhängigen a,,j ist

nur so gross, als die Anzahl der unabhängigen Hauptelasticitätscon-

stanten A,,j.

So ist für das monokline System mit der HZ- als Symmetrieebene:

<3xB = °I6 = ^25 = °26 = °35 = '^36 = = = 0 5

für das rhombische noch ausserdem:

0x6 = ^26 = °36 = a*-, = 0;

für das quadratische, die Z- als Hauptaxe genommen:

'^XI = '^22? °3X = °32> ^ii = ^55?

für das hexagonale kömmt hierzu:

für das reguläre statt dessen:

(24a)

(24b)

(24c)

(24d)

(24e)
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das rhomboedrische giebt, falls die Z- zur Haupt-, die II- zur Neben-

axe gewählt wird, zu den für das monokline System geltenden Bedin-

gungen noch hinzu :

(24f) o„ = o,,, a,, = 0,,, Oj, = o,, =—o„ = i.a,„, o„„ = 2(a^—a^^), a,^ = 0.

Zwischen den Haupt-Elasticitätsconstanten A,,^ und den Verhältnis-

sen a,,t bestehen die 2 1 Gleichungen

:

SA,,a„, = 0 für h = 1, 2, 3, 4, 5, 6

^^^^ yA a = 0 für 1^^ = 1' 2' 3' 4' 5' 6 und Ä>Ä-

aus ihnen lassen sich bei gegebenen a/,,, die berechnen.

Auch über die Werthe der s,,,, lässt sich bei sonst beliebiger liage

des Coordinatensystems X, Y, Z Einiges sagen. Ist die X-Axe eine

geradzahlige krystallographische Symraetrieaxe , also (s. p. 33) die YZ-
Ebene in elastischer Hinsicht Symmetrieebene , so ist

:

^15 ~ ^18 — ^25 — *28 — ^36 ~ ^36 " ^45 ~ ^46 — ^
'l

gilt dasselbe für die F-Achse , so

(2^) ^16 — ^14 = *26 = = ^38 = ^34 = '^58 = *84 = ^ >

für die Z^- Achse, so

^14 ~ ^15 ~ ^24 ~ ^25 ~ ^34 ~ ^36 ~ ^64 ~ ^85
~

Diese Resultate sind für die folgenden Anwendungen von Wich-

tigkeit.

2. Den Hauptgleichungen (l) und den Bedingungen für die Cy-

linderfläche (2) ist stets genügt, wenn alle Componenten . . . mit

Ausnahme von Z^ verschwinden. Nehmen wir dies an, so schliessen

wir nach (3) die Einwirkung eines Momentes N um die Längsaxe aus.

Das System (16) zeigt, dass die gemachte Annahme die andere

nothwendig nach sich zieht, dass Z^ eine lineare Function der Coordi-

naten x und y ist, denn sie lautet:

^1, ^2 und ^3 haben dabei die Werthe (20), hierin N = 0 gesetzt.

Aus diesem Z^ folgen dann für U, V und W Functionen zweiten

Grades.
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Wir setzen, da nach (10) für x = y — 0 J7=F=PF=0
und dUjdy = dV\dx sein soll:

^ = «2 2" + &2^«/ + C2Y + ei^ + e2?/, (28)

Dann bestimmen die Gleichungen (l 7) und (18) die Constanten wie

folgt. Wir setzen die auf die Flächeneinheit bezogenen Kräfte und

Momente :

und haben dann

:

(&3 + h) v-l + C3 A'^ + {g,^ + e,) l = s,3
, ^3 xl + ( &3— h) + ig,~ + d,) l = s,,

,

(&3 + h) k' + C3 xl + {g,j + 63) 7] = s,3 A,
,

a3 A'^ + {b.^—h) xl + {g^
i- + (?Jr; = 5,3 A,.

Die ersten neun Gleichungen gestatten die Constanten in U und F,

die letzten sechs die in W und ausserdem noch h zu berechnen.

Um die Betrachtung zu vereinfachen nehmen wir zunächst A und

M gleich Null, später F gleich Null. Es wirkt also zunächst nur eine

Längsdehnung gemessen durch die auf die Einheit des Querschnitts

ausgeübte Zugkraft Fj.

Dann ist nach (20):

9^^' = — rz^S33, g,xl' = — r,7jS33, g, = r,x,

ferner nach (29) unter Rücksicht auf (20'):

l

^
(30)

(5^2 2" + ^3) = r,xs,3,

Mathem. Classe XXXIIIL 1. I

— l\?S:3, K< =
— r rS ~ f l''5^23 '

— l^?-563'

{h, + h)x: = PCs ^3^ = 1^
1 ''i ^iSJ

3 //
(^3-^0< = ^ I ''i ^63 '
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Hierin ist kurz gesetzt:

Die Grösse der Torsion bestimmt sich hiernach:

^* ~ 2 V x:^ x; J

'

Dies Resultat zeigt, dass ein unter einseitigem Zug stehender Stab

im Allgemeinen sich nicht nur dehnt — was durch ^3 gegeben ist —

,

sondern sich biegt und drillt , da
, ^2 ^^^^ von Null verschieden

sind. Diese Nebendeformationen verschwinden stets, wenn der Cylin-

der an einem Ende im Schwerpunkt des Querschnitts befestigt, also

^ =: Y] = 0 ist. In diesem Falle hat man sehr einfach nach (11) und (28)

:

(31) M = r, (5,33; + Seal"), = r,(5«3y + 5^3 2/), ^ = ^Ä^,,^ + + S,,^).

Hier bleiben alle ursprünglich ebenen Querschnitte eben; der Fall

lässt sich daher practisch realisiren, indem man den durch die Ebenen

2=0 und z = l begrenzten Cylinder zwischen zwei ebenen Platten ei-

nes nahezu starren Körpers comprimirt.

Es wird nach (31)

:

(32) = rjSj3, ^/y = rjS23) = TjSgg, = FjS^g, 0^ = TjSgg, x,, = T^s^^,

und hierdurch bestimmen sich einfach die Werthe der linearen Dilata-

tion in beliebiger Richtung sowie der Winkeländerung zwischen belie-

big in dem Cylinder gegebenen Ebenen.

Die lineare Dilatation X parallel einer durch die Richtungscosinus

a, ß, Y gegen das Coordinatensystem X, Y, Z bestimmten Richtung ist

gegeben durch

:

(33) X = o?x:+ f y,^ + f + ßy?/, + ya^^ + aß x,^.

Der einseitige Zug Fj parallel der Z-Achse ergiebt also den Werth

:

(34) ^ = r,(a^s,3 + ß'5.3 + f 533 + ßYS,3 + T«5,3 + aßsJ;

für die Längsrichtung ist ^ = 1 , a = ß = 0 , also

:

W ^i = r,.33,

normal dazu ^ = 0 , -|- [5^ = l , also

(34") X„ = r,(a^s, + ß^5,3 + <dO.
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Damit der Werth der Quercontraction X„ rings um die Z-Axe con-

stant sei , ist erforderlich die Bedingung s^^ — s.^^
,

s^^ — 0 ; im Allge-

meinen wird durch einseitigen Zug ein kreisförmiger Querschnitt zur

Ellipse deformirt.

Für den Factor % von habe ich den Namen »Coefficient der

Längsdilatation« vorgeschlagen und den Buchstaben E benutzt; er

stellt das llecipioke dar von demjenigen Zahlenwerth, den man ge-

wöhnlich als Elasticitätscoefficienten bezeichnet. Es dürfte vortheil-

haft sein , diese Bezeichnung in der Weise auszubilden , dass man

durch einen untern Index die Coordinatenaxe andeutet, parallel welcher

der Druck wirkt, durch einen obern diejenige, parallel welcher die Di-

latation gemessen wird. Wir hätten dann folgendes System von »Di-

latationscoefficienten bei einseitigem Druck«:

EJ= Sn, Ej'= Si2, Ej"= Si3, £2=^21, h'J= s^^, YJ^"=s^^, E3=Sj3, E'^'=:s^s, E'^"=s^^, (35)

zwischen denen die Relation gilt:

e;' = e;, e-=^e;', e; = e;".

Was die Aenderung anbetrifft, welche der Winkel tu zwischen zwei

durch die Richtungscosinus a', ß', 0.", ß", f ihrer Normalen gegen die

X, Y, Z-Axen definirten Ebenen durch die Deformationen erleidet, so

gilt dafür das allgemeine Gesetz

:

sin ü) = 2[a'a'X.+ ß'ß"2/,+ t't'X] + (ß'T"+ T'ß")^-+ (t'«"+ ^YK+ ^'^"K (36)

+(a'ß'+a"ß"K],

wobei costo = a'a"4- ff' i^^-

Ist specieller to = n/2 so folgt:

ö = 2[a'a"x^+ {iTy,j+ ii'^l + (ß'T"+T'ß"k+ (fa"+ «'t"K+ ß'«"K, (3^)

dabei ist 0 = ß' ß"+f7".

In unserm Falle des einseitigen Zuges Fj oder Druckes — F^ pa-

rallel der Z-Axe sind beobachtbar nur die Winkel zwischen zwei Säu-

lenflächen und zwischen einer Grund- und einer Säulenfläche. Ist der

Cylinder ein rechteckiges Prisma, die Flächen normal zu den Coordi-

12
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natenaxen X, F, Z, so sind die drc-i mit b,^^, 9-^^, {}^^^ zu bezeichnenden

Winkeländerungen gegeben durch:

(38) = = r,53„ ö..„ = z„ = r,s,„ = x„ = l\s,,.

Wenn man dasselbe Prisma Zugkräften Aj und Bj parallel der

X- oder F-Axe aussetzte, würde man analoge Winkeländerungen er-

halten :

An demselben Prisma würde man also im Allgemeinen neun ver-

schiedene Aggregate s,,/, bestimmen können , wenn sich ein Mittel fände,

diese allerdings sehr kleinen Aenderungen der Messung zu unterwer-

fen. Wir wollen dieselben als »Coefficienten der Winkelände-
rungen bei einseitigem Druck« mit einem besondern Buchstaben

bezeichnen und setzen

:

WO nun der untere Index auf die Richtung der Druckkraft, der obere

auf die Lage der Geraden hinweist , in welcher die beiden zueinander

normalen Ebenen, zwischen denen die Winkeländerung statt hat, sich

schneiden. Von diesen Coefficienten verschwinden jedesmal sechs, wenn

eine der Coordinatenebenen elastische Symmetrieebene ist (vergl. p. 64).

Wirkt keine Längsdehnung F, sondern nur ein Drehungsmoment

um die X- und F-Axe A und M, so folgt aus (20):

9i'^7 = ^Ii«33, 92< = A,S33, 5f3<< = — (MJx:HA,r^x;^)s3,,,

während (29) führt auf:

(40) (?.3 + /0-< = M,53,, (&3-A)y- = 453,,

woraus folgt:

(40') = i(M,^-A,-^)-

Hieraus folgt , dass durch Momente um beliebige in den Endquer-

schnitten liegende Axen nicht nur Biegungen, sondern auch eine Längs-

dehnung der Faser x=y=0 und eine Drillung um dieselbe erzeugt wird.

Die erstere verschwindet, wenn der festgehaltene Coordinatenanfang
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der Schwerpunkt des Querschnitts ist, die letztere bleibt im Allgemei-

nen bestehen.

Ein Moment um eine Parallele zu einer Hauptträgheitsaxe durch

den Schwerpunkt bringt stets nur eine Biegung der Faser x = y =
in der zu jener normalen Ebene hervor; diese, sowie die begleitend

auftretende Drillung sind den bezüglichen Hauptträgheitsmomenten in-

direct proportional. Dies Resultat gilt nicht mehr, wenn die Momente

um andere Axen wirken.

Wir führen das Problem nun auch hinsichtlich der Bestimmung

der übrigen Constanten zu Ende. Die Auflösung der Gleichungen (29)

für r = 0 ergiebt:

— A-iSjg,

= Aj Sg3
,

l

2

äx<; = -(MJxr + A,r;x-)s,3,

-(MjC + A,7ix-)s,3,

-(M,exr + A,rjx;)s,3,(41)

-(MJx-+A,v<)5,3,

= Ma3, ih-^X = A^s,3, {cj.

l

2

Man bemerkt , dass die Lage des Coordinatenanfangs nur auf die

linearen Glieder in (28) Einfluss hat. Wählen wir den Schwerpunkt

des ersten Querschnitts zum Anfangspunkt, so finden sich durch Ein-

führung der betreffenden Constantenwerthe in (28) die folgenden Resul-

tate, die wir ohne Indices " schreiben:

^ = \x's,,— y's,,— 0[ys,,— {l—0)s,,]\ +^d^^ys,, + tfs,, + 0tjsj,

w= ^^Ix' s,3 + xys,,— (Z- 20) xs,,] +^ [xys,, + y' s,, -{l- 2z)y sj.

In diesen Formeln wie in (41) kommen nur diejenigen Aggregate

vor, die oben (3 5) und (39) als »Coefficienten der lineären Dilata-

tion E und der Winkeländerung 6 bei einseitigem Druck " bezeichnet

worden sind; dieser Umstand weist auf die Verwandtschaft der gleich-

förmigen Biegung mit jenen Erscheinungen hin.

Für unkrystallinische Medien ist S43 = 553 = s,^ = 0 \
demnach un-
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terscheidet sich unter den Aoistelienden Werthen von u, v, w besonders

der für tv von demjenigen, der für jene gilt. Der zuvor ebene Querschnitt

wird nämlich bei krystallinischen l'rismen durch diese gleichförmige

Biegung gekrümmt und zwar nach einer Oberfläche zweiten Grades.

Ihre Gleichung ist nach dem früher (p. 58) Erörterten gegeben durch:

darin hat W den Sinn der ^-Coordinate eines Punktes y der ge-

krümmten Fläche.

Wirkt das ausgeübte Moment um die X-Axe so gilt:

SS

wirkt es um die K-Axe

:

Die nicht verschobenen Theile liegen also resp. auf der X- oder

F-Axe und auf der Geraden ^^gg-j-yÄ^g = 0; die Niveau - Linien sind

Hyperbeln, die jene Geraden zu Asymptoten haben.

Die Krümmung verschwindet nur für 643 = = 0 , d. h. im All-

gemeinen nur, wenn die Axe des Cylinders normal zu einer elastischen

Symmetrieebene steht.

Die lineare Dilatation wird für eine durch die Cosinus a, ß, y

finirte Richtung in unserm Falle nach (33):

(43) X = + 4^ 2/)
{rj? s,, + ß^s,3 + f S33 + ßT 5,3 + Yas,3 + aß sj.

Sie ist also in der Schwerpunktslinie x = y = selbst gleich Null

und wächst linear mit x und y. Ihr grösster Werth findet an der Ober-

fläche des Prismas statt, aber keineswegs allgemein parallel der Mittel-

linie, sondern in einer andern Richtung. Das Zerspringen eines Pris-

mas bei wachsender Biegung würde daher auch bei gleicher Cohäsion

im Allgemeinen nicht mit Sprüngen parallel der XF-Ebene eintreten.

Für den Drehungswinkel um die .^-Axe erhält man

:
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^\dx dyJ ^ X('^-2^)-.(^-2^')+<^'-^')]^ (44)

derselbe besteht also aus einem allen Querschnitten gemeinsamen in x
und y linearen und einem mit z proportional wachsenden Theil. Der

ganze Querschnitt z erscheint hiernach gegen den ersten gedreht um
die Grösse

:

2\ 7.] xl J

in Uebereinstimmung mit dem früheren Resultat (21').

Die Grösse von x hängt von denselben Coefficienten ab, wie die Krüm-
mung der Querschnitte, und verschwindet nur mit dieser. Da wir ganz

allgemein die Grössen % durch die Elasticitätsconstanten ausdrücken

können, so ist es auch möglich, diejenigen Orientirungen des Prismas

zu finden, welche Biegung ohne Drillung ergeben. Allgemein ver-

schwindet % und nach p. 64, wenn die Längsaxe des Prismas nor-

mal zu einer elastischen Symmetrieebene steht.

3) Den Hauptgieichungen (1) wird ferner genügt durch Nullsetzen

der Componenten X^, Yy, X.y und durch die Verfügung

T = ^ -Z = ^ (4^)
' dx ' dy

bei beliebigem Z^. Hierdurch sind zugleich auch die ersten beiden Rand-

bedingungen (2) erfüllt, die dritte nimmt eine integrable Form an und

giebt durch

= 0

eine Bedingung, welche die Coordinaten der Bandpunkte zu erfüllen

haben: die Gleichung des Querschnitts.

Wir wollen diese Verfügung näher untersuchen. Das System (16)

legt durch die dritte Gleichung

— i9^x+g,tj + g,) = Z,+ r + (46)

nahe, für und zunächst lineäre Functionen einzuführen; dabei

kann Z^ = 0 genommen werden, da bereits oben erörtert ist, was daraus

resultirt, wenn Z^ ebenfalls zur linearen Function gemacht wird, und

die Gleichungen in den Componenten linear sind. Diese Verfügung
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lässt r, A und M verschwinden und nur N, das Drehungsmoment um
die Längsaxe

,
übrig.

Da für unser Problem nur geschlossene (iuerschnittscurven einen

Sinn geben und bereits in unsern Grundformeln (20) verfügt ist, dass

die Coordinatenaxen X und Y den Hauptträglieitsaxen des Quer-

schnitts durch dessen Schwerpunkt parallel sein sollen, so können wir

ohne Beschränkung der Allgemeinheit setzen um für

Y. = und Ar =
dx dy

lineare Functionen zu erhalten

:

hieraus folgt:

C^ö) J:
..
= —2

, — A = ^2 1

worin wegen

—fY^xdq = fz^ydq = ^N, k = N ist.

Das System (20) ergiebt dann zunächst, da T = A = M = 0 und

N/Q = Nj ist, die noch für jeden Querschnitt gültigen Formeln:

(49) ^.< = -y-5a. 9X = -^^.. 9.K'y-: = -^(s,m:-w:).

Das Moment um die Längsaxe bringt also im Allgemeinen eine

Biegung und Verlängerung der in jene fallenden Faser hervor.

Die Gleichungen (17) und (18) verlangen für U, V, W Functionen

zweiten Grades. Wir setzen wie in (28):

(50) V = + ^2^2/ + + ^ + ^2«/»

W= a,_.-^ \-'boXy + + d^x e.^y

,

und erhalten zur Bestimmung der Constanten das System

:
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+b,ri +d, = 0, &i +c,r^ +(', = 0, {b,+a.,)^ Hc,+hh +2e, = 0,

a,X'+b:4+d,ri == b,\'+c,y.l+e,r^ = -^s,„ {b^+a^)V+(c,+b,)y.l+2e,ri= —^s,„

{b,+ h)', +c,ri +(g,l+e,) = 0, a,^ +{b,-h)ri +(g^^^ + d,) = 0,
^^^^

{b^+h}y.l+ c,>c+{gj^ + e,y^ = +^s,„ a,y^, + {b,-h)k' + ig^^-+ d,n = +^s,„

{K+ h) c,yl +ig,l+e,)ri =-^ a, + {b- h) + {g,^+ d,) ri =— s,,.

Hieraus folgt speciell als wichtigstes Resultat

:

(&3 + 70xr = §-5«, {K-h)y: = -^s,,

also

oder, da für die Ellipse (47) 4xf = a^, 4xf = ist, auch:

'' = N.(^ + ^)- (62)

Dieser Werth für die Grösse der Drillung gilt ganz allgemein für jede

Drehungsaxe; dasselbe Moment N giebt also für den Querschnitt z um
jede Axe den gleichen Torsionswinkel x — hz^ — ein Satz der auch

für unkrystallinische Medien noch nicht bekannt sein dürfte.

Die Aggregate und s^r, und das bei Drillungen um die X- oder

y-Axe analog auftretende ^ge nennen wir die »Coefficienten der

Drillung« und setzen

—
, Sgg = , = Tg.

Dass die Grösse der die Drillung begleitenden Biegung ebenfalls

von der Lage der Drehungsaxe unabhängig ist, zeigen die Formeln (49).

Diese zeigen auch, dass die Längsdilatation, welche durch gemessen ist

verschwindet, wenn man die Drehungsaxe durch das Centrum der Ellipse

gehen lässt, die Biegungen aber im Allgemeinen bestehen bleiben.

Alle drei Grössen verschwinden stets, wenn dieselben Determinan-

Mathem. Classe. XXXIIII. 1. ' K
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tenverhältnisse , welche auch die eine Biegung beglcitduU" Drillung

messen, nämlich

S,, =
^"^ss
= 0

sind. Dies findet, wie schon früher benutzt, statt, wenn die Z-Axe

krystallographische Symmetrieaxe , die XF- Ebene also elastische Sym-

metrieebene ist. % oder % allein ist Null, wenn die XZ- oder FZ-

Ebene elastische Symmetrieebene ist.

Wir führen die Discussion des Resultates der Gleichungen (51) und

(51) zu Ende unter der vereinfachenden Voraussetzung, dass die Dre-

hungsaxe Z durch das Centrum der Querschnittsellipse geht, also

^ = rj = X = 0, K = K\ < = <j

ist. Dann erhält man die Constanten a;, , . . . durch (51) sogleich

gesondert bestimmt:

N NNNN N
"2^545, ^nK = «45' {b,— h)lf.l = —

Hiernach wird, da 4-4 = t^ 4-/^^ = ist:

» = N.|^...-^...-y(i?+^)+4^^..,-.(^+^)]!

(54) . = N. + +

Diese vollständigen Werthe, welche mehrere Aggregate % enthalten,

die in den Formeln für Biegung und Dehnung nicht vorkamen, ergeben

u. A. das Resultat, dass ursprünglich ebene Querschnitte des ellipti-

schen Cylinders bei der Torsion durch ein Moment N in Oberflächen

zweiten Grades gekrümmt werden, welche für alle Querschnitte iden-

tische Gestalt haben. Ihre Gleichung ist in der Form, wie sie dem

mittelsten Querschnitt z = ^/2 entspricht

:
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w = N,
X'

Die Niveaulinien sind mit der Querschnittsellipse concentrische

Hyperbeln, welche für den Fall die Ellipse zum Kreis wird [a = b)

gleichseitig werden, und ihre Hauptaxen parallel der X- und F-Axe

haben , wenn s^^ja^ = ^55/6- ist, Ist hingegen % = 0 aber a ^b, so

haben die Hyperbeln allgemein die Axen der Ellipse Q = 0 zu Asymp-

toten. Letzteres findet immer dann statt, wenn die XZ- oder FZ-

Ebene eine krystallographische Symmetrieebene ist. Geben wir dem

Aggregat 545 und den bei Drillungen um die X- und F-Axe auftre-

tenden % und % ebenfalls noch besondere Zeichen

s = T' s — T" (55)

und etwa den Namen der »Krümmungscoefficienten« , da sie die Krüm-

mung der Hauptaxen bei der Torsion bestimmen und mit ihr verschwinden,

so wären alle die 21 Aggregate % nach ihren physikalischen Bedeutungen

in anschaulicher Weise characterisirt.

Ausser obiger Deformation parallel der Z-Axe erleidet jeder Quer-

schnitt auch noch eine Verzerrung in seiner Ebene; die begrenzende

Ellipse wird zu einer Curve vierten Grades.

Da die Gleichungen der Elasticität homogen linear in den w, v, w

sind, so kann man sogleich die Verschiebungscomponenten für den Fall,

dass Drehungsmomente A, M, N gleichzeitig auf die Grundflächen

des elliptischen Cylinders wirken durch Summation derjenigen Werthe

bilden, welche eintreten, wenn sie einzeln ausgeübt werden. So

erhält man aus (42) und (54):

e.= ^(2MÄ3+N,sJ+^(2A,5,3-NA,)+2/^

2xy

2Aa3_2M^

r2A,s,3 2Ma
(56)

V= |,(2AA3-N,sJ +^(2MA3+NAj-a;^|_-^

K2
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Hieraus folgt der reciproke Krümmungsradiiis der Schwerpunkts-

linie l/pi = ^1 und l/p2 = ^2 f^'-'i* -X^- und FZ- Ebene übereinstim-

mend mit den allgemeinen Formeln (21):

(^'^)
d'v _ _ 2

dazu die Grösse der Torsion:

Zunächst bemerkt man, dass es jederzeit gelingt, durch eine

Vereinigung von drei Drehungsmomenten A , M , N eine Biegung in

einer beliebigen Ebene ohne Torsion, — also eine reine Biegung
— hervorzubringen. Die Gesetze hierfür sind leicht angebbar.

Wichtiger ist der Fall, der bei der Beobachtung der Biegungen

leicht eintreten kann , dass nur ein Drehungsmoment um die X- oder

F-Axe absichtlich ausgeübt wird, die Befestigung aber die im Allge-

meinen eintretende Torsion verhindert, also ihrerseits ein Moment um
die Längsaxe N erzeugt.

Sei z.B. A = 0 und wegen A = 0

:

a

so entsteht eine reine Biegung, die im Allgemeinen nicht in der X.Z-

Ebene stattfindet und für welche gilt

:

^^^^ ij) =^ ~ ^^^fr^)

'

freie Biegung, durch ein allein wirkendes Moment M erzeugt, hätte

ergeben:

(59') - = .

P2 «
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Ebenso folgt für die reine Biegung durch ein Moment A:

für die freie Biegung:

(60')

Da nun und ^55 nach ihrer Eigenschaft als Coefficienten der

Torsion stets positiv sein müssen , so ergiebt sich der Satz

:

dass die Biegung bei behinderter Torsion (reine Biegung^

stets kleiner ausfällt als die bei unbehinderter (freie Biegung).

Da man bei Biegungen in der X^-Ebene die a -Achse, bei Bie-

gungen in der y^-Ebene die 6-Axe als die kleinere wählen wird, so

ist die Abweichung mitunter sehr merklich.

Ist hingegen, was ebenfalls gewissen Beobachtungsmethoden ent-

spricht, bei der Torsion des Prismas die Biegung durch die Befesti-

gung verhindert, so wird durch dieselbe ein Drehungsmoment A und

M hervorgebracht, welches ffi
und ^2 gleich Null giebt, d. h. bestimmt

ist durch

:

2A,s,, — N^s,, = 0,

demgemäss findet sich für die reine Torsion

:

« = N.[^+^-^(f (61)

während für die freie Torsion galt:

und dies ergiebt, da auch % als Coefficient der Längsdilatation (s. Glei-

chung (28)) stets positiv ist, den entsprechenden Satz:

dass die Torsion bei verhinderter Biegung (reine Torsion)

stets kleiner ausfällt als die bei unbehinderter (freie Torsion).

Dass mit der Verfügung = Y,j = = Z, = 0 und F,

,
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gleich linearen Functionen von x und y den Hauptgleichungen nur ullein

für den elliptischen Cylinder genügt werden kann, ist im \ urstclu n-

den gezeigt worden ; es bietet sich die Frage, ob durch eine einfache Er-

weiterung des Verfahrens, bei welchem für Y, und beliebige andere

Functionen von x und y gesetzt werden, die Lösung des Torsionsprob-

lems für noch andere Querschnitte als den elliptischen erlialten werden

kann. Ich will die Beantwortung sogleich für den noch allgemeineren

Fall geben, dass nicht Null, sondern beliebig ist, da hierdurch die

Hauptgleichungen nicht berührt werden, aber eine grössere Anzahl von

IVIöcrlichkeiten «rewonnen wird.

Das System Formeln (16) giebt in seiner dritten die Bestimmung

von von Z^ durch und ; setzt man den bezüglichen Werth in die

übrigen fünf ein , so wird in ihnen die rechte Seite linear in = dQjdx,

Z^= — dQ.\dy und ausserdem in x und y. Die so erhaltenen Gleichun-

gen führen auf zwei zur Bestimmung von Q, wenn man den zweiten

DifFerentialquotienten der ersten Formel nach y plus dem der ersten

nach X von dem der letzten nach x und y, und ebenso den ersten Dif-

ferentialquotienten der vierten Gleichung nach x abzieht von dem der

fünften nach y. Die erste so erhaltene Formel ist linear in d^Qjdx^,

ö^jdaPey, d^\dxdy\ d^Qjdy^ die zweitein d'Qjdx^ d^'Qjdxdy, d^Qjdy^;

letztere enthält ausserdem ein constantes Glied. Differentiirt man die-

selbe einmal nach x und einmal nach y so gelangt man zu drei ho-

mogenen Gleichungen in den vier dritten Differentialquotienten. Dar-

aus folgt, dass d^QJöa^, d"Qldx^dy, d^Qjdxdy^ und d^Qjdy^' mit derselben

Function proportional sein müssen; die Factoren sind Aggregate der

Sfj,, also Functionen der Elasticitätsconstanten. Wir setzen d^Qjdx^ = acp,

d^Qjdx^dy = h-f, d^üjdxdy'' = c^, ö^Ö/d/ =
Diese Proportionalität ist aber nur möglich, wenn cf constant ist;

es bestimmt sich also

:

ß = ^ {ax' + UjJ'y + 3 cxy"" + 6dtf + ex' +fxy + yf + hx + iy +

Da. Ü = 0 die Gleichung der Querschnittscurve darstellt, so er-

kennt man, dass die allgemeinste Form, zu welcher man gelangen
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kann so lange = Yy = -X^ '= 0 ist , eine Curve dritten Grades

giebt, deren Parameter jedoch nicht willkürlich, sondern in den höch-

sten Gliedern Functionen der Elasticitätsconstanten sind.

Man kann daher den Satz aussprechen, dass nur bei der Drillung

eines Cylinders von elliptischem Querschnitt stets die Componenten

= Yy = Xy = 0 sind , d. h. nur bei diesem die Längsfasern des

Cylinders auf einander keine Wirkung parallel X und Y ausüben.

Für jeden andern Querschnitt ist es also nöthig, alle drei Haupt-

gleichungen (1) und alle drei Eandbedingungen (2) in Anwendung zu

bringen; dies macht die Lösung des Torsionsproblemes für krystallini-

sche Medien ausserordentlich schwierig. Wie man für rechteckige Pris-

men wenigstens einen Satz ableiten kann, der die Anwendung auf die

Bestimmung der Torsionscoefficienten aus der Beobachtung gestattet habe

ich an einer anderen Stelle gezeigt^).

Die Bedingungen des Problems vereinfachen sich sehr, wenn die

Längsaxe Z normal zu einer elastischen Symmetrieebene steht, also

nach (26) s^^ = Sy^ - s^^ = % — ^34 = % =: = % = 0 ist. Dann

kann man in den Gleichungen (16) = Y^ = Xy = Z. = 0 setzen

und erhält dadurch

:

dU ^ dV ^ dü dV „ „

die letzten beiden geben durch Elimination von W die Hauptgleichung

für Q:

° = l^^"-2^^" + i'^..+2'M (63)

während 0 = 0 die Gleichung der Querschnittscurve giebt.

Unter Rücksicht auf die Befestigungsbedingungen (10) giebt (62)

ferner : U = 0, F = 0

1) W. Voigt, Wied. Ann. Bd. 29, p. 604, 1886.



III. Untersuchung des elastischen Verhaltens eines Cy-

linders aus krystallinischer Substanz, auf dessen Mantel-

fläche keine äussern Drucke wirken, wenn die in seinem

Innern wirkenden Spannungen lineare I'unctionen der

Axen r ichtun g sind.

Die in dem vorstehenden Aufsatz angewandte Methode der Behand-

lung der elastischen Differentialgleichungen gestattet eine Erweiterung

auf den Fall, dass die elastischen Kräfte im Innern des krystallinischen

Cylinders lineäre Functionen der Längsrichtung sind und führt auch

hier zu einer Reihe interessanter allgemeiner Gesetze und zur Lösung

einer Reihe von auch für die Beobachtung wichtigen speciellen Fällen.

Ich gebe im Nachstehenden 1) die allgemeinen Eigenschaften

der elastischen Kräfte und Verschiebungen in einem cylindrischen Kör-

per, welcher den oben gestellten Bedingungen genügt, 2) Anwendun-

gen der gefundnen Resultate auf die Behandlung des Problemes der

Biegung eines Cylinders durch eine an einem Ende senkrecht zur Axe

wirkende Zugkraft, sowie der Deformation eines vertikalen Cylinders

durch sein eignes Gewicht.

1) Um auszudrücken, dass . . . lineäre Functionen der Längs-

richtung z des Cylinders sind, setzen wir:

(1) - ^l + ^Xl, = Y; + zYl,

worin nun und X'^ von z unsbhängig sind.

Die Hauptgleichungen zerfallen hiernach, da mit der gemachten

Annahme constante äussere Kräfte X, F, Z vereinbar sind, in
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dX' dXl
+

dx dy

+
dY;

dx dy

+
dz;

dx dy

dx dy '

f^^' ' ' dx dy ^

dx dy dx dy

die Bedingungen für die Mantelfläche in

0 = XI cos {n, x) + XI cos {n,y), 0 = Xlcos{n,x) + X'^ cos {n,y),

0 = r° cos (n, x) + r° cos {n, y), 0 = Yl cos {n, x) + Y\ cos «/) , (3)

0 = Z° cos ic) + Z° cos (w, ?/) , 0 = cos (w, a;) + Z\j cos (w, 2/)

.

Für die Grundflächen 2=0 und z ~l gilt, falls die daselbst von

Aussen wirkenden Componenten und Momente wieder mit A", A u. s. f.

bezeichnet werden

:

—fXldq— lfX'Jq, B =—fY:dq—lfY[dq, V —fZldq— lfZ'Jq', (4)

M-^ N-^ f(Y:x-X:y)dq,

—fZ:ydq—lJZ[ydq~Bl,M =—JZ''xdq—lfZ[xdq—Al,^ = —f{.'^>~X''^)dq—lf(Y[x—X[y)dq.

Da nun aus allgemeinen statischen Gründen gilt :

K^ + k + dQX =B'+B + zlQY = p+r + £zgz = 0,

K°+K+dQ{z-q-Y^ = M°+M+eZö(zi—X^) = N°+N+eZÖ(rS—Xr^) = 0,

worin ^ und tj die Coordinaten des Schwerpunkts des Cylinderquer-

gchnitts bezeichnen , so folgt

:

tqX ^ fX[ dq, zQY = fY[ dq
,

eQZ = fz'Jq,

^Q{z-n~Y~) =fz[ydq + B, sq{z%-X^) fz[xdq+ k , (6)

^QiYl— Xri) = f{^Y[x-X[y)dq.

Die Gleichungen (2) un(i (3) für die Componenten . . . haben

genau die Form wie (1) und (2) des vorigen Theiles, es gelten daher

sogleich für jene die dort mit (4) bezeichneten Sätze :

Mathem. Classe XXXIIII. 1. L
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fX'Jq =fXldq =fYldq = fX[dq = fY'Jq = 0

0) fxXldq = fxX[äq = fxY[dq = fxX[dq = 0

fyX'ßq = fyX'^dq = fyY'Jq = JyTJq = 0

fyXldq = -jxYldq.

Vergleicht man hieraus den vierten und fünften Werth mit dem

ersten und zweiten in (6) so ergiebt sich

:

(8) X = Y = 0-

mit Druckkräften, welche lineare Functionen von z sind, sind also nur

äussere Kräfte parallel der Z-Axe vereinbar. Aus (5) und (6) kömmt

demgemäss zu (7) noch hinzu:

A°+ A = B" + B = P + r + zlQZ = 0,

A'+A + BlQZri = W+U + dQZl = N°+N = 0,

fX'Jq =.fTdq = 0, fZ[dq = ^(^Z,

fyZ'^dq = tQZr^-\^, fxZ'ßq = ^QZl - A
,
/{xY-yX^dq = 0,

letzteres giebt mit der letzten Gleichung (7)

:

fyX'.dq = -JxY\dq = 0.

Gemäss (8) sind nun die Gleichungen (2) für die . . zu verein-

fachen; sie weichen nichtsdestoweniger von den für . . . gültigen

erheblich ab und liefern für die Integrale über X° . . . ganz andere

Werthe.

So ist unter Rücksicht auf (7) und unter Einführung der Bezeich-

nungen

fx^dq = Q'aI, ffdq = fxydq = Ql^

:

fxidq =fXldq =jY\dq = 0

yxX^dq = j-X'ßq, jxYldq = JjY'ßq, jxZldq = jjZ'ßq-BZQ^^,

^^^^

jy^ldq = J^X'ßq, JyYßq = J^Y'ßq, jyZ:dq = Jy^Zßq-^Zi^l.

JxY\dq = JxyY[dq, JyXßq = fxyX'ßq,

fxZldq+fyZ^dq = fxyZ'ßq-zZQW
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1 2

Dagegen bleibt aus (4) und (9)

:

Jx:dq=A'=~A,fYyq= B' = —B,fZ:dq= P = — T— eZ^Z, (11)

JyZ:dq= A''== —A—elQZri, /xZ^dq = M"= —U—ElQZ'z,JlxYl—yXl)dq=~N''= -N.

Letzteres giebt mit der letzten Formel (10) auch:

2fxZ; dq = fxyZl dq— zZQX'

2fyZldq = + N +fxyZldq— eZQX'

Für Behandlung specieller Probleme ist zu bemerken, dass die

Gleichungen (7) und (10) aus den Hauptgleichungen (2) und den Rand-

bedingungen (3) folgen, die Gleichungen (9) und (11) aber die Bedin-

gungen für die Grundflächen darstellen.

Sind die Druckkräfte lineare Functionen von z, so muss dasselbe

für die Deformationen . . . gelten, z. B. sein:

= K + ^^l 1 Vy = vi + ^y'yl • ' •

Aus diesen Gleichungen folgt für u, v, w die Form:

u = V + zü^-^ ~U, + ^TJ,,

V = F + ^F, + -Jf, + ^F3, (12)

w = W+0W,+^W,,

worin nun wegen:

_ 0 , - _ öi7 dU, ^ z' dü. 0' dU,
x^ - + - +^"ö^+Y"ö;r +T dx '

dV ÖF ÖK 0' dV^

= K + ^< = W, + zW„

gelten muss:

L2
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dx dy dy dx ' " ö«/ " dx ' dx dy dy dx

Diese Gleichungen fordern für und Fg Constanten, für U^^ Fg,

lineare Functionen in x und wir setzen

TJ, = —9v Vs = —.92, = fx— hy, V, = f, + hx, W, = y^x + g.y+g^.

Die Befestigung sei hier so gewählt, dass für a: = i/ = z = 0

:

^ j du dv dv du ^= V = to = 0 und -r— = —- = — = 0
d0 dz dx dy

ist; d. h. es soll der Coordinatenanfangspunkt in seiner Lage und das

erste Element der Z-Axe in seiner Richtung festgehalten werden, ausser-

dem die Umgebung desselben keine Drehung um die Z- Richtung

erleiden.

Dann ist also

:

u= TJ + 2U, + ^{f,— hy)— -^(j,,

(13) v= r+zV, + ^ (/; + hx)- ^g,,

w = w+ zw,+ y(9i^ + ff^y + ,

und zugleich für x = i/ = 0 :

U'=V~W = 0, = und D; = n = 0.

Hiernach haben wir auch die Gleichungen der Druckcomponenten

in einen mit z proportionalen und einen von z unabhängigen Theil zu

zerlegen. Z. B.

(14)
= ^nK + Dny: + + Dr.y: + + D,,x;,

Letzteres System Gleichungen denken wir nach — x'^ . . . aufgelöst und

erhalten durch Einsetzen der bezüglichen Werthe aus (14):
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dx

(15)

— ig,x + 9,!/ + g,) = Xls,^ + Yls,,+ Z[s,,+ Yls,,+ Zls,,+ Xls,,,

-(f^ + hx +^) = Xls,, + Yls,,+ z:s,,+ Y:s,,+ Z:s,,+ X'^s,,,

Multiplicirt man diese Gleichungen mit dq und integrirt über den

ganzen Querschnitt , so erhält man bei Einführung der Coordinaten ^

und 7] des Schwerpunktes des Querschnittes in Rücksicht auf (7) und (9)

-j^dq = ^QZs,„ —
J
-^dq = eQZs„, — (»,£+!/,»! +<7,) = sZs,„

^^^^

(f,+K)Q+ß-^y^QZs^, -(lf,-H+p-^äi)=^qz,,„ -f(^+f.)äq^,QZs.,

also alle diese Grössen ausgedrückt durch die von aussen wirkende Z-

Componente.

Integrirt man hingegen nach vorhergegangener Multiplication mit

X und 1/ und benutzt die früheren Abkürzungen -/.% und 1.^ so erhält

man ähnlich nach (7) und (9):

-J-^yäq=={.QZr^-B)s,,-p-^^ydq=[eQZri-^^^^^

-{9^-< + 9.^' + 9^)Q = mz^-k)s,,, -{g^' + g,< + 9,-n)Q = {eQZr^-B)s,,, (17)

~(iU+Jul)Q+p-~'xdq)={sQZ^-A)s,, -{{f^%-W)Q+p^xdq)={eQZ^-A)s,,,

-((f.yi+mQ+p-^ydq)^{zQZri-B)s,,, -({f,-n-H)Q+ß-^yäq)={^QZri-B)s,,.

Hierdurch ist eine Reihe von Constanten ganz allgemein vollständig

bestimmt, im Uebrigen geben die vorstehenden Gleichungen den allge-

meinsten Zusammenhang zwischen den Functionen U^, Fj, und

A, B, Z an; die ersteren hängen ausschliesslich von den letzteren ab.
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Wir erhalten aus (16) und (17) durch Einführung der auf die

Flächeneinheit bezogenen Druckkräfte Aj = A/Q, Bj = B/Q

:

und falls wir wiederum , wie im vorigen Theil , die Coordinatenaxen

X. Y parallel den durch den Schwerpunkt des Querschnitts gehenden

Hauptträgheitsaxen X*^, legen, was ohne Beeinträchtigung der All-

gemeinheit zulässig ist, hieraus

:

(18) i/,xr = 4s33, = 6,^33, ^3xrx; = -(EZxrx-+A.sxr+B.7jx;)s33;

hierin sind xf, xf die auf den Schwerpunkt des Querschnitts bezogenen

Hauptträgheitsradien

.

Diese Formeln bestimmen, wie der Vergleich mit (13) zeigt, in

M, V, w die höchsten Glieder allgemein und vollständig; ist der Cylinder

im Schwerpunkt des ersten Querschnittes befestigt, so wird noch ein-

facher wegen ^ = -/j = 0 :

(19) g,r; = A.S33, gX' = B,533, g, = ~^Zs,,.

Den Gleichungen (15) und (17) ordnen sich ganz ähnliche zu für

die Theile der Componenten X°, . . ., für welche die Sätze (10) und (11)

gelten; wir wollen dieselben aber, da sie zu keinen allgemein interes-

santen Bestimmungen führen, hier nicht ausführlich mittheilen, sondern

nur das System Formeln aufstellen, welches (15) für die X^ . . . entspricht.

Wir erhalten nämlich

:

dV

(20)

- W; = Xls,, + Ys,, + Z;s-33 + Ts,, + Zls,, + Xls,,,
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2) Die Integration unserer Differentialgleichungen zerfällt in zwei

Theile; zuerst sind die Antheile der Kräfte X^, . . . resp. der Defor-

mationen .2?^, . . . , welche in z multiplicirt sind , zu bestimmen ; durch

sie gelangt man dann zu den von z unabhängigen Theilen X°, . . .

und ,2?°, . . . .

Die für X^, . . . geltenden Formeln (2), (3) und (9) stimmen genau

mit denen überein , die im vorigen Theile die gesammten X^, . . .

durch die ausgeübten Componenten und Momente bestimmen, nämlich

mit (1), (2) und (3) ebenda; nur steht an Stelle von — F hier zQZ,

von — A hier tQZr^— B, von —M hier tQZ^— A, an Stelle von N
aber hier Null Da nun für ein verschwindendes Moment N die frühere

Aufgabe ganz allgemein für alle Querschnitte lösbar war, so gilt das-

selbe hier von dem ersten Theile des neuen Problemes, — die dortigen

Integrale sind auf dasselbe einfach zu übertragen. Nur allein die Be-

dingungen der Befestigung, welche im früheren Problem sechs Constanten

bestimmten, kommen hier in anderer Weise und nur unvollständig zur

Anwendung; dies thut aber der Allgemeingültigkeit unserer Lösung

keinen Eintrag, denn diese Bedingungen bestimmen nicht die Art der

Deformation, sondern nur die definitive Lage des deformirten Körpers.

Nach dem Gesagten genügen wir also den Bedingungen für die

X^, . . . indem wir diese Grössen alle ausser Z\ gleich Null setzen; für

letzteres folgt dann aus (15):

oder unter Rücksicht auf (18):

(21) -Z[ = ^l^x-i) + ^itj-r^)-.Z.

Ferner setzen wir, wie früher für U, V, W, jetzt für Ui, V^, Wi,

1) Dies hatte den Grund , dass , wenn auch in unserm Falle Deformationen

und Kräfte mit ^ variiren, sie doch längs unendlich kleiner Stücke als constant

angesehen werden können, also ein zwischen zwei Querschnitten liegendes Element

als ein Cyliuder der im vorigen Theil behandelten Art.
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Functionen zweiten Grades, und zwar da für a?=y = 0, J7,= Fi = 0

sein soll :

(22) = «,Y ^^"^^ T
W; = «3Y + h^y + C3Y + + e,i/ + /;,

;

dann gelten für die Constanten nach (16) und (17) folgende Gleichungen:

(&,+ a,)^ +(c,+fejrj +(e^+d,) = — eZSes»

(23) (^+«2)<+ (Ci+&2)>^'+ (61+^2)^ = —{^Z'i—k,)s,,,

(6^+a,)Ä^+(c,+&,)x^+ (e,+ c?j7) = — (e^TTj— BJs„.,,

(&3+70^ +C37] +(/,+e3) =—^Zs,,, +ih—h)ri+(f\+d,) =—eZs,„

{h+h)y.l+c,X'+(f.+e^)^ =-(£^e-Aj5,3, a3X^+(&3-Ä)X^+(/;+(?3)e = -(eZ^-A.)«,«,

(&3+Ä)X^+C3x:+(A+e3)7j= -(sZrj-BJs,3, a3A^+(&3-/0x!+(/;+^?3)'-i = -{^Z'fl-BX^^

Hieraus folgt:

= A,5,3, c,y-r = B,5,3, ..v-r^

=

-{eZy:x+AMT+Bj,y;:)s,,,

(24) (&,+aJx- = AA3, (c.+6,)x- = Ba3, = -(sZy-X+A.lxf +B,r,xr)s,3,

(&3+/i) = A,s,3, C3xr = B,s,3, (f,+eX'< = -{^^Zy:X+A,hT+Bjt^:;)s,,,

«3< = A,S33, (&3-/0xr = B,5,3, {f,+d,)y.y';= _(eZxrx-+A,^.r+B,-/ix;)s,3.

Diese Gleichungen bestimmen üy ,
F, vollständig bis auf die eine der

beiden Constanten ei und c?2? für die sich hier nur die Summe gegeben

findet. Man kann

_ je, + d,) jd.—e,) (e, + d,) jd.— e,) K-Q _
e, —

g » ^2 - 2 2 " 2
~

setzen, dann ist in Ui und einzig dieses h' unbestimmt; aber da es

das Maass einer gleichförmigen Drillung ist , wie h dasjenige der

ungleichförmigen, so kann man annehmen, dass es verschwindet, wenn

r, A, M und N gleich Null ist. In TF, bleibt f^, und ds unbestimmt,

die obigen Formeln bestimmen nur f2-{-es, /l+ c^g.
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Einige dieser Grössen lassen sich aber noch ganz allgemein finden.

Die dritte der Gleichungen (20) lautet:

setzt man hier den Werth von ein und integrirt die Gleichung

einmal direct und dann , nachdem man sie mit w oder i/ mu^ltiplicirt

hat, über den Querschnitt, so erhält man drei Gleichungen, die d^,

und fs völlig bestimmen. Dabei sind die in (10) zusammengestellten

Werthe unter Eücksicht auf Y'^ = X'^ = 0 zu benutzen.

Wir führen die Abkürzungen ein

jx\lq = QiJ^l, ffdq = QijJl, fxUjdq = Q^l, fifxdq = Q^l,

worin die mit dem Index j/ versehenen Grössen p, und v verschwinden,

wenn der Querschnitt in Bezug auf die Y-Axe symmetrisch ist, ebenso

die mit cc versehenen, wenn in Bezug auf die X-Axe.

Dann erhalten wir zunächst:

^a^y-l + h,X' + ^cX + d,^ +e,yi+f, = {r^ + elZ)s,^ + B,s^^ + A,s,^,

\ «3 + &3 v! + ~ ^3 v,^ + d, y.1 +e,k^+ f,^, (25)

= (M,+sZ^^)533+^(n xyZ'ßq+eZ^y^-l^^Jx'Z[dq-EZxl)s,„

^ «8 < + ^3 + ^ C3
H-! + d, X' + e,

y.l+ f,-q

{A,+dZr{)s,-\Q^jfZ[dq-eZxl)s,-l(N,+^^JxyZ'ßq-^ZK^s,,;

dies vereinfacht sich, wenn auf die freie Grundfläche nur die Kräfte

A und B wirken, was ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenom-

men werden kann, da die Wirkung einer Componente V und der auf

beiden Grundflächen in gleicher Stärke ausgeübten A, M, N im vorigen

Theile völlig erledigt ist. Dann ist nämlich

= — /A,, A, = — m,, == 0, = 0

zu setzen und man erhält, da

< = <+-r^ K = < + 'i\ X' = ^ ist:

Mathem. Classe XXXIIIL 1. M
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Ar / x°^\ 1 B r / "I

(26) = -4($53. +?0—

+

tf X x

Es sind hiernach die constanten und linearen Glieder in f7,, und PFj,

von der Lage der Befestigungsstelle abhängig, alle übrigen nach (24)

von ihr unabhängig. Die gefundenen d-^ und bestimmen nun mit (24)

auch /i und vollständig und allgemein.

Wir beschränken uns nun auf den Fall, dass die Befestigung des

Cylinders im Schwerpunkt des ersten Querschnittes angreife. Dann ist

e = vj = 0, x: = X,, x; = x^

und man erhält aus (26):

(27) = eZZs33+ ^BjS„ + ^A,5,3, d.,l^^ = —k,ls^,, e^x^ = — B,Zs33.

Um das Gesammtresultat deutlich zu übersehen, empfiehlt es sich,

die Werthe von u, v, w für die speciellen Fälle aufzustellen, dass ent-

weder nur A oder nur B oder nur Z von Null verschieden ist; die

Summation derselben giebt den Werth für die gleichzeitige Einwir-

kung mehrerer.

Sei zunächst nur eine Kraft A parallel der X-Axe wirksam, so gilt

unter Benutzung der früheren Abkürzung AjQ = A^:

= u, + -^\0{x' s,,—fsj—^\^y — —f) ^33]
i

A 1
(28) V, = r, + ^[^ (x' 5,3 + 2xy sj + ^2' xs,,]

= W^ + ^[£! (x^ 5,3 + XI/ s,3— 2lx S33 + y-l sj + s'x
;

wirkt nur eine Kraft B parallel der F-Axe und ist wieder B/Q = Bj,

so gilt analog:



DIE ELASTICITATSVERHALTNISSE DER KRYSTALLE. 91

B 1= U,+ -^,[s {2xy s,, + if + ^^'1/ J

,

Bw^=W^+ {xy s,3 + y' s,,— 2ly 5.,, + s,,) + ?y S33]

.

(29)

Diese Gleichungen lösen das Problem der Biegung durch ein an-

gehangenes Gewicht — der sogenannten ungleichförmigen Biegung —
für einen Cylinder von beliebigem Querschnitt und aus einem beliebi-

gen Krystall geschnitten bis auf drei für alle Querschnitte desselben

Cylinders constante Glieder, welche in der Axe verschwinden. Diese

sind für die Beobachtungen an rechteckigen oder irgendwie doppeltsym-

raetrischen Prismen streng ohne Einfluss und demnach enthalten die obigen

Formeln die strenge Theorie der Bestimmung von Elasticitätsconstanten

durch die Messung von Biegungen. Da das erste Element der Z-Axe

seine Richtung bei der Biegung beibehält, so kann man die Formeln

auch auf den Fall anwenden, dass ein Stab von der Länge 2l = L in

der Mitte belastet und an beiden Enden unterstützt ist.

Die Gleichungen für die Curve, in welche die Schwerpunktslinie

(o? = 3/ = 0) deformirt ist, lauten bei gleichzeitiger Einwirkung von

A und B

:

A B
u = ^V^'(^— i^)«33, ^ = 2^ ^'(^— 1^)533: (30)

die grösste Abweichung von der Geraden für 2=1 giebt sich durch

Ist der Querschnitt ein Bechteck von den Seiten a und b parallel

der X- und F-Axe, so giebt dies:

- _ 4A?«g33 - _ m's,,
~ a'h '

^ ~ ab'
'

oder wenn man den Stab an beiden Enden unterstützt und in der Mitte

mit n^, resp. Uy belastet denkt:

- _ njls^ n,z«533
^ " 4a'b ' 4:ab'

Nur in dem Falle, dass die angreifende Kraft parallel einer Haupt-

trägheitsaxe wirkt, liegt die Curve der Schwerpunktslinie in der

M 2
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Ebene, durch die Kraft und die Z-Axe in allen andern Fällen tritt

sie heraus.

Der Drehungswinkel um die Z-Axe hat an der Stelle x, y, z den

Werth:

er ist eine Function zweiten Grades von z; mit der Biegung wird zu-

gleich die Torsion »ungleichförmig«. Die Drehung des Querschnitts z

seoen den ersten Querschnitt z = 0 ist:

(31') ^ =
.f

(^^ea

+

'^ys.s) (2^-5,3 + ysj] + j(~^-^) ;

sie enthält x und y, die Querschnitte drehen sich also nicht als Ganzes

gegeneinander. Für diePunkte der Z-Axe gilt einfacher:

dieser Ausdruck verschwindet stets, wenn die beiden Aggregate % und

% verschwinden, über welche bei Gelegenheit der gleichförmigen Bie-

gung schon gesprochen ist.

Die Bestimmung der in (28) und (29) noch enthaltenen unbekann-

ten Functionen U, V, W scheint sehr schwierig zu sein; es dürfte für

keine Form des Cylinderquerschnitts möglich sein, den dafür bestehen-

den Bedingungen durch ganze rationale Functionen von x und y zu ge-

nügen; schon für einen Cylinder von elliptischem Querschnitt wird es

nöthig, X^, Y° und Yy , die bei unkrystallinischen Medien verschwin-

den, von Null verschieden anzunehmen und demnach alle sechs Bedin-

gungen (2) und (3) für die Druckcomponenten XI . . . zu behandeln.

Zum Glück ist diese Schwierigkeit ohne Nachtheil für die Theorie der

Beobachtungsmethoden.

Verhältnissmässig einfach gestaltet sich das Problem, wenn die

Längsaxe des Cylinders normal zu einer elastischen Symmetrieebene

steht. Dann werden die Gleichungen (20) wegen Su = «24 = *34 = %
*i5 = *25 = *35 = Ses = 0 bei alleiniger Einwirkung von A

:
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dx

(32)

Diesen zu genügen setzen wir:
A 7^

XI = r; = z; = 0, ^
und erfüllen hierdurch zugleich die ersten beiden Bedingungen (2) und

(3); daraus folgt:

dü, ^ AJxs,, aF, ^ AJxs,, rdV, dV\ ^ AJxs,,

dx ^y ' K ' ^ ^ K
^

also , da für = j/ = 0 üj^ und verschwinden sollen

:

AI AI— ü^= -^(x's,,—fs,,), —V^= -^(2xys,, + x'sJ. (33)
'j y

Ferner setzen wir, um den letzten Bedingungen (2) und (3) zu

zu genügen

:

Y = ^ Z = -—
' dx'' ' dy

woraus für die Gleichung der Querschnittscurve Q = 0 folgt.

Durch Elimination von aus der vierten und fünften Gleichung

(32) giebt sich dann für Q die Bedingung:

während sich zugleich findet:

-U/"^^. 4-^' (x^s -v's ^\dx^
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Dann ist also u, v, w bis auf eine einzige Function von x und y

o-anz allo-emein ansebbar; z.B. lautet es bei alleiniger Einwirkung von A:

a" 1

(36) = — 2^ [(^— ^) + 2^2/sj -j^'xsj ,

w , = W, + ^,[£! {x' s^, + xy s,,
- 2lx s,, + x; s^,) + s„;j

.

Ist nach dem Vorstehenden eine ganz allgemeine Durchführung bei

dem Problem der Biegung durch ein am Ende angebrachtes Gewicht

nicht möglich, so bietet dieselbe für den Fall der Einwirkung einer

Constanten äussern Kraft Z parallel der Längsaxe nicht die geringste

Schwierigkeit.

Wir erhalten zunächst nach (13), (19), (22) und (27) bei ganz

beliebiger Lage des Befestigungspunktes;

(37) V = r—eZ
^2 (1 + y s,, ) + -J

s«]

'

W-^Zz(l-~)s,,.

Für TJ, F, W gelten die Formeln (20), in welchen wir, um den

Hauptgleichungen (2) und (3) sämmtlich zu genügen , X* = =
= Yt = Z" = ^ setzen ; sie lauten dann

:

= 2:».., -% = -(f = =
(38)

+[=^(f ^..+»^,.)-4f^]
=Ä»,., ..)-^] =

Man genügt dem, indem man macht:

Z\ = -zZl, ?7= 3^^(^5,3 +1 5,3), ^=^^^(15,3 + 2/5,3)

W=^tZ{x^ 5,3 + y" 5,3 + xy 5,3 + 2k 5,3 + 2ly 5,3)

,

(39)

wobei bereits berücksichtigt ist, dass für ,2? = y = s = 0 sowohl U
und V als W verschwinden sollen.

Sonach giebt sich als Lösung

:
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(40)

w = jeZ[x's^^ + ifs,, + xys,, + 2lxs,, + 2lys^^ + s{2l—s)s^;].

Die Schwerpunktslinie krümmt sich nach den Bedingungen

u" = —j zZs" , v" = ~~ eZ^'s,^
,

die ebenen Querschnitte nach

w zZ{x' + s,3 + xy s,, + 2lx 5,3 + 2ly 5,3)

,

die gesammte Verlängerung der Schwerpunktslinie durch die Kraft Z ist

w = ^ezrs,,,

d. h. dieselbe, als wenn die Hälfte der auf den ganzen Cylinder aus-

geübten Wirkung zZQl am freien Ende angriffe.

Zusatz. Die in der zweiten der vorstehenden Abhandlungen für

gleichförmig gespannte krystallinische Cylinder erhaltenen Resultate

gestatten leicht die Gleichungen für das Gleichgewicht und die Bewe-

gung beliebig gespannter sehr dünner cylindrischer Körper aus kry-

stallinischer Substanz abzuleiten, ein Problem, zu dessen Lösung der

Weg von Herrn Kirchhoff ^) angedeutet aber nicht durchgeführt ist.

Den Uebergang ermöglicht, dass in einem beliebig gespannten Stab

von gegen seine Länge verschwindendem Querschnitt ein Längselement

jederzeit als gleichförmig gespannt angesehen werden kann ; die Ge-

stalt seiner Axe lässt sich also nach den früher für diesen Fall gefun-

denen Formeln angeben.

Der Stab sei bezogen auf ein absolut festes Coordinatensystem X,

Y, Z\ ausserdem werde ein S, H, Z-- System von einer Stelle seiner Axe

im Abstand s von dem einen (etwa festgehaltenen) Ende aus so con-

struirt, dass die Z-Axe mit der Richtung des Elements d* der Schwer-

punkslinie, S und H mit den Hauptträgheitsradien des Querschnitts zu-

sammenfällt. Aeussere Kräfte in Bezug auf die absolut festen Axen

mögen mit X, Y, Z, äussere Momente , um Parallele zu diesen Axen

durch den Schwerpunkt des betrachteten Querschnitts mit F, G, H be-

1) Kirchhoff, Mechanik p. 422. Leipzig 1876.
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zeichnet werden. Die Componenten und Momente, die ein Längsele-

ment von dem folgenden erfahrt, mögen resp. mit A^, 7?,, C,, X,, Mj,

und Aj, Bi, Fl, A,, Mj, Nj bezeichnet werden, die Momente wie ge-

wöhnlich gerechnet.

Die Gleichgewichtsbedingungen für das Element lauten dann

:

öJ., „ „ dB. ^ dC,
, „ „

Hierin bezeichnen die a,,, [3;, , Y/,
die Richtungscosinus der Axen

S, H, Z gegen X, F, Z nach dem System:

(2) X= Ea, + Ha, + Z73, r= Eß^ + llß^ + ^^ßs, ^= Hy^ + Ht. + Zy«;

die Kräfte X, F, Z sind auf die Masseneinheit des Stabes, Ä, B, C,

L, M, N, auf die Querschnittseinheit bezogen. Zu den Hauptgleichun-

gen (l) kommen die Bedingungen für den ersten und letzten Quer-

schnitt, welche entweder die Werthe der daselbst ausgeübten Kräfte

und Momente oder die Coordinaten des Endjjunktes und die Richtung

des letzten Elementes der Stabaxe und einer Nebenaxe festsetzen.

Setzt man abgekürzt:

(».S-*+P.f +-'.^) = - («.t +fcf t) = ^-

und ebenso die übrigen Aggregate, so drücken sich die auf das Sy-

stem 3 , H , Z transformirten Gleichgewichtsbedingungen aus

:

dA

^ + r,^-A,r3 + £(Xa, + rß, + ZT,) = 0,

dr,

(4)
-^ + A,r,-B,r, + £(Za3 + rß3 + ZY3) = 0,

^ + M,r,-N,r,-B, + .(Fa.,+ Gp, + H-u) = 0,

^ + ^,r,- A,r, + A, + '.(Fa, + G{i, + H-{,) = 0,

dN
-^ + A,r,-M,r, + B{Fa., + G% + H-i,) = 0.
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Die Grössen haben eine einfache geometrische Bedeutung. Es

sind nämlich r^ds
,
r^ds, r^ds die unendlich kleinen Drehungen um die

E- , H- und Z-Axe, welche das Coordinatensystem S , H , Z beim Fort-

rücken um ds längs der Schwerpunktslinie des Stabes erleidet, diese

Drehungen ebenso wie oben die Drehungsmomente positiv gerechnet von

der H- zur Z-, von der Z- zur S-, von der E- zur H-xAxe. i\ ist demnach

der negative reciproke Krümmungsradius der Projection der Schwer-

punktscurve auf die HZ -Ebene, der positive für die Projection auf

die HZ - Ebene, ist die negative gegenseitige Drillung zweier um ds

parallel der Z-Axe von einander abstehenden Querschnitte bezogen auf

die Entfernung Eins. Es ist sonach unter Anwendung der in der citirten

Abhandlung angewandten Bezeichnung = — g^, = -\-g\, = — h.

Bei der Anwendung der dort für diese Grössen gefundenen Werthe ist

nur zu berücksichtigen, dass früher der Symmetrie halber Mi im entgegen-

gesetzten Sinne gerechnet wurde als in obigen Formeln (1), also hier

mit — Ml zu vertauschen ist.

Wir erhalten nach den Gleichungen (21) des IL Theiles

:

— n = ^(Ai «33— 4^535), —r, = ^(u,s,,— ^s,}); (5)
X y

h oder ist nach (40') allgemein angebbar , soweit es von M und A

abhängt; der von N abhängige Theil ist nur für den elliptischen Quer-

schnitt allgemein berechnet in (52), und mag hier, da er jedenfalls mit

Ni proportional ist, kurz gleich NJ/^ gesetzt werden; dann ist:

(5')

(6)

Man erkennt, dass gilt:

Die Auflösung dieser Formeln nach A,, Mj, Ni ergiebt:

— = y [4r,Ä;x^ 533 + 53,(^,53, + «3, + 2r3S33)], (7)

— N, = (r, 53, + 53, + 2r, s,,), worin Ic = 5^3 (^^— —
) ,

Mathem. Classe. XXXIIII. 1. N
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hieraus folo-t:

^-A = ^, -M, = ^, -N, = ^ falls

2Ä(p = rl{Uy.ls,, + sl)+rl{U^ls,, + i;l) + 4rlsl, + 2r^r,s,,s,, + 4r,s,,(r,s,, + r,sJ.

Wirken keine äussern Kräfte, so sind nach (1) die Ai, Bi, con-

stant, also hat man nach (2), falls man die Z-Axe der auf das freie

Ende ausgeübten Zugkraft Pj parallel macht, = = 0, C, = Pj und

es giebt das zweite Tripel der Gleichungen (4):

ds

(9) ^ + N,r.-A,.„+P,T. = 0,

Da nach der Defination der rh

dy^ ^T2 ^Ts • t

so erhält man aus (9) durch die Factoren r^, r^, r^:

p ^ — 0
ds ' ds

durch die Factoren T2' Ts •

(10) -|-(A,Tx+M,T3 + N,T3) = 0,

durch die Factoren Aj, Mj, Nj

:

1A(A^ + MHND-P,(T.A,-T,MJ = 0.

Die beiden ersten Gleichungen sind sogleich integrabel, die letztere

nur wenn P^ = 0 ist, d. h. der Stab ausschliesslich unter der Wirkung

von Kräftepaaren steht, die auf seine Endflächen ausgeübt werden.

In der von Kirchhoff entdeckten Analogie mit dem Problem

der Rotation eines starren Körpers um einen festen Punkt entspricht

dieser Fall dem Fehlen äusserer Kräfte; er ist durch elliptische Func-

tionen zu Ende zu führen.

Die Verhältnisse vereinfachen sich ausserordentlich, wenn die Ver-

schiebungen aus der ursprünglichen Form als unendlich klein erster
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Ordnung betrachtet werden können. Dann gilt dasselbe von den Grös-

sen und, falls man die Z-Axe in die ursprüngliche Richtung der

Schwerpunktslinie legt , von den Richtungscosinus a.^, Og
, , pg , ? 725

während Oj, Ts zweite Ordnung gleich Eins werden.

Die Gleichgewichtsbedingungen (1) lauten dann, da die Richtung

s mit z zu vertauschen ist

:

dz ds

ü Öilf,
, r.

ÖJV, rr
^^^^^

* ' dz ^ ^ dz

Aus der vierten und fünften eliminirt sich mit Hülfe der ersten und

zweiten und sodass man erhält:

Um jetzt die Grössen r^^ einzuführen empfiehlt es sich die 'ersten beiden

Gleichungen (iT) mit der dritten so zu combiniren, dass das erste

Glied, da L, M, N mit A, M, N vertauscht werden kann, nach (5)

direct rj, rg, giebt; man erhält dann:

röfi- x^ a(?\ x^ äF\ -\

Nun ist aber bei unendlich kleinen Verrückungen

zu setzen, demgemäss erhält man schliesslich die Gleichgewichtsbedin-

gungen :

^V = -U^+^v^""^>''^ ~ 2x: V+ r-J-

N2
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Zu diesen Hauptgleichungen kommen die Randbedingungen; am freien

Ende muss Zj, My, und daher nach (5) ci^uldz\ d%ldz\ dxjdz, und

Äi, B^, d. h. nach (11) dL^jdz, dMyjdz, sowie dNjdz und dadurch d^jdz^,

dhjdz^ und dhjdz^ gegeben sein; am befestigten Ende u, v, x und

dujdz, dvjdz.

Um zum Bewegungsproblem Überzuge lien ist, wenn keine äusseren

Kräfte und Momente X, F, Z, F, G, H wirken, X mit — d^jdf, Y
mit — dhjdtK F mit — 4 d^vjdz dt^ , G mit —v^d^ldzdf, H mit

(x^ -|- dhjdf zu vertauschen ; so erhält man :

Diese Gleichungen enthalten die Gesetze der Transversal- und Torsiojis-

schwingungen krystallinischer Stäbe. Betrachtet man die Trägheitsra-

dien des Querschnitts als so klein gegen die Entfernung zweier

Schwingungsknoten, dass man das Quadrat des Verhältnisses gegen Eins

vernachlässigen kann, so verschwinden die Wechselwirkungen zwischen

Biegung und Drillung aus den Formeln, welche sich dadurch auf die

für unkrystallinische Medien gültigen reduciren.

Für longitudinale Schwingungen gilt die entsprechende Formel stets

;

denn da nach der dritten Formel (21) des II. Theiles Fj gleich ^3/.%,

aber identisch mit der Dilatation der Längsaxe , d. h. mit dwjdz ist,

und endlich Cj sich von Fj nicht unterscheidet, so liefert die dritte

Gleichung (Ii), wenn man noch um zum Bewegungsproblem zu ge-

langen Z mit — d^wjdf vertauscht

:

^^^^ -w =

jdies ist die für isotrope Medien gültige Formel.
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