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Von der

Hesse'schen Determinante
der

Hesse'scilen Fläche einer Fläche 3. Ordnung.

Von

Gustav Bauer.

Es ist einer der bekanntesten und schönsten Sätze aus der Theorie

der Cürven 3. Ordnung, dass die Inflexionspunkte einer Curve 3. Ordnung,

welche von ihrer Hesse'schen Curve auf ihr ausgeschnitten werden, zu-

gleich auch die Inflexionspunkte dieser Hesse'schen Curve sind. Dieser

Satz drückt sich analytisch dadurch aus, dass die Hesse'sche Determinante

der Hesse'schen Curve einer Curve 3. Ordnung in der Form sich ergibt

H(H) = 8S2U + 2TH
wo U = o die Gleichung der Curve o. Ordnung, H =: o die Gleichung

ihrer Hesse'schen Curve ist und S und T bekannte Invarianten von U
darstellen.

'^
'

Es ist nun sehr bemerkenswerth , dass ganz analoge Verhältnisse

auch bei Flächen dritter Ordnung statthaben. Ist U = o die Gleichung

einer Fläche 3. Ordnung, so ist die Gleichung ihrer Hesse'schen Fläche

H = o vierter Ordnung und die parabolische Curve der Fläche U, Durch-

schnitt derselben mit der Fläche H, ist mithin von der 12. Ordnung.

Die Hesse'sche Fläche von der Hesse'schen Fläche H, welche auf letzterer

die parabolische Curve ausschneidet, ist eine Fläche 8. Ordnung. Es

soll nun im folgenden gezeigt werden, dass die Gleichung dieser Hesse'schen

Fläche der Hesse'schen Fläche von U in der Form dargestellt werden kann

H(H) = 36PU - 3QH = o,

11*
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wo P diejenige Covariante 5. Ordnung von U ist, welche die fünf Ebenen des

Pentaeders darstellt, während Q eine andere Covariante 4. Ordnung ist.

Aus dieser Darstellung von H (H) folgt sofort, dass der Durchschnitt der

Fläche H mit ihrer Hesse'schen Fläche, d. h. die parabolische Curve
auf H, aus dem Durchschnitt vonU mitH, d. i. der para-
bolischen Curve von ü und aus den Schnitten der Penta-
ederebenen mit H, also den 10 auf H liegenden Pentaeder-
kanten, jede doppelt gezählt, besteht. Da die parabolische

Curve von U von der zwölften Ordnung ist, so ergibt sich der Durch-

schnitt von H mit seiner Hesse'schen Fläche von der Ordnung 12 -[- 2 . 10

^32, wie es sein muss.

Da die Pentaederkanten als Theile der parabolischen Curve der

Hesse'schen Fläche doppelt zu zählen sind, so ändert sich die Art der

Krümmung dieser Fläche nicht bei dem Ueherschreiten einer dieser

Geraden und man kann daher sagen: Die Durchdringungslinie
einer Fläche dritter Ordnung und ihrer Hesse'schen bildet
die Grenzlinie zwischen dem elliptisch und dem hyper-
bolisch-gekrümmten Theil sowohl auf der einen wie auf
der andern Fläche.

1.

Um den obigen Satz zu erweisen, nehmen wir die Gleichung der

Fläche 3. Ordnung in der Form von fünf Guben an

U= aiZ? + a^zl -f a^z^ + a.z^^ + a^z? = o, (1)

wo die Gleichungen

Z^ ^ O, Z2 = O, Zg = O, Z4 = O, Z5 = o

die Gleichungen der Ebenen des Pentaeders der Fläche repräsentiren und

die in den z enthaltenen constanten Faktoren so gewählt sind, dass sie

die identische Relation erfüllen

Zi + Z2 -h 23 + 24 + 25 = o. (2)

Indem wir diese Annahme machen, setzen wir voraus, dass die

Fläche U ein vollkommen bestimmtes Pentaeder habe und auch nicht

zwei oder mehrere Ebenen des Pentaeders zusammenfallen.^) Dann er-

1) Rodenberg, ^Zur Classifikation der Flächen dritter Ordnung." Math. Ann. Bd. XIV p. 46.
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gibt sich die Hesse'sche Determinante von U, abgesehen von einem Zahlen-

faktor, bekannthch in der Form

Xi .«^ 9ji 3)0 äg äi Zj^ Z,) Zg Zi (*^ I

und hieraus erhält man, wenn man bemerkt, dass vermöge der Relation

dz
(2) T—^ = — 1, u. s. w. ist, für die zweiten Differential-Coefficienten von

H, indem wir ^,

—

-,— = H:. setzen,

jijj ^^ u a^ a^ \^3 ^4 ^3 ^4 ~] ^-^ ^4 ^'^ ^4 —
1 ^2 ^3 ^'^ ^3/?

H]2 = »1 aj (ag a,j Zg z^ -]- ag aj Zg z- -|- a4 a^ z^ z^)

— ao a^ (^a^ ag Zj Zg —i— a^ a^ Zj z^ —j— ag a^ Zg z^)

— a^ a^
(
ci2 a^ z.? Zg —— ao ai Z9 Zi —— ag ai Zg Zi

),

u. s. f

Setzen wir zur Abkürzung

3; Zj := Xj

für i = 1, 2, 3, 4, 5, und

XtX; + XiXk + x^Xb z= (hik),

so hat man

(4)

(5)

(6)H = -ZXiXgXgX^,

H„ = -2aia5(234),

H,2 = a,a2(345) — a2a5(134) — aia5(234),

u. s. f.

und die Hesse'sche Determinante der Hesse'schen Fläche wird hiemit

H,,Hi2H,gHi4

H2, H02H23H2J
H(H)

tlgi Hggilgg rlg4
(7)

H41H42H43H44

— 2aia5i234) . . a, a4(235)— a^a^Cl 23)— a, a5(234)

aia2(345) — aoa5(134)— a,a,(234) . . a2a4(135J— a^a^ (123)— a2a5(134)

aia3(245)— a3aä(124)— a,a5(234) . . a3a4(125) — a4a5(123)— aga5(124)

aia4(235)— a4a5(123)— a,a5(234) . .
— 2a4a5(123)
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Um diese Determinante auf eine bequemere Form zu bringen,

schreiben wir sie als Determinante fünften Grades, indem wir sie mit

einer ersten Vertikalreihe aus den Elementen 1, 1, 1, 1, 1 bestehend

rändern und die Stellen der letzten Horizontalreihe ausser dem ersten

Element 1 mit Nullen besetzen. Wir addiren hierauf die erste Vertikal-

reihe, multiplicirt resp. mit aia5(234), a2a5(134), a3a5(124), a4a5(123) zu

der 2., 3., 4. und 5. Vertikalreihe. Wir schreiben die so veränderte

Determinante sodann als Determinante sechsten Grades, indem wir eine

erste Horizontalreihe bestehend aus den Elementen

11111
vorsetzen und die übrigen Elemente der letzten Vertikalreihe durch

Nullen ausfüllen. Addirt man hierauf diese erste Horizontalreihe, multi-

plicirt resp. mit aia5(234), a2a5(134), a3a5(124), aia5(123) zu der 2., 3.,

4. und 5. Horizontalreihe, so ergibt sich für H (H) folgender Ausdruck:

Ol 1 1 1 1

1 aia2(345) a,a3(245) aiaJ235) aia5(234)

1 aia2(345) a2a3(145) a2a,(135) a3a5(134)

1 aia3(245) a2a3(145) a3a4(125) a3a5(124)

1 aia4(235) aaa^ClSS) a3a,(125) a,a5(123)

1 aia5(234) a2a5(134) a3a5(124) a,a5(123)

odier schliesslich in passenderer Form

L L L L L
Ol-, ctn do cLm Hjc

H(H) = -

H (H) = — (ai aa ag a^ a^f

1

'H

(345j (245) (235j (234)

(345) (145) (135) (134)

(245) (145) (125) (124)

(235) (135) (125) (123)

(234) (134) (124) (123)

(8)
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Sei X,, der Coefficient von —^ in dieser Determinante, abgesehen vom

Faktor — (aj a, ag a4 a^ f, so ist

Xn = —(145)-(123)^ — (135)2(124)-— (134)2(125)2

+ 2(145)(135)(123)(124) + 2(145)(134)(123)(125)

+ 2(135)(134)(124)(125),

oder, wenn

A = (145) (123), B = (135) (124), C = (134) (125)

gesetzt wird,

X„ = — A2 — B2— C2+ 2 AB + 2 AC 4- 2 BC

= _ A(A — B — C) — B (B — A — C) — C(C — A — B) (9)

Da durch Vertauschung des Indices 3 und 4 A und B sich vertauscht,

während C ungeändert bleibt, und ebenso durch Vertauschung von 2 und 4

sich A und C vertauscht, während B ungeändert bleibt, so gehen in

diesem Ausdruck das zweite und dritte Glied aus ' dem ersten durch Ver-

tauschung von 3 und 4, resp. 2 und 4 hervor. Nun ergibt die Multipli-

cation sofort (vermöge Gl. 6)

A = X? (X2+ Xg) (X, -]- X5) + H,

B=xUx2+ x,)(x3+ X3) + H,

C = X?(X3+ X,)(X2+ X5) + H,

— A -I- B + C = 2 x2 (xa X3 + X, X5) + H,

A (— A + B+ C) = 2 xt (X2+ X3) (x, H- X5) (X2 X3+ X, X5)

+ x? {(x2+X3)(x,+ x,) + 2x2X3+ 2x,X5}H+ H2

und wenn wir zu dem letzten Ausdruck die zwei Ausdrücke addiren, die

aus demselben durch Vertauschung der Indices 3 und 4 oder 2 und 4

hervorgehen, so erhalten wir nach (9)' Xu in der Form

X„ = 4x1 . Six2x3X,+ 4x2 . 8^X2X3 . H + 3 H2,

wo die Si symmetrische Funktionen der x in Bezug auf die Indices 2, 3,

4, 5 bezeichnen. Es ist aber

X? . S, X2X3X, = Xi S1X2 . X, Si X2X3X4 — 4X? . X2X3X^Xä

= X, .SiX2.(H— X2X3X4X5) — 4Xi.XiX2X3XiX5,

(10)
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mithin

Xji = — 1 6 X? . X, Xj Xg x^ X5 -|- 4 Xi . -Txi x, . H— 4 Xj Sj Xj . Xj Xj X3 x^ X5 -f- 3 H^

oder schliesslich indem wir — 4xi . X1X2X3X4X5 aus dem ersten Gliede

entnehmen und zum dritten hinzufügen,

Xii = — 12x? • XiX.XgX^x^— 4x? • ^Xi • X1X2X3X4X5 (11)

+ 4x^^XlX2•H + 3H^

wo die -2 symmetrische Funktionen der x im Bezug auf die sämratlichen

Indices 1 ... 5 bezeichnen.

Man übersieht sofort, dass der Coefficient von -^ in der Determinante
&]

(8) aus dem von —^ durch Vertauschung der Indices 1 und i hervorgeht,
ai

Da nun die Form, unter welche wir den Coefficienten X^ von —^ gebracht

haben, ausser den Faktoren Xj, xf nur symmetrische Funktionen der x

enthält, so haben wir nur diese Faktoren durch xf, xf zu ersetzen,

um den Coefficienten X'^ von -y zu erhalten.

3.

Wir gehen nun zur Berechnung des Coefficienten von

Determinante (8) über und bezeichnen denselben durch X

(345) (245) (235) (234)

(145) o (125) (124)

(135)(125) o (123)

(134) (124) (123) o

in der

,2. Dann ist

wo

X„ ='-12 a+ /9-(345), (12)

a =:

ß =

(245) (235) (234)

(145) o "

(125) (124)

(135) (125) o (123)

(134) (124) (123) o

o (125)(124))

(125) o (123)

(124) (123) o

(13)

= 2 (123j(124)(125). (14)
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Die Determinante u lässt sich entwickelt unter die Form brinu-en

« = A'(A — B — C) + B'(B— A — C) + C (C— A — B),

wo A, B, C dieselben Grössen sind wie in den Gleichungen (10), hin-

gegen A\ B', C aus diesen Grössen hervorgehen durch Vertauschung
der Indices 1 und 2 ; es ist nämlich

A' = (245) (123), B' = (235) (124), C = (234) (125).

Nach (10) ist also

Ai = x^(x, +X3)(x, + X5) + H,

A> (A — B — C) :^ — 2 X? x^ (X, Ar Xs) (x, -j- x,) (x, X3 + x, x,)

— 2 X? (X2 X3 + X, X5) H — x| (x, + X3) (X, 4- X5) H— H-.

Die Vertauschung der Indices 3 und 4 führt diesen Ausdruck über
in B' (B — A — C), die Vertauschung der Indices 3 und 5, wobei sich B
nicht ändert, A und C aber sich vertauschen, führt ihn über in

C (C— A — B) und wir erhalten mithin für u folgenden Ausdruck

ß = — 2 X? X? {(xi H- X3) (x, + X5) (X2 X3 + X, X5)

+ (X, A- X,) (X3 + X5) (X.X, + X3X5)

+ (Xi + X5) (X3 + X4) (XoXä + X3X,)}

— 2 X? .S, X2X3 . H— 2 xl] . S,x, X3 . H— 3 H-

wo S|, So symmetrische Funktionen der x mit den Indices 2 3 4 5, resp.

1345 bezeichnen. In der Klammer
{
— } ist der Coefficient von x, Xo

ersichtlich = 2 (345); die Coefficienten von Xj und Xo sind gleich, nämlich

(X4 + X5) X,X5 + (X3 + X5) X3X5 -h (X3 + X,) X3X,

. =(x3 + x, + x,)(345)- 3.X3X,x,.

Die Glieder endlich, welche weder Xi noch x^ enthalten, sind

2 (Xg -|- x^ -L X5) Xg x^ X5, wofür wir setzen

2 . XgX.Xä ^X, - 2 (X, -f X2) XgX.Xä

und hiemit wird

ß = — 4x?x^ (345) — 2 x?xi (x, ^ x^) [(X3 + x, J- x,) (345) — 5 XaX.xJ

— 4 X] Xo . Xj X2 X3 X4 X5 ^ X] — 2 xi' . Si Xo X3 . H — 2 x^ . So Xj Xg . H
— 3H^ (15)

Was den 2. Theil von Xjg betrifft, so gibt die Multiplication der

Faktoren (123), (124), (125) sofort ft in der F^orm

ALh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XIV. Bd. III. Abth. 12
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/? = 2 . x?x-^ + 2 x\xl (x, + X,) (X3 + X, + X,)

+ 2 (x? + x^ 4- 2 Xi Xg) . H. (16)

Indem wir diese Grösse mit (345) multiplicirt zu a addiren, erhalten

wir für X,2 den Werth

Xi2 = — 2 Xj Xg (345) -j- 1 . Xj x, (x, -f- Xg) • x, x^ Xg X4 X3

~r X| Xf) • Xj X9 Xq Xi Xx .-^ X-|

— 2 {x? (xoXg + X2X4 4- X2X5) + Xi (xiXg + x,x, + XiXj)} . H

+ 4x,Xo(345). H — 3HI

Aber es ist

2X]X2 (345) = 2X1X2 (xjXgXgX^ -|- XjXgXgXj -\- X1X2X4X5)

= 2 xf Xi . H — 2 . x| Xi (xi -(- X2) Xg x^ X5

und hiemit wird

X12 ^ 12 • X] Xo (Xj + Xo) • XjXjXgX^Xä 4X1X2 . XjXgXgX^Xä -ZXi

— 2X1X2 . [X1X2 + X1X3 + X1X4 + XjXj+ XaXg + XaX^+ XaXä} • H

+ 4x,X2.(345). H — 3H-

oder schliesslich, indem man 4 x, x, j— ) H addirt und subtrahirt,

Ä-io ^= i 2 Xi X2 (Xj ~p X2) • Xi X2 Xg X^ Xj 4 Xj X2 • Xi X2 Xg X^ X^ ^ X[

— 6 Xi x, • {x, x, + Xi Xg + Xi X4 + Xj X5 + X2 Xg + X2 X4 + X2 X5} H

+ 4x1X2. ^XiXo.H— 3m (17)

wo die 2 wie bisher symmetrische Funktionen in Bezug auf die sämmt-

2
liehen x bezeichnen. Hieraus ergibt sich der Coefficient Xj^ von — für

irgend eine Combination der zwei Indices einfach durch Vertauschung

der Indices.

Um nun die ganze Determinante in (8) zu erhalten, haben wir den

Ausdruck zu bilden

A=^~,X, + ^-^X,k, (18)

WO sich die erste Summe auf alle Indices i = 1, 2, 3, 4, 5 erstreckt, die

zweite auf alle Combinationen von je zwei Indices. Bisher haben wir
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bei der Berechnung von X;; und X^^ keinen Gebrauch gemacht von der

identischen Relation, welche zwischen den x besteht. Vermöge dieser

Relation tritt nun aber in dem Ausdruck (18) für die ganze Determinante

eine wesentliche Vereinfachung ein. Diese Relation ist nach (2.)

? + ? + ?+1'+? = ^' (19)
d, cl.^ clj d^ 1I5

woraus durch Quadriren folgt

^fi!_l_^2xL^^ = o. (20)

Nun erhalten die zwei symmetrischen Funktionen

— 4x1X0X3X4X5 -Zxi und -|"4^XiX2-H,

welche in Xü und Xjk multiplicirt resp. mit X;^ und X; Xy. eingehen, in dem

Ausdruck (18) den Faktor .Z -^ -|- ^ ^

'

^

"

. Sie verschwinden daher in

A und mit Rücksicht auf diese Vereinfachung wurde eben X12 auf die

besondere Form (17) gebracht.

Die ersten Glieder ferner in Xu und X,., (11) (17) liefern in A
die Glieder

— 12 . XiXjXaX.Xj-^^ + 12 XiXoXgX.x- ^^;^^-? (x, -f- X2).

Diese zwei Summen lassen sich zusammenziehen. Denn die mit Xj

multiplicirten Glieder der zweiten Summe geben vermöge der Relation (19)

a, V a^ ' a3
~^ a^

"1
ag /

~
x?

und es wird mithin

dl, dg ttl

Die Summe der beiden Glieder reducirt sich dadurch auf

DD * X I Xo Xg X I X5 .^i
2

oder da

. ^4 = ^a,z^ = U
a?

auf — 36 . Xj Xg X3 X4 X5 . U.
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Hiernach erhalten wir für A folgenden Ausdruck

A = -- 36X1X3X3X4X5 • ü

_ e^^^i^ {X1X2 + X1X3 + X1X4 + X,X5 -f X0X3 -f X2X4 -f XjXä)- H
eil ^2

+ 3 (^A - ^ ^ )
• H-

\ clj eil ^2

Multipliciren wir diesen Ausdruck mit — (aiaoaga^a^)'^, so ergibt sich

endlich die Hesse'sche Determinante der Hesse'schen Fläche in der zu

erweisenden Form
H(H) = 36PU-3QH (21)

als Funktion vom 8. Grad in den Variabein und, wenn wir statt der x

wieder die z einführen, vom 16. Grade in den Coefficienten a.

Setzen wir um abzukürzen a, a^ ag a4 a^ = t, so ist hier

P = t- • Xi X2X3X4X5 = t* • ZiZ.Zg^^z^ (22)

die Covariante 5. Ordnung und 15. Grads in den Coefficienten, welche

das Pentaeder von U bestimmt; ferner ist

Q:=AH-2t-R, (23)

wo

die einfachste Invariante von U vom 8. Grade ist ^) und

R = ^^jx. X, + (X. + X2) (X3 + X4 + X,)
\

(25)
dl (I2 ' ;

= -S'2z,
z, ja aoZjZo + (aiZj + a2Z2)(a3Z3 + a^z^ -]- a^Zä)}

gesetzt ist. Es ist mithin t' R, wie auch Q eine Covariante 4. Ordnung

vom 12. Grad in den Coefficienten.

Diese in Q enthaltene Covariante t" R lässt sich leicht durch einfachere

Covarianten von U ausdrücken. Denn man hat sofort

^ = ^^ + ^—^ ^'^* + ^^)(^^^ + ^^ + ^^^)-
fll cl2 eil "-2

I) Salmon „On quaternary Cubics". Phil. Trans, für das Jahr 1860. Vol. 150 p. 229. Auch

Salmon-Fiedler „Geometrie des Raumes" 3. Aufl. IL Theil.
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2 x'^

Die in der zweiten Summe mit —- multiplicirten Glieder sind
a,

~ I^Xxa+ X, + X,)+ ^ (X3 -h X, + X,)+ l^
(X,+ X3+ X,)+ ^^ (X3+ X, 4- X,)

|

a, l Vag a^ ag/ \-a,.^ a^ a-

/

J

oder mit Hülfe der Relation (19)

= -y(x, + x, + x. + x,)~^(5^ + i' + ^ + ^).Clj Uj \ €^2 tlg Ol^ die /

Es ist mithin

-^,-(^^.+^2)(X3 + X, + X,)

J(x, + X3 + x, + x,)-^^(^+^+ '^ + ^)Ij dj V dj, dg dj^ dg _/

2,,S
xl . ^ x; X;= - (x, + X,, + X3 + x, +x,)^-^+ 2 ^f^ - 4 5̂" 1.1^1

ai aj aj^ aj

Nun ist ^)

t^(xi + X2 4- Xg + x^ + X5) = t-(aiZi + aoZ2 + agZa + a^z^ + a5Z5)= L (26)

die einfachste der vier linearen Covarianten von U vom 11. Grad in den

Coefficienten

;

t.^- =t^a,zi =eM (27)
aj

^

die einfachste quadratische CoVariante vom 6. Grad in den Coefficienten;

ir :s4 = ^Zg^z\ =N (28)
ai

die einfachste biquadratische CoVariante vom 12. Grad in den Coefficienten.

Aus den beiden letzten erhält man ferner

^2
^ 2x[x^ = t- ^ 2 a, a, ZI 4 = M- - N (29)

1) Salmon a. a. 0.
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Hiernach ergibt sich

t^^^^i^Mx, +x,)(x3 + x, + x,) = -2L.U + 4N-2i\P
a, iijj

t-R= -2LU + 3N -M-

und endlich

Q = AH + 4LU-6N + 2M'- (30)

ausgedrückt in den einfachsten Covarianten von U.

© Biodiversity Heritage Library, http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



ZOBODAT - www.zobodat.at
Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Abhandlungen der Bayerischen Akademie der Wissenschaften -
Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1883

Band/Volume: 14_3

Autor(en)/Author(s): Bauer Gustav

Artikel/Article: Von der Hesse'schen Determinante der Hesse'schen Fläche einer
Flache dritter Ordnung. 77-90

https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=17358
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=39036
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=206547



