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VORWORT

In der vorliegenden Arbeit gebe ich eine systematische Darstellung meiner in den Jahren
1953 —55 durchgefiihrten Untersuchungen iiber das Multiplikationsproblem in der Theorie
der Distributionen. Bei diesen Untersuchungen bin ich von vornherein von dem in meiner
Dissertation [4]* eingefiihrten, gegeniiber L. ScuwaRrTz [8] verallgemeinerten Distribu-
tionsbegriff ausgegangen, welcher erst eine befriedigende Formulierung des Multipli-
kationsproblems gestattet. Das Ergebnis ist eine umfassende Theorie, welche dem (in den
Anwendungen scit langem in ,,naiver’ Weise geiibten) Umgange mit Produkten von Di-
stributionen dieselbe Sicherheit wie dem mit den Distributionen selbst verleiht.

Die Darstellung der grundlegenden Partien wird beherrscht von dem Begriff des Ver-
allgemeinerten Funktionssystems, dessen Theorie in § 1 vorangestellt ist. Mit diesem Be-
griff erfasse ich in reiner Form die den lokalen Charakter zum Ausdruck bringenden Eigen-
schaften des Funktionsbegriffs; ihm miissen sich alle sinnvollen Verallgemeinerungen des
Funktionsbegriffes unterordnen. Nach der kurzen Einfithrung der Funktionenklassen in
§ 2 gebe ich in § 3 auf dieser Grundlage zum ersten Male eine vollstindig zwingende axio-
matische Begriindung der Distributionentheorie. In ebenso natiirlicher Weise definiere ich
sodann in § 4 den zentralen Begriff der Multiplikationstheorie und stelle dessen Haupt-
cigenschaften fest, Es erweist sich als sinnvoll, diesen allgemeinen Begriff gewissen Ein-
schrinkungen zu unterwerfen, die im Anschlul an die Einfithrung der lokalen Stufen-
Ordungsstruktur erdrtert werden. Hierauf wird in § 5 das entscheidende Existenz- und
Regularitatsproblem in die Form gebracht, in der es sich, in dem umfangreiéhen § 6, an-
greifen und 16sen 1aBt. In § 7 ernte ich schlieBlich die Friichte des sich so ergebenden Exi-
stenz- und Regularititssatzes. Neben der sog. maximalen strengen Multiplikationstheorie,
deren Existenz ich schon friiher in [5] nachweisen konnte, wird sich eine Fiille von wichti-
gen Multiplikationstheorien ergeben, die insbesondere die von Seiten der Anwendungen
gestellten Anforderungen weitgehend erfiillen.

Ich mochte nicht versiumen, der vielen Anregungen zu gedenken, die mir wihrend
meines Pariser Aufenthaltes im Winter 1953/54 von Herrn Prof. Dr. L. ScHwARTZ und
seinem Kreise zuteil wurden. Seine Magnifizenz Herr Prof. Dr. H. L. Scamip, Wiirzburg,
und die Herren Professoren Dr, H. BiLnarz, Wirzburg, und Dr. K. H. Weisg, Kiel,
haben meine Arbeit stets freundlich unterstiitzt. Herrn Prof. Dr. H. ScamipT, Wiirzburg,
verdanke ich die Einladung zu einem Vortrag iiber meine Untersuchungen im Mathemati-
schen Kolloquium der Universitit Wiirzburg. Die Herren Dr. W. GUTTINGER, z. Z. Sao
Paulo, und Dr. F. PENzLIN, Wiirzburg, gaben mir mannigfache Hinweise tiber die physi-
kalischen Anwendungen der Distributionentheorie. Die Deutsche Forschungsgemein-
schaft erméglichte mir durch ein Stipendium die Durchfiihrung eines gro3en Teils der hier
dargestellten Untersuchungen. Allen Genannten bin ich herzlichen Dank schuldig.

* Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am SchluB der Arbeit.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die Theorie der Distributionen ermdglicht eine strenge Einfithrung der in den Anwen-
dungen seit langem in ,,naiver’* Weise benutzten ,,uneigentlichen‘* Funktionen. Sie recht-
fertigt das Rechnen mit diesen GréBen jedoch nur insoweit, als es sich dabei um wesentlich
lincare Prozesse handelt, nicht aber die auftretenden Produktbildungen von weitgehend
willkiirlichen Distributionen. Es wird nun, um auch diesen Prozessen eine strenge Grund-
lage zu geben, eine Theorie der Multiplikation von Distributionen entwickelt.

Aus fritheren Ergebnissen [7] folgt, daB hierzu eine Erweiterung des Distributionen-
bereiches notwendig ist. Diese Erweiterung wird in genauer Analogie zu derjenigen durch-
gefiihrt, die von den Funktionen zu den Distributionen fiihrt. Die ,,erzeugende Operation‘
jener Erweiterung ist die Differentiation, jetzt ist es die Multiplikation.

Von den Funktionen aus gelangt man durch die beiden Forderungen, daf ihre lokale
Struktur auf die allgemeineren GréBen iibertragbar und die Differentiation in deren Be-
reich unbeschrankt ausfithrbar werden soll, zu dem Begriff der Differentiationstheorie.
Fihrt man fiir die Differentiationstheorien eine Ordnungsrelation 2; >, mit der Be-
deutung ,,D; ist homomorph (in bezug auf die definierte Struktur) in D, abbildbar‘ ein,
so gibt es genau eine maximale Differentiationstheorie. Dies ist die Distributionentheorie.

In derselben Weise gelangt man von den Distributionen aus durch die drei Forderungen,
daB ihre lokale Struktur sowie ihre Differentiation auf die allgemeineren GréfBen {ibertrag-
bar und daf} in deren Bereich eine méglichst universelle, verniinftige Multiplikation erklir-
bar sein soll, zu dem Begriff der Multiplikationstheorie. Wie oben wird fiir die Multi-
plikationstheorien eine Ordnungsrelation Py, > P, eingefiihrt, und es gibt wieder genau eine
maximale Multiplikationstheorie.

Bei dieser Erweiterung ist jedoch die Beschrinkung auf die maximale Multiplikations-
theorie — aus Griinden, die im folgenden angedeutet sind — nicht angemessen. Andererseits
ist es aussichtslos, alle Multiplikationstheorien (oder auch alle Differentiationstheorien)
iberblicken zu wollen. Das Hauptergebnis der Untersuchungen besteht vielmehr in dem
Nachweis, daB ,,hinreichend viele'* Multiplikationstheorien existieren und diese au8erdem
gewisse zusitzliche Eigenschaften besitzen, welche einen abgerundeten Kalkiil mit Pro-
dukten von Distributionen gewihrleisten. Der Ausdruck ,,hinreichend viele* bezieht sich
dabei auf die fiir die Anwendungen wichtigste Seite der Theorie, das ist die Frage, wann
das in einer bestimmten Multiplikationstheorie gebildete Produkt zweier Distributionen
wieder eine Distribution ist und welche Distributionen dabei auftreten kénnen. Es zeigt sich
niamlich, wenigstens bei Beschrankung auf die in den Anwendungen allein vorkommenden
Distributionen mit ,,isolierten Singularititen‘’, daB3 alle Distributionen, welche nach den
Gesetzen des Kalkiils als Produkt zweier Distributionen auftreten kénnen, in geeigneten
Multiplikationstheorien auch wirklich angenommen werden. So gewinnt man etwa die
Relationen

Bo—o 6(Pf. }‘;) — 88

(a = Diracdistribution, Pf. ; = Pseudofunktion ;) mit willkiirlich wahlbarem ¢ als
einfachste Spezialfille.



§1. VERALLGEMEINERTE FUNKTIONENSYSTEME

1. Lokal strukturierte Systeme

Definition 1: Es sei X ein topologischer Raum und 2 das System seiner nichtleeren offe-
nen Teilmengen. Jedem UE 2 sei eine Menge A (U) zugeordnet, und jedem Paar U,
Ve Q mit V C U eine Abbildung a(V, U) von A(U) in A(V). Wir sagen, das System
a = (a(V, U)) definiert auf dem System 4 = (A (U)) eine lokale Struktur, oder das Sy-
stem A4 wird durch das System @ zu einem Jlokal strukiurierten System iiber X = (X, O),
wenn folgendes gilt:

(Ap Fiir jedes UE R ist a(U, U) die identische Abbildung von 4 (U) auf sich.
(A,) Fiir jedes Tripel U, V, W& Q mit W C V C U gilt die Transitivititsregel

(1.1) a(W, V) a(V,U) = a(W,U).

Ein lokal strukturiertes System {iber X wird nach dieser Definition also durch ein Paar (A4, @) gegeben.
Wir werden aber im folgenden oft nur kurz von dem ,,lokal strukturierten System /‘‘ sprechen. Das ent-
spricht einer in der Mathematik allgemein iiblichen Ausdrucksweise. Hat man etwa, in der allgemeinen
Topologie, einer Menge X eine topologische Struktur 2 aufgeprigt, so spricht man, wenn man nicht gerade
den Vergleich mehrerer, derselben Menge X aufgepriigter topologischer Strukturen im Auge hat, statt von
dem ,,topologischen Raum (X, ) auch nur kurz von dem ,,topologischen Raum X .

Beispiele: 1) Es sei X ein beliebiger topologischer Raum, 47 eine belicbige Menge. Fiir jedes U & £ sei
A(U)= M, und fiir jedes Paar U, V€ @ mit VC U sei a(V, U) die identische Abbildung von A/ auf
sich. — In dieser trivialen Weise kann man also jede beliebige Menge A7 als lokal strukturiertes System
itber jedem topologischen Raum X auffassen.

2) Es folgt ein charakteristisches Beispiel: X sei wieder ein beliebiger topologischer
Raum, Y eine beliebige Menge. Fiir jedes UE& 2 sei 4 (U) die Menge AU, V) aller Ab-
bildungen f von U in Y, und fiir jedes Paar U, V& 2 mit V' C U und jedes f& A (U) sei
a(V, U)f die Restriktion von f auf V. Das so definierte lokal strukturierte System nennen
wir das Funktionensystem Ay(X, V) der Y-wertigen Funktionen iiber dem topologischen
Raum X.

In Anlehnung an dieses charakteristische Beispiel 2) nennen wir, bei beliebigem lokal
strukturiertem System A4, das Bild ¢(V, U)f von f& AU) in A(V) die Restriktion von
Sfauf V.

2. Mengentheoretische Relationen und Operationen

Es sei A ein lokal strukturiertes System {iber dem topologischen Raum X. Ein System 5
von Teilmengen B(U) C A(U) nennen wir ein ZTeilsystem von A, wenn die auf 4 erklirte
Restriktion @ auch auf B eine lokale Struktur definiert, wenn also fiir jedes Paar U, V' & 0
mit V' C U und jedes f& B(U) auch a(V, U)f& B(V) gilt. Wir schreiben in diesem
Falle B C 4.

Die Relation C definiert eine (teilweise) Ordnung in der Menge aller Teilsysteme von A.
Es ist klar, daB jede Familie (4;),, von Teilsystemen 4; C A in bezug auf diese Ordnung
eine obere Grenze, namlich die Vereinigung U A; (U A,(U)), und eine untere Grenze,

namlich den Durchschnitt (| A, = (ﬂ A; (U)) (der evtl natiirlich das leere System O

i€l
sein kann), besitzt, und daB Veremlgung und Durchschnitt den tblichen Distributiv-
gesetzen gehorchen.

Miinchen, Ak. Abh, 1956 (Kénig) 2



10 § 1. Verallgemeinerte Funktionensysteme

Es sei (A,);¢; eine Familic von lokal strukturierten Systemen iiber X. Als Produktsystem
der A4; definieren wir das lokal strukturierte System 4 = II 4; = (1l 4,(U)) mit der, kurz
i€l el

gesagt, komponentenweise erklirten Restriktion: Fur jedes Paar U, Ve @ mit V C U
und jedes £ = (fre; € AU, £:€ AU, sei a(V, U)f = @V, U) fies.

Es sei A4 ein lokal strukturiertes System {iber X. Ein System Q von Aquivalenzrelationen
QU) C A(U) X A(U) auf A(U) nennen wir eine mit der lokalen Struktur vertrigliche
Agquivalenzrelation auf A, wenn fiir jedes Paar U, VE Q2 mit V C U aus (f, g) € Q(U)
auch (@(V,U)f, a(V, U)g) & Q(V) folgt, wenn also Q ein Teilsystem des Produktsystems
A X A4 ist. Das System A4/Q der Quotientenmengen A (U)[Q(U), das Quotientensystem
von A nach @, wird dann durch die in natiirlicher Weise erklirte Restriktion wieder zu
einem lokal strukturierten System tiber JX.

Es seien 4 = (4, a), B = (B, b) zwei lokal strukturierte Systeme {iber X. Ein System «
von Abbildungen % (U) von 4 (U) in B(U) heilit eine zulissige Abbildung von A in B, wenn
fiir jedes Paar U, V'€ Qmit V' C U und jedes f € A (U) die Gleichung 6(V, U) u(U)f =
u(Vya(V, U)f gilt, wenn also, kurz gesagt, # mit der Restriktion vertauschbar ist.

Das durch # vermittelte B#ld #A von A in B ist dann offenbar ein Teilsystem von B.
Die Abbildung # heiBt wmkehrbar, wenn fir jedes U & 2 und jedes Paar f, ¢ € A(U) aus
w(U)f = u(U)g auch f = g folgt. Sie heiBt eine Abbildung awnf B, wenn # A4 = B ist.
Eine umkehrbare zulidssige Abbildung # von A auf B schlieBlich heil3t ein Zsomorphismus
der lokalen Strukturen von A4, B.

Fiir die lokale Struktur gilt selbstverstandlich ein Homomorphiesatz: Ist A ein lokal strukturiertes System
iiber X, Q eine mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenzrelation auf 4, so ist die kanonische Abbil-
dung von 4 auf A4/Q zulissig. Ist umgekehrt # eine zulissige Abbildung von 4 auf ein lokal strukturiertes
System B, so ist 2 kanonisch isomorph mit 4/Q, wo Q die mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenz-
relation auf A4 ist, fiir die Q(U) fiir jedes U € Q aus allen Paaren (f, g) €A U) X A(U)mit u(U)f = u(U)g
besteht.

Es sei A ein lokal strukturiertes System tber X. Jede zuldssige Abbildung von 4 X 4
in A4 heilt eine dnnere Verkniipfung auf A. Ist B ein zweites lokal strukturiertes System
iber X, so heiBt jede zulidssige Abbildung von B X 4 in A4 eine dullere Verkniipfung auf
A mit dem Operatorenbereick B. Eine endliche Familie # = (#,);c, von inneren und
dulleren Verkniipfungen auf 4 definiert auf A eine algebraische Struktur.

Wir iibertragen die iibliche Terminologie der Algebra auf die lokal strukturierten Systeme. Definiert etwa
u auf A eine algebraische Struktur, und ist fiir jedes U/ € 2 die (im iiblichen Sinne) durch #»(U) auf 4 (U)
definierte algebraische Struktur von derselben wohldefinierten Art (z. B. Gruppe, Ring, Linksmodul iiber
einem Ring), so belegen wir auch die durch # auf A4 definierte Struktur kurz mit der nimlichen Bezeichnung.

Weiter ist klar, wann wir von einer Zeilstruktur einer algebraischen Struktur, von einer #it einer alge-
braischen Struktur vertriglichen Aquivalenzrelation und von einem Homomorphismus bzw. Isomorphismus
in bezug auf algebraische Strukturen sprechen.

Fiir die algebraischen Strukturen gilt wieder ein Homomorphiesatz. Ist etwa A ein linearer Vektorraum
iiber einem kommutativen Korper &, so ist jedes homomorphe Bild 5 von A4 wieder ein solcher. Die zuge-
horige, mit der lokalen Struktur und der Vektorraumstruktur von A vertragliche Aquivalenzrelation Q auf A4
wird durch einen linearen Teilraum & von A beschrieben, derart, daB 2 kanonisch isomorph mit dem
Quotientenraum 4/ ist. Es ist klar, wie sich alle Aussagen {iber die Aquivalenzrelation Q in solche iiber den
Teilraum V iibersetzen.

3. Verallgemeinerte Funktionensysteme

Definition 2: Ein lokal strukturiertes System 4 iiber einem topologischen Raum X heiB3t
ein verallgemeinertes Funktionensystem iiber X, wenn es die folgende Eigenschaft, genannt
Lokalisationsprinzip, besitzt:



§ 1. Verallgemeinerte Funktionensysteme 11

(L) Es sei (U));¢; eine Uberdeckung von UE 2 durch offene Teilmengen U, von U, und
fiir jedes /& 7 sei ein ;& A (U;) gegeben mit der Eigenschaft, daf fiir jedes Paar 7, j& /7
mit nichtleerem Durchschnitt U; M U; die Restriktionen von f;, f; auf diesen Durchschnitt
libereinstimmen. Dann gibt es genau cin f& 4 (U) mit der Eigenschaft, da3 die Restrik-
tion von f auf U, fur jedes /& 7 mit f; (ibereinstimmt.

Die Eigenschaft (L) kann offenbar in die beiden folgenden zerlegt werden, von denen die
crste eine Eindeutigkeits-, die zweite eine Existenzaussage macht:

(Ly) Es sei (U));¢; eine Uberdeckung von UE Q durch offene Teilmengen U, von U,
und die Restriktionen von f, ¢& A (U) auf U, seien fiir jedes 7& 7 einander gleich. Dann
stimmen auch f, g tiberein.

(Ly) Es sei (U));¢; eine Uberdeckung von UE Q durch offene Teilmengen U; von U,
und fiir jedes & 7 seiein f;& A (U;) gegeben mit der Eigenschaft, daB fiir jedes Paar 7, j& /
mit nichtleerem Durchschnitt U; M U; die Restriktionen von f;, f; auf diesen Durchschnitt
tbereinstimmen. Dann gibt es mindestens ein f& A (U) mit der Eigenschaft, dal die
Restriktion von f auf U; fur jedes 7& 7 mit /; iibereinstimmt.

Beispiele: 1) Jedes Funktionensystem Ag (X, ¥) ist offensichtlich auch ein verallgemeinertes Funk-
tionensystem.

2) Man belegt leicht durch einfache Beispiele lokal strukturierter Systeme, bei denen X nur aus zwei
Elementen besteht, dal keine der Eigenschaften (1,), (I,) fiir alle lokal strukturierten Systeme gilt und
beide voneinander unabhingig sind.

Weitere Beispiele wird man in grofer Zahl in den folgenden Paragraphen dieser Arbeit finden.

Es sei A ein lokal strukturiertes System {iber X. Besitzen alle 4; einer Familie (A.,-),-E 7

von Teilsystemen von A die Eigenschaft (L), so auch ihr Durchschnitt (M) 4,; dasselbe
iel

trifft auch fiir die Eigenschaft (L) zu, nicht aber fiir (L,) allein, selbst wenn die Familie

(A4);er endlich ist. Sind die A4; weiter total geordnet und besitzen sie alle die Eigen-

schaft (L), so auch ihre Vereinigung |_) 4;; dasselbe gilt aber weder fiir (L) noch fiir (L,)
iel
allein.

Jede der Eigenschaften (L;), (L) gilt fir das Produkt einer Familie (4,);c, von lokal
strukturierten Systemen A, genau dann, wenn sie fiir jeden Faktor 4; gilt.

Mit einem lokal strukturierten System besitzt auch jedes seiner Teilsysteme die Eigen-
schaft (L;). Insbesondere kann ein lokal strukturiertes System nur dann Teilsystem eines
verallgemeinerten Funktionensystems sein, wenn es diese Eigenschaft (L,) besitzt. Von
grundlegender Bedeutung ist aber die Umkehrung hiervon, der

Satz 1: Zu jedem lokal strukturierten System A iiber X, das die Eigenschaft (L))
besitzt, gibt es ein verallgemeinertes Funktionensystem A iiber X, das die folgenden
Eigenschaften besitzt:

(Hy) Das System 4 ist Teilsystem des Systems A.

(H,) Jedes A enthaltende und in A enthaltene verallgemeinerte Funktionensystem
{iber X stimmt mit A4 iiberein.

Durch diese Eigenschaften ist das System 4 bis auf einen kanonischen, 4 elementweise
fest lassenden Isomorphismus der lokalen Struktur eindeutig bestimmt.

Wir nennen A das Hiillensystem des Systems A. Es stimmt genau dann mit A {iberein,
wenn A selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem ist.

a*



12 § 1. Verallgemeinerte Funktionensysteme

Beweis: Es sei 4 ein die Eigenschaft (L) besitzendes lokal strukturiertes System tiber X.
Wir konstruieren zunichst ein A4 enthaltendes verallgemeinertes Funktionensystem 2
iiber X.

Fiir jedes & X sei K(x) die Menge aller Paare (U, f) mit xE UE 2, f€ 4 (U).
Wir nennen zwei Paare (U, f), (V, g)E K (x) x-dquivalent, wenn es eine in U, I ent-
haltene Umgebung W& £ von x gibt, so dafl die Restriktionen von f, ¢ auf W tiberein-
stimmen. Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und teilt daher X (x) in
elementfremde Klassen ein. Es sei M/ (x) die Menge dieser Klassen. Fiir jedes U& 2 und
jedes f& A (U) sei weiter # (U) f die Abbildung, welche jedem x& U das Bild von (U, f)
bei der kanonischen Abbildung von X (x) auf M (x) zuordnet. Aus (L,) folgt dann, dal3
fiir zwei voneinander verschiedene f, g& A4 (U) auch u (U) f, » (U) g voneinander ver-
schieden sind.

Fiir jedes U& 2 sei jetzt B (U) die Menge aller Abbildungen p, welche jedem x& U
ein Element p(x)E M (x) zuordnen, und fir jedes Paar U, V€ 2 mit V' C U und jedes
P& BU)seib(V, U) p die im gewdhnlichen Sinne genommene Restriktion der Abbildung p
auf V. Es ist klar, daB} das System B durch das System & nicht nur zu einem lokal struk-
turierten System, sondern sogar zu einem verallgemeinerten Funktionensystem {iber X
wird.

Fiir jedes UE R ist nun » (U) eine umkehrbare Abbildung von 4 (U) in B (U). Dabei
gilt fiir jedes Paar U, V€ Qmit V' C Uund jedes f& A (U) offenbar die Gleichung &(V,U)
u(U)f=u(V)a(V,U)f. Mithin ist # eine umkehrbare zulissige Abbildung von 4 in B,
und wir durfen 4 mit # A C B identifizieren. B ist also in der Tat ein A enthaltendes
verallgemeinertes Funktionensystem iiber X,

Es sei schlieBlich 4 der Durchschnitt aller A enthaltenden und in B enthaltenen ver-
allgemeinerten Funktionensysteme. Das System A, nach dem zu Anfang dieses Ab-
schnittes Gesagten selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem, besitzt dann die ver-
langten Eigenschaften (H,), (Hy). Der Rest der Behauptung ist nun eine unmittelbare
Folgerung aus dem

Satz 2: Es seien A, B zwei lokal strukturierte Systeme {iber X, die die Eigen-
schaft (1) besitzen, und A, B zwei verallgemeinerte Funktionensysteme iiber X, die in
bezug auf 4, B die Eigenschaften (H;), (H,) besitzen. Dann 1at sich jede zuldssige Ab-
bildung # von 4 in B auf genau eine Weise zu einer zulissigen Abbildung 7 von 4 in B
fortsetzen.

Beweis: Fiir jedes U & Q2 sei A’ (U) die Menge aller f& A (U) mit der folgenden Eigen-
schaft: Es gibt cine Uberdeckung (U,);c; von U durch offene Teilmengen U; von U, so
daB die Restriktion von f auf U, fiir jedes zE 7 in A (U)) enthalten ist. Man verifiziert ohne
Miihe, daB das System A’ nicht nur ein Teilsystem von A ist und 4 enthilt, sondern sogar
selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem ist. Nach (H,) stimmt es also mit A iiberein.
Mit anderen Worten: Zu jedem UE€ 2 und jedem f& A (U) gibt es eine Uberdeckung
(U)ier von U durch offene Teilmengen von U; von U, so dal die Restriktion von f auf U,
fiir jedes 7& 7 in 4 (U,) enthalten ist.

Es sei nun U€ 2 und f& 4 (U), ferner (U));; eine gemiBl dem Vorangehenden
gewihlte Uberdeckung von U. Nach (L) gibt es genau ein Element g€ B (U) mit der
Eigenschaft, dafB} fiir jedes /& / die Relation &6 (U;,U) g = w({U)) a(U;, U)f gilt, und
dieses g ist unabhingig von der speziellen Wahl der Uberdeckung (U));c;. Wir setzen
#(U)f = g. Dann ist 7 offenbar eine zulissige Abbildung von 4 in B und eine Fortsetzung
der Abbildung =. Ist andererseits #' eine beliebige, # fortsetzende zulissige Abbildung
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von A in B, so gilt, mit denselben Bezeichnungen wie eben, 6(U,, U) #'(U)f = u(U,)
alU;, U)f = 6U;, U) @(U)f fur jedes /& [ und daher »'(U)f = #(U)f. Damit sind die
Sitze 1, 2 vollstindig bewiesen.

Im Laufe des Beweises von Satz 2 ergab sich auBerdem das folgende

Corollar zu Satz 1: Die Eigenschaft (F,) ist mit der folgenden gleichwertig:

(Hp) Zu jedem UE 2 und jedem f& AU) gibt es eine Uberdeckung (U));c; von U
durch offene Teilmengen U, von U mit der Eigenschaft, da3 die Restriktion von f auf U,
fur jedes 7& 7 in a(U)) enthalten ist.

Besitzt das System A die Eigenschaft (L;) und ist B ein Teilsystem von A, so besitzt
auch B, wie wir sahen, diese Eigenschaft, und man kann offenbar stets & C A annehmen.

Besitzen alle A, einer endlichen Familie (4;);.; lokal strukturierter Systeme die Eigen-
schaft (L,), so besitzt auch ihr Produkt Il 4;, wiec wir sahen, diese Eigenschaft, und man

ier
beweist miihelos die Relation I1 4; = II 4;.
ier i€l

Insbesondere 1if3t sich also jede auf einem lokal strukturierten System 4 mit (L))
definierte algebraische Struktur eindeutig auf sein Hilllensystem fortsetzen.

4. Separierende und komplettierende Aquivalenzrelationen

Es sei A4 ein lokal strukturiertes System tiber X. Eine mit der lokalen Struktur vertrig-
liche Aquivalenzrelation Q auf A4 heilt separierend, wenn das Quotientensystem A/Q die
Eigenschaft (L) besitzt. Hierfuir ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend:

(Qy) Es sei (U));¢; eine Uberdeckung von UE 2 durch offene Teilmengen U; von U,
und die Restriktionen von f, g& A (U) auf U; seien fiir jedes /& / dquivalent modulo
Q(U;). Dann gilt auch (f, g)€ Q).

Wir kénnen nun jeder mit der lokalen Struktur vertriglichen Aquivalenzrelation Q
auf A, allgemeiner sogar jedem beliebigen System Q = (Q(U, x)) von Aquivalenzrela-
tionen Q(U, x) C A(U) X AU) auf AU), € UE £, eine mit der lokalen Struktur ver-
trigliche, separierende Aquivalenzrelation Q% auf 4 zuordnen. Fiir jedes UE Q sei Q¥ (U)
die Menge aller Paare (f,g2)& A({U) X A(U) mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem
x & U gibt es eine in U enthaltene offene Umgebung U, von x, so daB fiir alle V& 2 mit
xEVCU (aV,U)f, alV,U)g)e Q(V, x) gilt. Es ist klar, da} das so definierte System
Q' eine mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenzrelation auf 4 ist und die Be-
dingung (Q,) erfillt.

Ist Q insbesondere eine mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenzrelation auf 4,
so gilt O C @Y, und jede Q enthaltende, mit der lokalen Struktur vertrigliche und sepa-
rierende Aquivalenzrelation auf A enthilt auch Q% QY stimmt also genau dann mit Q
iberein, wenn Q selbst separierend ist.

Ist auf 4 eine algebraische Struktur definiert, und ist die Aquivalenzrelation Q(U, x) fiir alle x € U € 2
mit der auf 4(U) erkliirten algebraischen Struktur vertriglich, so ist auch @8 mit der algebraischen Struktur
von A vertraglich.

Ist insbesondere etwa A4 wieder ein linearer Vektorraum iiber & und wird Q also durch ein System /V von
Teilriumen N(U, x) C A(U) beschrieben, so wird auch @8, kurz gesagt, wieder durch einen Teilraum V$
von A beschrieben. Wir nennen auch diesen Teilraum V3§ wieder kurz separierend.

Eine mit der lokalen Struktur vertrigliche Aquivalenzrelation Q auf A heiB3t komplet-
tierend, wenn das Quotientensystem A/Q die Eigenschaft (L,) besitzt. Hierfiir ist die
folgende Bedingung notwendig und hinreichend:
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(Qp) Es sei (U);c, eine Uberdeckung von UE 2 durch offene Teilmengen U, von U,
und fiir jedes 7 € 7 sei ein f; € A(U,) gegeben mit der Eigenschaft, daf3 fiir jedes Paar
7,7 € / mit nichtleerem Durchschnitt U; N U, die Restriktionen von f;, f; auf diesen
Durchschnitt dquivalent modulo Q(U; N U}) sind. Dann gibt es mindestens ein f & 4 (U)
mit der Eigenschaft, dafl die Restriktion von f auf U, fiir jedes 7 € 7 mit f; dquivalent
modulo Q(U) ist.

Der folgende Satz gibt eine in vielen Fillen anwendbare hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Aqui-
valenzrelation komplettierend ist. Der Beweis dieses Satzes beruht wesentlich auf der Verwendung einer
sog. Teilung der Einheit (partition de l'unité). — Fiir alle hierbei auftretenden Begriffe und Sitze aus der
allgemeinen Topologie verweisen wir auf [2], insbesondere Seite 91—-114, und [3], Seite 27-28, 50-31.

Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen, eine Teilalgebra B der reellen Algebra
Ag (X, R) enthilt eine Teilung der Einheit, wenn es zu jedem UE 2 und zu jeder lokal
endlichen Uberdeckung (U));c; von U durch offene Teilmengen U, von U eine Familie
(fDiesr von nichtnegativen reellen Funktionen f; € B(U) mit der folgenden Eigenschaft
gibt: Fiir jedes 7 € 7 und jedes x & U-U ist f;(x) = o, und fiir jedes x& U ist die (end-
liche) Summe aller f;(x) gleich 1. Es gilt dann der folgende

Satz 3: Es sei X ein lokal kompakter topologischer Raum mit abzihlbarer Basis, 4 ein
lokal strukturiertes System iiber X, welches die Eigenschaft (L,) besitzt. A sei ferner
unitirer Linksmodul tiber einer eine Teilung der Einheit enthaltenden Teilalgebra B von
Agq (X, R). Dann ist jede mit der lokalen Struktur und der Modulstruktur vertrigliche,
separierende Aquivalenzrelation Q auf 4 auch komplettierend.

Beweis: Ist X ein lokal kompakter topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis, so gilt
dasselbe fiir alle offenen Teilmengen U von X. Alle diese sind daher ,,dénombrable 2
I'infini und damit parakompakt und normal.

Es sei nun (U);¢,; eine Uberdeckung von U & 2 durch offene Teilmengen U, von U.
Es gibt dann eine feinere, lokal endliche offene Uberdeckung (¥}),c, von U und ecine
weitere lokal endliche offene Uberdeckung (¥7)),c, von U mit der Eigenschaft, daf fiir
jedes / € L die abgeschlossene Hiille 7, von ¥V, in V] enthalten ist. SchlieBlich wihlen wir
fir jedes x& U eine in U enthaltene offene Umgebung W., die nur von endlich vielen
der V; getroffen wird. Fiir fast alle / € L ist dann W, im Komplement (7} von ¥} beziig-
lich U, also insbesondere im Komplement ({77, von 7, enthalten. Folglich ist

W.=NwvmnNCrnw)
el leL
xE;I x&;l

eine offene, in U enthaltene Umgebung von =z.

Es sei weiter (p,),c, eine zur Uberdeckung (V) gehérige Teilung der Einheit
durch Funktionen p,& B(U). Fiir jedes xE U und jedes /& L mit x @ ¥, ist dann
b6(W,, U)p, = o, also gilt

(1'2> 2 6(Wx:U)pl= L.
leL
x€V,

Fiir jedes 7 & 7 sei nun ein f; € A (U,) gegeben mit der Eigenschaft, daB fiir jedes Paar
?,j € / mit nichtleerem Durchschnitt U; N U, die Restriktionen von f;, f; auf diesen Durch-
schnitt dquivalent modulo Q(U,;N U,) sind. Zu jedem / & L gibt es nach Konstruktion
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ein # € 7, so daB V; in U, enthalten ist. Wir wihlen willkiirlich ein solches 7 € / aus und
setzen g; = a(V}, U))f.. Fiir jedes x & U bilden wir auf W, nun die Linearkombination

hx =IZ; 6(Wx’ U)Pl ' a(Wx’ Vll)gl'
€
x€I71

4, ist also ein Element von 4 (W,). Fur jedes Paar x, y € U mit nichtleerem Durchschnitt
W,.N W, stimmen die Restriktionen von 4,, 4, auf diesen Durchschnitt iiberein. Da die W,
cine offene Uberdeckung von U bilden, gibt es nach (L,) ein Element f & 4 (U), dessen
Restriktion auf W, fur jedes x € U mit %, tibereinstimmt.

Wir zeigen, daB3 das so gewonnene f & A (U) das in (Q,) Verlangte leistet. Dazu werde
ein 7 & 7 fest gewidhlt und fiir jedes x &€ U; der Durchschnitt W, N U; mit W, ; bezeichnet.
Nach Konstruktion stimmen nun die Restriktionen von f, 4, auf W, ; {iberein. Weiter ist
fiir jedes /&€ L mit x € V, nach Voraussetzung die Restriktion von g, auf W, ; mit der
von f; dquivalent modulo Q(W, ;). Wegen der Vertriglichkeit der Relation Q@ mit der
Modulstruktur und wegen (1.2) sind daher auch die Restriktionen von 4,, f; auf W, ;
dquivalent modulo Q(I, ). Insgesamt sind also die Restriktionen von f, f; auf W, ,
iquivalent modulo Q(W, ). Da die W, ; aber eine offene Uberdeckung von U; bilden und
die Relation Q nach Voraussetzung separierend ist, ist schlieBlich die Restriktion von f
auf U; mit f; dquivalent modulo Q(U,). Da dies fiir jedes 7 & 7 gilt, ist Satz 3 damit be-
wiesen.

Bemerkungen: 1) Eine Analyse des Beweises zeigt, daBl von den Strukturgesetzen des unitiren Moduls
das ,,assoziative’ Gesetz (p¢) + f = p - (¢ * f) nicht benutzt wurde.

2) Wir betonen ausdriicklich, dal wir Satz 3 und damit eine Teilung der Einheit im folgenden nur ge-
legentlich, zur Abrundung der Ergebnisse oder an Stellen, an denen man leicht auch direkt schlieBen kann,
benutzen werden, nicht aber an Stellen, die fiir den Aufbau der folgenden Theorie entscheidend sind. In
allen wesentlichen Punkten werden wir uns vielmehr entscheidend auf die Sitze 1, 2 stiitzen.

§2. DAS SYSTEM DER FUNKTIONENKLASSEN

1. Das System der Funktionenklassen

Von jetzt ab legen wir allen unseren Betrachtungen als topologischen Raum X die
reelle Zahlengerade R, versehen mit der gewdhnlichen topologischen Struktur 2, zu-
grunde. Das Funktionensystem 4,(R, R) der reellen Funktionen iiber R bezeichnen wir

kurz mit 49 A° besitzt die algebraische Struktur einer kommutativen, unitiren Algebra
iiber K.

Die Beschrinkung auf den eindimensionalen Fall geschieht hauptsichlich zur Vereinfachung der Dar-
stellung. Die Hauptergebnisse dieser Arbeit gelten auch iiber dem #-dimensionalen reellen Zahlenraum &%,

Fir jedes U € 2 nennen wir zwei reelle Funktionen f, g & A°(U) dquivalent, wenn ihre
Funktionswerte fast tiberall auf U Gbereinstimmen, wenn sie also héchstens auf einer Teil-
menge von U vom Lebesgueschen MaBle Null voneinander verschieden sind. Hierdurch
wird auf A° eine mit der lokalen Struktur und der Algebra-Struktur vertrigliche Aqui-
valenzrelation @ definiert. Das Quotientensystem A% Q nennen wir das System F = F°
der reellen Funktionenklassen iber R. F besitzt wieder die Struktur einer kommutativen,
unitiren Algebra {iber R. Die Aquivalenzrelation  ist selbstverstindlich separierend. Da
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der topologische Raum R weiter lokal kompakt ist und eine abzéhlbare Basis besitzt, da 4°
ferner eine Teilung der Einheit enthilt, ist Q nach § 1, Satz 3 auch komplettierend. Das
System F ist also ein verallgemeinertes Funktionensystem tiber R.

Bemerkungen: 1) Wir verzichten auf eine ausfithrliche Begriindung des ~ aus der reellen Analysis wohl-
bekannten — Uberganges von den Funktionen zu den Funktionenklassen. Eine gewissermaBen ,,relative
Begriindung kann man iibrigens unschwer dem folgenden Abschnitt entnehmen: Der Ubergang zu den
Funktionenklassen ergibt sich von selbst, wenn man die Differentiation, abweichend von dem klassischen
Gebrauch, als die genaue Umkehrung einer unbestimmten Integration auffaft.

2) Statt von der gewdhnlichen Topologie 2 der reellen Zahlengeraden & hitten wir natirlich auch von
ihrer diskreten Topologie ausgehen und in derselben Weise ein System der reellen Funktionenklassen defi-
nieren konnen. Die zugehérige Aquivalenzrelation Q wire dann aber nicht separierend. Das so definierte
System der reellen Funktionenklassen wire also weder selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem noch
Teilsystem eines solchen.

3) Die Tatsache, daf} das von uns definierte System # der reellen Funktionenklassen die Eigenschaft (L,)
besitzt, kann man leicht auch unabhiingig von § 1, Satz 3 einsehen.

2. Die Differentiation

Fiir jedes UE& 2 nennen wir eine reelle Funktion ;& A%(U) differenzierbar, wenn es
eine reclle Funktion g, & A°(U) gibt, die im Lebesgueschen Sinne iiber jedes kompakte
Teilintervall von U integrierbar ist, so daB3 £ in jedem solchen Teilintervall unbestimmtes
Integral von g ist:

(21) Fo@) = et +c.

Gleichwertig damit ist bekanntlich die Forderung, dal f; in jedem kompakten Teilintervall
von U totalstetig sein soll. Die Funktion gq ist durch £, dann bis auf eine evtl. Abinderung
auf einer Teilmenge von U vom Mafe Null, also bis auf die im vorigen Abschnitt einge-
fiilhrte Aquivalenz, eindeutig bestimmt. Es sei A'(U) die Teilalgebra aller differenzier-
baren Funktionen f; & A%(U). Das System A" ist dann nicht nur cin Teilsystem von A4°,
sondern sogar selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem tiber A im Sinne unserer
Definition.

Weiter nennen wir ecine Funktionenklasse f € F(U) differenzierbar, wenn sie eine
differenzierbare Funktion f; € A°(U) enthilt. f enthilt dann genau eine solche Funktion £,
und nach dem Vorangehenden definiert die Gesamtheit aller zugehoérigen Funktionen g,
eine wohlbestimmte Funktionenklasse g& F(U), die wir die Ableitung der Funktionen-
klasse # nennen und mit /' bezeichnen. Es sei #1(U) die Teilalgebra aller differenzierbaren
Funktionenklassen f &€ F(U). Das System /7 ist dann wieder ein Teilsystem von / und
selbst ein verallgemeinertes Funktionensystem.

Die durch die Differentiation definierte Abbildung f — f’ von £ in £ ist offenbar zu-
lassig, ein Homomorphismus in bezug auf die linearen Vektorraumstrukturen von F1, /7
(kurz: linear), ferner mit der Multiplikation durch die Produktregel

(2.2) ) =rg hies 5 € FIU)

verkniipft.
Wir definieren schlieBlich rekursiv die /Zdheren Ableitungen einer Funktionenklasse:
Fiir m = 2, 3, ... sel F”(U) die Teilalgebra aller Funktionenklassen f & F1(U), fur die
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f'e F» Y (U) gilt. Fiir ein f& F™(U) kann man die Differentiation #-mal iterieren und
erhilt so die héheren Ableitungen f® € F"~*(U), k=1, ..., m. Alle Teilsysteme F™
von /7 sind wieder verallgemeinerte Funktionensysteme. Sie bilden eine absteigende Folge:

(2.3) e e e E RS P s W e SOl W

m=1

Wir haben gesehen, daB die kanonische Abbildung von 4! auf 7* umkehrbar, also ein Isomorphismus
von A! und F?ist. Wir konnen daher jeder Funktionenklasse f € F}(U) in jedem Punkte x € U einen ein-
deutig bestimmten ,,Wert* f(x) zuordnen, und diese Zuordnung ist ein Homomorphismus in bezug auf die
lineare Vektorraumstruktur und die Multiplikation.

Allgemeiner konnen wir jeder Funktionenklasse f € £ +t1(U), 7 = o, 1, 2 ... eindeutig bestimmte ,, Werte**
fx), f1(x), ..., f™(x) zuordnen, und dies weiter unter Erhaltung der Linearitit und der Produktregel der
Differentiation.

3. Die erweiterte Differentiation

Fir jedes x € U € 2 und jedes m = o, 1, 2, . . . bezeichnen wir mit #”(U, x) die Teil-
algebra aller Funktionenklassen f € /() mit der Eigenschaft, daf3 die Restriktion von f
auf V= U —(x) in (V) enthalten ist. Offenbar ist F”(U) in F™ (U, x) enthalten,
speziell /°(U, x) = F(U). Die F™(U, x) bilden eine absteigende Folge; ihr Durchschnitt
werde mit /7 (U, x) bezeichnet. Das System aller #™(U, x) ist wieder in dem Sinne lokal
strukturiert, daf fur jedes Paar U, V&€ Q mit x € V' C U die Restriktion von 7™ (U, x)
auf Vin #”(V, x) enthalten ist.

Fir jedes U & 2 und jedes m = o0, 1, 2, ... sei weiter F”'(U) die Teilalgebra aller
f &€ FU) mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem Punkt x & U gibt es eine in U ent-
haltene offene Umgebung U, in der die Restriktion von f in F”(U,, x) enthalten ist.
£ (U) besteht also aus allen denjenigen Funktionenklassen f & F(U), fiir die es zu jedem
x & U mit Ausnahme von hochstens abzihlbar vielen, sich im Innern von U nicht hiufen-
den Punkten eine in U enthaltene offene Umgebung V, gibt, in der die Restriktion von f
in #™(V,) enthalten ist. Insbesondere gilt #™(U) C £™(U) und F™(U, x) C F™(U) fir
jedes x € U. Die £™(U) bilden wieder eine absteigende Folge, mit dem Durchschnitt
F*U). Fiir jedes m = 0,1, 2 ... ist das System £™ eine Teilalgebra von #, sogar ein
verallgemeinertes Funktionensystem.

Es sei nun f &€ #1(U) und V eine durch Wegnahme von abzihlbar vielen, sich im Innern
von U nicht hdufenden Punkten aus U entstehende offene Punktmenge, in der die Restrik-
tion f,- von f in F1(V) enthalten ist. Die Ableitung von f;, von f- definiert auf U offenbar
eine wohlbestimmte Funktionenklasse, unabhingig von der speziellen Wahl von V, die
wir die erweiterte Ableitung von f € F'(U) nennen und mit f & F(U) bezeichnen. Die so
definierte erweiterte Differentiation ist offenbar eine zulissige, lineare und die (eigentliche)
Differentiation fortsetzende Abbildung von F! in %, die mit der Multiplikation wieder
durch die Produktregel verkniipft ist. In ganz entsprechender Weise definieren wir die
héheren erweiterten Ableitungen f® € F"*(U), # =1, 2, ..., m einer Funktionenklasse

fEFU), m=1,z2,...

Bevor wir diesen Paragraphen abschliefen, wollen wir zur Vereinfachung unserer Redeweise die folgende
Konvention einfithren: Die hier definierten Funktionenklassen werden wir im folgenden kurz nur Funktionen
nennen; wenn wir ein wohlbestimmtes Funktionssymbol, etwa log|x|, hinschreiben, meinen wir damit immer
die in der betrachteten offenen Punktmenge U € £2 von dieser Funktion erzeugte Funktionenklasse aus 7 (U).
Die ,,gebundene Variable* wird dabei stets mit dem Buchstaben x bezeichnet. So gilt fiir jedes y €U € 2
zum Beispiel log |x—y| € #° (U, y). Diese Konvention wird niemals zu MiBverstindnissen Anla geben.

Minchen, Ak. Abh, 1956 (Kénig) 3
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§3. DAS SYSTEM DER DISTRIBUTIONEN

1. Differentiationstheorien

Definition 1: Es sei D ecin verallgemeinertes Funktionensystem iiber R, welches das
System F der reellen Funktionenklassen als Teilsystem enthilt. Wir nennen 2 ein Differen-
tiationssystem, wenn auf D die folgende Struktur definiert ist:

(D,) Eine lineare Vektorraumstruktur Gber R, die auf /' mit dessen linearer Vektorraum-
struktur tiber R tbereinstimmt.

(D,) Eine zulissige, linecare Abbildung von D in sich, die auf /! mit der Differentiation
Uibereinstimmt.

Wir nennen diese, die Differentiation fortsetzende Abbildung von D in sich wieder kurz
die auf D definierte Differentiation, ebenso fir jedes U & 2 das durch sie vermittelte Bild
S'e& DU) von S& D(U) die Ableitung von S, und verfahren entsprechend fur die
héheren Ableitungen.

Es wird sich bald zeigen, daB es Differentiationssysteme in sehr groBer Zahl gibt. Die meisten von ihnen
enthalten fiir unsere Zwecke unnétig viele Elemente, die in keinem Zusammenhange mehr mit den Funk-
tionen stehen. Wir werden diesen Begriff daher sogleich einengen, nimlich durch die folgende

Definition 2: Ein Differentiationssystem D heil3t eine Differentiationstheorie, wenn D
kein echtes Teilsystem enthilt, welches in bezug auf die durch D induzierte Struktur ein
Differentiationssystem ist.

Es sci D ein beliebiges Differentiationssystem. Ist (D;);.; eine Familie von Teilsystemen
D; von D, von denen jedes in bezug auf die durch 2 induzierte Struktur ein Differen-

tiationssystem ist, so gilt dasselbe auch fiir den Durchschnitt (1) D; aller D;. Insbesondere
S
enthilt D also genau eine Differentiationstheorie, ndmlich den Durchschnitt aller seiner
Teil-Differentiationssysteme.
Andererseits sei Z(U) fir jedes UE 2 der Teilraum aller S& D (U), die in der Form

(3.1) S=2"FP fiir gecignete £y, f1, .. S ©E FU), m=o,1,2,...
=0

darstellbar sind. Das System Z ist offenbar ein gegen die Differentiation abgeschlossener
Teilraum von D und enthilt 7, aber es besitzt im allgemeinen nicht die Eigenschaft (L,)
und ist daher kein Differentiationssystem. Wohl aber besitzt das in D gebildete Hillen-
system £ von £ diese Eigenschaft, und aus § 1, Satz 2 folgt sofort, dal £ in der Tat ein
Differentiationssystem ist. SchlieBlich ist klar, daf3 jedes Teil-Differentiationssystem von D
mit # auch £ und damit auch £ umfassen muB}. £ ist also nichts anderes als die ein-
deutig bestimmte, in 2D enthaltene Differentiationstheorie. Damit haben wir den

Satz 1: Ein Differentiationssystem D ist genau dann eine Differentiationstheorie,
wenn 2 mit dem Hiillensystem £ iibereinstimmt; mit anderen Worten (nach § 1, Corollar
zu Satz 1): wenn es zu jedem x € U € 2 und jedem S& D (U) eine in U enthaltene offene
Umgebung ¥ von x gibt mit der Eigenschaft, da3 die Restriktion von .S auf Vin £(V)
enthalten ist.

Man darf nun nicht annehmen, daB es im wesentlichen, d. h. bis auf Isomorphie, genau eine, eindeutig
bestimmte Differentiationstheorie gibt. Auch hiervon existieren noch, wie sich zeigen wird, unendlich viele,
paarweise wesentlich verschiedene. Wir wollen in der Gesamtheit dieser Differentiationstheorien eine Ord-
nungsrelation definieren. — Zuniichst haben wir das folgende, unmittelbar aus § 1, Satz 2 flieBende
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Corollar zu Satz 1: Es seien D;, D, zwei Differentiationstheorien, #, v zwei zulissige,
lineare, mit der Differentiation vertauschbare und # elementweise fest lassende Ab-
bildungen von D; in D,. Dann stimmen #, v vollstindig iiberein.

Wir geben nun die folgende

Definition 3: Es seien D;, D, zwei Differentiationstheorien. Wir nennen D, Verengung
von Dy, in Zeichen D; > D,, wenn es eine (und folglich genau cine) zuléssige, lineare, mit
der Differentiation vertauschbare und F elementweise fest lassende Abbildung # von D
in D, gibt.

Diese verengende Abbildung # ist natiirlich nichts anderes als, in der Terminologie der Algebra, ein
Homomorphismus der Differentiationstheorien 2, , D, relativ zu 7.

Es ist klar, dal die Verengungsrelation in der Gesamtheit aller Differentiationstheorien
eine (teilweise) Ordnung definiert. Denn wenn gleichzeitig Dy > D, und D, > D, gilt, so
besagt das genau, daB die Differentiationstheorien D;, D, isomorph sind.

2. Das charakteristische System einer Differentiationstheorie

Fiir jedes U € 2 sei M (U) der reelle lineare Vektorraum der Polynome in der formalen
Unbestimmten z mit Koeffizienten aus #(U):

(.2) s=k§moszk, R = O 1 2 e

Den Teilraum M°(U) der Polynome nullten Grades identifizieren wir mit /(). Die glied-
weise Multiplikation mit z definiert eine lineare Abbildung von M (U) in sich, die wir
wieder, rein formal, Differentiation nennen.

Das so definierte System M wird durch die, kurz gesagt, komponentenweise crklarte
Restriktion zu einem lokal strukturierten System tiber R. Die lincare Vektorraumstruktur
von M ist mit dieser lokalen Struktur vertriglich, und die Differentiation wird zu einer zu-
lissigen, linearen Abbildung von A/ in sich.

Es sei nun D cine Differentiationstheorie und £ das zugehérige, im vorigen Abschnitt
definierte Teilsystem von 2. Wir definieren eine zulassige, lineare, mit der Differentiation
vertauschbare und # elementweise fest lassende Abbildung # von M auf E, indem wir fiir
jedes U € 2 dem Element (3.2) von M(U) das Element (3.1) von £(U) zuordnen, Die
dieser Abbildung # entsprechende, mit der lokalen Struktur vertrigliche separierende
Aquivalenzrelation auf M wird durch einen separierenden linearen Teilraum N von M,
den Kern der Abbildung u, beschrieben. Fiir jedes UE & besitzt der Teilraum N (U) von
M(U) die folgenden Eigenschaften:

(CD,) N(U) ist gegen die Differentiation abgeschlossen.
(CD,) Fir jedes f € FY(U) gilt f2 —f'e NU).
(CDg) N(U) enthilt keine von Null verschiedene Funktion f& F(U).

Wir nennen # die ckarakteristische Abbildung u, und N das charakteristische System N,
der Differentiationstheorie D.

Es sei umgekehrt V ein separierender linearer Teilraum von M, der die Eigenschaften
(CD,) bis (CDy) besitzt. Das Quotientensystem £ = M/N besitzt dann die Eigenschaft (L)
und enthilt # als Teilsystem. Weiter ist auf £ eine lineare Vektorraumstruktur {iber R
erkliart, die auf / mit dessen Vektorraumstruktur iibereinstimmt, sowie eine zulissige,

*

3
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lineare Abbildung in sich, die auf /! mit der Differentiation iibereinstimmt. Diese Ab-
bildung nennen wir wieder Differentiation, ebenso fir jedes UES £ das durch sie ver-
mittelte Bild S'€ EU) von S & E(U) die Ableitung von S, und entsprechend fiir die
hoheren Ableitungen. Jedes Element S & £(U) ist dann in der Form (3.1) darstellbar. Die
lineare Vektorraumstruktur und die Differentiation sind nun nach § 1, Satz2 in ein-
deutiger Weise auf das Hiillensystem D = E von E fortsetzbar. Es ist klar, daB das
System D in bezug auf diese Struktur nicht nur ein Differentiationssystem, sondern sogar
eine Differentiationstheorie ist. SchlieBlich ist die kanonische Abbildung 7 von M auf £
nichts anderes als die charakteristische Abbildung #, von D und daher /V nichts anderes
als das charakteristische System NV, von D.

Noch ein letzter Schluf3: Ist die Differentiationstheorie D, Verengung der Differentia-
tionstheorie Dy, so ist V, offenbar in V,, enthalten. Istumgekehrt NV, Teilraumvon NV, ,
so kann man die charakteristische Abbildung #, aufspalten in die charakteristische
Abbildung %, und eine zuldssige, lineare, mit der Differentiation vertauschbare und /7
elementweise fest lassende Abbildung von E; auf E,. Diese letztere kann man, wieder nach
§ 1, Satz 2, zu einer ebensolchen Abbildung von 2, in D, fortsetzen; [, ist also Verengung
von 0D;. Die beiden Relationen D; > D, und N, C N, sind mithin genau gleich-
bedeutend. Insbesondere besagt die Gleichheit von &, , N, genau die Isomorphie von
Dy, D,.

Wir fassen zusammen:

Satz 2: Die Zuordnung D — N, definiert eine umkehrbar eindeutige und anti-ordnungs-
treue Korrespondenz zwischen den (Klassen isomorpher) Differentiationstheorien D und
den separierenden, die Eigenschaften (CD;) bis (CDj) besitzenden Teilrdumen NV von M.

Es sei nun (V) eine beliebige Familie von separierenden, die Eigenschaften (CD,)
bis (CD;,) besitzenden Teilrdumen A, von M. Dasselbe gilt dann offenbar auch fir ihren

Durchschnitt (1) ;. Sind die A, andererseits total geordnet, so ist ihre Vereinigung
ier

U &, wieder ein Teilraum von 3 und besitzt die Eigenschaften (CD;) bis (CDy), ist aber

i€l

im allgemeinen nicht separierend. Man iiberzeugt sich jedoch miihelos, dal3 der von dieser

Vereinigung erzeugte separierende Teilraum ({_) ;)% ebenfalls die Eigenschaften (CDy)
icl

bis (CDj) besitzt. Die total geordnete Familie (V;),., besitzt also, nach dem in § 1, Ab-

schnitt 4 Gesagten, auch eine obere Grenze. Damit haben wir das folgende

Corollar zu Satz 2: Jede Familie (D)),., von Differentiationstheorien D), besitzt (in

bezug auf die Ordnungsrelation >>) eine obere Grenze | ) D,, jede total geordnete
i€l
Familie (D;);.; auBerdem eine untere Grenze ()| D,. Insbesondere gibt es, falls {iber-
el
haupt Differentiationstheorien existicren, eine eindeutig bestimmte maximale Differen-
tiationstheorie D, aus der alle anderen durch Verengung hervorgehen, und zu jeder

Differentiationstheorie gibt es mindestens eine minimale Verengung.

3. Existenz von Differentiationstheorien. Die Distributionentheorie

Wir betrachten nun, fir jedes UE 2, den von allen Elementen fz —f' mit f & FY(U)
erzeugten, gegen die Differentiation abgeschlossenen Teilraum N (U) von M (). N(U) be-
steht aus allen Elementen s & M (U) der Form

(3.3) s =k§; (foz —f) Y, fiseuf, € FHO), mo=1,2,...
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Man erkennt miihelos, dall &V (U) neben (CDy), (CD,) auch die Eigenschaft (CDy) besitzt,
ferner, daB das so definierte System /V sogar ein separierender Teilraum von M ist. An-
dererseits ist klar, da3 jeder alle diese Eigenschaften besitzende Teilraum A, von A/ den
Teilraum A enthalten muB. /V ist also nichts anderes als das charakteristische System
N, der maximalen Differentiationstheorie D, deren Existenz damit nachgewiesen ist.

Diese, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte maximale Differentiationstheoric D
nennen wir die Distributionentheorie, ihre Elemente die Distributionen.

Der Genauigkeit halber sei betont, daf} es sich hierbei nicht um den urspriinglichen, von .. ScHWARTZ [8]
cingefithrten Distributionsbegriff handelt, sondern um den allgemeineren, von mir in [4] definierten.

Von allen Differentiationstheorien interessiert uns im folgenden allein die Distributio-
nentheorie. Wir werden daher den Nachweis, daB3 es aufler dieser noch eine Fiille von an-
deren Differentiationstheorien gibt, nur ganz kurz an Hand eines Beispiels fiihren.

Dazu wihlen wir ein beliebiges, aber weiterhin festes ¢ € /(&) mit der Eigenschaft, daB fiir kein U € 2
die Restriktion von g auf U in F4(U) enthalten ist, und ein ganz beliebiges # € F(R). Fiir jedes U € 2 sei
N(U, %), der von dem charakteristischen Teilraum N, (U) der Distributionentheorie 2 und von der Restrik-
tion von gz — / auf U erzeugte, gegen die Differentiation abgeschlossene Teilraum von M(U). Man erkennt
wieder miihelos, daB das so definierte System V(%) ein von NV verschiedener separierender Teilraum von 47
ist und die Eigenschaften (CD;) bis (CD,) besitzt. V(%) definiert also eine Differentiationstheorie D(%), die
echte Verengung der Distributionentheorie D ist. In D(R, 7) gilt offenbar g’ = /4. Daraus folgt weiter, daf
zwel zu verschiedenen /4, , /%, € F(R) gehdrige Differentiationstheorien D(%;), D(4,) nicht nur nicht isomorph
sind, sondern sogar niemals cine gemeinsame Verengung besitzen kénnen. Wir haben also den

Satz 3: Es gibt unendlich viele, paarweise nicht isomorphe Differentiationstheorien.
Genauer: Die Menge aller minimalen Differentiationstheorien besitzt mindestens die
Michtigkeit der Menge F(R) der reellen Funktionenklassen.

Der folgende Satz gibt schlieBlich eine konkrete Interpretation der die Distributionen-
theorie charakterisierenden Maximaleigenschaft:

Proposition 1: Unter allen Differentiationstheorien besitzt allein die Distributionen-
theorie D fiir jedes U < £ die folgende Eigenschaft:

(Dy) Die Ableitung S’ eines Elementes S & D(U) ist genau dann eine Funktion:
S'€ F(U), wenn S eine im gewdhnlichen Sinne differenzierbare Funktion ist: S & F1(U).

Der Beweis liegt auf der Hand: Zunichst wird die Aussage von (D,) nicht geindert,
wenn man darin D (U) durch Z(U) ersetzt. Aus (3.3) folgt dann sofort die Giiltigkeit von
(Dy) fiir die Distributionentheorie. Umgekehrt erkennt man ebenso leicht durch vollstin-
dige Induktion nach dem Index # in (3.2), (3.3), daB das charakteristische System einer
(Dy) erfuillenden Differentiationstheorie notwendig mit dem der Distributionentheorie {iber-
einstimmt.

Wir betonen, da3 Prop. 1 falsch wird, wenn man in (Dy) den Raum 2D (U) durch #(U) er-
sctzt.

4. Die lokale Ordnungsstruktur der Distributionen

Von jetzt ab betrachten wir von allen Differentiationstheorien ausschlieBlich die Distri-
butionentheorie 2. £ ist wieder der in Abschnitt 1 definierte Teilraum von D, % die cha-
rakteristische Abbildung und & das charakteristische System von 2.

Fiir jedes U & £ bezeichnen wir als Ordnung H(s) eines Elementes s & M (U) den Grad
m des s definierenden Polynoms (3.2); insbesondere sei Z(0) = o. Fiir s, 2 & M(U) gilt dann
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(3.4) H(s 4+ £) < Max (H(s), H(®)), H(s) = Max(o, H(s') — 1).

Fiir jedes m =0, 1, 2, ... sei M™(U) der Teilraum aller s € M (U) mit H(s) < m. Ins-
besondere stimmt A/°(0) mit 7 (U) Giberein (Abschnitt 2). Bei der Restriktion auf eine offene
Teilmenge V von U wird die Ordnung eines Elementes von M (U) nicht vergréfiert; mit
anderen Worten: Alle Systeme A" sind Teilrdume von M.

Als Ordnung H(S) einer Distribution S & £ (U)definieren wir weiter /7(S) = Min /(s),
wobei s € M (U) alle Reprisentanten von S durchlauft. /() ist also die kleinste Zahl »,
fur die S in der Form (3.1) darstellbar ist. Die Relationen (3.4) ibertragen sich. Fiir jedes
m=0,1,2,...seil E”({U) der Teilraum aller S& EZ(U) mit H(S) < m. Insbesondere
stimmt Z°({J) mit F(U) tiberein. Alle Systeme £™ sind wieder Teilriume von £. Sie bil-
den cine aufsteigende Folge:

F— Blc Ele vac FrcE e e E= B
m=1
Allgemeiner definieren wir die totale Ordnung H(S) von S € E(U) wie folgt: Ist Z(S)
> 0, so setzen wir 7(S) = H(S). Ist H(S) = o, also S € F(U), und gibt es eine grofite Zahl
m=0,1,2,...mit SE F"{U), so setzen wir H(S) = — m, andernfalls Z(S) = — co.
Dann ist offenbar /(S) = Max (o, Z(S)), und statt (3.4) gilt fir S, 7€ E(U) schirfer

(3.5) A(S + T) < Max (&(S), H(T)), HAS") = H(S) +1.

Als Ordnung H,(S) bzw. totale Ordnung H,(S) im Punkte x & U einer beliebigen Di-
stribution S &€ D (U) definieren wir schlieBlich 7, (.S) = Min 7 (S,) und Z_(S) = MinZ(S)),
wobei I alle in U enthaltenen offenen Umgebungen von x durchliuft, fur die die Restriktion
Sy von S auf Vin £ (V) enthalten ist. Nach Satz 1 ist dies fiir hinreichend kleines V' sicher
der Fall. Es ist klar, daBl /#_(S), AZ.(S) wirklich nur von dem ,,Verhalten‘ von S in einer
beliebig klein wihlbaren Umgebung von x abhingen. Wieder gilt 7, (S) = Max (o, 7,(S)),
ferner die Analoga zu (3.4), (3.3).

Zu jedem S & D(U) und jedem x € U gibt es eine in U enthaltene Umgebung V" von x
mit der Eigenschaft, daB fiir alle ¥y € V7 die Ungleichung #,(S) < H,(S) gilt. Daraus
folgt, daBl H (S) bei festem S als Funktion von «x in jeder relativ zu U kompakten Teil-
menge von U beschrankt ist. Im allgemeinen ist /7,(S) aber keineswegs auf ganz U be-
schrinkt. Wir zeigen, daf} diese Beschrinktheit genau fiir die Elemente S von £ (U) statt-
findet, weiter, daB fiir diese S sogar H(S) = Max H_(S) gilt. — Alle diese Tatsachen sind
offenbar enthalten in der folgenden

Proposition 2: Fiir jedes 72 = 0, 1, 2, .. . ist £” ein verallgemeinertes Funktionenssystem.

Der Beweis dieses Satzes erfordert die Anwendung des Satzes 3 aus § 1 und damit die einer Teilung der
Einheit. AuBerdem miissen wir dabei, wenigstens im einfachsten Spezialfall, das innere oder multiplikative
Produkt der Distributionen benutzen, das wir erst spiter, in allgemeinerem Zusammenhange, behandeln
wollen. Der Vollstindigkeit halber geben wir aber wenigstens eine kurze Beweisskizze.

Wir haben zu zeigen, daB die der kanonischen Abbildung #” von A/”auf £ entsprechende, mit der loka-
len Struktur von M7 vertrigliche Aquivalenzrelation Q7 auf /™ kompletticrend ist. Nun ist 4/” offenbar
einverallgemeinertes Funktionensystem und Q™ separierend. Ferner enthilt 77, fiir » = 1 nach § 2 isomorph
einer Teilalgebra 47 der Funktionenalgebra 4°, nach [8], Seite 23 eine Teilung der Einheit. Es bleibt also
zu zeigen, dall wir auf M/” eine Struktur eines unitiren Linksmoduls iiber 7 definieren kdnnen, die mit Q7
vertriglich ist, d. h. in bezug auf die N = N (" /™ abgeschlossen ist. Dies geschieht, vgl. [4], Seite 144 f.
und [5], Seite 426, durch die Formel
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m

(3.6) fs= ( > Eayi=ra )f(é—;)f) i

S=0
mit f € F”(U) und s € M™(U) in der Darstellung (3.2).

Die Elemente des Teilraumes £ nennen wir, durch diesen Satz gerechtfertigt, Distri-
butionen endlicher Ordnung. Im nichsten Abschnitt werden wir durch Beispiele belegen,
daB E(U) fiir kein U € 2 mit D(U) libereinstimmt.

Wir definieren schlieBlich den Begriff des 77dgers einer Distribution. Auf Grund von
(L) gibt es zu jedem S € D (U) eine {evtl. leere) maximale offene Teilmenge I von U, auf
der S die Restriktion Null besitzt. Das in U gebildete Komplement von V heil3t der 77dger
Svon S. x & S bedeutet also, daB S in keiner in I/ enthaltenen offenen Umgebung von x
die Restriktion Null besitzt.

S ist seiner Definition nach in U abgeschlossen. Ist S insbesondere kompakt, so ist S
nach Prop. 2 notwendig von endlicher Ordnung. Auf Grund von (L) kann man S dann auf
jedes U enthaltene U; & £ in eindeutiger Weise zu einer Distribution S; € E(U;) mit
S, = S und mit H(S,) = H(S) fortsetzen.

5. Beispiele

Wir schlielen diesen Paragraphen mit der Angabe einiger besonders wichtiger spezieller
Distributionen, die wir zur Illustrierung der allgemeinen Theorie heranzichen werden.

Fir jedes y € U & Q sei zundchst ¥V, = V(x —y) die Heavisidefunktion in bezug auf
den Punkt y, definiert durch Y'(¢) = 1 fiir # = o und Y(¢) = o fiir # < o. Offenbar ist V,
in #% (U, y), nicht aber in #2(U) enthalten, und es gilt ¥, = o. Die Ableitung 6, = ¥, von
Y, heilt die Diracdistribution in bezug auf den Punkt y. Der Triger von d, besteht nur
aus dem Punkt y, und nach Prop. 1 gilt //,(d,) = 1 und damit allgemein

(3-7) H, (0, =m + 1, m=0,1,2,...

Die Diracdistribution in bezug auf den Nullpunkt bezeichnen wir kurz mit 6.
Firr jedes yE UE 2 und jedes £ = 1, 2, ... sei weiter

. (— 1)k +1

=1 4 — (€]
(3.8) Pf. Ger (log |2 —y)®.
Die Restriktion von Pf. 7 _—); auf V' = U — () stimmt dort offenbar mit der gewdhn-
lichen Funktion (,x,;__l,,}:),g tiberein. Nach Prop. 1 gilt jedoch
(3.9 (Pf (x—y)k ) =) &k
Daher ist Pf. v —y)k in U keine Funktion, insbesondere also von - )k verschieden.

Da wir nun Distributionen S &€ £ (U) beliebig hoher Ordnung H(S) kennen, kénnen wir
leicht auch Distributionen S &€ D (U) angeben, welche nicht in Z () enthalten sind. Dazu
werde U € Q beliebig gewihlt, ferner eine Folge von paarweise verschiedenen Punkten
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Y1, Vs, - - - von U, welche im Innern von U keinen Hiufungspunkt besitzt. In jeder relativ
zu U kompakten offenen Teilmenge ¥ von U liegen daher nur endlich viele y;; durch

z
yieV

wird also jedem solchen I eine Distribution S, & £ (V) zugeordnet. Nach (L) gibt es dann
eine wohlbestimmte Distribution S & D(U), deren Restriktion auf jedes dieser V' mit .S,
iibereinstimmt. Die Ordnungen H(S)) sind aber nicht beschrinkt, also kann S nicht in
E(U) enthalten sein.

§4. DIE SYSTEME DER MULTIPLIKATIONSTHEORIE

1. Multiplikationstheorien

Definition 1: Es sei 2 ein verallgemeinertes Funktionensystem tiber R, welches das Sy-
stem D der Distribution als Teilsystem enthilt. Wir nennen P ein Multiplikationssystem,
wenn auf 2 die folgende Struktur definiert ist:

(M,) Eine lineare Vektorraumstruktur iber R, die auf 2 mit dessen lincarer Vektor-
raumstruktur iiber R iibereinstimmt.

(M,) Eine zulissige, lineare Abbildung von 2 in sich, die auf 2 mit der Differentiation
tibereinstimmt.

(M,) Eine zuldssige, bilineare Abbildung von D X P in P, die auf # X & mit der Multi-
plikation tibereinstimmt und mit der vorgenannten linearen Abbildung durch die Produk:-
regel

(4.1) (SAY =S'4 +54', SE D), A€ PWU), UE

verkniipft ist.

Dabei nennen wir die in (M,) postulierte, die distributionentheoretische Differentiation
fortsetzende Abbildung wieder kurz die auf P definierte Differentiation, ebenso fiir jedes
U & 0 das durch sie vermittelte Bild A’ € P({U) von 4 & P(U) die Ablestung von A, und
verfahren entsprechend fir die héheren Ableitungen.

Desgleichen nennen wir die in (M) postulierte, die gewodhnliche Multiplikation fort-
setzende Abbildung wieder kurz die auf P definierte Multiplitation, cbenso fir jedes
U& 2 das durch sie vermittelte Bild S4 & P({U)von SEDU), A& P(U) das Produkt
von S, 4.

SchlieBlich bezeichnen wir das durch sukzessive Multiplikation von 4 & P(U) mit end-
lich vielen, in bestimmter Reihenfolge gegebenen Distributionen Sy, .. ., .S, & D) ge-
bildete Element von P(U) statt mit S; (S, (. .. (S,4) .. .)) kurz nur mit S, ... S, 4.

Unsere Definition 1 zeigt, dal} wir die Produktregel (4.1) als die fundamentale, Differen-
tiation und Multiplikation miteinander verkniipfende Relation anschen, ohne die eine
sinnvolle, das gewdhnliche Produkt der Funktionen verallgemeinernde Multiplikation
nicht denkbar ist.
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Bemerkungen: 1) Man wird fragen, warum wir in (M,) nicht schirfer eine universelle Multiplikation postu-
liert haben, d. h. eine zulissige, bilineare Abbildung von X 2 in P, die auf /X /7 mit der gewdhnlichen
Multiplikation {ibereinstimmt und mit der Differentiation durch die Produktregel verkniipft ist. Der Grund
hierfiir ist, daB das so formulierte ,,universelle** Multiplikationsproblem heute vollig unangreifbar erscheint,
wihrend sich unser ,,eingeschrinktes*‘ Multiplikationsproblem, wie sich zeigen wird, sechr wohl behandeln
1aBt. Die gegeniiber einer universellen Multiplikation in (M;) vorgenommene Einschrinkung diirfte fiir die
Anwendungen tibrigens weitgehend bedeutungslos sein.

2) ,,Universelle’ und ,,eingeschrinkte’ Multiplikation fallen zusammen, wenn P mit 2 iibereinstimmt.
Ich habe jedoch bewiesen [7], daB es nicht moglich ist, auf 2 in verniinftiger Weise eine das gewdhnliche Pro-
dukt der Funktionen verallgemeinernde und mit der Differentiation durch die Produktregel verkniipfte Multi-

plikation zu definieren. Es wird sich im folgenden also immer um ec/ze Erweiterungen der Distributionen-
theorie handeln.

3) Auf Grund unserer Definition hat es prinzipiell keinen Sinn, nach der ,,Assoziativitit‘* des Produktes
5,8,S; dreier Distributionen Sy, Sy, S3 € D(U) zu fragen. Aber selbst dann, wenn alle in P(U) gebildeten
Produkte 5.5, (515,)S;, S353, S1(S558,) = 515,.5; wieder Distributionen sind, stimmt (.5;.5,).5; im allgemeinen
nicht mit 5;(S55:53) = 5,555 liberein. Wir geben hierfiir ein von L. Scuwartz [8], S. 119 herriithrendes Bei-
spiel: Es sei /' = R und S = 9§, Diracdistribution in bezug auf den Nullpunkt, S, = x, S; = 1/x. Dann ist
offenbar S, 53 = 1, also nach der Produktregel S;(5,8;) = 61 = ¥'1=Y’'= ¢, andererseits aber nach der-
selben Regel §;5, = V'x = (VY2)' — ¥V = ¥ — ¥V = o und daher (5;.5;)S; = 0. Ein von L. SCHWARTZ be-
wiesener Satz [9] zeigt, daB diese ,,Nichtassozitivitat* mit Sicherheit in der Natur der Sache liegt.

4) Das Produkt ¢4 von A € P(U) mit der konstanten Distribution ¢ ist wohl zu unterscheiden von der der
linearen Vektorraumstruktur von P(U) angehorigen Komposition ¢+ 4 ; beide brauchen nach unseren bis-
herigen Postulaten nicht notwendig iibereinzustimmen. Wir kommen hierauf in Abschnitt 5 zuriick.

Wir kehren zu unserer Definition 1 zuriick. Wie in § 3 ist es auch hier sinnvoll, die folgende, den Begriff
des Multiplikationssystems einengende Definition zu geben:

Definition 2: Ein Multiplikationssystem P heilt eine Multiplikationstheorie, wenn P
kein echtes Teilsystem enthilt, welches in bezug auf die durch 2 induzierte Struktur ein
Multiplikationssystem ist.

Die hier anschlieBenden Betrachtungen stellen, mit lediglich selbstverstindlichen Modi-
fikationen, eine direkte Ubertragung der in § 3, Abschnitt 1 durchgefiihrten dar. Wir kén-
nen uns daher kurz fassen.

Zunichst enthilt jedes Multiplikationssystem genau eine Multiplikationstheorie, nim-
lich den Durchschnitt aller Teil-Multiplikationssysteme von 2.

Weiter sei, bei beliebigem Multiplikationssystem 2, Q(U) fur jedes U € 2 der Teilraum
aller 4 &€ P(U), die als endliche Summe von Produkten S;...S, von Distributionen
endlicher Ordnung S,, ..., S, & E{U), r =1, 2, ... darstellbar sind. Das System @ ist
ein gegen die Differentiation abgeschlossener Teilraum von P, aber im allgemeinen kein
Multiplikationssystem. Denn erstens braucht er nicht ganz 0 zu umfassen und gegen die
Multiplikation mit beliebigen Distributionen abgeschlossen zu sein, zweitens nicht die
Eigenschaft (L,) zu besitzen. Wohl aber besitzt das in P gebildete Hiillensystem Q von Q,
wieder nach § 1, Abschnitt 3, alle diese Eigenschaften, ist mithin ein Multiplikationssystem,
und zwar die eindeutig bestimmte, in 2 enthaltene Multiplikationstheorie. Wir haben also
wieder den

Satz 1: Ein Multiplikationssystem 2 ist genau dann eine Multiplikationstheorie, wenn
P mit dem Hiillensystem @ {ibereinstimmt; mit anderen Worten: wenn es zu jedem
x € UE 2undjedem 4 € P(U) eine in U enthaltene offene Umgebung 7 von x gibt mit
der Eigenschaft, daB die Restriktion von A4 auf ¥ in Q(V) enthalten ist.

Wieder gibt es, wie sich zeigen wird, eine groe Zahl von paarweise nicht isomorphen Multiplikations-
theorien. Wir fiithren in ihrer Gesamtheit eine entsprechende Ordnungsrelation ein, gestiitzt auf das folgende

Miinchen, Ak, Abh, 1956 (Kénig) 4
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Corollar zu Satz1: Es seien P, , P, zwei Multiplikationstheorien, #, v zwei zulissige, lineare,
mit der Differentiation und der Multiplikation vertauschbare und # elementweise fest
lassende Abbildungen von 2; in P,. Dann lassen #, v auch D elementweise fest und stim-
men vollstindig tGberein.

Definition 3: Es seien P;, P, zwei Multiplikationstheorien. Wir nennen P, Verengung
von A, in Zeichen P, > P,, wenn es eine (und folglich genau eine) zulissige, lineare, mit
der Differentiation und der Multiplikation vertauschbare und # (und folglich auch D)
elementweise fest lassende Abbildung #« von 2; in P, gibt.

Es ist wiederum klar, daB3 diese Verengungsrelation in der Gesamtheit aller Multipli-
kationstheorien eine (teilweise) Ordnung definiert. Die gleichzeitige Giiltigkeit von P, > P,
und P, > P; besagt nichts anderes als die Isomorphie der Multiplikationstheorien 7y, P,.

2. Das charakteristische System einer Multiplikationstheorie

FiirjedesU € Qundjedesn =1, 2,...sei £,(U) = ® E(U), das n-fache Tensorprodukt
des reellen Vektorraumes Z (U), ferner E(U) = @ E,(U), die direkte Summe aller £, (U),
n=1
die ZTensoralgebra von E(U). Den Teilraum £, (U) von E(U) identifizieren wir mit £(U).

Die fundamentalen Eigenschaften des Tensorproduktes, die wir im folgenden stindig benutzen werden,
sind in [1], insbesondere S. 1-20 dargestellt. Man beachte, dafl es sich in unserem Falle stets um Tensor-
produkte von reellen Vektorrdumen handelt.

Die Elemente der Tensorprodukte 4, und der Tensoralgebra A eines Vektorraumes 4 bezeichnen wir
grundsitzlich mit denselben Symbolen wie die von A, nur im Fettdruck.

Durch die tensorielle Multiplikation $ ® T wird E(U) zu einer reellen Algebra. Wir er-
klaren weiter durch

(4.2) (51959...05)=2S0...050...05

7
Jj=1

Sy S0 E E(OD), ¥ =11,12;..

eine lineare Abbildung von E(U) in sich, die auf £Z(U) mit der Differentiation iiberein-
stimmt und mit der Multiplikation durch die Produktregel

(4-3) ey =S§SeT+4SeT, S, TEEQU)

verkniipft ist. Diese Abbildung nennen wir wieder kurz Differentiation.

Das so definierte System E wird durch die in natiirlicher Weise erklirte Restriktion zu
einem lokal strukturierten System tiber R, ebenso alle Teilsysteme £, . Die reelle Algebra-
Struktur von E ist mit dieser lokalen Struktur vertriglich, und die Differentiation wird zu
einer zulissigen, linearen Abbildung von E in sich.

Wir machen darauf aufmerksam, daf das System E weder die Eigenschaft (L;) noch (L,) besitzt.

Es sei nun 2 eine Multiplikationstheorie und @ das zugehoérige, im vorigen Abschnitt
definierte Teilsystem von 2. Wir definieren eine zulissige, lineare, mit der Differentiation
und der Multiplikation vertauschbare und £ elementweise fest lassende Abbildung v von
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E auf Q, indem wir fur jedes UE £ dem Element S;®...@ S, & E(U) das Element
S1...S, € Q(U) zuordnen. Die dieser Abbildung entsprechende, mit der lokalen Struktur
vertriagliche separierende Aquivalenzrelation auf E wird durch einen separierenden linea-
ren Teilraum C von E, den Kern der Abbildung v, beschrieben. Fiir jedes U & £ besitzt der
Teilraum C'(U) von E(U) die folgenden Eigenschaften:

(CM,) C(U) ist ein gegen die Differentiation abgeschlossenes Linksideal.

(CM,) Fiir jedes Paar f, g€ F(U) gilt feg —fgE CUU).

(CM;) C(U) enthilt keine von Null verschiedene Distribution endlicher Ordnung
Se EW).

Wir nennen v die charakteristische Abbildung v, und C das charakteristische System Cp
der Multiplikationstheorie P.

Es sei nun umgekehrt C ein separierender linearer Teilraum von E, der die Eigenschaften
(CM,) bis (CMj) besitzt. Das Quotientensystem @ = E/C besitzt dann die Eigenschaft
(L,) und enthilt £ als Teilsystem. Weiter ist auf Q erstens eine lineare Vektorraumstruktur
iiber R erklirt, die auf £ mit dessen Vektorraumstruktur iibereinstimmt, zweitens eine
zulissige, lineare Abbildung in sich, wieder Differentiation genannt, die auf £ mit der di-
stributionentheoretischen iibereinstimmt, und drittens eine zuldssige, bilineare Abbildung
von E X Q in Q, wieder Multiplikation genannt, die auf # X F mit der gew6hnlichen Mul-
tiplikation tibereinstimmt und mit der Differentiation durch die Produktregel (4.1) ver-
kniipft ist. Jedes Element 4 € Q(U) ist dann als endliche Summe von Produkten S; ... S,
von Distributionen endlicher Ordnung Sy, . . ., S, € £ (U) darstellbar. Diese ganze Struk-
tur ist, wieder nach § 1, Abschnitt 3, in eindeutiger Weise auf das Hiillensystem P = Q
von Q fortsetzbar, und P ist in bezug auf diese Struktur nicht nur ein Multiplikationssystem,
sondern sogar eine Multiplikationstheorie. SchlieBlich ist die kanonische Abbildung z von
E auf Q nichts anderes als die charakteristische Abbildung 2, von 2, mithin C genau das
charakteristische System Cj von 2.

Ebenso wie in § 3, Abschnitt 2, zeigt man schliellich, da$3 die Relationen 2, > P, und
Cp, C Cp, genau gleichwertig sind, dall insbesondere also die Gleichheit von Cp, Cp,
nichts anderes als die Isomorphie der Multiplikationstheorien 7, £, besagt. Wir haben
also wieder den

Satz 2: Die Zuordnung P — C, definiert eine umkehrbar eindeutige und anti-ordnungs-
treue Korrespondenz zwischen den (Klassen isomorpher) Multiplikationstheorien 2 und
den separierenden, die Eigenschaften (CM,) bis (CM,) besitzenden Teilriumen C von E.

Desgleichen {ibertragen sich die hieran schlieBenden Betrachtungen aus § 3, Abschnitt 2
fast wortlich, wir haben also das

Corollar zu Satz 2: Jede Familie (7;),.;, von Multiplikationstheorien P; besitzt (in be-

zug auf die Ordnungsrelation =) eine obere Grenze |_) 7;, jede total geordnete Familie
el
(P);c; auBerdem eine untere Grenze () £;. Insbesondere gibt es, falls iiberhaupt Multi-
el
plikationstheorien existieren, eine eindeutig bestimmte maximale Multiplikationstheorie 2,
aus der alle anderen durch Verengung hervorgehen, und zu jeder Multiplikationstheorie

gibt es mindestens eine minimale Verengung.

Die Frage nach der Existenz von Multiplikationstheorien aber, deren Analogon fiir die Differentiations-
theorien wir in § 3 fast unmittelbar aus dem damaligen Satz 2 heraus beantworten konnten, ist hier von we-
sentlich komplizierterer Natur. — Hierfiir sind vor allem die beiden folgenden Tatsachen verantwortlich:
Erstens ist die ,,erzeugende Operation‘‘ unserer jetzigen Erweiterung, die Multiplikation, im Gegensatz zur
damaligen, der Differentiation, eine zweistel/lige Verkniipfung. Zweitens ist hier neben dieser erzeugenden

.
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Operation noch eine zweite, namlich eben die Differentiation, mit im Spiele. Nicht zuletzt tragen auch die
zusitzlichen Postulate, die sich in den niichsten Abschnitten als notwendig erweisen werden, zur Kompli-
zierung des Problems bei.

Wir fahren in den folgenden Abschnitten zunichst mit der Erdrterung der Grundbegriffe fort. In den nich-
sten beiden Paragraphen greifen wir das Existenzproblem und die damit zusammenhingenden Fragen dann
in ihrem ganzen Umfange an.

3. Die lokale Stufen-Ordnungsstruktur
Fiir jedes U & 2 definieren wir als Stufe G(S) eines Elementes SE E(U) die kleinste
Zahl n (n = 1, 2, . . .), fur die S in der direkten Summe E, (U) = @ E,;(U) enthalten ist,

und als Ordnung H(S) von S die kleinste Zahl (m 3 (0h il o - ) m1t der Eigenschaft,
daB § als endliche Summe von Produkten S; @ -+ ® S, von Distrlbutlonen S1,..0 8, E

EU) mit Z H(S;) < m darstellbar ist. Fiir jedes m = o, 1, 2, ... seien E*(U), EXU),

EXU) bemehenthch die Teilraume aller SE E(U), E,(U), E,(U), mit H(S) < m. Offenbar ist
nicht nur E(U) = E(U) = E(U), sondern auch E}({U) = EP({U) = E™(U) fir jedes m;
d. h. die eben definierte Ordnung stimmt auf Z(U) mit der in § 3, Abschnitt 4 eingefithrten
iiberein.

Die Ungleichungen

(4.4) GS+T) £ Max (GS), G(T)), GEeT) XGOS + G(T)

fir S, T &€ E(U) sind wieder trivial, ebenso die entsprechenden fiir H. Da die Tensoralgebra
nullteilerfrei ist, gilt in der zweiten Ungleichung (4.4) fiir S, T 5= o das Gleichheitszeichen,
ebenso, wie man leicht iiberlegt, auch fur /7. Beziglich der Differentiation gilt fir SE E(U)

@3) GE) £6E), H(S) 2 Max (o, HES) —1).

In der ersten dieser Ungleichungen wird das Gleichheitszeichen im allgemeinen, selbst
fiir S 5= o, naturlich nicht gelten; dagegen {iberlegt man unschwer (ohne daB wir davon
Gebrauch machen werden), daB es in der zweiten Ungleichung stets gilt.

SchlieBlich werden Stufe und Ordnung eines Elementes von E(U) bei der Restriktion
auf eine offene Teilmenge V von U nicht vergréBert; mit anderen Worten: Alle Systeme
E,, E”, E?, E? sind Teilsysteme von E. Die gegenseitigen Enthaltenseinsrelationen sind
klar,

Es sei nun 2 eine Multiplikationstheorie. Als Stufe G(A) eines Elementes A & QU)
definieren wir G (A4) = Min G(S), wobei SEE(U) alle Reprisentanten von A durchliuft.
Aus (4.4) wird dann

(4.6) G(4 + B) < Max (G(4), G(B)), G(SA) £ G(A4) + 1

fir 4, BEQU),S&€ EU). Furjedesn=1, 2, .. .sei Q,(U) der Teilraum aller 4 € Q)
mit G(A) < n. Insbesondere stimmt Q,(U) mit Z () tiberein. Alle Systeme @, sind wieder
Teilriume von Q und bilden eine aufsteigende Folge.

Ebenso liegt es nahe, als Ordnung H'(A) von 4 € Q(U) wieder H'(A) = Min H(S) zu
definieren, wobei S &€ E(U) alle Reprisentanten von 4 durchliuft. Dann gilt wieder

4.7) H'(A+ B) < Max (H'(4), H'(B)), H'(SA) <H(S)+ H'(A)
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fir 4, B QU), S&€ EU). Fur jedes m =0, 1, 2, ... seien Q"(U), Q7(U) wieder die
Teilrdiume aller 4 € QU), Q,(U) mit H'(A) < m. Insbesondere gilt QYU) = Q°(U) =
FU). Alle Systeme Q™, QO sind wieder Teilriume von Q mit evidenten gegenseitigen Ent-
haltenseinsrelationen.

SchlieBlich werde die fotale Ordnung A'(A) von A & Q(U) wieder durch 7'(A) = H'(4)
fir 4'(4) >o und A'(4) =H(A) fir H'(4A) = o, also A € F(U) definiert. Die erste
der Ungleichungen (4.7) tibertriagt sich auf 7'(4).

Beziiglich der Differentiation gilt fiir jedes 4 & QU)

(4.8) G4 £ G(4), H'(4) =Max (o, H(A"y—1), A(A") <A(A) + 1.

In den beiden letzten dieser Ungleichungen gilt das Gleichheitszeichen offenbar genau
simultan.

Als Stufe G, (A), Ordnung H.(A) und totale Ordnung H.(A) im Punkte x & U eines
beliebigen Elementes 4 € P(U) definieren wir wieder G, (4) = Min G(4)), H.(A) =
Min H'(A,) und A.(A) = Min A'(A4,), wobei V alle in U enthaltenen offenen Umgebun-
gen von x durchlduft, fiir die die Restriktion 4, von A4 auf V' in Q(V') enthalten ist. Wieder
gilt /,(A) = Max (o, Z,(A4)), ferner die Analoga zu (4.6), (4.7) und, entsprechend (4.8),
fir jedes 4 € P(U)

49)  G.(A) SG(4), H(A)2Max (o, H(A)—1), H(A) SH(4)+ 1.

Auch hier gilt in den beiden letzten Ungleichungen das Gleichheitszeichen wieder genau
simultan.

Wie bei den Distributionen gibt es auch hier zu jedem 4 & P(U) und jedem x & U wieder
eine in U enthaltene Umgebung / von x mit der Eigenschaft, daf fiir alle y € J die Un-
gleichungen G,(4) < G,(4) und H,(A4) < H,(A) gelten. G,(A) und H,(A) sind also bei
festem A als Funktionen von x in jeder relativ zu  kompakten Teilmenge von U beschrinkt,
aber im allgemeinen keineswegs auf ganz U. Die Gesamtheit aller 4 & P(U), fiir die diese
Beschriinktheit sowohl fiir G,(4) als auch fiir /(A) stattfindet, enthilt offenbar Q(U),
braucht aber im allgemeinen nicht mit Q(U) tibereinzustimmen.

Das hat, kurz gesagt, den folgenden Grund: Ist fiir ein 4 € P(U) etwa G (A4) = 2 fiir jedes x € U,
ist also 4 in einer gewissen Umgebung U, eines jeden Punktes x € U in der Form S; 73+ +++ + S, 7, mit
S;, 77 € E(U,) darstellbar, so brauchen die zu allen Punkten x gehdrigen Minimalzahlen 7 = »(x) keine
obere Schranke zu besitzen, die natiirlich dafiir, daB A4 in Q (U) enthalten ist, notwendig ist.

Auch braucht fiir ein 4 € Q(U) nicht notwendig G(4) = Max G,(A4) und H'(4) = Max /1] (A) zu gel-
ten. Alle diese Tatsachen sind indessen fir unsere Theorie nicht sehr bedeutungsvoll.

Bei der Einfithrung der Stufen-Ordnungsstruktur tritt jedoch eine andere, ernste Schwie-
rigkeit auf: Es ist nach dem bisher Gesagten keineswegs klar, ob fur jedes S & £(U) die
Ordnung A'(S) mit der in § 3, Abschnitt 4 definierten /A (S) iibereinstimmt, ebenso, ob
fir jedes S & D(U) und jedes x € U die Ordnungen /. (S) und H(S) iibereinstimmen.

In der Tat kann man Multiplikationstheorien angeben, in denen beide Ordnungen zuweilen voneinander
verschieden sind. Wir werden nur aus Raumgriinden auf die Konstruktion eines Beispiels verzichten.

Allgemein kann man nur sagen, daB stets 7' (S) < #(S) und daher auch . (S) < 7 (S)
gilt. Die Gleichheit von A'(S), H(S) gilt also sicher fur /7(S) = o, und auch fur Z(S) =1
kann man sich leicht davon iiberzeugen. Aber fiir /7/(S) = 2 ist es sehr wohl denkbar,
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daB3 S einen Reprisentanten SE E(U) besitzt, der nicht in £ (U) enthalten ist und fiir den
1 = H(S) <<H(S) gilt. Andererseits ist klar, dal3 im Rahmen einer sinnvollen Multipli-
kationstheorie die Gleichungen /'(S) = H(S), H.(S) = H,(S) sicher notwendig sind. Es
bleibt uns daher nichts anderes iibrig, als diese Gleichheit zu postulieren in der folgenden
Regularititsforderung an die Multiplikationstheorie P:

(Ry) Fiir jedes x& UE 2 und jedes S& D) gilt H.(S) = H_(S).

Diese Forderung (R,) hat natiirlich auch die Gleichheit der totalen Ordnungen 7, (S), 7Z,(S) fir jedes
x €U zur Folge. Aus § 3, Prop. 2 folgt weiter, da3 dann fiir jedes S € £(U) auch die Ordnungen #'(S),
A (S) und die totalen Ordnungen A’ (S), Z(S) iibereinstimmen. Wir haben es jedoch vorgezogen, die Gleich-
heit fiir die praktisch wichtigeren Ordnungen #(S), 4, (S) von S € D(U) im Punkte ¥ € U zu postulieren.

In einer die Forderung (R,) erfillenden Multiplikationstheorie P werden wir im folgenden immer das
Zeichen ' an den Ordnungen fortlassen.

Wir schliefen noch cine weitere, stirkere Regularititsforderung an die Multiplikations-
theorie P an, die offensichtlich eine sinngemifle und verniinftige Verallgemeinerung
von (R,) ist:

(Ry) Fiir jedes x& U L und jedes A& PU) gilt in allen Ungleichungen (4.9) das
Gleichheitszeichen.

Wir wissen aus § 3, Abschnitt 4, dafl in den den beiden letzten Ungleichungen (4.9) entsprechenden fiir
die distributionentheoretischen Ordnungen 4, (S), H,(S) stets die Gleichheit gilt. Auf Grund dieser Be-
merkung folgt aus (R,) durch vollstindige Induktion nach 4, (S) in der Tat die Ubereinstimmung von &, (5)
und H,.(S) wie die von /Z[(S) und Z(S), also die Forderung (R,).

Wir betonen ausdriicklich, dafl aus (R;) nicht notwendig die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in (4.8)
fiir alle 4 € Q(U) folgt. Diese Gleichheiten gelten jedoch sicher dann, wenn fiir jedes 4 € Q(U) die Rela-
tionen G(A4) = Max G,(A4) und H'(A) = Max H}(A4) bestehen.

SchlieBlich definieren wir wieder den Begriff des 77dgers eines Elementes A& P(U).
Auf Grund von (L) gibt es eine (evtl. leere) maximale offene Teilmenge V" von U, auf der 4
die Restriktion Null besitzt. Das in U gebildete Komplement von V heiBt der Zrdger A
von A. Fir eine Distribution S& D(U) stimmt der so definierte Triger offenbar mit dem
in § 3 Abschnitt 4 eingefiihrten {iberein.

A ist seiner Definition nach in U abgeschlossen. Ist A insbesondere kompakt, so sind
Max G,(4) und Max /] (A) notwendig endlich (man kann in diesem Falle sogar 4 & Q(U)
beweisen). Auf Grund von (L) kann man 4 dann auf jedes U enthaltende U; &€ £ in ein-
deutiger Weise zu einem Element 4, & P(U,) mit 4, = A fortsetzen.

4. Multiplizierbare Distributionen

Es sei P eine Multiplikationstheorie. Fiir jedes U& £ nennen wir zwei Distributionen
S, TE€ D) (in dieser Reihenfolge!) multiplizierbar in bezug auf P, wenn ihr Produkt
ST & P(U) wieder eine Distribution ist. Wir nennen S, 7& D (U) absolut multiplizierbar,
wenn sie in bezug auf jede Multiplikationstheorie multiplizierbar sind.

Ist die Multiplikationstheorie 2, Verengung der Multiplikationstheorie 2, und sind
S, 7€ D(U) in bezug auf P; multiplizierbar, so sind sie es offenbar auch in bezug auf 2,,
und die in 2, () und in P,(U) gebildeten Produktdistributionen S7° stimmen {iberein.
Insbesondere sind S, 7”& D(U) genau dann absolut multiplizierbar, wenn sie in bezug auf
die maximale Multiplikationstheorie 2 multiplizierbar sind, und in allen Multiplikations-
theorien besitzen sie dasselbe Produkt.

Es ist aber, natiirlich, sehr wohl denkbar, dafl S, 7" in bezug auf mehrere Multipli-
kationstheorien 2; multiplizierbar sind, von denen keine Verengung der anderen ist, und
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da3 die in den P,(U) gebildeten Produktdistributionen S 7 alle voneinander verschieden
sind.

Proposition 1: Zwei Distributionen S, 7& D (U) sind sicher dann absolut multiplizier-
bar, wenn fiir jedes x & U die Ungleichung

(4.10) AS) + A7) <o
bestcht. Die beiden Produkte S7, 7S € D(U) stimmen dann {iberein.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf der sog. Leibnizschen Regel, die, als einfache
Folgerung aus der Produktregel, in jeder Multiplikationstheorie P gilt:

(4.11) (4™ = 'Zm; = =) 4G)
e

fur jedes m = 1,2, ... und alle S € D(U), A € P(U). Nur andere Formulicrungen von
(4.11) sind die beiden folgenden Gleichungen:

(412) 4™ = 3 (1 (7) (SmPA),
im0

(4-13) S 4 = Zm’ (— 1)"=7 (7) (S AN
j=0

Durch diese Formeln (4.12), (4.13) wird das Produkt zweier Distributionen S, 7€ D (U),
welche die Ungleichung (4.10) erfiillen, nun vollstindig auf das gewdhnliche Produkt von
Funktionen zurtickgefiihrt. Zu jedem x & U gibt es dann nimlich eine in U enthaltene
offene Umgebung 7 und eine Zahl 2 = o, 1, 2, ... mit der Eigenschaft, da} fiir die
Restriktionen Sy, 7, von S, T auf Ventweder S, € F*(V), T,,& E”(V) oder das Um-
gekehrte gilt. Betrachten wir etwa den ersten Fall, in dem also

(4.14) Sy=fEFW), Ty = 3 g€ B £ € F(V)

gilt. Auf Grund von (4.12), (4.13) hat man dann, bei beliebiger Multiplikationstheorie 2,
in P(V)

(619 SiTy= 5 5 E 00 0
(4.16) TSpi— Zm’ ’0 (— 1) (&) (g: /).

i=0 j=

In diesen beiden Gleichungen steht wegen (4.14) auf der rechten Seite beide Male dieselbe
Distribution. Auf Grund der Eigenschaft (L) der Distributionentheorie sind also auch S 7,
7S € P(U) Distributionen und stimmen miteinander iiberein.

Durch eine leichte Rechnung mit Binomialkoeffizienten erhilt man aus diesen Formeln
weiter die Assoziativrelation
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(4.17) feS=(fe)S fir Max (A,(f), A .(g)) + H.(S) So.

SchlieBlich gilt fiir jedes S &€ D (U) offenbar 1.5 = S.

Wie wir spiiter sehen werden, gibt es auler den in Prop. 1 angegebenen keine weiteren Paare von absolut
multiplizierbaren Distributionen.

Die Multiplikation dieser speziellen Distributionenpaare kann man offenbar untersuchen, ohne dabei
den Rahmen der Distributionentheorie zu {iiberschreiten. Man gelangt so zu dem sog. multiplikativen
Produkt (produit multiplicatif) von L. ScEwaRrTtz ([8], Seite 114 ff.) bzw. zu dem von mir eingefiihrten
inneren Produkt ([5), Seite 426, 446). Die geringfiigigen Abweichungen beider voneinander beruhen auf der
unterschiedlichen Definition und Auffassung der Distributionen.

Wir geben einige (wohlbekannte) Beispiele: 1) Fiir jedes y € U & 2 und jedes f € ™ 1!
U),m=o0,1,2,...gilt

(4.18) f5§'") — _Z(') = 1)m—j (7)/‘(»;—;) (y)d}(f).
=
Ist insbesondere, fur 7 2 1, f(y¥) = o, so folgt ;j_r—y & F"(U), und aus (4.18) folgt
” f m—
Speziell gilt nach (4.18) firn = o, 1, 2, ...
— 1\ m!  S(m—n) . >
(4.20) (x — yyrobm = = (m —n)! % fucon o)
o] fiurm < n.
2) Fur alle m,n=o0,1,2,...gilt
Pf. ' firm >,
(4.21) (x -—y)" (Pf (x'__l'—);*) = (x_},)m—n
B (x—yy—" firm < n.

5. Strenge Multiplikationstheorien

Es sei wieder 2 eine beliebige Multiplikationstheorie. Wir gehen von der in Abschnitt 1
gemachten Bemerkung aus, dafl das Produkt ¢4 eines beliebigen Elementes 4 & P(X)
mit der konstanten Distribution ¢ im allgemeinen nicht mit der der Vektorraumstruktur
angehérigen Komposition ¢ - A tibereinzustimmen braucht.

In der Tat ist das, wie man allem Folgenden entnehmen kann, fiir die maximale Multiplikationstheorie 7
nicht allgemein der Fall.

Notwendig und hinreichend dafiir, daB fiir alle ¢ die Gleichheit ¢4 = ¢ -4 besteht, ist
offenbar 14 = A. Diese Gleichung gilt nun, wie wir geschen haben, speziell fiiralle
Distributionen S & D(U), und es ist dulerst wiinschenswert, sie fir alle 4 & P(U) giiltig
zu wissen. Hierflir bedarf es aber, wie gesagt, eines zusétzlichen Postulates.
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Das Bestreben aber, fiir den Kalkil mit Produkten von Distributionen méglichst um-
fassende Rechengesetze zu schaffen, legt es nahe, nicht nur die bloBe Gleichheit 1.4 = 4
zu fordern, sondern danach zu trachten, sie als einfachsten Spezialfall einer umfassen-
den Relation zu gewinnen.

Es ist von vornherein sehr unklar, wie eine solche Relation beschaffen sein kénnte, zumal wir, wie es die
,»Assoziativbetrachtung*‘ in Abschnitt 1 zeigt, sehr vorsichtig sein miissen. Einen Hinweis aber gibt uns die
folgende

Proposition 2: In einer Multiplikationstheorie P gilt genau dann fir alle U € 2 und
alle A € P(U)die Gleichheit 14 = A, wenn fur alle U € Qund alleg & FU), 4 € PU)
die Relation 144 = g1 .4 besteht.

Beweis: Es ist klar, daf3 die genannte Bedingung notwendig ist. Zum Beweise, da8 sie
hinreicht, brauchen wir 1 4 = A4 nur fir alle 4 € Q(U) oder auch nur fiir alle 4 € Q(U)
der Form A = S; ... S, mit S;, ..., S, € £{U), » = 1, 2, ... nachzuweisen. Hierfiir gentigt
es aber wegen 1.5, = S, zu wissen, dafl unsere Bedingung fir jedes S€ E{U), A€ Q)
auch 1S4 = S14 zur Folge hat. Dabei diirfen wir S = g™ mitg & F{U), m = o, 1, 2, ...
annehmen. Fiir 7z =o0 ist die Behauptung dann klar, und wenn wir sie fiir ein 7 = o als
richtig annehmen, haben wir nach der Produktregel sofort

1g(m+1)A = (lg(m)A)/_ 1g(m)A/ = (g(m)lA)/_g(m)lA/ =g(m+l)1A.

Damit ist alles bewiesen.

Die Gleichung 1.4 = A erscheint hiernach als Spezialfall der allgemeinen Kommuta-
tivititsrelation

(4.22) fgd =grd e B Aie 20

und zwar fir beliebige g, 4 und f = 1.

Diese Relation gilt ferner sicher dann, wenn A4 eine Funktion 4 & F(U) ist, fiir beliebige
f,g. Aus Abschnitt 4, (4.17) sind uns weitere Fille ihrer Giiltigkeit bekannt, ndmlich
fur f,ge F*U)und A € E*U), m =1, 2, ...

Es liegt daher nahe, die Kommutativititsrelation (4.22) unter méglichst schwachen
Voraussetzungen tiber £, ¢ und A4 zu postulieren.

Wir {iberzeugen uns zunichst davon, daB es untunlich ist, Gleichung (4.22) ohne jede Einschrinkung fiir
f, & und A zu postulieren.

Aus der unbeschrinkten Giiltigkeit von (4.22) wiirde namlich, wie man an Hand der Produktregel sofort
sieht, auch

fSa=Sf4 firfeF(U),SeEU), AcPU)
folgen, und hieraus, unter Beriicksichtigung von Prop. 1 und (4.17) weiter
feST=(fg)ST firf,gec F (), S, T EVU).
Nun wire aber im allgemeinen
JER = (fe)R firf,g € FY(U), R € E*(U);
fir f = x log ||, £ = 1/log || und R = &' — ¢d wiirde aus (4.22) und (4.18) zum Beispiel
SeR = flgd) —fg'd= —g'fo =0,

)R =28 = —b

Minchen, Ak, Abh, 1956 (Kénig) 5
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folgen. Dieses R = §' — ¢ wire also sicher nicht in der Form R = S7 mit S, 7 € EYU) darstellbar.
Es koénnte also inshesondere keine der Gleichungen

(4.23) 8 (Pf. 1/x) = —&' + ¢8, (Pf. 1/2)d = —&' + ¢,

die in den Anwendungen eine grofic Rolle spielen und die man bisher durch ,,Division‘‘ aus (4.20), (4.21)
zu ,,beweisen‘‘ pflegte, gelten.

Aus diesen und dhnlichen Griinden erscheint es nicht ratsam, eine so starke Forderung wie die nach unbe-
schrankter Giiltigkeit der Kommutativititsrelation (4.22) zu stellen.

Wir schlagen nun vor, diese Relation (4.22) wenigstens fiir alle diejenigen f, g & F(U)
und 4 & P(U) zu postulieren, bei denen in einer gewissen Umgebung eines jeden Punktes
x € U mindestens eine der Funktionen £, g so oft im gewdhnlichen Sinne differenzierbar
ist, wie die Ordnung von A in diesem Punkte angibt, fiir die also fiir jedes x & U die
Ungleichung

(4-249) Min (2. (f), A.(8)) + H.(4) <o

gilt. Es wird sich zeigen, dal wir so zu einer befriedigenden Theorie gelangen werden.
Insbesondere ist (4.24) stets erfiillt, wenn f = 1 ist.

Definition 4: Eine Multiplikationstheorie 2 heil3t eine stremge Multiplikationstheorie,
wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:
(MK) Fiir jedes U & £ gilt die Kommutativititsrelation

(4.22) fed =gf4

fur alle f, g & F(U), A € P(U), welche in jedem Punkte » & U die Ungleichung

(4.24) Min (Z,(/), #.(¢)) + H,(4) Lo

erfiillen.

Proposition 3: Eine Multiplikationstheorie P ist genau dann eine strenge Multipli-
kationstheorie, wenn ihr charaktaristisches System Cp fiir jedes U &€ 2 die folgende
Eigenschaft besitzt:

(CMK) Fiir alle f,g &€ F(U) und S& EQU) mit Min (HA(f), A(g)) + H(S) Lo gilt
fegwsS—ygofasSc CU).

Hiermit ist die folgende Eigenschaft gleichwertig:

(CMK') Firr alle f& F({U)und SE E(U) mit Z(f) + H(S) Sogilt feS—Se fc CU).

Es ist klar, da} (CMK) genau dann erfiillt ist, wenn 2 eine strenge Multiplikations-
theorie ist. Ebenso ist (CMK) eine triviale Folgerung aus (CMK’). Es bleibt also nur zu
zeigen, daBl (CMK') aus (CMK) folgt. Hierzu brauchen wir, dhnlich wie beim Beweis von
Prop. 2, aus (CMK) nur zu schlieBen, daB3 fiir alle f € F({U), S& EU), S&€ E(U) mit
H(f)+ H(S) + HS) Zostets f@ S®S— S0 f0Se CU) gilt. Dabei kénnen wir /&
Fre), S = g™, H(S) = n mit g & F({U), m,n =0,1, 2, ... annechmen. Fiir m = o
ist die Behauptung dann mit (CMK) identisch, und wenn wir sie fiir ein 7 > o als richtig
annehmen, so haben wir fiir f& F»*" (), § = g+ H(S) = »n nach der Produktregel
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— (/04 0S—gm o f 05— (fegmes —g" o foS),

also wieder die Behauptung. Damit ist Prop. 3 bewiesen.

Corollar zu Proposition 3: Jede Verengung 2, einer strengen Multiplikationstheorie 2,

ist wieder eine strenge Multiplikationstheorie. Insbesondere ist die untere Grenze (1) 2;
el
einer total geordneten Familie (7)., strenger Multiplikationstheorien P; wieder eine
strenge Multiplikationstheorie. Ebenso ist die obere Grenze | P, einer beliebigen
i€l

Familie (7;),;., strenger Multiplikationstheorien P, wieder eine strenge Multiplikations-
theorie. Insbesondere gibt es, falls {iberhaupt strenge Multiplikationstheorien existieren,
eine eindeutig bestimmte maximale strenge Multiplikationstheorie 2, aus der alle anderen
durch Verengung hervorgehen.

Eine unmittelbare Folgerung aus Prop. 3 ist auch die folgende, fiir die Anwendungen

besonders handliche

Proposition 4: Eine Multiplikationstheorie 2 ist genau dann eine strenge Multipli-
kationstheorie, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:
(MK') Fiir jedes U € Q gilt

(4.23) S OB — S oS

firr alle f€ FU), Sy, ..., S,& DU), » = 1, 2, ... mit

(4.26) 2,06 + _2 H(S)<o

fir alle x & U.

Aus Prop. 4 gewinnt man, in Verbindung mit Prop. 1 aus Abschnitt 4, mithelos die
wichtigsten, in einer strengen Multiplikationstheorie 2 geltenden Rechengesetze. So haben
wir, in Verallgemeinerung von (4.17), bei beliebigem 4 & P(U) die Assoziativrelation

(4.27) fed =(fg)4 fir Max (A.(f), A.(g)) + H.(4) So.

Wir nennen zwei Distributionen S, 7" € D(U) absolut streng multiplizierbar, wenn sie in bezug auf jede
strenge Multiplikationstheorie multiplizierbar sind. Das ist natiirlich genau dann der Fall, wenn .S, 7"in bezug
auf die maximale strenge Multiplikationstheorie 2 multiplizierbar sind. Wir werden spiter sehen, daBl S, 7
dann auch absolut multiplizierbar und daher, wie schon in Abschnitt 4 angekiindigt, von der in Prop. 1
beschriebenen Art sind.

Corollar zu Proposition 4: Ist P eine strenge Multiplikationstheorie, so gilt fiir alle
xEUE Qundalle SE D), A€ PU) mit Z,(S) + A.(4) < o statt G,(SA) < G,(A)
+ 1 die schirfere Ungleichung G,(S4) < G, (4).

Beispiel: Ist P eine strenge Multiplikationstheorie, so gilt auf Grund von (4.20), (4.21)
firalleye e 2, Se D{U), myn=o0,1,2...in P{U)

/
(— 1) e S8 fiie m 2 m,
(4.28) (x —y)y' SO = ) (m—mn)r 7

0 fir m <,
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S (Pf‘ -—_l_»riin‘) fiir wm > n,
(4.29) (z—y) S_Pf. ~(x;5~);';. = (x—7) ir m > »n
5 S —yy= fiir m < n.

Insbesondere kann, auf Grund von (4.28) fiir » = 1, » = o, in keiner strengen Multipli-
kationstheorie die zweite der Gleichungen (4.23) gelten. Wir werden aber sehen, dal} die
erste dieser Gleichungen sehr wohl gelten kann.

Bemerkungen: 1) Durch Anwendung von Satz 3 aus § 1 und Beriicksichtigung der im
AnschluB} an diesen Satz gemachten Bemerkung 1 gewinnt man die folgende

Proposition 5: Es sci P, eine strenge Multiplikationstheorie und P, Verengung von P;
(also nach Prop. 3, Cor. selbst eine strenge Multiplikationstheorie). Dann ist die verengende
Abbildung von Pj in P, sogar eine Abbildung awnf P,.

In der Tat folgt aus Satz 3, daB3 das durch diese verengende Abbildung vermittelte Bild
von P, in P, die Eigenschaft (L) besitzt, also eine Multiplikationstheorie und damit mit 2,
identisch ist.

2) Mit Hilfe desselben Satzes kann man zeigen, dal} in einer strengen Multiplikations-
theorie P fiir jedes U& £ und jedes 4 & Q(U) die Gleichungen G (4) = Max G,(4) und
H'(A) = Max H_(A) gelten. Erfiillt P also die Regularititsforderung (R,), so gilt auch in
allen Ungleichungen (4.8) stets das Gleichheitszeichen,

§5. DER BEGRIFF DER BASIS
EINER MULTIPLIKATIONSTHEORIE

1. Produktive und streng produktive Teilriume der Tensoralgebra

Das Ziel dieses Paragraphen ist, kurz gesagt, die Elimination der lokalen Struktur der Multiplikations-
theorie aus den Untersuchungen des folgenden Paragraphen. Der Sinn dieser Andeutung wird alsbald klar

werden.
Dabei miissen wir uns gegeniiber frither in einigen Punkten wiederholen, werden dies aber so kurz wie

moglich abtun.

Definition 1: Es sei / & Q eine offene Punktmenge. Wir nennen einen Teilraum X der
Tensoralgebra E(U) produktiv, wenn er die Eigenschaften (CM,) bis (CMj) aus § 4, Ab-
schnitt 2 besitzt:

(CM,) KX ist ein gegen die Differentiation abgeschlossenes Linksideal.
(CM,) Fiir jedes Paar f,g& F({U) gilt f@g— foeEK.
(CM,) K enthilt keine von Null verschiedene Distribution endlicher Ordnung S € E(U).

Ein produktiver Teilraum X von E(U) heil3t streng produktiv, wenn er eine (und folglich
jede) der beiden dquivalenten Eigenschaften (CMK), (CMK') aus § 4 Abschnitt 5 besitzt:

(CMK) Fiir alle f,¢ € F(U) und § € E{U) mit Min (Z(f), A(g)) + H(S) Z o gilt
fegeS—gefeSE XK.
(CMK") Furalle f€ F{U)und SEE{U) mit H(f)+ HS)Zogilt feS—Se f& K.

Es ist nach dem bisher Gesagten {ibrigens nicht ganz selbstverstindlich, daB die Eigenschaften (CMK),
(CMK') fiir einen einzelnen produktiven Teilraum K einer Tensoralgebra E(U) iquivalent sind. Sie sind es
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aber deshalb, weil wir bei dem in § 4, Abschnitt 5 gegebenen Aquivalenzbeweis von der lokalen Struktur
des charakteristischen Systems einer Multiplikationstheorie keinen Gebrauch gemacht haben.

Es sei X ein produktiver Teilraum von E(U). Der Quotientenraum L = E(U)/K enthilt
dann den Vektorraum Z (U) der Distributionen endlicher Ordnung tiber U als Teilraum.
Weiter sind auf Z erklirt: Eine lineare Abbildung in sich, wieder Differentiation genannt,
die auf Z(U) mit der distributionentheoretischen Differentiation {ibereinstimmt, und eine
bilineare Abbildung von £(U) X Lin L, wieder Multiplikation genannt,die auf #(U) X F(U)
mit der gewohnlichen Multiplikation iibereinstimmt und mit der Differentiation durch die
Produktregel

(5.1) (Sa) = S'a + S, SEEU), a€ L

verkniipft ist.

Es gelten wieder die Leibnizschen Regeln (4.11) bis (4.13). Das Produkt zweier Distribu-
tionen S, 7 € E(U) mit Z(S) + A(T) < o ist daher eine Distribution S7= 75 € E(U),
und wir haben die Assoziativregel fgS = (fg)S fir alle f, ¢ € F({U), S & E(U) mit
Max (A(f), H(g)) + H(S) £ o sowie die Gleichheit 1.5 = S fur alle S € EU).

Desgleichen ist auf L wieder eine Stufen-Ordnungsstruktur erklirt, nimlich durch
G (@) = Min G(S)und A (a) = Min H(S), wobei S € E(U) alle Reprisentanten von a & L
durchliuft, sowie durch das wie iiblich erklirte /7 (a). Es gelten die Analoga zu (4.6) bis
(4.8), insbesondere also fiir jedes S& £({/)und e & L

(5.2) G(Sa) SC@+1, HA(Sa) SHES) + A (@),
(5.3) G(a") <G (@), H(a) 2 Max (o, H(a)—1), H(d) <H(a)+ 1.
Die Teilraume L, L™, L” von L fur » =1, 2,..., m = 0, 1, 2, ... werden wie frither

erklirt; insbesondere ist L; = £(U) und L® = L} = F(U).

Wieder kénnen wir fiir eine beliebige Distribution S & £ (U) allgemein nur /7 (S) < H(S)
aussagen und miissen die Gleichheit beider Ordnungen postulieren in der Regularitdts-
Jorderung

(ro) Fiir jedes S € E(U) gilt A (S) = H(S) (damit auch 7 (S) = Z(S))

Starker ist die Regularititsforderung

(ry) Fir jedes a & L gilt in allen Ungleichungen (5.3) das Gleichheitszeichen.

Ist schlieBlich & ein streng produktiver Teilraum von E(U), so gelten in L wieder die
Kommutativititsrelationen

(5.4) fga=gfa fiir Min (Z(f), A(g)) + H(a) =0
(5.5) fS1.. 8, =81...8,f far A+ éH(@) <o,

einschlieBlich der friher angezeigten Konsequenzen

(5.6) fga=(fg)a fir Max (A(f), A(g)) + H (@) <o

(5.7 CSa) <C@  fir A(S)+ (@) Lo,

mit f, g € F(U), Sy, ..., S, € EWU),a € L.
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Zum Abschlull3 beweisen wir noch einen Satz liber die starke Regularititsforderung (1),
der es uns ermoglichen wird, diese Forderung in den im folgenden Paragraphen auf-
tretenden Fillen verhdltnismiBig einfach zu verifizieren. Es handelt sich um die folgende

Proposition 1: Es sei K ein produktiver Teilraum von E(U). Der Quotientenraum
L = E(U)|K erfiillt sicher dann die Regularititsforderung (r;), wenn er die folgende
Eigenschaft besitzt:

(r;) Es sci @ € L mit A (@) > o, und die Ableitung &’ von a sei in der Form
(5.8) d=b+¢ mitGe) <GC(a), H() <H(a)
darstellbar. Dann ist a darstellbar in der Form
(5.9) a=b+c mitGl) <G(a), () <H(a)

Beweis: Wir beweisen zunichst, durch vollstindige Induktion nach # (@), daB aus (r,)
fiir jedes @ € L die Gleichung G (a') = G (a) folgt. Fiir 7 (a) = o, also a € F(U), ist das
klar; wir machen also die Induktionsvoraussetzung, dafl die Behauptung fir alle ¢ € L
mit /7 (¢) < m, m = o, gilt, und nehmen A (a) = m + 1 an. Fiir G'(a) = 1 ist dann nichts
zu beweisen, es sei also G (@) = # 41 mit # >1. Wire nun G (') << G(a), d.h. G(a') < n,
so wire (5.8) mit & = &', ¢; = o erfiillt. Aus (r,) folgte also eine Darstellung 2 =4 -+ ¢ mit
G (6) £ nund mit 4 (¢) < m, folglich mit G(¢) = G(a) = # + 1. Alsdann hitte man

G(") £ Max (G(a), G@)) £n<n+1=0GC(),

wegen /1 (¢) £ m also einen Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.

Es geniigt weiterhin, die Giiltigkeit der zweiten Gleichung (5.3) nachzuweisen. Fiir
H (a") = o ist nach dem eben Bewiesenen G (a) = G(a’) = 1, also a € FL(U) und folglich
H (@) = o. Wir haben also nur noch unter der Voraussetzung /7 (a') = m 41 mit m > o
zu zeigen, daB in der Ungleichung 77 (@) > H (a') — 1 = m stets das Gleichheitszeichen
gilt. Dies geschieht durch vollstindige Induktion nach G (@). Ist zunichst G (@) = 1, so
folgt die behauptete Gleichheit unmittelbar aus (ry). Wir machen also die Induktions-
voraussetzung, dal die Behauptung fiir alle & L mit G(6) < 7, » > 1 gilt, und nehmen
G (@) = n +1 an. Dann ist notwendig Z (a) >o0. Wire nun # (') < A (a), so wire (5.8)
mit b, = 0, ¢; = &’ erfiillt. Aus (r,) folgte also eine Darstellung @ = 4 + ¢ mit G(6) < »
und A (¢) < H (a), folglich mit /7 (b) = H (@) und mit 7 (') < A (@). Dann hitte man aber

£ (#') < Max (8 (), B (")) <H(a) = A®),

und das wire wegen G (8) < # ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung. Damit ist
Prop. 1 vollstindig bewiesen.

2. Der Begriff der Basis einer Multiplikationstheorie

Es sei K = (K(U, x)) ein System von Teilriumen X (U, x) der Tensoralgebren E(U) fiir
xE UE Q. Nach § 1, Abschnitt 4 ist der von X erzeugte separierende Teilraum K*¥ von E
wie folgt erklart: Fiir jedes U & £ besteht K¥(U) aus allen denjenigen S & E(U), fiir die zu
jedem x & U ecine in U enthaltene offene Umgebung U, existiert mit der Eigenschaft, daf}
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die Restriktion von § auf jedes V' € Q mit x € V' C U, in K(V, x) enthalten ist. Ist X
insbesondere ein 7eilraum von E, also ein lokal strukturiertes System von Teilriumen
K (U), unabhingig von z, so ist K in K% enthalten, und beide stimmen genau dann iiberein,
wenn K selbst separierend ist.

Proposition 2: Es sei K ein System von produktiven Teilriumen K (U, x) von E(U)
fir x € U € . Dann besteht auch der von X erzeugte separierende Teilraum X* von E
aus produktiven Teilriumen K*(U) von E(U). Sind alle X (U, x) streng produktiv, so auch
alle K3(U).

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus den Definitionen und der Eigenschaft
(Ly) von E.

Wir geben die folgende

Definition 2: Es sei 2 eine Multiplikationstheorie. Ein System K von produktiven Teil-
raiumen K (U, x) von E(U) fiir x € U &€ £ heilt eine Basis von P, wenn der von K erzeugte
separierende Teilraum K* von E mit dem charakteristischen System C, von P iiberein-
stimmt. Sind alle X (U, x) streng produktiv (und folglich 2 eine strenge Multiplikations-
theorie), so heit X eine strenge Basis von P.

Eine Basis K von P heiit eine ezgentliche Basis von P, wenn K (U, x) firr jedesx EU & 2
in K3(U) = Cp(U) enthalten ist.

Eine Basis X von P ist insbesondere sicher dann eigentlich, wenn X ein 7eilraum
von E ist.

So ist z.B. die Vereinigung | J C p; der charakteristischen Systeme (5, einer total
$ET
geordneten Familie (7)), ., von Multiplikationstheorien P; eine Basis der unteren Grenze
() P; der P;. Die Existenz dieser unteren Grenze ist daher im Grunde ein Spezialfall
el
unserer jetzigen Prop. 2.

Durch Prop. 2 wird die lokale Struktur in der Tat gewissermaBen aus dem Problem der
Existenz von Multiplikationstheorien eliminiert: Die Existenz der maximalen Multipli-
kationstheorie P ist damit gleichbedeutend, daB3 das von allen Elementen f @ g — fg & E(U)
mit f, g € F({)in E(U) erzeugte, gegen die Differentiation abgeschlossene Linksideal X(U)
die Eigenschaft (CMjy) besitzt, d. h. keine von Null verschiedene Distribution S & £(U)

o
enthilt. Ebenso ist die Existenz der maximalen strengen Multiplikationstheorie 2 gleich-
bedeutend damit, daB das von allen Elementen f® ¢ — fg &€ E(U) mit f, g & F(U) und
allen Elementen f @ S—S® /& E({U) mit f€ FU),S€ EU), A(f) + H(S) <o inE)

o
erzeugte, gegen die Differentiation abgeschlossene Linksideal X' (U) keine von Null ver-
schiedene Distribution S € £ (U) enthilt.

Dasselbe gilt fiir die Existenz von Multiplikationstheorien mit anderen, speziellen
Eigenschaften. Dabei wird es sich spiter als auBerordentlich niitzlich erweisen, dal3 wir bei
der Definition einer Basis von vornherein eine zusitzliche Abhingigkeit des Teilraumes
K (U, x) von ¥ &€ U zugelassen haben. Wir werden viele wichtige Multiplikationstheorien
durch Basen dieser Art definieren.

Proposition 3: Es sei P eine Multiplikationstheorie und X eine Basis von 2. Erfiillt der
Quotientenraum LU, x) = E(U)/K (U, x) fir jedes x € U € 2 die Regularititsforderung
(ro), so erfillt 7 die Regularititsforderung (Ry).

Zum Beweise zeigen wir allgemeiner folgendes: Zu jedem x € U & £ und jedem
S & D(U) gibt es eine beliebig klein wihlbare, in U enthaltene offene Umgebung V von x
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mit der Eigenschaft, daB die im Quotientenraum L (V, x) gebildete Ordnung # (S)) der
Restriktion S, von S auf ¥ der Ungleichung 7 (S,) < H.(S) geniigt. — Es ist evident,
daB Prop. 3 hieraus folgt.

Hierzu sei W eine in U enthaltene offene Umgebung von x mit der Eigenschaft, dal S,
in £ (W) enthalten ist und /' (Sy,) = H,(S) gilt. Es sei weiter S& E(W) ein Reprisentant
von Sy mit H(S) = H'(Sy). Nach der Definition einer Basis gibt es eine in W enthaltene
offene Umgebung V von x, so daBl S, — S, € K (V, x) gilt. Dann ist notwendig Z (S,) <
H(Sy,) = H(S) = H,(S), wie behauptet wurde.

Proposition 4: Es sei P cine Multiplikationstheorie und X eine eigentlicke Basis von P.
Erfiillt der Quotientenraum L (U, x) fiir jedes x € U € 2 die Regularititsforderung (r),
so erfiillt 2 die Regularititsforderung (R,).

Beweis: Es sel x € U &€ 2 und 4 & P(U). Wir wihlen eine in U enthaltene offene Um-
gebung W von x mit der Eigenschaft, das A4, in Q(W) enthalten ist und die Gleichungen
G(Ay) = G.(A), G(4y) = G,(A") gelten. Es sei weiter S € E(W) ein Reprisentant von
Ay mit GS) = G(Ay,) und T € E(W) ein Repriasentant von A}, mit G(T) = G (A4%). Nach
der Definition einer Basis gibt es eine in }J/ enthaltene offene Umgebung 1V von z, so da
S, — T, & K(V, x) gilt. Dann haben wir zunichst wieder G(S,) = G(S) = G (A4) und
G(T,) = G(T) = G, (A"). Da K nun eine eigentliche Basis von 2 ist, gilt fiir das durch S,
definierte Element ¢ € Z(V, x) nicht nur G (a) < G(S,) und G(a') < G(T,), sondern sogar
jedesmal die Gleichheit. Aus G (¢') = G (@) folgt mithin G,(4") = G,(A). ~ Der Beweis der
zweiten Gleichung (4.9) verliuft ganz entsprechend.

Alle diese Sitze zeigen in charakteristischer Weise, wie man von der Struktur ciner Ba-
sis K, der Teilrdiume K (U, x) und der Quotientenrdume L (U, x), auf die Struktur der von
ihr erzeugten Multiplikationstheorie 2 schlieBen kann. Die Untersuchung einer solchen
Basis X bedeutet andererseits nichts anderes als die Untersuchung von eznze/nen, durch
keine lokale Struktur miteinander verkniipften produktiven Teilriumen von E(U) und von
deren Quotientenrdumen. Wir sind daher in der Tat berechtigt, wie wir es zu Beginn dieses
Paragraphen angekiindigt haben, die grundlegenden Existenz- und Regularititsprobleme
der Multiplikationstheorie zunichst unabhingig von ihrer lokalen Struktur anzugreifen.

§6. DER EXISTENZSATZ

Nach den Ausfiihrungen der vorangehenden Paragraphen stehen wir jetzt vor der ent-
scheidenden Frage nach der Existenz und der Mannigfaltigkeit von produktiven und
streng produktiven Teilriumen der Tensoralgebra E(U). Diese Frage werden wir im vor-
liegenden Paragraphen weitgehend beantworten. Wir werden einen allgemeinen Existenz-
satz beweisen, aus dem wir im folgenden Paragraphen eine groBe Zahl von wichtigen
strengen Multiplikationstheorien gewinnen werden.

Die Existenz produktiver Teilriume der Tensoralgebra E(U) lieBe sich an und fiir sich
verhiltnismaBig schnell beweisen. Wir greifen das Problem jedoch sogleich fiir die streng
produktiven Teilrdume an. Hierzu sind umfangreiche Hilfsbetrachtungen notwendig.

Zur Erleichterung der Lektiire stellen wir die in diesem Paragraphen gewonnenen Haupt-
ergebnisse zu Beginn des folgenden noch einmal vollstindig zusammen. Der an den Be-
weismethoden weniger interessierte Leser kann diesen Paragraphen daher ohne Beein-
trichtigung des Verstindnisses der ganzen Arbeit tiberschlagen.
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In diesem ganzen Paragraphen sei U & £ eine beliebige, aber stets fest bleibende offene
Punktmenge. Statt F(U), E(U), . . . schreiben wir kurz nur F, E, . . . (ohne da8 eine Ver-
wechslung mit den hier nicht auftretenden gleichnamigen Systemen zu befiirchten ist).

1. Hilfsbetrachtungen

Wir rekapitulieren in diesem Abschnitt kurz einige in [5] eingefiihrte Hilfsbegriffe und abgeleitete Hilfs-
sitze, die wir auch im folgenden benétigen werden. Auf die Beweise, die sich durchweg durch einfache Be-
trachtungen ergeben, gehen wir nicht noch einmal ein.

1. Das Zerlegungslemma in Tensorprodukten. Es seien A1, . . ., A? Teilrdume eines line-
aren Vektorraumes A, ferner 4y, ..., £, ganze positive Zahlen mit 1 £ 4 <Ay, < -+ <
£, < n, schlieBlich @', . . ., ¢? Elemente des z-fachen Tensorproduktes 4, von A mit

ﬁ . . .
2 a@=0 und €4, 0404, ,, =l e Acv 0
j=1 7 £/

Dann sind die ¢’ darstellbar in der Form

! LAl
@ = Z’ a’'t
i=1

mit ¢ 4 @/ = o und mit
av’l & Ak‘._l ® Al@Akj—k’.—l ® 4 e A,,_kj, G =515t i

2. Hilfsbetrachtungen iiber Polynomialkoeffizienten. Wir fassen n ganze Zahlen p,, . . .,

. = 0 zu einem z-Tupel p = (#y, ..., p,) zusammen und setzen |[p|=p, 4+ + p,
sowie 27 = (P1y .+ 2 £j—11 01 P11+ Py) Uund ¢, =(0,...,0,1,0,:..,0) mit einer an
J-ter Stelle stechenden 1. Alle #-Tupel p mit festem |p| = 7 werden lexikographisch ge-
ordnet, indem p genau dann ¢ vorangeht, wenn die erste der von Null verschiedenen Dif-

ferenzen p; — g¢; positiv ist. Wir werden haufig » durch »# 4+ 1 ersetzen; dann soll p’ = p" +1
bedeuten.

Fur jedes n#-Tupel p sei

121!
S =l

Diese sog. Polynomialkoeffizienten, bekanntlich ganze Zahlen, geniigen fiir == 0 dem
Additionstheorem

(6.1) Jy = élf"”"

Hierin ist natiirlich (wie immer im folgenden, wenn analoge Verhiltnisse vorliegen) nur
tiber diejenigen j zu summieren, fiir die p; == o ist.
Fiir alle (z -+1)-Tupel p, ¢ mit gleichem | p| = |g| = 2 sei weiter

(6.2) T — eSO, o,
Ordnet man alle diese p, ¢ lexikographisch, so sind (/,_,.), (/,,,) quadratische Matrizen

in Halbdiagonalgestalt, mit Determinanten 1 und zueinander invers:

Minchen, Ak. Abh, 1956 (Kénig) 6
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(63) Z f_p,r ]r—q' = Z]ﬁ—r’f_r.q = 61’.?'

Es sci A ein linearer Vektorraum, und jedem z-Tupel p mit | p| = m, m fest = 1, sei ein
Element @, € A zugeordnet. Es sei ferner £ eine beliebige ganze Zahl mit 1 £ 2 < #.
Dann kann man genau dann jedem 7z-Tupel » mit |7| = m — 1 ein Element 4, & 4 so
zuordnen, daB fiir alle p mit [p| = m

(6'4) ap = 2 b —-ej

j=1
gilt, wenn fiir alle diese p mit p, = o die Relation

(65) By = 'Z' (—“ 1)’&_&_} ar-}-zk

frl=m=1

besteht. In diesem Falle sind die 4, eindeutig bestimmt und werden gegeben durch

(6.6) b= 2 (= 1)%_“ Sor-o* ey

7
lg]l=m-1

Ein analoger Satz: Jedem (z-1)-Tupel p mit |p| = m, m fest = 1, sei ein Element
a,& A zugeordnet, und £ eine beliebige ganze Zahl mit 1 < £2< ». Dann kann man
genau dann jedem (z + 1)-Tupel » mit |7| = 7 — 1 ein Element 4, € A4 so zuordnen, da3
fiir alle p mit |p| = m

6.7) @y =2 by =y, .,
gilt, wenn fiir alle diese p mit p, = o die Relation

(6.8) aﬁ o Z’ (___ 1)rk+’n+1"ﬁn+ljﬁ_rk ar_*_ek

r
|7|=m—1

besteht. In diesem Falle sind die 4, eindeutig bestimmt und werden gegeben durch

(6.9) br — Z’ (___ l)qb"l+qn+1"n+1 j(r—q)k aq_l_%_

7
lgl=m-1

3. Die Tensorprodukte F, und M,. Fir jedes n = 1, 2, ... sei F, das n-fache Tensor-
produkt des Funktionenraumes %, fiir jedes #-Tupel p ferner 2 = F ® ... ® F?». Das
durch Differentiation aller j-ten Faktoren aus f & #?*% entstehende Element von F? be-
zeichnen wir mit (f);. Fiir jedes (7 - 1)-Tupel p und jedes j =1, . .., # 4 1 sei schlieBlich

F @ ittt F, ., . firjFn41,p,=0,
. fir jFn 4+ 1,p,F0

netl und fiir j =» - 1.

(6.10) Fify =
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Fir jedes # =1, 2, ... sei weiter M, das n-fache Tensorprodukt des Raumes M der

Polynome s = 2} £, #* mit Koeffizienten f, & #, also der Vektorraum der Polynome

k=0

(6.11) s= 2 fp, B se=217

mit Koeffizienten f, € £, . Wieder werden wir oft »# durch » + 1 ersetzen und die Elemente

von M, ,, dann als Polynome in 2, ==2,...,Z,=2,, Z, =&t " 42,4+ 2,
schreiben:
12 shEsn St 700 . Zanliss SR

[4% ""qﬂ+1 %

mit f? &€ F, ;. Dabei berechnen sich die f,, f? fiir alle (z 4 1)-Tupel p, ¢ mit gleichem
| 2| = |g| = 7 auseinander durch

(6.13) B=2 -ttt = pZ/},,, fo-

Wir setzen weiter die auf M definierte formale Differentiation, analog zu (4.2), zu einer
linearen und der Produktregel geniigenden Abbildung von M, in sich, wieder Differen-
tiation genannt, fort. Die Ableitung s’ des Elementes (6.11), (6.12) wird dann durch

(6.14) ' =D (JZ’ f;_‘j) 2?2 = 3 fo=n+1 Z¢

? q

gegeben. SchlieBlich definieren wir, analog zu § 4, Abschnitt 3, die Ordnung H(s) von
s € M,. H(s) ist natiirlich nichts anderes als der Grad der Polynome (6.11), (6.12), und es
gilt wieder (3.4).

Die charakteristische Abbildung 2 von 4 auf den Raum £ der Distributionen endlicher
Ordnung 148t sich in natiirlicher Weise zu einer linearen, mit der Differentiation und der
Multiplikation vertauschbaren Abbildung #, von M, auf £, fortsetzen. Fir jedes S& E,
gilt offenbar A (S) = Min H(s), wobei s & M, alle Reprisentanten von S durchliuft.

Der Kern (M, N), der Abbildung #, besteht bekanntlich aus allen endlichen Summen
von Produkten &, ® + * * @ 5, € M, mit der Eigenschaft, daB mindestens eines der s; & M
in /V enthalten ist.

Die Koeffizienten f, der Darstellung (6.11) eines Elementes s © (M, V), sind von der
Form

(6.15) f, = Z' (gt;j)Jl' S 2 8p—eji s 8:; € Hs
J J

Nach (6.3), (6.13) sind die Koeffizienten f, der Darstellung (6.12) cines Elementes s €
(M, N), | daher von der Form

616) =23 (g);,— X g"‘"f"f+( > g"‘f‘"“—g’"‘"+1‘”“), A=
7 j=i=nJ+1 j=l=r{+1
6*
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Nach 2. ist damit gleichbedeutend die Form

6.17) fo="h 4+ 3 ho/, heii < F:J'Jrl;
' =i=JO fiir
JEnt1
dabei erfiillen die h?*” * 1 fiir alle ¢ mit festem |g| = m die Gleichung (6.8), und nach (6.9)
(etwa fiir £ = #) gilt fiir |g| = m

(6.18) = — = (hq“j;j);,' + 2~ 1>p”~q”+p”+1_q”+1f(;-—q)" (hp+"‘;n+1):z+1-

i 4
JEn+1 [pl=m

Besitzt s € (M, V), die Ordnung /7(s) = m, so sind seine Koeffizienten f, in der Weise
in der Form (6.15) darstellbar, daB alle g,.; mit |p| = m einzeln verschwinden. Analoges
gilt fiir die Darstellungen (6.16), (6.17).

Schirfer gilt sogar folgendes, etwa fiir die Darstellung (6.16): Aus

6.19) — X g"“f"'-l-( > gf“ﬁ”“—g"‘"+1"‘“) =o, gV E Flyy
P il

fir alle ¢ mit |¢| = 7 und alle » mit || = 7 — 1 folgt

(6.20) P R é’-‘ﬁf+( 2 g"-'ﬁ"“—g'-*nw"“),

. ‘] . j
JEn+1 JEn+1

(6.21) Z’ (gﬁ:,');_ =0 gﬁ;i = F;f+1
7

firr alle » mit [7| = »-—1 und (falls 7 = 2) fiir alle  mit |p| = m—2. — Es ist klar, wie
sich diese Tatsache auf die Darstellung (6.17) {ibertrigt; wir kommen sogleich darauf zu-
riick.

2. Fortsetzung der Hilfsbetrachtungen

Es sei jedem (74 1)-Tupel p mit festem |[p| = 7 und jedem j =1, ..., #+1 ein Ele-
ment h#/ € F#/, zugeordnet, auBerdem seien die h#”*! durch die Gleichungen (6.8)
miteinander verkniipft. Wir nennen (h?*/) dann kurz ein (zu #, m gehoriges) Hauptsystem.
Insbesondere heift (h?"/) ein spezielles Hauptsystem, wenn fiir j == 2 4 1, ;= o stets
h#/ = o gilt. Ist m > 1, so bezeichnen wir als Riickbild cines Hauptsystems (h?/) die
Gesamtheit (A") der allen (% --1)-Tupeln 7 mit |#| = 7 —1 nach (6.18) zugeordneten Ele-
mente

(622) W=— 3 (W94 3 (=i mtemsiars fo (et ein bl

.7 4
FEntl lgl=m-1

Schlieflich nennen wir ein Hauptsystem (h#/) #rivial, wenn sein Riickbild Null ist:
h” = o fiir alle » mit |7| = m — 1.

Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir den letzten Satz des vorangehenden Abschnittes
folgendermaBen formulieren: Es sei (h#7/) ein zu #, m gehériges spezielles Hauptsystem,
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und fiir jedes p sei >’ h?"/ = 0. Dann wird das Riickbild (A") von (h#}/) durch ein triviales,
J g 5 .
zu n, m — 1 gehoriges spezielles Hauptsystem (A7) dargestellt: i” = 3’ h"/ fiir alle 7.

J
Diese Tatsache, eine einfache Folgerung aus dem Zerlegungslemma aus Abschnitt 1, 1),
beweisen wir jetzt auch fiir beliebige Hauptsysteme:

Proposition 1: Es sei # 2> 2 und (h?3/) ein zu #, m gehoriges Hauptsystem mit
(6.23) 2 h#¥/ =0
7
fiir jedes p. Dann gibt es ein zu #, m — 1 gehériges triviales Hauptsystem (A7), welches
das Riickbild (A") von (h#/) darstellt:
(6.24) =3 k7
J

fur jedes 7.
Beweis: Wir wenden zunéchst auf die Gleichungen (6.23) fiir alle p mit p, 3= o das Zer-
legungslemma an. Dann folgt fiir diese p

(6.25) hd = 37 hehd, R e = o
t'=|l=j

mit

(6.26) h#hs € Bl () Fiify = FiH.

Fiir jedes p mit p, = ound jedes j == # -} 1 setzen wir weiter
(6.27) h#ethi = Z (_‘ l)r”+’n+1_f’n+1 fp-—rn h’+‘”""+1'j:
lr|=m-1
(6.28) htsintl — __ pprntls
Fiir diese p ist dann auf Grund von (6.23)
(6.29) hpintl — 37 ppintli
JER+1

und wir {iberlegen schnell, daB wieder h# " 17 & Finthi gilt: Fiir j = 2 ist das wegen
FPY = F, . Klar; fiir /== » kommen in der rechten Summe (6.27) nur solche » vor,
firdie gy + -+ g+t 2n+- -+t a0+t +1 2
= pip1+ - + p, und folglich F,T ¢ C P gilt. — Weiter setzen wir fiir p, = o fiir
allej+=#»n,2 41

(6.30> it — ptrS h""j'""'l, ptimi — hﬁ.'i.ﬂ,

schlieBlich h?3#/ = o fiir alle ¢ &= 7 mit 7, 7 == #, # + 1. Damit haben wir, wie man sofort
nachrechnet, die Zerlegung (6.25), (6.26) auch auf alle h#?/ mit p, = o ausgedehnt, und
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zwar in der Weise, daBl die Gleichungen (6.8) nicht nur (voraussetzungsgemiB) fiir die
h?i"+1 sondern auch fiir die h#'* *17 bei beliegigem j == 7 - 1 gelten.
Es gilt daher bei beliebigen 7, £ &= » + 1 fiir alle p mit p, = o

(631) hoirt+l7 — Z (__ 1)'§+'n+1-ﬁ,,+1]p_rk hrtewnt 17
T

Hierin nehmen wir speziell == £ (dann muB natiirlich 7 =2 sein) und p; = o an; dann tre-
ten auch auf der rechten Seite nur Glieder h"+ <% *+ 1/ mit (» 4 ¢,); = o auf. Wenden wir
also unser Resultat aus Abschnitt 1, 2) auf die Gesamtheit aller p mit p; = o an, so folgt dic
Darstellbarkeit aller dieser h#*+%7 in der Form

(6.32) R = S St g, p;=o.
FHEL R
Und dabei wird, fiir ein beliebiges & == j, n + 1, g/ fiir |7| = m — 1 gegeben durch

(633) g"'j f Z (—— 1)7k_’b+9n+1-’n+1 _/('_q)k h4+'é‘.”+1’j, 7; = 0.

q
g7 =0

Wir setzen noch g"/ = o fiir 7; % 0. — Fiir diese g"/ gilt nun
(6.34) R T A e

Fiir 7 5= » bestitigt man das wie oben, und fir j = » folgt es daraus, daB nach (6.27) fir
alle p (auch fiir die mit p, = o) h#i"+*17" & F | gilt. Daher gilt insbesondere in jedem
Falle g/ € F,/, ;. Aus (6.32) folgt endlich, wenn wir auch die p mit p; = o zulassen,

bR fir p,=o,
(6.35) I g gt = gt fir p=1,
e o fir p; = o,1.

Fiir » = 1 sind die bisherigen Uberlegungen trivial: Hier ist nimlich h#'#/ = h#}* und,
wenn wir g D4l — pmeail setzen, gilt wieder (6.32), (6.34), (6.33).
Weiter gilt fiir die h?:”+ ! selbst

(6'36> htrnt+1 — Z f”—‘j—fl’"‘n+1
j¢:+1
mit
(6'37> f’ e Z (_ l)ﬂn_’n+9n+1_’n+1‘/(r_!)n hQ‘i“n;”‘*‘l.
q
lgl=m-1

Daraus folgt f* € F,*},*, aus (6.22) ferner

”

(6.38) W=— 3 (0FN A (s

-
JEn+1
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Wir werden diesen Ausdruck in eine andere Form bringen.

Dazu sei fiir jedes » und j =2 + 1

(6.39) [ =g e e S S e
e
;=0
ferner
(6.40) pirtl= 3 g p
el il

Dann gilt fiir jedes j offenbar f*/ & F7,_,. Weiter folgt aus (6.35), (6.36), (6.39), (6.40)

(6.41) — Z’ fp—e_,-;f + Z’ frogint1 _fp—en+1;n+1) =0

J 4
JEnt1 fEn+1

Nach dem zu Anfang dieses Abschnittes Gesagten gibt es also ein zu 7, 2 —1 gehdriges
triviales, spezielles Hauptsystem (g"/), so da8 fiir jedes

(6.42) Sy =3 g
gilt.

Jetzt ist der Beweis von Prop. 1 schnell erbracht. Durch Einsetzen von (6.39), (6.40),
(6.42) in (6.38) folgt

(6.43) =g 4+ > fi/
i jEatl
rj—O
mit

6.44) 7 =@+ @E&hy1— 2 (gt R T S B o o

o
{Xuf Grund von (6.26), (6.34) gilt weiter f' nie F;L{l, und schlieBlich ist nach (6.22)
f? = o fiir jedes ¢ mit |g| = m-—2. Damit ist Prop. 1 bewiesen.

Corollar zu Proposition 1: Es sei (h?/) ein zu », m 2> 1 gehoriges Hauptsystem mit
(6.23). Dann gibt es Elemente

(6.45) h#iid © F#5 () B2 = FE5,  h#hd o ptiid = o
fird,j=Fn+1, i5j, p;=p =0
mit der Eigenschaft, daf3 fiir jedes j 5= #+ 1 das durch
R W fiir p; = o
(6.46) ht/ = t'#;:_-‘.:(;n

0 fiir p; =F o
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erkliarte System (h#*/) durch ein spezielles zu n, m gehériges Hauptsystem (h$/*) darstell-
bar ist:

(6.47) hgi/ = 3 h§ire
fiir jedes p, fiir dessen Riickbild (h3/) wieder
(6.48) hy/ € Fif firr,=o0, hyf=ofirs, +o
gilt.
Fiir » = 1 ist das evident. Fiir » 2> 2 hat man mit den in (6.26) gewonnenen h#*/ &

€ F?*{ nach (6.35)

Z’ h2iii ( Z gﬁ"i;f._. gﬁ"n+1;j) furpj = 0

i 7
i*/’;;t(-)l-.l ikn+1
0y 5
2 — &
h§i7 =
peii p=eii _ gb—en 113 i
gr g ( Z gé e gt e+ ) furpj.:f:o
2
itintl

und damit die behauptete Darstellung (6.47). Nach (6.22) gilt fiir 7, 5 o sicher f,s:i o
fiir 7, = o weiter
hrid = — Z‘ (h" * 40 — (g';j); == (8';j);lx+ 1
ikint1
und damit (6.48).

3. Existenz des minimalen streng produktiven Teilraumes

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel bereit, um die Existenz streng produktiver Teilrdume der
Tensoralgebra E zu beweisen.

Nach § 5 wird der Durchschnitt aller die Eigenschaften (CM,), (CM,), (CMK') besitzen-
den Teilriumen von E durch das von allen Elementen f ® ¢ — fg € E mit f, ¢ € F und

allen Elementen f@S—S®fE Emit f&E F, SE E,,n=1,2,..., (/) + HS Zo
0
in E erzeugte, gegen die Differentiation abgeschlossene Linksideal X gegeben. Mit Hilfe

0
der Produktregel erkennt man miihelos, da3 K auch das von allen Elementen

(6.50) foSeg—S®@fegcE mit f,gEF, SEE,_;,n=1,2,...
A(f)+HE) Lo

in E erzeugte, gegen die Differentiation abgeschlossene Linksideal ist. Fiir » = 1 ist (6.50)
natiirlich (wie auch im folgenden immer dann, wenn formal ein %, oder eine dhnliche Bil-
dung auftritt) so zu interpretieren, als ob S in den Formeln nicht vorhanden wire. Wir zei-

0
gen, dafl K keine von Null verschiedene Distribution .S & £ enthilt, also streng produk-
tiv und mithin der Durchschnitt aller streng produktiven Teilriume von £ ist.
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Dazu sei X, 4, fiir jedes » = 1, 2, ... und jedes j = 1, .. ., z der aus allen endlichen
Summen von Elementen

(6.51) RefeSeg)ec E, mit ,gEF, REE;, |, SEE,_,,

=TT ohe s

H(f) +HE) =0

bestehende, offenbar gegen die Differentiation abgeschlossene Teilraum von Z, , ,. Weiter
sei

(6.52) K opr= Z; Ky 1s50
=

Insbesondere ist also K, = K, der von F, in Z, erzeugte, gegen die Differentiation ab-
geschlossene Teilraum von Z,.

Wir beweisen zunichst die folgende

Proposition 2: Die gewohnliche Multiplikation, d. h. die durch zbl; 1(feg) =fg de-
finierte lineare Abbildung )y, ; von £, auf 7, 1a83t sich zu einer linearen, mit der Differen-
tiation vertauschbaren und folglich durch

(6.53) W (f o0 =f)?, M—oni; e

eindeutig bestimmten Abbildung ., von K, = K, ; auf Z fortsetzen.
Zum Beweis haben wir lediglich zu zeigen, daB} aus

(6.54) 12 @ = o, fEF, m=o0,1,z2,...
=0

in £y auch

(6.55) o o) fi=w [ EF

in £ folgt. Fiir m = o ist das klar; wir machen also die Induktionsvoraussetzung, daf} die

Behauptung fiir ein 7.2—1 = o richtig ist, und nehmen (6.54) mit » an. Das bedeutet nach
Abschnitt 1, 3)

IZ(’) f,Z € (M, N),.

Nach (6.17) und dem darauf folgenden gibt es also ein zu 1, # gehériges Hauptsystem
(h*+/) mit (6.23) und mit h™*! = f, . Benutzen wir nun Prop. 1 mit den beim Beweis
eingefiihrten Bezeichnungen, so folgt zunichst f, = h™ei! = g*—Veail = pata ferner
die Existenz eines zu 1, m-—1 gehérigen speziellen Hauptsystems (g7), welches Nuil
fiir 2 = 1 und trivial fiir m 2> 2 ist, so daB3 nach (6.43), (6.44) fiir jedes » mit |7|=m — 1

o + s fir r; = o,

o fir » 4= o0

"]r:_Z g~r;j+
7

Miinchen, Ak. Abh, 1956 (Kénig) 7
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gilt. Alsdann haben wir
m—1
2 £z + ((fh + () 2070
=0

”

= Dl LFed - FohPtze L - R

=0
Vi s
HF0
Sl A e R S0 T
£ "
rl=m-1 [ri=m=-1

Folglich gilt in £,
m~1
I;; A A R

und daher wegen f,, = wy,, f,, € F* nach Induktionsvoraussetzungen in £
m=1 m
(6.55) :Zo A 0 1) =IZ(; fP=o.

Damit ist Prop. 2 bewiesen.
Aus Prop. 2 folgt allgemeiner die Existenz einer linearen, mit der Differentiation ver-
tauschbaren und durch

(6.36) w, ,RefesSeg=ReSefH?, l=0,1,2,...

cindeutig bestimmten Abbildung @, ; von XK, , .- auf £,.

i
0

Fiir jedes 2 = 2, 3, . . . sei nun X, der Teilraum aller T € X, mit der Eigenschaft, dal3

fiir geeignete T; € X,

;j,j=1,...,n_1

n-1 n—1
(6.57) T=2T, 2 @,y =0
F=1 i=1

0
gilt. AuBerdem sei K; = (0). Weiter sei W, fiir # = 1, 2, ... der Teilraum aller T & £,
mit der Eigenschaft, daB fiir geeignete S, € K, 4.,/ =1,...,7

”

(6.58) Z; S =10, T= 2 w,;$

J i=1

0 0
gilt. Dann folgt offenbar X, C W, . Fiir » = 1 ist das evident, und fiirz = 2und T € K,
mit (6.57) braucht man nur$§; = 1 @ Tund$§; = —1 @ T,_, fiirj = 2, . . ., # zu setzen. Wir

wollen zeigen, daf3 hiervon auch die Umkehrung gilt: W, C ]g'n und damit W, = 13'”.
Fiir » = 1 ist dies wieder evident, wir kénnen beim Beweise also » = 2 annehmen.

Es sei also TE W, , und wir denken uns die S; € K, . ,; gemiB (6.58) gewahlt. Nach der
Definition von X, , 4, besitzt jedes S; fiir ein geeignetes » = H(T) einen Reprasentanten
S, & M,,'”+1 der Form
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(6.59) s; = 23 h#/Z#, h#i g FA.

Die Behauptung ist nun miihelos einzusehen, wenn wir hierbei 7 = o wihlen diirfen. Wir
werden daher, als Induktionsvoraussetzung, die Richtigkeit der Behauptung in dem Falle
annehmen, dafl wir fiir ein 2 —1 = o Reprisentanten s, & M~ 1 der S, der Form (6.59)
finden kénnen, und werden sie daraus fiir 7 > 1 erschlieBen:

Wegen (6.58) kénnen wir die in (6.59) gegebenen h?/ fiir |p| = m zu einem zu #, m
gehorigen Hauptsystem (h#/) mit (6.23) ergidnzen. Wir benutzen nun das Corollar zu
Prop. 1 und die dort eingefithrten Bezeichnungen. Dann haben wir fiir jedes j &= 7 + 1

(6.60) %’ hiiz? = 3 ,,2 h#iiize 4+ 3 W Z +r
l21=m ifintl |pl=m frl=m-1
#=0 5;=2;=0 7 =0

mit r; € (M, N), ;. Wir setzen

gj_ f— Z‘ ht7 72 + Z‘ R/ g

?
1pI<m |r] =m—1
2;=0 7;=0

(6.61)
:j= Z‘ Y hpidii 78

4 b4
itintl |pl=m
pi=25;=0

i 0o+
und bezeichnen die durch s;, s; definierten Elemente von £, . ; mit §;, S;. Dann gilt nach
(6.60), (6.61)

0o + 0 + 7 + n 0
5 €K, 41y =515 2§=28§=o0
i=1 i=1
Entsprechend sei
0 n 0 + n_ o+ 0o+
T=2 WSy T=X @S v T=T4T
J=1 ’ 7=1 ’

0 0o+
Alsdann gilt nach Induktionsvoraussetzung T & K, + T aber ist zerlegbar in

und dabei besitzt T; den Reprisentanten

” 07 i 07
e hit+1
t= 3 3 w W24 5 3w, k128
p =il 7 =1
[pl=m" ;=0 lpl=m 4;=0
#¢=0 #i41=0

0
? = (pl, e Dis1s By - "pn+l)‘
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n=1
Mithin gilt T, € X,.;, und >} @, _y,; T, besitzt den Reprisentanten
il
0
s o 2t . 0.,
Z Z ”jn—l;t'wn;f ht'l" + 2 70;1—1;!’—1 wn;j hp'l.’) Zl” =9k
s =1 i =1
lpl=m \i<Zy I<i

pi=2;=0

+ 0 0
Es gilt also auch T &€ K, und daher T &€ K, wie behauptet wurde.
Eine einfache Konsequenz aus dem eben Bewiesenen ist die folgende: Fiir jedes # = 1,

0 0
2,...hat1®@7€ X, ,;,T€ E, auch T € K, zur Folge. Denn aus

LOI=2.=lo; LEK, vy 2 B,,;T;=0
s=1 J=1

0 0
und @, ; (1 ®T)= Tfolgt T& W, und damit T € X,. - Aus T € K, folgt umgekehrt so-
0

fort10@TE€ K, ;.
Es sei jetzt K die Menge aller S € E mit der Eigenschaft, daf fiir ein geeignetes » > G(S)

das aus S = J S, S, € E, durch (» — £)malige linksseitige Multiplikation von S; mit 1
a=1

” 0
gebildete Element 3’ 1 @ -+-+- ® 1 @ S, € £, in K, enthalten ist. Dann ist klar, daB3
E=1
K ein gegen die Differentiation abgeschlossener Teilraum von E ist. Weiter ergibt die die

0
iibliche Anwendung der Produktregel 1 ® S—S® 1 & K, fiir beliebiges S € £, . Hier-
aus folgt durch sukzessive Anwendung, dafl X ein Linksideal ist. Ferner enthilt X offen-

0 0 0
sichtlich alle Elemente (6.50). Mithin gilt X C K. Umgekehrt folgt aus (6.530) K, C K N £,
0
fiir jedes » = 1, 2, ... und daher, weil fiir jedes S € E bekanntlich 1 ® S—$§ € X gilt,
0 0
auch X C K. Also stimmt X mit dem eingangs definierten X iiberein.

0
Es sei schlieSlich S € X N £, = K (N E,. Dann gibt es nach der Definition von X ein
£ 20, so daB das durch £-malige linksseitige Multiplikation von S mit 1 entstehende Ele-

0
ment1®:---®105® L, ,in K, ,enthalten ist. Nach dem im vorigen Absatz Gesagten
folgt hieraus aber — und in diesem SchluB} gipfeln alle unsere bisherigen Bemiihungen in

0 0 0
diesem Paragraphen — sofort § & K. Mithin gilt X’ N £, C K, und folglich

0

0 0
(6.62) KNE,=K,, insbesondere K N E = (0).

n

Damit haben wir endlich den
0
Satz 1: Der Teilraum K von E ist streng produktiv.

Wir wissen aus den vorangehenden Paragraphen, daB damit die Existenz der maximalen strengen

0
Multiplikationstheorie £ gesichert ist. Wir werden uns aber mit diesem Resultat keineswegs begniigen, son-
dern im nichsten Abschnitt einen wesentlich umfassenderen Satz beweisen, aus dem wir im folgenden Para-
graphen die Existenz einer grofen Zahl von strengen Multiplikationstheorien erschliefen werden.
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Durch die Existenz von Multiplikationstheorien wird insbesondere das in § 4, Abschnitt 4 betrachtete sog.
innere Produkt zweier absolut multiplizierbarer Distributionen zu einem legitimen Begriff. Wir diirfen daher
im folgenden das innere Produkt S7° € £ zweier Distributionen S, 77 € £ mit /7(S) + HA(T) < o und dessen
aus der Produktregel flieBende Eigenschaften benutzen. Aus (6.50) oder aus (CMK') folgt dann

0
(6.63) feses—sefSck fiir fe F,Se€ £,SEE,
A(f)+ H(S)+ H(S) Zo.

Auf diese Formel werden wir uns im folgenden in allen den Fillen stiitzen kénnen, in denen wir bisher auf die
Produktregel selbst verwiesen haben.

4. Der Existenzsatz

Wir machen in diesem Abschnitt die folgende

Voraussetzung: Es scien zwei absteigende Folgen 4 = (A4™), B = (B™) von Teilrdumen
A”, B™ von F gegeben:

F=A"DA1D ... A" D A 1D ..,

(6.64) )
F=B"D>DBDH...DB*D B> ..

welche die folgenden Eigenschaften besitzen:
(V) Aus f € A"t fe FT folgt f' & A™.
(Vy) Aus g € B™t1, g € F! folgt ¢’ € B™.
(Vy) Aus g €& B™, h & F” folgt 2g & B”.
Es sei ferner eine Folge v = (¢”) von bilinearen Abbildungen ¢™ von 4™ X B™ in E™ ge-
geben, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:
(Vo) Fiir m = o, also £, g € F, gilt °(f, g) = fg.
(V) Fiir fe A=+ N\ A, g B*tlgilt o1 (f, g) = v™(f, 2.
(Vo) Firge B**' N FLfE€ 4=+ gilt o™ (f, ) = (v"(/, 8)) — v"(f, &)
(Vy) Fir f € A", g€ B, h€ F~ gilt v*(f, hg) = hv"(f, &)
Unser Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 2: Erfiillen die Folgen 4, B, v die eben gemachte Voraussetzung, so gibt es einen
streng produktiven Teilraum K von E, welcher alle Elemente

(6.63) fMeg—uv™(f,o)EE mit f€ A", g€ B, m=0,1,2,...

enthilt.

Es sei K = K (A4, B, v) das von allen Elementen (6.50), (6.65) in E erzeugte, gegen die
Differentiation abgeschlossene Linksideal. Dann besagt Satz 2 offenbar genau, dal} dieses
K keine von Null verschiedene Distribution S € £ enthilt. Setzt man speziell 41 = 4% =
=...=(0), Bl= B*=...=(0), so kommt man auf den im vorigen Abschnitt bewie-
senen Satz 1 zuriick.

Umgekehrt ist evident, daBl K = K (A4, B, v) firr zwei die Eigenschaften (V) bis (Vs)
besitzende Folgen A, B auch nur dann streng produktiv sein kann, wenn z die Eigenschaf-
ten (V) bis (V) besitzt.
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Die Eigenschaften (V), (Vy) entsprechen der Produktregel, die Eigenschaft (V) der
Formel (6.63). Aus (V) bis (V) folgt miihelos, daf3 fiir zwei Funktionen f € 4™, ¢ € B™
mit Z(f* + A(g) < o stets v”(f, g) gleich dem inneren Produkt /™ g ist.

Fiir jedes# = 1, 2, ... sei nun K,  ; der Teilraum aller Elemente S € E, , ; der Form
7 L ] & ) ] @
(6-66> §= Z: IZ; (kZ; Ri,l;k @ (fz(,'};k ®Line— v (fi,l;k’ gz',l;k)))

mit R:‘,I;ke E, 4, ft’,l;k € 4, e B,

I=1,2,...,, L=0,1,2,...,, K;;=1,2,....
Ferner sei ]-Z_'n +1 der Teilraum aller T € £, ; der Form
> 0
6.67) T=54S5 mit SEXK,,,,%SEKNE,,.;.

0
Nach den Ausfithrungen der vorigen Abschnittes besteht X' N E, . ; aus allen & E, , ;
der Form

n 0
(6.68) Ss=R+ D (185—S) mit REK,,,, S, E E,.
k=1

AuBerdem sei K; = K = (0). Alle X, l?,, sind offenbar gegen die Differentiation ab-
geschlossen. SchlieBlich habe X immer die Bedeutung X (4, B, v).
Es ist klar, da} fur jedes z = 1, 2, . ..

(6.69) K, CKNE,

gilt. Umgekehrt gibt es zu jedem T & K offenbar ein » = G(T),so daBB T& K, gilt; denn
es bedeutet wegen der Zusatzglieder (6.68) keine Einschrinkung, dal wir die Faktoren
R; 1,4 in (6.66) als ,,homogen*, d. h. in £, _; enthalten angenommen haben, ebenso, dal3
wir die iber 7 erstreckte Summe erst mit Z = 1 begonnen haben. - Fiir jedes z =1, 2, . . .
gilt weiter, mit derselben Begriindung,

(6.70) R R o g IES;

Wenn nun hierin stets das Gleichheitszeichen gilt, so ist, nach dem eben Gesagten, das-
selbe auch in (6.69) der Fall; insbesondere folgt dann fir 7 = 1 die Behauptung des
Satzes 2. Wir werden jetzt zeigen, daf} in (6.70) in der Tat stets das Gleichheitszeichen gilt.

Wir kénnen auch hier wieder einen Induktionsschlufl durchfiithren. Ist nimlich ein
Te E,,,,_l gegeben, so setzen wir

0
(6.71) H(T) = Min Max (H(R, ) + ¢ + 1);

dabei soll das Minimum in bezug auf alle Zerlegungen (6.67) von T und in bezug auf alle
Darstellungen (6.66) des dabei auftretenden S € X, , ; genommen werden, das Maximum
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dagegen in bezug auf alle Summanden (7, /; £) einer festen solchen Darstellung (6.66). Ist

0 0 0 =
nun H(T) = o, so gilt hiernach TE K NE, , aus TEE, folgt also TE KNE, C X,.
In diesem Falle ist die Behauptung also trivial. Wir werden daher als Induktionsvoraus-

= 0
setzung die Richtigkeit der Behauptung fir alle T&€ X, NE, mit A(T) Sm—1,

0
m 2 1 annehmen und sie daraus fur 7/ (T) < m erschlieBen. Wir fithren diesen Induktions-
schritt zunichst unter der Voraussetzung » = 2 durch und geben am Schlu8 die fiir =1
nétigen Modifizierungen an.

Esseialsoein T & ]?,, 41 it ]10f (T) £ m gegeben, und wir denken uns die Darstellung
(6.66), (6.67) mit der eben beschriebenen Minimaleigenschaft gewihlt. Auf Grund der
Eigenschaften (Vg) bis (Vy) kénnen wir diese Darstellung, ohne daB dabei die Minimal-
eigenschaft verlorengeht, in evidenter Weise so abdndern, daf} fiir jedes feste Paar 7, / alle
vorkommenden f; ;. ; € A’ linear unabhingig iiber #! werden, ebenso alle g; , , € B
Diese Abidnderung denken wir uns bereits ausgefiihrt. B

Mit der so gewonnenen Darstellung (6.66), (6.67) von T& X, ,, bilden wir nun das
Element

r L & 0]
(6.72) To = Z; IZ:) (1;2; Rins ®f 1 ®8:n k)

von £, , ;. Dann gilt A (Tj) < m, und die Voraussetzung T € E, hat offenbar Ty& X, , ;
zur Folge. Die in Abschnitt 2 bewiesene Prop. 1 aber besagt unmittelbar, dal ein Element

€ K, mit H(Tg) < m in der Weise in der Form Ty = >’ T, mit T, € K, , ,, ; darstellbar
i=1

ist, daB jedes T; sogar endliche Summe von Elementen (6.51) mit Z(R) - H(S) + 1 S m
ist. Ty besitzt also einen Repriasentanten t & M}, ; der Form

(6.73) f= DI h#i & FH/, .
Iﬁf'_Sim
4=0 Fn+1

Andererseits besitzt jedes R; ;., € £, _; einen Reprisentanten

(674‘) rt', Lk — Z g(qé)i,l zf’ g(b‘.'l e Fn—l!
Lol = m—i—2

wobei die ¢ natiirlich ( — 1)-Tupel sind. T, besitzt also nach (6.72) den Reprisentanten

K?nvﬁn+1
(6.75) to = ; k;;. g&) ®fpn:?n+1;k®gﬁnvﬁﬂ+l;kzﬁ)
[pl=m
D0

wobei genauer nur tiber die pmit1 £ p, < I,0 < p,, 4 < L zu summieren ist.

Der Vergleich von (6.73), (6.75) ergibt nun, wie beim Beweis von Satz 1 nach (6.17) und
den SchluBlsitzen von Abschnitt 1, daB3 wir fiir [p| = » die in (6.73) gegebenen h?#/ so zu
einem zu 7, m gehérigen Hauptsystem (h?/) erginzen kénnen, daB fiir diese p
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. Kfnupn+l
(6.76) Z Rt/ — kZ; gty ®'fﬁn'pn+1;k ® Ly by 1 fiur p, + o
7 -

0 flir p, = o

gilt. Da nun die fl’nl’n+ geunddicg, ik bei festem p linear unabhingig iiber /! ge-
wihlt waren, da ferner h?" "' < F%% ! und fiir p, = o auch h#" € F" | gilt, folgt aus
(6.76) fiir jedes p und jedes £ =1, ..., Kﬁn»l’n+1

n—1

. g . g p- +...+ﬁ”
6.77) A =.Z’1g&;’, gl € F;_, @ FI+! ®F, i_;.
e

Wir setzen nun

pn'l’n—l-l n—1

(6’78) t = Z kZ;. 211 g(k) 8-/;512'1’11—{-1 ik Qanvﬁn“§ 134 Zp’
? = j=

[=m 2=
By %0

0 Dur by 41

) 2 »

i )Z k=21 8 ® Sty 4 1i8 ®Lppy it & T
181 <m
2y k0

K’n"’n+1 n—1

+ Z kzl Z (g&-)l-e ]) ®fr r,,+1;k ®grn,r,,,!.1;kzr
S =1

+0
und bezelchnen die durcht, t deﬁmerten Elemente von £, , ; mit T T Sodann gilt zunichst

Ty— T + T. Weiter haben wir fiir T

+ n—1
j=1
mit
4 FANLTY B _ 0]
(6.80) T, = ;; I;; (égl RZ ;4 ®f},’};k ® g1 k) (¥ A
7L (K ) »
(6'81) ‘Ti = Z: 1;; (k2'1 Rrj',l;k ® v'( Lk 84 z»)) & 'Kn;j’

und schlieBlich nach (Vy) und nach (6.63) mit

(6.82) @, . T.—w

iy n—=1;7

‘T, € K,.
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0 0
Weiter haben wir fiir T und das analog zu (6.81) gebildete ‘T

0 0 _ 00 0
(6.83) T—'TekK,,,, HTI—T)<m—,
und schlieBlich gilt insgesamt fiir das wieder analog gebildete

7 L (K ] )
To=2 2 (Z R.‘,l;ke’”’(ff,z;k:gi,z;b))

fi=17/=0 \k=1

die Gleichheit

n—1 0
(6.84) G A
J=1

Jetzt sind wir fast fertig: Nach Voraussetzung war

0
(685) ‘T=T0—‘T0+SOEEn: SO EKﬂE"+1,

Hieraus erhalten wir nach (6.79) bis (6.84) firr das Element

n—1
(6.36) R=T— 2 (@,; T,— @, 1,;'T)
i=1
zugleich
0 0 n—1 n—1
68  R=T—T+ 3 ([—@,;T)~ T (G—B,.,'T) + 5.
Je= i=

Wegen (6.86) gilt R& E,, und wegen (6.87) R& ]f'ﬂ_l und [}(R) < m — 1. Nach Induk-
tionsvoraussetzung haben wir also RE £, und nach (6.86), (6.82) endlich TE€ K.

Fiir =1 ergibt sich sogar ein viel einfacherer Schlufl: Hier sind, gemaB unsecrer Ver-
abredung in Abschnitt 3, die R; ;. , — kurz gesagt — aus den Formeln fortzudenken. Dann
folgt aus (6.76) statt (6.77) ein Widerspruch zu der Annahme, daB die f; ;. ; und die g; ;. ,
linear unabhingig tiber ! gewéhlt waren, der sich nur durch Ty = ‘T, = o 18st. Gleichung

0
(6.85) lautet daher einfach T& K M E;. Hier miissen wir nun Satz 1 anwenden und er-
halten T=o0 oder TE K.

Damit ist der Satz 2 bewiesen, zugleich allgemeiner in (6.69) die Gleichheit:
(6-90) 'K=-n e K m E"

fur jedes 2 =1, 2, . ..
5. Der Regularititssatz

Es seien wieder zwei Folgen A4, B von Teilrdumen A™, B™ von F und eine Folge v von
Abbildungen o” von 4” X B” in E” gegeben, welche die Voraussetzung des vorangehen-

Miinchen, Ak, Abh. 1956 (Konig) 8
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den Abschnittes erfilllen. Wir zeigen in diesem Abschnitt, daBl der Quotientenraum
L = L(A4, B, v) von Enach K = K (A4, B, v) die in § 5, Abschnitt 1 formulierte Regulari-
titsforderung (»,) erfiillt.

Zunichst gilt die folgende

Proposition 3: Unter der Voraussetzung des vorangehenden Abschnittes besitzt jedes
Element 2 & L einen Reprisentanten S E E, fiir den zugleick G(S) = G (a) und H(S) = H(a)
gilt.

Beweis: Die Behauptung ist fiir A () = o trivial. Wir nehmen daher /7 (a) = m > 1
an. Es sei TE E ein Reprisentant von @ mit A (T) = H(a) = m. Ist G(T) = G(a), so ist
nichts zu beweisen. Wir nehmen daher G(@) <% und TE E, ,, oder, ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit, TE £, , , an. Nach (6.66) bis (6.68) und nach (6.90) ist T dann von der
Form

(6.91) T=Ty—S,
mit

I L [ iz 0]
(6.92) To=23 2 ( 2 R i ® i ®gi,l;k) )

i=1 1=0 k=1
Rt’,l;k (S En—-l!fz',l;k e 4, Nl in

und mit
(6.93) $o EL,p1y So=2'85 S EK, 4

Wir haben nun lediglich zu zeigen, dal diese Darstellung (6.91) bis (6.93) schon in der
Weise moéglich ist, daB in (6.92) stets Z(R, ,.,) 4 ¢ + /< m gilt und alle S; sogar als
endliche Summen von Elementen (6.51) mit Z(R) + H(S) 4+ / < m darstellbar sind. Denn
dann gibt es sicher ein Element R& £, mit //(R) = »m und T—R & K, und durch Fort-
setzung dieses Schlusses ergibt sich die Behauptung.

Hierzu gehen wir von einer beliebigen Darstellung (6.91) bis (6.93) von T aus, fir die in
(6.92) stets H(R; ;.,) + 7 + /< ' und in (6.93), (6.51) stets H(R) + H(S) + /< m' mit
m' 2 m gilt. Ist hierbei 7' =, so ist nichts zu beweisen. Und es geniigt offenbar zu zeigen,
daB es im Falle »' >> m eine andere solche Darstellung von T gibt, fiir die dasselbe
schon mit »' — 1 statt mit »’ gilt.

Bei der gegebenen Darstellung diirfen wir die £; ;. , und die g; ,., bei festem 7, / wieder
als linear unabhingig tiber /' annehmen. Wie in Abschnitt 4 besitzt T, einen Repriisen-

tanten fy & M ,’,”:*_1 der Form

Kf’n' by 41
ot 2 #
(6.94) = ; k; 8 ® 1ty 114 @by 1:8 L
[pl=m'
Py FO
und S einen Reprisentanten s, & M2, | der Form

(6.95) S = Z’ h?i7 Z”, htiJ & Ff;{{'l

7
lplsw
bj=07%n+1
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Wegen H(T) < m' lassen sich die in (6.95) gegebenen h?/ fiir |p| = m' zu einem zu #, 7’
gehorigen Hauptsystem (h?7) mit

Kﬁnvpn—{-l
» =
3 h#ii = k; 8 © Ty 01114 @8y, g 138 fir p, + o,

i3

(6.76)
0 fir p, = o

fiir alle p mit |p| = m' erginzen. Hieraus folgt wieder (6.77), und nach Prop. 1 daher fiir
ein geeignetes, zu #, m' —1 gehériges triviales Hauptsystem (A7)

K’n"n+1 n—1

+es it " 1
Z;. 1 (gzk) v j)f ®f’nr’n+1;b ®g’n"n+1;k fiir i~ + 0,
=

7=

o= 3
J

o} fur », = o.

T besitzt mithin auch den Reprisentanten

0 . Ry
t=1ty,—Sq— > h#Z¢_ 3 HZ

) »
ot el w1
pj=0ﬁ’lr
JEn+1
Pusby 1
e 2 ?
= ,Z lg‘ 8o ® S tmy 134 @8yt 1it £
2l <
2,0
Tni?n+1 n-—1 ,
+ ¢5;7
+ Z Z (gzk) E )_] ®frn,r”+1;/§ ®grn.rn+1;kzr

_— Z’ h#:7 76 Z" hrid zr

.S s
1w |7 S -1

und folglich eine Darstelluﬁg (6.91) bis (6.93) der behaupteten Art. Damit ist Prop. 3 be-
wiesen.

Aus Proposition 3 folgt insbesondere die Regularititsforderung (»,), daher auch () im
Falle G(a) = 1. Beim Beweise von (7,), dem wir uns jetzt zuwenden, diirfen wir also
G(a) = n + 1 mit # > 1 voraussetzen.

Es sei also e & L mit A (a) = m >0 und mit G(a) = 7+ 1 und die Ableitung @’ sei
in der FForm

(5.8) ad =64+ mit Glo) En, H(q) Em

darstellbar. Es sei weiter S& £, ; ein Reprisentant von & mit /(S) = H(a) = m. Dann
besagt (5.8) genau, daB S einen Reprisentanten s © M, | mit der Eigenschaft besitzt, dal
fir alle ¢ mit |¢g| = m + 1

8*
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K
Inr9n+ 1
i 797G 1
(6'96) g g(qb) ®fqn,q”+1;k ®gqn,q"+1;é+ 2 hqj+ ( 2 g j_g &
' e ARLEE
ol fir g, 4, = 0.
o firg,,, = o,

yri iy AU SO S A, g E B,
7 e F’f,_jl, gt e F:n:11

n

gilt. Es ist unserem jetzigen Falle unwesentlich, ob hierin die erste Summe linker Hand auch
fir ¢, = o auftritt.
Fiir jedes 7 mit |#| = 7 — 1 sei jetzt gf = g” T » +1, und fiir jedes p mit |p| = m sei

K pr by 1+ 1

(6.97) ff = kgl A B bt 10 P8y w1
+ep 1S ity —ty
(6.98) f = Zhﬁ+“+(‘25’—£’“y
G g

Dann ergeben die fiir ¢, . ; = o hingeschriebenen Gleichungen (6.96) fiir alle diese p

o firp,, ;¥ o,
(6.99) ff="f+f—

g? firp,,, = o.

Andererseits lauten die Gleichungen (6.96) fiir ¢, . = 0

Kfn' 41

(= e S g
;78 = gvh ké{ 8 ©ani 132 @ Eaputn s 1ihe
FEn+1 JEn+1

Hieraus folgt nach Abschnitt 1, 2) fiir p, ., = o0

(6.100) g? = Z‘ hg:i + 1t
Pl
mit
(6.101) hg:i =— 3 (= 1>rn—ﬁ,.j(p_’)” ot enis
Ir|=m

T4+ 1=0

und mit
K’n+1"n+l

(6.102) f§ = ; kZl et e g ®ff,.+1.rn+1:é ® L t1, 7, 1 1i k"



§ 7. Die durch den Existenzsatz erzeugten strengen Multiplikationstheorien 61

Fiir alle in den Summen (6.101), (6.102) vorkommenden 7 gilt nun £} F#7/ C F2/, fiir
alle j &= 7 +1 und A% C A%, B»*1 C B?. Daher folgt, wenn man (6.97), (6.98) und
(6.100) bis (6.102) in (6.99) eintrigt, sofort, daB der Bestandteil héchster Ordnung >’ 2 Z2

»
[l=m
von S ein Element 6 € L mit G(6) < 7 definiert, also dic behauptete Darstellung

(5.9) a=b+c mit G@®) <G), Hl) <H().

Damit ist die Regularititsforderung (r,) vollstindig bewiesen.

Satz 3: Erfiillen die Folgen 4, B, v die Voraussetzung des vorangehenden Abschnittes,
so geniigt der Quotientenraum L (A4, B, v) von E nach K (4, B, v) der Regularititsfor-
derung (7).

§7. DIE DURCH DEN EXISTENZSATZ ERZEUGTEN STRENGEN
MULTIPLIKATIONSTHEORIEN

Wir kniipfen jetzt, im Besitze des im vorangehenden Paragraphen bewiesenen grund-
legenden Existenzsatzes, an die Entwicklungen der §§ 4, 5 an und bringen diese mit der
Untersuchung der durch den Existenzsatz erzeugten Multiplikationstheorien zu cinem ge-
wissen AbschluB. Dabei werden wir uns durchweg auf die — flir die Theorie wie fiir die
Anwendungen — allein interessanten strengen Multiplikationstheorien beschrinken.

Es wird sich zeigen, daB strenge Multiplikationstheorien in sehr grofler Zahl existieren.
Die Gesamtheit aller strengen Multiplikationstheorien erscheint &hnlich uniiberschbar wie
die aller Differentationstheorien, vergleichbar etwa der Uniibersehbarkeit der Gesamtheit
aller reellen Funktionen. Wihrend wir uns bei den Differentiationstheorien aber allein
auf die eindeutig bestimmte maximale, die Distributionentheorie D, beschrinkt haben,

ist hier, aus Griinden, die wir in Abschnitt 2 auseinandersetzen werden, eine solche Be-
0

schrinkung auf die maximale strenge Multiplikationstheorie 2 nicht angebracht.

Das wesentliche Ergebnis dieser Paragraphen wird daher die Existenz einer grofien
Klasse von wichtigen strengen Multiplikationstheorien sein, welche alle unsere Regulari-
titsforderungen erfiillen und die Anforderungen der Anwendungen weitgehend befrie-
digen.

Wir beginnen in Abschnitt 1 mit der angekiindigten Zusammenstellung der fir alles
Folgende grundlegenden Hauptergebnisse des vorangehenden Paragraphen.

1. Formulierung des Existenzsatzes
Nach den Ausfithrungen des vorangehenden Paragraphen gilt der folgende

Existenzsatz: Es sei U & {2 eine offene Punktmenge. Es seien zwei absteigende Folgen
A = (4™, B = (B™) von Teilrdumen 4™, B” von F({U), m = o, 1, 2, . .. gegeben:
FU)y=AD A D - - D A*D A1 D ..o,

7-1
( ) F(U)=BODBID_,_DBmDBm+lD...,
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welche die folgenden Eigenschaften besitzen:
(V) Aus f € A+ f e FY(U) folgt f' € A™.
(Vo) Aus g€ B"H! g € FY(U) folgt ¢’ € B™.
(Vy) Ausg € B”, & F”(U) folgt kg € B™.

Es sei ferner cine Folge v = (¢™) von bilinearen Abbildungen 2™ von A4” X B™ in E™(U),
m = 0,1, 2,...gegeben, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

(Vo) Fiir m = o, also f, g € F(U), gilt °(f, g) = fg.

(V) Fiir f € A1 (O FIU), g € B+ gilt o742 (f, 8) = v (f', ).

(Vo) Firg € B**' N A1), f € A"+ gilt " T1(f, 0) = (v" (/. £)) — " (/&)
(V) Fir f € A™, g€ B™, h & F™U) gilt v*(f, hg) = rv"(f, £).

Unter diesen Voraussetzungen gibt es einen streng produktiven Teiltaum K von E(U),
welcher alle Elemente

(7.2) f™ e g—v"(f, g) € E(U) mit f€ A", g€ B”, m=0,1,2,...
enthilt.

Wir haben in § 6, Abschnitt 3 begriindet, daB wir zu der Verwendung des inneren Produktes in (V§) be-
rechtigt sind.

Der Durchschnitt aller die Elemente (7.2) enthaltenden streng produktiven Teilriume X
von E(U), also das von allen diesen Elementen (7.2) und allen Elementen

(7:3) fesSeg—Sefgc EWU) mit f,g € FU), S € E,_,(U),
AU+ HES <o
=12 e
in E(U) erzeugte, gegen die Differentiation abgeschlossene Linksideal, hei3t der vor 4, B, v
erzeugte streng produktive Teilraum von E(U) und wird mit X (A4, B, v) bezeichnet.

Es gilt dann weiter der folgende

Regularititssatz: Unter den Voraussetzungen des Existenzsatzes erfiillt der Quotienten-
raum L(A, B,v) = E({U)/K(4, B, v) die Regularititsforderung (»,) und damit (§ 3,
Prop. 1) auch die Regularititsforderungen (), (7).

2. Die maximale strenge Multiplikationstheorie

Aus dem Existenzsatz folgt zunichst, dal das von allen Elementen (7.3) in E(U) er-
zeugte, gegen die Differentiation abgeschlossene Linksideal KO' (U) streng produktiv ist.
Das System ]2‘ , offenbar ein Teilraum von E, ist daher in 13’5 = CO‘ enthalten und mithin

0
eigentliche Basis der maximalen strengen Multiplikationstheorie P. Folglich gilt (§ s,
Prop. 4)

Satz 1: Es gibt strenge Multiplikationstheorien, insbesondere also die maximale strenge

0 0
Multiplikationstheorie 2. P erfiillt die Regularititsforderung (&,).
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Dieser Satz 1 ist nicht neu; sein Beweis bildete den wesentlichen Inhalt meiner Arbeit[5]. In dieser Arbeit[5]

konnte ich aber auch nur die Existenz der maximalen strengen Multiplikationstheorie Ig beweisen, die
Existenz weiterer Multiplikationstheorien blieb vollig ungewiB. In diesem Punkte werden wir im folgenden
also weit iiber [5] hinausgelangen. In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns vor allem einen Uberblick
iiber eine groBe Klasse von wichtigen weiteren Multiplikationstheorien verschaffen, dagegen nicht ausfiihr-

0
lich auf die spezielle Struktur von 2 eingehen. Der Vollstindigkeit halber und deshalb, weil sie als Ao#i-
vierung unseres jetzigen Hauptanliegens dienen soll, fithren wir in diesem Abschnitt aber wenigstens die

0
wichtigste spezielle Eigenschaft von 2 an:

0 0
Satz2: Esseixc U Qund S& DU), 4 € P(U). Fiir das Produkt S4 & P(U) gilt
genau dann statt G,(S4) £ G,(4) + 1 die schirfere Ungleichung G,(S4) < G,(4),
wenn A zerlegbar ist in A = B 4+ C mit G,(B) < G,(A) und mit Z,(S) + Z,(C) Lo.

Corollar zu Satz 2: Zwei Distributionen S, 7 & D (U) sind genau dann in bezug auf Ig
multiplizierbar, wenn fiir jedes x € U die Ungleichung Z.(S) + Z.(7) < o gilt.

Daher werden durch Prop. 1 aus § 4 in der Tat, wie wir angekiindigt hatten, alle absolut
multiplizierbaren und sogar alle absolut streng multiplizierbaren Paare von Distributionen
gegeben.

Beziiglich des Beweises von Satz 2 ist folgendes zu sagen: Der im Corollar gegebene Spezialfall findet
sich schon in [5]; weiter wird dort Satz 2 fiir den Fall bewiesen, daB /7,(S) = oist,in dem 4 also eine Funktion
A € F(U) sein muBl. Der vollstindige Beweis von Satz 2 aber ist bisher nicht publiziert. Dieser Beweis
erfordert langwierige und schwierige Uberlegungen, die den Rahmen dieser ohnehin umfangreichen Arbeit
sprengen wiirden. Ich beabsichtige, ihn an anderer Stelle im Rahmen einer Untersuchung der speziellen

Eigenschaften der maximalen strengen Multiplikationstheorie 19 zu verdffentlichen.

Wir werden von Satz 2 in seiner allgemeinen Form im folgenden keinerlei Gebrauch machen. Auch das
bereits in [5] bewiesene Corollar werden wir bei den folgenden Uberlegungen nicht zum Beweise heranziehen,
sondern lediglich zu ihrer Motivierung:

Es ist, besonders in den Anwendungen, dringend erwtnscht, Multiplikationstheorien zu
besitzen, in bezug auf die méglichst viele Paare von Distributionen multiplizierbar sind.
Unser Corollar zu Satz 2 zeigt aber, daf3 dieses Ziel von der maximalen strengen Multipli-

0

kationstheorie 2, unbeschadet ihrer fundamentalen Stellung in der Gesamtheit aller
strengen Multiplikationstheorien, nur in sehr unvollkommener Weise erreicht wird. In

0

bezug auf 2 sind z. B. Produktbildungen wie ¢ §, 5 (Pf. ;” ), ... sicher keine
Distributionen. — Die Dinge liegen hier also wesentlich anders als bei den Differentiations-
theorien, unter denen gerade die Distributionentheorie 2 die Bediirfnisse der Theorie wie
die der Anwendungen in optimaler Weise erfiillte: Hier sollen umgekehrt moglichst
wenige Ableitungen von Funktionen wieder Funktionen sein; z. B. soll die Ableitung 6 =¥~
von Y keine Funktion (oder, was in diesem Falle dasselbe bedeuten wiirde, nicht Null) sein.

Es erweist sich also notwendig, neben Ig weitere, in diesem Sinne leistungsfihigere
Multiplikationstheorien zu betrachten. Diese miissen tunlichst strenge Multiplikations-
theorien sein, damit in ihnen ein brauchbarer Kalkil mit Produkten von Distributionen
moglich ist (§ 4, Abschnitt 5), und sie missen die Regularititsforderung (&;) erfiillen,
welche das Auftreten pathologischer Erscheinungen ausschlieBt (§ 4, Abschnitt 3).

Das hiermit umrissene Ziel werden wir mit Hilfe unseres Existenz- und Regularitits-
satzes angreifen und, wie sich zeigen wird, in weitgehend befriedigender Weise erreichen
kénnen.
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3. Erzeugendensysteme

Fiir jedes y € U € 2 seien zwei absteigende Folgen A (U, y) = (4™ U, %)), B{U, y) =
= (B™(U, »)) von Teilriumen A™(U, ¥), B”(U, y) von F(U) und cine Folge v(U, y) =
= (v"(U, »)) von bilinearen Abbildungen 2™(U, y) von A", y) X B"(U,y) in E*(U),
m =0, 1, 2, ... gegeben, welche die Voraussetzungen des LExistenzsatzes erfillen. Wir
fassen die AU, y), BWU,»), v(U,») zu den Systemen A, B,v zusammen und nennen
(A, B, v) kurz ein Erzeugendensystem. Ebenso fassen wir die von den A (U, y), B(U, y),
v(U, y) erzeugten streng produktiven Teilrdume K(4 (U, y), BU, ¥), v(U, y)) = K (A, B, v;
U, ») von E(U) zu dem System K (A, B, v) zusammen,

Es sci weiter C(A, B, v) = K¥(A, B, v) der von K (A, B, v) erzeugte separierende Teilraum
von E, das System aller streng produktiven (§ 5, Prop. 2) Teilriume C(A, B, v; U) von E(U),
und schlieBlich P(A, B, v) die durch C(A, B, v) definierte strenge Multiplikationstheorie, das
System aller Raume P(A, B, v; U). Das System K (A, B, v) ist eine strenge Basis von P(A,B,v)
(§ 5, Def. 2), und wir nennen P(A, B, v) die von (A, B, v) erseugte strenge Multiplikations-
theorie.

Aus dem Regularititssatz aus Abschnitt 1 und aus Prop. 3 von § 5 folgt sofort, dal}
P(A, B, v) die Regularititsforderung (&) erfullt. Nach § 5, Prop. 4 gilt auch (R,), sofern
K (A, B, v) eine eigentlicke Basis von P(A, B, v) ist. Ist dies der Fall, so nennen wir (A, B, v)
ein eigentliches Erzeugendensystem.

Es ist klar, daf3 es nicht nur wegen der Giiltigkeit von (R,) wesentlich ist, sich auf
eigentliche Erzeugendensysteme zu beschrinken. Denn wir diirfen im allgemeinen nur
dann, wenn (A, B, v) eigentlich ist, sicher sein, daB f™, g fiir beliebige f& A™(U, ),
g & B”(U, ) auch wirklich in bezug auf P(A, B, v) multiplizierbar sind.

Proposition 1: Ein Erzeugendensystem (A, B, v) ist sicher dann eigentlich, wenn es fir
jedes y € R die folgenden Eigenschaften besitzt:

(E,)) Fiir jedes Paar U, V'€ 2 mity & V' C U und jedes m = 1, 2, ... sind die Restrik-
tionen von A” (U, »), B (U, ¥) auf Vin A™(V, y), B”(V, ) enthalten. Fiir alle f € 4™, y),
gE B"(U, y) stimmt die Restriktion von o”(U, ) (f, g) auf V mit +"(V, ) (f,, &)
tberein.

(Ey) Fur jedes U& £ mit y € U und jedes m = 1,2,... ist B*(U,y) in F*({U,y)
enthalten:

(7.4) B™(U,y) C F*(U, y).

Zum Beweise geniigt es offensichtlich zu zeigen, daB} fiir jedes 7 = 0, 1, 2, ... und alle
ycUE Q,f€ A", »), g € B" (U, ») die Restriktion von o™ (U, ¥) (f, g) auf V=U—(y)
mit dem inneren Produkt /¢ g, {ibereinstimmt. Fiir s = o ist das klar. Wir nehmen die
Behauptung fiir ein # = o als richtig an und beweisen sie fiir 7 +- 1. Es sei also f &
A" YU, y), g € B"TY(U, v). Wir wihlen einen beliebigen, von y verschiedenen Punkt
x € U und zu x, ¥ je eine offene, in U enthaltene Umgebung W, W’ mit leerem Durch-
schnitt, schlieBlich eine Funktion 2 & £” 1 (U), die auf W die Restriktion 1 und auf ¥’ die
Restriktion o besitzt. Dann gilt offenbar 2g & F1(U), folglich

hom P (U, y) (f,8) = v U, ) (f, hg) = (0" (U, ) (f; ) — v"(U, ) (f, (hg))



§ 7. Die durch den Existenzsatz erzeugten strengen Multiplikationstheorien 63

und daher auf I# nach Induktionsvoraussetzung

@ UNED)w=UPew) — S &w) =18 gw-

Da x & U, x == ¥ beliebig wihlbar ist, gilt dasselbe mithin auch in V, was zu beweisen
war.,

Es liegt natiirlich sehr nahe, die Forderung (E,) aufzustellen. Hierdurch werden die zu
demselben y & R gehorigen AU, ), B(U, ), v(U,») in der Tat in einer solchen Weise
miteinander verkniipft, dal ithr Zusammenwirken der Eigentlichkeit des Erzeugenden-
systems (A, B, v) nicht entgegensteht. Die Hauptschwierigkeit aber liegt in den Wechsel-
wirkungen zwischen den zu verschiedenern y & R gehérigen AU, v), B(U, »), v(U, ) be-
griindet. Und eben diese Wechselwirkungen werden durch unsere Forderung (E,) gewisser-
maBen trivialisiert. Die Forderung (7.4) bedeutet natiirlich eine Einschrinkung der Allge-
meinheit. Aber sie (und im wesentlichen auch nur sie) erméglicht es, ein Erzeugenden-
system (A, B, v) in einfacher Weise als eigentlich zu erkennen und nachzuweisen, nimlich,
wie Prop. 1 aussagt, schon dadurch, daB man nur die zu demselben ¥ € R gehorigen
AW, ), BU,y), v(U, ) miteinander zu vergleichen braucht,

Damit sind wir geradezu zu einer neuen ,,Rangordnung** unter den ,,Variablen U, y
gelangt: Bisher haben wir, nach unserer Darstellung zu schlicBen, immer U als primir
angesehen, und y durchlief alle Punkte von U; jetzt liegt es niher, y als primir anzusehen
und U alle y enthaltenden offenen Punktmengen durchlaufen zu lassen.

In diesem Lichte aber erscheint die in (7.4) vorgenommene Einschrinkung bei weitem
nicht mehr so schwerwiegend: Sie besagt nimlich, kurz gesagt, lediglich, daB der zu
einem festen y & R gehorige Bestandteil

(7.5) AW) = (AU, ), B(») = (BW, ), v(») = (v, )

des Erzeugendensystems (A, B, v) nur im Punkte y selbst wirksam werden soll, daf3 dieser
Bestandteil nur die im Punkte y konzentrierten ,,Singularititen‘* der Funktionen, die sich
ihrer Multiplizierbarkeit mit mehr oder weniger allgemeinen Distributionen entgegen-
stellen, iiberwinden soll — dal wir uns mithin auf solche ,,isolierten Singularititen** be-
schrinken werden. — Vom Standpunkte der Anwendungen aus bedarf eine derartige Ein-
schrinkung tbrigens keiner Rechtfertigung.

Es wird daher im folgenden unser Hauptziel sein, fir festes y & R Systeme (7.5) aufzu-
finden, in denen die Folgen A (U, ¥), B(U, ), v(U, ») fiir jedes U € 2 mit y € U die Vor-
aussetzungen des Existenzsatzes und (E,) erfiillen und in ihrer Gesamtheit durch die
Eigenschaft (E;) miteinander verkniipft sind. Ein solches System (A(y), B(¥), v(¥)) nennen
wir kurz ein zu y geidriges regulires Erzeugendensystemm. Und wir wissen:

Ist fiir jedes y € R ein zugehdriges regulires Erzeugendensystem (A(y), B(y), v())
gegeben, so bildet deren Gesamtheit (A, B, v) ein eigentliches Erzeugendensystem der
strengen, die Regularititsforderung (&) erfillenden Multiplikationstheorie P(A, B, v).

4. Die Standard-Multiplikationstheorien

Wir konnen jetzt sehr leicht eine erste groBe Klasse von strengen Multiplikations-
theorien angeben. Ihre Konstruktion beruht auf einer gewissen Verallgemeinerungsmog-
lichkeit des inneren Produktes:

Fiir jedes U & £ und jedes m = 0, 1, 2, ... definieren wir eine bilineare Abbildung von
FmU) x M™(U) auf E”(U) durch

Miinchen, Ak. Abh, 1956 (Kénig) o
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(7.6) @9=3 3 (=0 (55,

S=0 k=j
g € E"(U), s =é}fb # € M"W), f, € FU).

Die fiir m, 7 4 1 definierten Abbildungen (7.6) stimmen auf ihrem gemeinsamen Defini-
tionsbereich £7+'(U) x M™(U) iiberein; daher diirfen wir, wie in (7.6) geschehen, statt
(g, 5),, kurz (g, 5) schreiben.

Wir benutzen also zur Definition die Produktregel in der Form (4.12). Damit ist klar,
daB (g, s) fir g & F7(U) nichts anderes als das innere Produkt ¢S von g und der durch s
definierten Distribution S & E£”(U) ist. Daher hat g € F™(U),s € N*(U)= N{U) N\ M™(U)
sicher (g, s) = o zur Folge. Fiir beliebiges ¢ € #™(U) braucht dies jedoch keineswegs der
Fall zu sein; daher definiert (7.6) fiir 7 = o keine eindeutige Abbildung von #™(U) X E™(U)
auf Z”(U). Man verifiziert jedoch miihelos, dal3 die folgenden Relationen auch hier giiltig
bleiben:

(7.7) (& 5) =&+ (&), g€ FU), s€MU"V),
(7-8) h(g, s) = (kg 5), gEFU), se M™U), heEFU).

AuBerdem ist die Abbildung (7.6) offensichtlich mit der lokalen Struktur von &™, M™, E”
vertriglich.

Der Zusammenhang dieser Relationen (7.7), (7.8) mit den in (Vy), (V3) auftretenden
liegt auf der Hand. Es ist jedoch, wie betont, kein Analogon zur Relation (V) vorhanden.
Zur Vermeidung dieser Schwierigkeit fithren wir den folgenden Begriff ein:

Es sei ¥ & R. Wir nennen einen Teilraum A4 von F(R) einen zu y gehorigen Querraum,
wenn seine Restriktion A (U) auf kein U& 2 mit y € U eine von Null verschiedene
differenzierbare Funktion f & F1(U) enthilt. Ist jedem y € R ein zugehériger Querraum
A () zugeordnet, so nennen wir das System A aller A (y) ein Quersystem. Offenbar gibt es
Querriume und Quersysteme in ungeheuerer Zahl. Wir denken uns ein festes Quersystem
A= (A (y)) gegeben.

Fiir jedes y & UE 2 und jedes m = 1, 2, ... sci jetzt A”(U, y) gleich der Restriktion
AU, v) des zu y gehorigen gegebenen Querraumes A (y) auf U, ferner A°(U, y) = F{U).
Weiter setzen wir B”(U, y) = F”(U, y), fir m = o also insbesondere BO(U, y) = F(U).
Dann sind die Voraussetzungen (7.1) und (V,) bis (V;) des Existenzsatzes erfiillt, des-
gleichen (E,). Fur f € A™(U, »), g & B™(U, y) erkliren wir schliefllich

(7.9) vU,9) ) = (@ f™) = 3 (= " () (£ ).

Fiir jedes 2 = o, 1, 2, ... wird hierdurch cine bilineare Abbildung 2™ (U, ) von A”(U, y) X
X B”"(U, y) auf E™(U) erklirt, fir m = o insbesondere das gewohnliche Produkt fg von
f, £ € F(U). Die Voraussetzungen (Vy), (V) sind unmittelbar aus (7.7), (7.8) zu be-
stitigen, und Voraussetzung (V;) ist jetzt (wegen der Einfithrung der Querriume!)
trivialerweise erfiillt. SchlieBlich ist auch (E,) evident. Wir haben also zu jedem y € R ein
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regulires Erzeugendensystem (A(¥), B(y), v(»)) = (A(»)) und damit ecin eigentliches Er-
zeugendensystem (A, B, v¥) = A gewonnen. Die hierdurch erzeugte strenge Multiplika-
tionstheorie P(A, B, v) = P, nennen wir die zum Quersystem A gehirige Standard-Multipli-
kationstheorie.

Satz 3: Jedem Quersystem A ist eine wohlbestimmte strenge, die Regularititsforderung
(Ry) erfiillende Multiplikationstheorie, die Standard-Multiplikationstheorie P,, zuge-
ordnet. P, ist die obere Grenze aller strengen Multiplikationstheorien, in denen fiir alle
yEUE 2, m=1,2,...und alle f&€ AU, ), g F"(U, y) die Gleichung

m

(7.10) g = (g, fe") = 2 D= O e
P
gilt.

Ist das Quersystem A, in dem Quersystem A, enthalten, so ist P, offenbar Verengung
von P, ; hiervon gilt aber nicht die Umkehrung. Aus den Uberlegungen von § 6, ins-
besondere aus Formel (6.90), kann man jedoch leicht erschlieBen, dafl aus A; C A, und
der Isomorphie von P, , P, die Gleichheit von A, A, folgt. Diese Tatsache garantiert
schon die Existenz einer grofien Zahl von strengen Multiplikationstheorien.

0
Offenbar gibt es unter allen Quersystemen ein einziges minimales, nimlich A = ((0));

die zugehérige Standard-Multiplikationstheorie 24 stimmt mit Jg tiberein. Andererseits ist
jedes Quersystem in einem maximalen Quersystem enthalten. Wir wollen, als extremen
Fall, die zu einem solchen maximalen Quersystem A gehdrige Standard-Multiplikations-
theorie P, niher betrachten.

Hierzu wéhlen wir ein beliebiges U & 2 und ein beliebiges f & F(U). Zu jedem y & U
gibt es, da der Querraum A () maximal scin sollte, ein Element f°& A (U, ) mit der
Eigenschaft, daB3 die Restriktion von f—f° auf eine gewisse, in U enthaltene offene Um-
gebung V von y in F1(V) enthalten ist. f,, ist also zerlegbar in f}, = f1 + ¢! mit 1 €
AV, ») und g* € FY(V). Indem wir diesen Schluf} jetzt auf (g') anwenden und ihn in ent-
sprechender Weise wiederholen, erhalten wir schlieBlich: Zu jedem y & U und jedem
m =1, 2, ... gibt es eine (beliebig klein wihlbare) in U enthaltene offene Umgebung V)"
von ¥, in der eine Darstellung der Form

(7.11) fm=rfi+ea, FGLEAWY, g€ FD,

(g}')l=ff +g§’ fyz & A(V;”’JO: ggzz = Fl(V;/")!

N =fr+gr, fredlVry), g€ FEIM

gilt. Wir kénnen offenbar V**+* C V» annehmen; die zu 7 4 1 gehérige Darstellung
(7.11) geht dann aus der zu m gehdrigen durch Bildung der Restriktion auf 7" ** und
Hinzufiigung einer weiteren Gleichung hervor.

Wir wihlen weiter ein beliebiges 7 = 1, 2, ... und ein beliebiges g & #™(U). Zu jedem
v & U gibt es dann eine in U enthaltene offene Umgebung V, in der g, € F”(V, y) gilt.
Wir diirfen annehmen, da3 IV mit dem im vorigen Absatz gewonnenen V)" tibereinstimmt.

*

9
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Aus (7.11) folgt dann in P (V)
(7.12) Uy = 2 (70 60 + (&) av

Nach (7.10) ist (/"™ g),, also eine Distribution: (f™g),, € E™(V). Daher ist auch f™g eine
Distribution: f"g € D(U), und zwar gilt nach § 3, Prop. 2 sogar f™g¢g c E™(U). -
Weiter haben wir nach (7.11) in M”(V)

”m

(7.13) fram =2 frtitd 4 (e — o

/=1

mit den Abkiirzungen
(7.14) si=(gh) —gl :ENY(V), =2 (rt"Hd e ).
=1

Vergleichen wir (7.12) und (7.13) und berticksichtigen (7.10), so folgt mithin

(7-15) (f‘m)g)V = (& /5y + (gv, t}")

Ist insbesondere g, & F™(V), so verschwindet hierin der letzte Summand, und auf beiden
Seiten steht das innere Produkt /g, . Weiter verschwindet dieser letzte Summand fiir
f&€ AU, y); das folgt ecinerseits aus (7.10), andererseits daraus, daB3 in diesem Falle
alle g/, Null sind. Fiir ein beliebiges /& F(U) aber ist er im allgemeinen von Null ver-
schieden, und seine Form hingt wesentlich von der speziellen Wahl des Querraumes A ab.

Wir gehen noch einen Schritt weiter: Es werde m, 2= 1, 2, ... und g & #"**(U) be-
liebig gewihlt, fiir jedes y € Uwieder V*# = V7 gesetzt und g, € F” ¥ #(V, ) angenom-
men. Dann gilt nach (4.12) in 2,(V)

g, = 3 D g
Setzt man hierin (7.13) ein, so folgt nach (7.7)
Py = (@S + 5 ) g 54D
und hieraus nach kurzer Rechnung unter Berticksichtigung von (7.14)

> (= 0 (g (5D

-1
(7160 g%y = + X X
Es ist mithin auch (f"™g®), eine Distribution, und zwar unterscheidet sie sich von
(f" M), nur héchstens um eine Distribution der Ordnung 4. Daher gilt (f™g®),
€ EMax (m B (7Y Auch fg® ist wieder eine Distribution: f™¢® < D(U), und nach § 3
Prop. 2 gilt sogar f"g® & Ee= (n B (7). Damit haben wir den folgenden
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Satz 4: Es sei A ein maximales Quersystem. In bezug auf die zugehérige Standard-
Multiplikationstheorie 2, ist jede Distribution S & E”(U) multiplizierbar mit jeder
Distribution 7”& E*({U) der Form

k
(i) TS mit g, € F"T(U).
i=0
Und zwar gilt in P,(U)
%
(7:18) ST = 3 SgN+ R
i=0

und dabei fiir jedes y € U
(7.19) H ()= (T und damit (S 7) < Max (H,(S), H,(T)).

Dieser Satz ist das umfassende Ergebnis hinsichtlich der Multiplizierbarkeit von
Distributionen, das wir aufzuweisen haben: In einer zu einem maximalen Quersystem
gehorigen Standard-Multiplikationstheorie P, sind zwei Distributionen S, 7 immer dann
multiplizierbar, wenn wenigstens die zweite von ihnen nur ,isolierte Singularititen be-
sitzt. — Dabei haben wir Satz 4 noch nicht einmal in vollster Allgemeinheit, fiir S, 7€ D)
formuliert.

Ist das Quersystem A nicht notwendig maximal, so Uibertrigt sich Satz 4 mit der Ein-
schrinkung, daB in bezug auf P, nur gewisse S € E™(U) mit allen T & E*(U) der Form
(7.17) multiplizierbar sind, unter Erhaltung der Relationen (7.18), (7.19).

Zur Illustrierung der vorangehenden Uberlegungen bringen wir ein wichtiges Beispiel:
y € U € Q seien beliebig, ebenso f& F(U), und es sei g = ¥V, € F = (U, y), die Heavi-
sidefunktion in bezug auf den Punkt y. Fiir jedes » = 1,.2, ... gilt in einer gewissen Um-
gebung ¥ von y nach (7.14) )

(¥, 55) = (90 6, ¥y, 2 =I_Z;€m+1—l(y) oy~
mit
G42) cw(¥) =—2gr ().

Dann gilt nach (7.15), zundchst in 7 und damit auch in ganz U,
(7.21) SOV, = (TN + 2t ) 67,
weiter nach (7.16) fir £ =o0, 1, 2, ...

k . o
(7.22) Al 69 = —'_Z(; (— () bmt1ti-i (D) 65:)'

Diese Formeln (7.21), (7.22) gelten in P,(U) fiir jedes f € F(U). Die Koeffizienten ¢, (¥)
sind natiirlich von f abhéngig, aber im allgemeinen durch f nicht eindeutig bestimmt, d. h.



70 § 7. Die durch den Existenzsatz erzeugten strengen Multiplikationstheorien

in allen zu maximalen Quersystemen A gehérigen Standard-Multiplikationstheorien 2,

dieselben. MaBgebend hierfiir ist das ,,Verhalten' von f in der Umgebung von y. Gilt in

einer gewissen Umgebung V" von y etwa f, & F”(V) fir ein m = 1, 2, ..., so sind ¢ (¥),
. o ¢,,(») nach (4.18) eindeutig festgelegt zu

(7.23) () =—s/Y"20), F=1...,m.

Andererseits gilt die folgende

Proposition 2: Es sei y € U € £, und fiir keine in U enthaltene Umgebung V7 von y sei
die Restriktion von f& F(U) in F1(V) enthalten. Dann gibt es zu beliebig vorgegebenen
Zahlen ¢, (¥), m = 1, 2, ... ein Quersystem A (und folglich auch ein maximales) mit der
Eigenschaft, daB in P,(U) die Relationen (7.21), (7.22) gelten.

Der Beweis ist sehr einfach: Man setze f irgendwie zu einer auf K definierten Funktion
fLE F(R) fort, ferner setze man etwa %,, = (x — 3)' 712" — ¢ (), m=1, 2, ... und erkliire
den zu y gehérigen Querraum A (y) als den von f; — 4, und allen 4, — 2" ', m=1, 2, ...
erzeugten Teilraum von 7 (R).

Wir haben diese Tatsache auch deshalb fiir sich formuliert, um daraus sogleich eine
wichtige, nach allem Vorangehenden evidente Folgerung zu ziehen:

Satz 5: Es gibt unendlich viele, paarweise nicht isomorphe strenge Multiplikations-
theorien. Genauer: Die Menge aller minimalen strengen Multiplikationstheorien besitzt
mindestens die Michtigkeit der Funktionenmenge.

Wir miissen jedoch konstatieren, daf die Standard-Multiplikationstheorien, so natiirlich
ihre Einfiihrung und so weitreichend die in ihnen gewihrleistete Multiplizierbarkeit von
Distributionen auch sein mag, doch nicht alle Forderungen erfiillen, die von seiten der
Anwendungen gestellt werden. Der Grund hierfiir ist die zweite Ungleichung (7. 19). Aus
ihr folgt z. B., daB} in einer Standard-Multiplikationstheorie niemals die erste der Rela-
tionen (4.23) gelten kann (die zweite ist, wie wir wissen, in einer strengen Multiplikations-
theorie ohnehin unmdéglich). Es erweist sich also als notwendig, weitere strenge Multipli-
kationstheorien aufzusuchen, in denen diese zweite Ungleichung (7.19) nicht allgemein
gilt. Der Existenzsatz wird uns auch hierzu verhelfen. In den so gewonnenen Multipli-
kationstheorien haben wir hinsichtlich der ,,Werte'* des Produktes von speziellen Distri-
butionenpaaren dann mehr Variationsmoglichkeit als in den Standard-Multiplikations-
theorien, mussen dies aber, wie sich zeigen wird, damit erkaufen, dall bei weitem nicht so
viele Distributionenpaare multiplizierbar sind wie in diesen Standard-Multiplikations-
theorien.

5. Der Basissatz

Wir vergegenwirtigen uns noch einmal den Zweck, den wir mit der Einfithrung der
Querrdume und Quersysteme verfolgt haben: Es sollte damit erreicht werden, daf3 die
Voraussetzungen (V;), (V7) des Existenzsatzes, die bei der Definition der Abbildungen ™
durch (7.9) auf Schwierigkeiten fiihren wirden, trivialerweise erfuillt sind. Auch hier wird
es niitzlich sein, diese Voraussetzungen (V;), (V}) in derselben Weise auszuschalten. Ist
man sicher, daB} 4! (und damit 4™ fir jedes m = 1, 2, ...) keine von Null verschiedene
differenzierbare Funktion f &€ F1(U) enthilt, so erkennt man sofort, dal sich die iibrigen
Voraussetzungen des Existenzsatzes nur auf die lineare Vektorraumstruktur der 4™ be-
ziehen: Man braucht die Abbildungen o™ nur fiir ezzzze/ne, in ihrer Gesamtheit uber F1(U)
linear unabhingige und 4” aufspannende Funktionen f & 4™ zu erkliren, um sie alsdann
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durch die Forderung der Linearitit auf ganz A” zu gewinnen. Es bedeutet also keinerlei
Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir die 4™, entweder bis zu einem gewissen
Maximalindex »z, hinauf oder aber fiir alle 7, als nur aus den reellen Vielfachen einer
einzelnen Funktion f & F(U), f € F*(U) bestehend annchmen.

Damit sind alle Schwicrigkeiten bei der Definition geeigneter Abbildungen v™ auf deren
in (Vy), (Vy), (Vg), (Vs) zum Ausdruck kommende Verkniipfung mit der Struktur der 5™
konzentriert, und zwar ist hierbei sowohl die Differentiation als auch die Multiplikation im
Spiele. Diese Schwierigkeiten treten jetzt, da wir uns nicht mehr auf die vorweg bekannten
Abbildungen (7.6) mit den analogen Eigenschaften (7.7), (7.8) stiitzen konnen, in ihrem
ganzen Umfange in Erscheinung. Zu ihrer Uberwindung denken wir uns die B” in
geeigneter Weise durch eine Familie von Funktionen g; & #”(U, y) erzeugt, welche so-
wohl hinsichtlich der Differentiation als auch hinsichtlich der Multiplikation gewisse
Basiseigenschaften besitzt. Damit die Funktionen g; weiter fiir alle betrachteten » die-
selben sein kénnen, werden wir im ersten der oben genannten Fille, in dem die Folge der A™
also bei einem gewissen Maximalindex #zy abbricht, g, €& F”° (U, y) vorauszusetzen haben,
im zweiten Falle sogar g; & /° (U, y). Beide Fille lassen sich vollig analog behandeln;
wir beschrinken uns daher auf den zweiten.

Wir werden so in natiirlicher Weise auf die im folgenden Satz prizisierten Voraus-
setzungen gefiihrt:

Satz 6: Esseiy € U € Qund f &€ F(U) einé Funktion, deren Restriktion auf keine in
enthaltene offene Umgebung V' von y in F1(V) enthalten ist. Es sei weiter eine Familie
(&:):cs von Funktionen g; € F® (U, ) und eine Folge von Familien (S7),.,, m =1, 2, ...
von Distributionen S? & E™(U) gegeben, welche fir jedes mz = o, 1, 2, ... die folgende
Eigenschaft besitzen:

(B) Aus

(7.24) 2 kg € AU, b€ FmH D),

/; =0 bis auf endlich viele /& 7

folgt fiir jedes 7 & 7 eine Darstellung der Form

(7.25) kg = p:8: + i) 2o 9: € F7(U),
fiir welche

(7.26) RSP = B, (5™ —p, S — g, f™ mit-S) = fe: fie =0
gilt.

Unter diesen Voraussetzungen gibt es ein zu y gehériges regulires Erzeugendensystem
(A(), B(3), v(9)) mit

(7'27) f E Am(U, y)’ gi e Bm(U7 y)’ Z’m(U»J’) (f7 gx) = Szm
fir alle w2 = 1,2, ... und alle 7 E /.

Das heiBBt nach Abschnitt 3: Es gibt eine strenge, die Regularititsforderung (R))
erfiillende Multiplikationstheorie 2 mit der Eigenschaft, dal in P(U)
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(7.28) f g = Sr

fir alle 72 = 1, 2, ... und alle 7 & 7 gilt.
Beweis: Wir Gberlegen zunichst, daB fir jedes m = 0, 1, 2 ... aus

(7-29) Z /_ligi + 4 =o, ;li: ke FM(U)’
auch
(7.30) 2 SP A R =0

folgt. — Fiir 7 = o ist das wegen S? = fg; klar. Wir setzen die Behauptung fiir ein 72 > o
als richtig voraus und beweisen sie fur 7 + 1. Es gilt also

(7.31) Z/z,-g,-—{—/z:o, iy b € FTHD.
Dann haben wir nach Induktionsvoraussetzung zunichst
Z BST A+ Af™ =0
und hieraus durch Differentiation
(7.32) S ESP + 3 h(STY + K 4 hfD = o
Weiter folgt aus (7.31) nach (B) fiir jedes 7 & 7 Gleichung (7.25), und nach (7.26)
(7.33) 2y SP =2 h(STY — 2 9: 57— X ./
SchlieBlich erhalten wir durch Differentiation von (7.31) wegen (7.23)
2+ p) e + (Z 7; + h’) =0
und daher, wieder nach Induktionsvoraussetzung,
(7.34) ZhSE I ST+ P HS =o.
Kombinieren wir nun Gleichung (7.33) mit (7.32), (7.34), so folgt sogleich
3 hSET 4 At =,

also unsere Behauptung fiir # + 1.

Es sei jetzt AU, y) = B(U, y) = FU), fir m = 1, 2, ... weiter A™(U, ) der Teilraum
aller reellen Vielfachen von f und 5”(U, y) der Teilraum aller g & F” (U, ¥) der Form

(7:35) g=2lg:+ 4, by ke & F(U).
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Die Voraussetzungen (V,), (V;) des Existenzsatzes sind dann offensichtlich erfiillt, und
nach (B) gilt dasselbe von (V,). Auf Grund des eben Bewiesenen wird ferner durch

(7.36) U, 9) (f, &) = 3 bSF + hf™

fir m = 1,2,... und durch 2°(U, ») (f, &) = fg fir m = o eine bilineare Abbildung
(U, ) von AU, y) X B™(U, y) in E”(U) erklirt. Die Voraussetzungen (Vy), (Vy), (V3)
sind wieder offensichtlich erfiillt. Zum Beweise von (Vy) sei ein g & B" (U, y) N FY(U)
in der Darstellung

g=2/z,-g,.+}z, by k€ F»+1(U)
gegeben. Nach (7.25), (7.36) hat man dann
U, 9) () = 3 B ST A+ A,
(U, 3, 8 = Z’ hi ST+ RS,
(U, ) (f, &) = Z (5; + ;) ST -+ Z A ot A
und folglich nach (7.26)

" tU, ) (f, 8) + v U, ») (f, &) — (", ») (f, &)’
= 3 ST = h(SPY + $:ST + ¢: /") = o.

Damit sind also alle Voraussetzungen des Existenzsatzes erfiillt.

Fiir jede in U enthaltene offene Umgebung V von ¥ ist schlieB3lich nach unseren Voraus-
setzungen die Funktion f, gegeben, ferner die Familie ((g,),);., der Funktionen
(&)y EF*(V,y) und die Familie ((S7),);c; der Distributionen (S7), € £”(V). Man
iiberzeugt sich mithelos, dal alle diese wieder die Eigenschaft (B) besitzen. In einem
solchen V konnen wir also alle unsere bisherigen Betrachtungen wicderholen. Insbe-
sondere sei wieder A°(V,y) = B°(V,y) = F(V), fir m = 1, 2, ... weiter A™(V,») der
Teilraum aller reellen Vielfachen von £, und B=(V, y) der Teilraum aller g € F"(V, v)
der Form

S Z hi(gdv + I, by k€ F™(V),
sowie 22(V, ¥) (f, &) = fg fiir m = o und
"V, 5) (Fpr 8) = 2 (SP)y + A S

flir #m = 1,2,... Dann sind wieder alle Voraussetzungen des Existenzsatzes erfiillt.
SchlieBlich setzen wir fiir eine nicht in U enthaltene offene Umgebung I von v einfach
ANV, y) = B°(V, y) = F(U) und A™(V,y) = B*(V,y) = (0) fir m =1, 2, ... sowie

Miinchen, Ak. Abh. 1956 (Kénig) 10
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PV, ) (f, 8) = fg fur f, g € F (V). Dann sind die Forderungen (E,), (E,) offensichtlich
erfiillt, wir haben mithin ein zu y gehériges regulires Erzeugendensystem (A(y), B(¥), v(%))
gewonnen, fiir welches (7.27) gilt. Damit ist Satz 6 bewiesen.

Corollar zu Satz 6: Esseiy € U € Qund (f),, eine Familie von Funktionen f, € #(U),
deren Restriktionen auf jede in U enthaltene offene Umgebung V von y linear unabhingig
iiber F1(V) sind. Es sei weiter eine Familie (g;);c; von Funktionen g, & /U, y) und
fiir jedes /& L eine Folge von Familien (S7);c;,, 7 = 1, 2, ... von Distributionen
S, € E™(U) gegeben, welche fiir jedes 7 = o, 1, 2, ... in bezug auf /f, die Eigenschaft (B)
besitzen.

Unter diesen Voraussetzungen gibt es ein zu y gehériges regulires Erzeugendensystem

(A(y), B(»), ¥(3)) mit
(7-37) LHEA™U,y), &€ B"U,y), o"U, 3 (/&)= S

furallem =1,2,...undalle/& 1,/E€ L.
Das heiflt wieder: Es gibt eine strenge, die Regularititsforderung (R,) erfiillende
Multiplikationstheorie 2 mit der Eigenschaft, daB in P(U)

(7.38) fi7 g = S

firalle ms = 1,2,...und alle / € 7,/ & L gilt.
Nach unseren Vorbemerkungen ist dieses Corollar in der Tat eine triviale Folgerung
aus Satz 6.

6. Folgerungen

Aus Satz 6 gewinnt man nun ohne Schwierigkeiten eine Fiille von wichtigen strengen
Multiplikationstheorien. Insbesondere liefert dieser Satz in — soweit wir sehen — allen fir
die Anwendungen bedeutungsvollen Fillen scharfe Resultate. Das wird sofort klar, wenn
wir aus ihm die folgende Konsequenz (eine unter vielen méglichen Konsequenzen) ziehen:

Proposition 3: Es sei y & U & 2 und f& F(U) eine Funktion, deren Restriktion auf
keine in U enthaltene offene Umgebung V7 von y in F1(V) enthalten ist. Es sei weiter

(£)ics eine Familie von Funktionen g; & F*(U, y), welche fiir jedes m = o, 1, 2, ... die
folgende Eigenschaft besitzt:

(B") Aus
(7-24> Z ;lz'gi = F1<U>’ }‘i = Fm+l<U)’

#;=o0 bis auf endlich viele 7 & /
folgt fiir jedes 7 & 7

(7.38) h g € F'(U), hg; € Fm(U).

Es sei schlieBlich (77);., eine Folge von Familien von Distributionen 77 & E™*1(0U),

1
mi=loy 12 et
Unter diesen Voraussetzungen gibt es genan dann cine strenge Multiplikationstheorie 7
mit der Eigenschaft, daB in P(U)
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(7-39) f"ei=1r

fir alle 2 =0, 1, 2, ... und alle € 7/ gilt, wenn in D(U) fir alle » = o0,1,2,...,/& /7
und 2 € F™ Y (U) mit kg, & F'(U) die Relation

(7.40) Fo (kg = TP

besteht. Ist das der Fall, so erfiillt die obere Grenze aller Multiplikationstheorien 2 mit
dieser Eigenschaft die Regularititsforderung (R,).

Fiir jedes 2 & F7 1 (U) mit kg; & FL(U) gilt in D(U) nimlich
hgi = (hg) — W g; = hg;

also ist die Bedingung (7.40) sicher notwendig. Und aus Satz 6 folgt umgekehrt sofort,
dal} sie auch hinreicht.

Wir geben fiir Proposition 3 ein charakteristisches, fiir die Anwendungen vor allen ande-
ren wichtiges Beispiel:

Die Familie (g,);., bestehe aus den beiden Funktionen
(7:41) a=Y, g=loglr—yl,

die beide offenbar in #* (U, ) enthalten sind. Offenbar ist

1 —
x—y

(7.42) &1 =0, &=

Wir {iberzeugen uns, dafl die Bedingungen (B') erfiillt sind: Aus (7.24) folgt zunichst
7(¥) = hy(y) = o und damit 4, ¥, € FL(U), also auch 4, log|x—y| & F*(U). Diczweite
Bedingung (7.38) ist fiir 7 = 1 trivialerweise erfiillt, ebenso fiir # = 2 im Falle 7 = o. Fiir
m=1,2,... hat A& F""'(U), 2(y) = o andererseits, wie schon bei Gleichung (4.19)

erwahnt, Z(log|x —y|) = ;éy & F7(U) zur Folge, deshalb auch % log|x—y| € F(U).

Die Bedingungen (7.40) lauten hier also erstens fiir m = o, 1, 2, ...
(7.43) =50 fiir alle 2 &€ F7*1(U) mit £(y) = o
und zweitens fiir 7 = o

70 i — s
2 log|x—y]| (x—y)log |z —y]|

(7-44)
und fiir 72 = 1,2,...

i

iy

(7-45) Tgh=f" fiir alle # € £+ (U) mit 2(y) = o.

Die Gleichungen (7.43) lassen sich bei beliebigem f & F(U) natiirlich leicht erfiillen,
namlich durch

7= ‘“Cm+1(y) 6_;/

10
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fur beliebige Koeffizienten ¢,, , ;(y), m = 0, 1, 2,... Wir erhalten aus (7.39) fiir eine ge-
eignete strenge Multiplikationstheorie P dann in P(U)

(7'46> f(”‘) 6_;/ el €m+ l(y) 6}:

oder, durch leichte Umrechnung,

(747) f(M) Yy = (f Yy)(’”) + Zl’ £m+1—j (y) 6_(1;i—1)
b=
fir m = o, 1, 2, .. . Andererseits folgt aus (7.46) allgemeiner flir beliebiges £ = o, 1, 2,...
£
(7.48) ¥ i 5;&) = Z — 1) (k) Coriiin V) 6(')

Wir bemerken, dal3 diese Formeln (7.47), (7.48) véllig identisch sind mit den in den Stan-
dard-Multiplikationstheorien 2, gewonnenen (7.21), (7.22).
Ebenso leicht 146t sich die Gleichung (7.44) bei beliebigem f & F#(U)16sen, namlich durch

(7.49) Ty = x—_{; + di(9) 9,

mit beliebigem &,(y). Die Gleichungen (7.45) bediirfen jedoch fiir jedes f &€ F(U) einer ge-
sonderten Betrachtung. Nehmen wir beispielsweise f = ¥, an, so gilt fiir jedes 2 & F™* (D),
m =1, 2,...mit 2(y) = o nach (4.19)

k V]
(m) = §»-1
Ve 0

Sl il L sm
S =t 8k,

die Gleichungen (7.45) nehmen also die Form

(sz i 5(”1)) .
an und lassen sich durch
= -———6(’”) 4+ d,1(9) 9,
mit beliebigem Koeffizienten &, , (¥), m = 1, 2, . . . mithelos befriedigen. Fiir eine geeig-

nete strenge Multiplikationstheorie £ haben wir in 2(U) mithin neben (7.46) bis (7.49)
fiir f = Y, die Gleichungen

(7-50) 8" (Pf' z—y ) - m+ T8+ 4,009,
m = 0,1, 2, ... Allgemeiner folgt hieraus fiir beliebiges £ = 1, 2, ... wieder

(50 8 (Phti) = 0r G O 4 T ) ot as )

(x— y)
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Hierin ist, als einfachster Spezialfall, die Formel (4.23) enthalten, die uns mit Hilfe der
Standard-Multiplikationstheorie nicht erreichbar war.

Dieses eine Beispiel, das sich noch beliebig ausbauen liee, soll die Schlagkraft unseres
Satzes 6 und damit letztlich die unseres Existenz- und Regularititssatzes demonstrieren.
Das Corollar zu Satz 6 erlaubt die gleichzeitige Behandlung vieler Funktionen f, & #(U)
bei gleichem y & R, und mit der Einfithrung der zu einem Punkte gehdrigen regulédren
Erzeugendensysteme (Prop. 2) haben wir die in derselben Multiplikationstheorie vollzieh-
baren, zu verschiedenen Punkien y & R gehoérigen Betrachtungen voneinander vollig un-
abhingig gemacht. Wir gelangen so zu einer Fiille von strengen, die Regularititsforderung
' (Ry) erflillenden Multiplikationstheorien, welche alle die in den Anwendungen benutzten
Produktrelationen erfassen diirften.

Wir bemerken jedoch, daf3 in bezug auf eine in dieser Weise aus Satz 6 gewonnene Mul-
tiplikationstheorie niemals eine so weitgehende Multiplizierbarkeit von Distributionen
bestehen kann wie laut Satz 4 in bezug auf die zu maximalen Quersystemen gehérigen
Standard-Multiplikationstheorien. Man kann z. B. zeigen, daB die Distribution &), und die

Multiplikationstheorie, in welcher die Formeln (7.49), (7.50) gelten. — Den einfachen Be-

weis unterdriicken wir.

Mit Proposition 3 schlieBt sich der Kreis der Multiplikationstheorie. Die Ergebnisse
einer ,,naiv‘‘ geiibten ,,Multiplikation durch Division‘‘ haben wir, soweit sie legitim sind,
zuriickgewonnen als AusfluBl einer umfassenden Theorie, welche dem Umgange mit Pro-
dukten von Distributionen dieselbe Sicherheit verleiht wie dem mit den Distributionen
selbst.

5 sicher nicht multiplizierbar sind in bezug auf eine strenge, (&,) erfiillende
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