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Seit der Aufstellung der neueren Quantentheorie gehért die Frage nach den méglichen
Messungen und nach ihren Einwirkungen auf die Bewegung der atomaren MeBBobjekte zu
den Grundproblemen der modernen Mechanik. Insbesondere ist die in den Begriffen der
Komplementaritdt und der Unbestimmtheit festgestellte Grenze des Geltungs-
bereiches der klassischen Mechanik?! erst durch eine genauere Betrachtung der MeBmog-
lichkeiten und der Meflvorginge gefunden worden. In die Argumentation gingen natiirlich
die damals schon lange bekannten empirischen Grundtatsachen der Quantentheorie ein;
doch machte erst die Untersuchung der Messung deutlich, wo die klassische Mechanik ver-
sagt und worauf dies Versagen beruht. Trotz dieser zentralen Bedeutung der Messung fiir
das Verstiandnis der neuen Mechanik fehlt bis heute eine genaue und erschépfende Theorie
des Mefivorgangs. Um den mathematischen Formalismus der Quantenmechanik physika-
lisch zu deuten, mufite man die méglichen Messungen diskutieren. Doch ist dabei nicht
vollstindig gekldrt worden, ob oder wie sich der MeBvorgang selbst dem Formalismus
unterordnen ldBt% Interessant ist vor allem die Frage, wieweit sich am MeBproblem
grundsitzliche Unterschiede zwischen der klassischen und der modernen Mechanik zeigen.
Die Absicht dieser Arbeit ist es, den Vorgang der Zustandsmessung quantenmechanisch
zu beschreiben und zu untersuchen, welche Rolle das Messen im quantenmechanischen
Formalismus spielt. Die Arbeit erhebt nicht den Anspruch, das Problem in allen Einzel-
heiten erschopfend zu behandeln.

I. VORBEMERKUNGEN

Wir beginnen mit der Definition der benutzten Grundbegriffe. Es gibt Messungen ver-
schiedener Art; wir teilen sie mit v. WEIzsAcKER? in zwei Gruppen: solche mit zeitlosen
und solche mit kontingenten MeBobjekten. Zu den ersteren, die wir allgemeine Mes-

! N. Bonr: Naturw. 16 (1928) 245; vgl. auch N. Bong, H. A. KraMeRrs u. J. C. SLATER, Zs. f. Phys. 24
(1924) 69. W. HEISENBERG: Zs. f. Phys. 43 (1927) 172. N. Bour: Naturw. 17 (1929) 483; 18 (1930) 73; Atom-
theorie und Naturbeschreibung, Berlin 1931.

? Einzelne Aspekte des Problems wurden behandelt von W. HEisENBERG (Die physikalischen Prinzipien
der Quantentheorie, Leipzig 1930), J. v. NEUMANN (Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik,
Berlin 1932), W. PavLi (Handbuch d. Phys., Springer 1933, XXIV/1, S. 83), F. Loxvon u. E. Baver (La
Théorie de I'observation en mécanique quantique, Paris 1939), P. Jorpan (Philosophy of Science 16 (1949)
269, G. Lubwic (Zeits. f. Phys. 135 (1953) 483; Die Grundlagen der Quantenmechnik, Springer 1954),
D. Boum (Quantum Theory, New York 1951), H. J. GRoENEWo0LD, Physica 12 (1946) 405; Proc. Kon. Akad.
v. Wetensch. Amsterdam B 55 (1952) 219. Ich mdéchte Herrn Prof. GrRoENEWOLD auch an dieser Stelle fiir
die Uberlassung seiner neuen, noch nicht verdffentlichten Arbeit iiber ,,Quantum Measurements* danken.
Anmerkung bei der Korrektur: In der Zwischenzeit erschien der Bristoler Konferenzbericht ,,On Observation
and Interpretation®, ed. S. K6rNER, London (Butterworths) 1957, mit Beitrigen von H. J. GROENEWOLD,
F. Bopr, P. K. FEYERABEND, G. SUSSMANN u. a.

3 C.F.v. WEnzsAicker: Naturw. 42 (1955) 521, 545; vgl. insbesondere S. 529.



6 1. Vorbemerkungen

sungen nennen wollen, gehéren die Bestimmungen der fundamentalen Naturkonstanten,
ferner z. B. die von Massen, Ladungen, Parititen, mittleren Lebensdauern, Eigendreh-
impulsen, elektrischen und magnetischen Eigenmomenten der atomaren Partikel, von Wir-
kungsquerschnitten der StoBvorginge, von Wellenlingen, Breiten und Intensititen der
Spektrallinien, also von allen moglichen (evtl. parameterabhidngigen) Konstanten in Ge-
setzmiBigkeiten. Bei der zweiten Gruppe, den Zustandsmessungen, handelt es sich um
Messungen von Observablen, d. h. um Feststellungen von Zustandseigenschaften des
beobachteten physikalischen Objekts. Mit dieser Art von Messungen haben wir es in dieser
Arbeit ausschlieflich zu tun.

Die Gesamtheit der durch eine Zustandsmessung gewonnenen Angaben nennt man kurz
den ,,Zustand des Objektsystems‘‘. Nach v. NEUMANN wird er im mathematischen Forma-
lismus der Quantentheorie im allgemeinen Falle, im sog. Gemisch, durch cinen nicht-
negativen hermiteschen Operator w der Spur 1 beschrieben. Nur im Speziealfall maximaler
Kenntnis oder verschwindender Entropie, im sog. reinen Fall4, kann er durch einen auf
1t normierten Hilbertvektor g unbestimmter Phase ersetzt werden; @ ist dann die Orthogo-
nalprojektion ¢, auf die Richtung .

Das Ergebnis einer Zustandsmessung kann die Quantenmechanik grundsitzlich nur mit
Wabhrscheinlichkeit voraussagen; die GewiBheit ist ein seltener Spezialfall. Solch eine
Wahrscheinlichkeitsaussage kann durch Bestimmung der relativen Haufigkeiten bei zahl-
reichen Wiederholungen der ,,gleichen‘ Zustandsmessung nachgepriift werden®. Zur Be-
rechnung der Wahrscheinlichkeit hat man nach demjenigen Orthogonalsystem zu entwick-
keln, in dem die den gemessenen Observablen entsprechenden hermiteschen Operatoren
auf Diagonalform sind. Ihre Eigenwerte sind die méglichen MeBwerte und die zugehorigen
Diagonalelemente von @ die gesuchten ,,Ubergangswahrscheinlichkeiten*. Diese Ent-
wicklung oder Zerlegung in Komponenten ist eine rein mathematische Operation und
muB von der durch den MeBprozeB verursachten wirklichen, irreversiblen Zerlegung des
Objektzustandes, die wir Aufteilung nennen wollen, wohl unterschieden werden.

Durch eine Messung wird der Zustand des Objekts im allgemeinen verédndert; wir wol-
len diese Anderung Zustandsreduktion® nennen. Aufgabe der MeBtheorie ist es, den
Vorgang der Zustandsreduktion an Hand von Gedankenexperimenten zu diskutieren. Der
Zustand erleidet nun nach den Gesetzen der Quantenmechanik eine stetige, vollkommen
determinierte zeitliche Anderung w(#) relativ zur Gesamtheit der Observablen. Diese
stetige Relativbewegung wird in den einzelnen ,,Darstellungsbildern®* verschieden
beschrieben: Im Heisenbergbild durch die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen, im
Schrédingerbild durch die Schrédingersche Wellengleichung und im Tomonagabild durch
die Hamiltongleichungen fiir die ,,ungestorte Bewegung' sowie durch die Schrédinger-
gleichung fiir die ,,Wechselwirkung zwischen den Teilen des Systems'‘. — Damit erhebt sich
die wichtige Frage, ob es mdglich ist, durch Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwi-
schen dem MeBobjekt und dem MeBapparat die Zustandsreduktion auf die stetige Relativ-
bewegung zuriickzufiihren.

Entsprechend dem Bonrschen Begriff der Komplementaritit (zwischen dem determini-
stischen Hilbertraum-Formalismus einerseits und der statistischen Raum-Zeit-Beschreibung

4 H. WEYL: Zs. f. Phys. 46 (1927) 1; J. v. NEUMaNN: Gétt. Nachr. 1927, S. 245.

5 Dabei ist allerdings zu beachten, dafl Wahrscheinlichkeiten durch relative Hiufigkeiten im all-
gemeinen nur niherungsweise wiedergegeben werden, und selbst dies nicht mit Sicherheit, sondern nur mit
einer sehr groBen Wahrscheinlichkeit. (Durch Verlingern der Versuchsreihe kann man diese Wahrschein-
lichkeit der GewiBheit immerhin beliebig nahe bringen.) Vgl. dazu S. 18.

¢ Sie wird meist als ,,Reduktion der Wellenpakete‘‘ bezeichnet.



I. Vorbemerkungen 7

andererseits) wird diese Frage von den meisten Autoren verneint. Bei der Diskussion
der Unschirferelation wird von HEISENBERG und Bounnr betont, daf3 die MeBinstrumente
einerseits threm Begriffe nach in wohlbekannter Weise deterministisch funktionieren miis-
sen, dal} sie aber andererseits selbst grundsitzlich dem Teilchen-Feld-Dualismus unter-
worfen sind. Letzteres ist wesentlich, denn anderenfalls kénnte man durch geeignete Mef3-
anordnungen die Unschirferelation ,,{iberlisten*‘. Zusatzvorrichtungen, die eine unzulissig
genaue Lokalisierung des Objekts ermdglichen, zerstdren notwendig durch ihre eigene
Unschirfe die Interferenzfihigkeit der Objektwellen?. Die klassische Physik ist also metho-
disch eine Voraussetzung der Quantenphysik, folgt aber andererseits aus ihr im Grenzfall
hoher Quantenzahlen oder relativ kleiner Unschirfen. Zu den Grundsitzen der Quanten-
theorie gehort danach die Kleinheit, aber auch die Existenz der Me3apparat-Unschirfen.
Mit jeder Beobachtung ist in der Atomphysik prinzipiell eine bis zu einem gewissen Grade
unkontrollierbare Stérung verkniipft. Um trotz dieser Unbestimmtheit die deterministische
Bewegung des Zustandes anwenden zu kénnen, mul3te HEISENBERG durch einen gedank-
lichen Schnitt das MeBinstrument vom Objekt abtrennen. Die Wirkung des Beobachters
erscheint dann notwendig als ein mathematisch nicht nidher beschreibbarer (nur in Aus-
nahmefallen verschwindender) Sprung w0’ — 2"’ der ZustandsgréBe im Hilbertraum. Dieser
unstetige Vorgang ist ein wesentliches Merkmal der Zustandsreduktion und somit des quan-
tentheoretischen MeBprozesses, ja der Quantentheorie iberhaupt. Die SCHRODINGERsche
Frage®,,Are there quantum jumps ?*‘ findet durch ihn ihre Beantwortung : Die Schrédinger-
gleichung beschreibt eine stetige Verdnderung des Zustandes in deterministischer Weise,
enthilt also keine Quantenspriinge; durch die Messung aber wird in die Theorie ein un-
stetiges, statistisches Element eingefiihrt, und auf dieses lassen sich alle sog. Quanten-
spriinge zuriickfithren. Die Unstetigkeit der Quantenspriinge beruht auf der Unstetigkeit
in der Kenntnisnahme.

Die ScurODINGER-Welle ist somit nicht als ein reales Feld aufzufassen?, sondern als ,,In-
formationskatalog** (ScHRODINGERY, PauLI, vgl. Anm. 32) oder als die Gesamtheit aller
der Konsequenzen, die quantenlogisch aus bekannten MeBergebnissen tiber zukiinftige
(oder vergangene) Messungen gezogen werden diirfen, also als ,,Implikationskatalog*’
(v. WE1ZSACKER). Den nichtobjektiven Charakter von y zeigt besonders eindrucksvoll eine
Diskussion ,,verschrinkter'’ Systeme!!.

Bei alledem ist allerdings vorausgesetzt, daB} keine verborgenen Parameter angenom-
men werden. In der ersten deterministischen Interpretation von Boum? ist 9 ein objektives,
wenn auch unbeobachtbares und ,,unanschauliches Feld im Konfigurationsraum. (Aufer-
dem gibt es noch die stets streng lokalisierten Teilchen, dic sich entlang einer Wellennor-
malen von y bewegen.) Diese Auffassung kann logisch nicht widerlegt werden!®. Gegen sie

7 Vgl z. B. W. PauLi?, S. 86.

8 E. ScHRODINGER: Bristol Journ. Philos. Sc. III (1952) No. 1o, 11.

® M. Born: Zs. f. Phys. 37 (1926) 863.

10 E.ScarOpINGER (Naturw. 23{1953]807,823, 844) bezeichnet dieyp-Funktionals ,,Katalog der Erwartung*.

11 A. EInsTEIN, B. PopoLsky u. N. RosEn: Phys. Rev. 47 (1953) 777; N. Bonur: Phys. Rev. 48 (1935)
696. Vgl. auch das Beispiel im Lehrbuch von D. Boum2, Chap. 22.

12 D. Borx: Phys. Rev. 85 (1952) 166, 180; 86 (1952) 389; 89 (1953) 319, 458.

13 Der oft genannte v. NEUMANNsche Beweis fiir die Nichtexistenz verborgener Parameter (vgl.2 Kap.
IV. 2) ist einwandfrei, aber er setzt voraus, daB die Parameter durch die Messung nicht gestért werden. Im
Unterschied zu einem &lteren Versuch von pE BroGLIE (Journ. Phys. Rad. (VI) 8 (1927) 225) spielt dem-
gemif in den Boumschen Arbeiten die Diskussion des MeBprozesses, der Wechselwirkung mit dem MeB-
apparat, eine entscheidende Rolle. Ahnliches gilt fiir die Differentialraum-Interpretation von N. WIENER
u. A. SiEGEL (Phys. Rev. 91 (1953) 1551; 101 (1956) 429).
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spricht vor allem das Argument der mathematischen Einfachheit. Auch in der Boppschen
Interpretation der Quantenmechanik! ist  bzw. w kein reales Feld, sondern eine stati-
stische Zustandsgrofie. Wir gehen auf diese Frage nicht nidher ein und legen unserer Dis-
kussion nur die iibliche statistische Transformationstheorie von BoRN, JorpAN und DirAc
zugrunde.

Es ist nun wesentlich, da3 man nach HEISENBERG den Schnitt in Richtung auf den Beob-
achter hin verschieben kann, ohne daf} sich dadurch das MeBresultat an der urspringlich
gemessenen Grofle indert. Wértlich heiB3t es?®: ,, Durch diese Komplementaritit der Raum-
Zeit-Beschreibung einerseits und der kausalen Verknilipfung andererseits tritt ferner eine
eigenartige Unbestimmtheit des Begriffes ,Beobachtung’ auf, indem es der Willkiir anheim-
gestellt bleibt, welche Gegenstinde man zum beobachtenden System rechnen oder als
Beobachtungsmittel betrachten soll.** Die Unstetigkeit der Zustandsreduktion an der
Stelle des Schnittes kann somit verschoben werden, aber sie 1483t sich nicht vermeiden!$:
,, Wirde man die MeBinstrumente zum System rechnen — wobei man auch den Hilbert-
raum entsprechend erweitert —, so wiirden die oben als unbestimmt angesehenen Anderun-
gen des Systemvektors jetzt bestimmt. Den Nutzen hieraus kénnte man jedoch nur ziehen,
wenn unscre Beobachtung der Meflinstrumente von Unbestimmtheit frei wire. Fiir diese
Beobachtungen gelten aber die gleichen Uberlegungen wie oben, und wir miilten etwa
auch unsere Augen mit ins System einschlieBen, um an dieser Stelle der Unbestimmtheit
zu entgehen u.s. w. SchlieBlich kénnte man die Kette von Ursache und Wirkung nur
dann quantitativ verfolgen, wenn man das ganze Universum in das System einbezoge —
dann ist aber die Physik verschwunden und nur ein mathematisches Schema geblieben.
Der Ansicht der Kopenhagener Schule schlieBt sich auch v. NEUMANN an, wenn er sagt!?,
daB die Grenze zwischen dem Objekt und dem Beobachter ,,bei jeder Beschreibungs-
weise irgendwo gezogen werden mul3, wenn dieselbe nicht leer laufen, d. h. wenn ein Ver-
gleich mit der Erfahrung méglich sein soll.* Dies ist eine Konsequenz der besonders von
BoHR betonten Tatsache, dafli man Erfahrung immer nur in klassischen Begriffen mitteilen
kann.

Nach der Messung ist bekannt, dal3 von den verschiedenen Zustinden, die in w ge-
miB dem Diracschen Superpositionsprinzip!® miteinander koexistierten!®, nur der
gemessene giiltig ist. Die Messung hat ihn als den wahren herausgestellt, und die
anderen Komponenten sind dementsprechend zu streichen. Um den neuen Zustand w"
zu erhalten, muB3 die gemessene Komponente durch Division mit ihrer Wahrschein-
lichkeit im alten Zustand @' auf die Spur 1 umnormiert werden®. Die durch den
Schnitt hervorgerufene unstetige Zustandsreduktion ' — '’ driickt also genau die mit
der Beobachtung verbundene Anderung der Kenntnis des Objektes aus. Die Unstetigkeit
ist nicht verwunderlich, sondern im Gegenteil selbstverstindlich und notwendig, wenn man
wie iiblich den ,,Zustand‘ als den Inbegriff der mdéglichen Zustandsangaben uber das

14 F. Borp: Zs. f. Naturf. 22 (1947) 202, 78 (1952) 82; 92 (1954) 579; Optik 11 (1954) 255; Zs. angew. Phys.
6 (1954) 235; Bayer. Akad. d. Wiss., math.-nat. KI. (1955) 9; Ann. de 'Inst. Henri Poincaré XV (1956) 81.

18 W. HEISENBERG, Die physikalischen Prinzipien der Quantentheorie (4. Aufl., Hirzel 1944), S. 48.

16 W. HEISENBERG!®, S. 44.

17 J. v. NEUMANNZ, S. 224.

18 P, A, M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics (Oxford 1930, 1935, 1947).

19 C.F. v. WEIzsickER?, S. 548.

20 Durch diese ,,Reduktion® mit der anschlieBenden Normierung unterscheidet sich das Diracsche quan-
tenmechanische Superpositionsprinzip grundsitzlich von dem Superpositionsprinzip, das in klassischen
linearen Feldtheorien erfiillt ist.
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Objektsystem definiert. Der Zustandsoperator w beschreibt das Wissen, welches das
beobachtende System vom Objektsystem besitzt®, Dies geschieht, wie in jeglicher Be-
schreibung, stilisierend. Ein nur vorausgesetztes ,,Wissen‘‘ (etwa bei der Diskussion eines
Gedankenexperiments) wird natiirlich durch ein hypothetisches w beschrieben; ein ver-
meintliches, irrtiimliches ,,Wissen‘‘ durch ein falsches 7. Auffillig an dieser Definition ist,
dafl als Gegenstand der mathematischen Theorie nicht (oder nur indirekt) das Objekt-
system selbst erscheint, sondern vielmehr die Information des beobachtenden Systems iiber
das Objektsystem. Diese erkenntnistheoretische Situation ist aber keineswegs ganz neu,
sondern bereits aus der klasisschen Thermodynamik® seit BoLTzMANN und GIBBS wohl
bekannt. An Stelle des Wahrscheinlichkeitsoperators w (g, ¢') im Hilbertraum der
w(g) hat man dort eine Wahrscheinlichkeitsdichte w (g, p) im Phasenraum der
(g, p), welche die Art der Kenntnis des Beobachters vom Objekt formuliert®. Durch eine
Messung erleidet dieses @ i. allg. eine unstetige Verdnderung, die mit den Hamiltonschen
oder Liouvilleschen Gleichungen selbstverstindlich nichts zu tun hat, wohl aber mit der
Anderung der Kenntnis®. Der einzige — allerdings sehr wesentliche — Unterschied zur
Quantentheorie besteht darin, da3 es in der klassischen Physik moglich ist, sich auBerdem
eine mathematische Beschreibung des Objekts selbst vorzustellen, die mit der Beschrei-
bung eines (in Wirklichkeit immer nur hypothetischen) bestmoglichen Wissens vom Objekt
genau aquivalent ist. Die beiden Lesarten des mathematischen Formalismus sind vom
physikalischen Standpunkt aus gleichwertig; der Unterschied wird erst in der philosophi-
schen Erkenntnistheorie wichtig. Die Unschirfen der klassischen Thermodynamik kénnen
demnach als Ausdruck einer rein subjektiven Unkenntnis aufgefafit werden. Die mit einer
Beobachtung verbundene Stérung des Objekts darf entsprechend dem Fehlen eines Teil-
chen-Feld-Dualismus als beliebig klein gedacht und so die Zustandsreduktion mit ihrem
Mangel an Determiniertheit auler acht gelassen werden. In der Quantentheorie dagegen
gibt es keinen mathematischen Formalismus, der als eine Beschreibung des Objektsystems
selbst aufgefalit werden konnte, es sei denn, man fithrt verborgene (d. h. wenigstens in der
bisherigen Physik nicht beobachtbare) Parameter ein. Insbesondere sind die nach der
Quantenmechanik grundsitzlich bestméglichen Zustandsangaben keineswegs frei von Un-
schirfen®. Ein anderer Ausdruck dafiir ist die Tatsache, daB3 in der Quantentheorie, im
Unterschied zur klassischen Theorie, die unstetigen Zustandsreduktionen grundsitzlich
unvermeidbar sind.

Der prinzipiell statistische Charakter der Quantenmechanik ist eine unmittelbare Folge
dieser Unvermeidbarkeit des Schnittes. HEISENBERG schreibt®: ,, Die Teilung der Welt in

21 Miindliche AuBerung von C. F. v. We1zsick ER. Ebenso W. HEISENBERG in seinem Miinchener Akademic-
vortrag: ,,Dies hat schlieBlich zur Folge, dal die Naturgesetze, die wir in der Quantentheorie mathematisch
formulieren, nicht mehr von den Elementarteilchen an sich handeln, sondern von unserer Kenntnis der
Elementarteilchen** (Die Kiinste im Technischen Zeitalter, Darmstadt 19356, S. 36).

22 Unter Thermodynamik verstehen wir diejenige Erweiterung der Mechanik, die notwendig wird, wenn
die Kenntnis des Objekts nicht die bestmégliche ist. Wir vermeiden die Bezeichnung ,,statistische Mechanik*,
weil in der Quantentheoric bereits die reine Mechanik statistische Elemente enthilt.

28 Nach Gipes fiihrt man in Gedanken eine statistische Gesamtheit von Systemen ein von der Art des
Objekts, aber mit verschiedenen Werten der Observablen. Diese Betrachtungsweise ist durch v. NEUMANN
in die quantenmechanische Zustandsdefinition iibertragen worden. Vgl. auch Anm. 4.

24 Dementsprechend hat man, worauf Borr hingewiesen hat, auch hier eine Art Komplementaritit mit
Unschiirferelationen, vor allem zwischen Energie und Temperatur.

28 Ein quantitatives Ma$ fiir die Menge an Information ist die negative Entropie — S = % {w log w),
wobei ¢ » die Spurbildung bedeutet ((w) = 1) und o log o als o definiert ist. Notwendig und hinreichend
fiir 2 = ¢, ist S = 0. Vgl. L. SziLarp: Zs. f. Phys. 32 (1925) 753; 53 (1929) 840 u. J.v. NEUMANN?, Kap. V.

26 W. HEISENBERG!S, S. 44.

Minchen Ak, Abh, math.-nat. 1958 (SiiBmann) 2
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das beobachtete und das zu beobachtende System verhindert also die scharfe Formulierung
des Kausalgesetzes. (Das beobachtende System braucht dabei keineswegs ein menschlicher
Beobachter zu sein; an seine Stelle konnen auch Apparate wie photographische Platten
usw. gesetzt werden.) Die Verschiebbarkeit des Schnittes driickt aus, daB3 die Quanten-
mechanik in die physikalischen Aussagen keineswegs eine unerwiinschte ,,Subjektivitat*
hineinbringt. Das durch z (bzw. die y-Funktion) ausgedriickte ,,Wissen** ist i. allg.
nichts anderes als die in den physikalischen Dokumenten (Zeigerstellungen, photogra-
phischen Aufnahmen, Registrierkurven usw.) objektiv enthaltene Information; ,,objektiv*’
in dem Sinne, dal} sie jedermann in gleicher Weise zuginglich ist. Die berlihmte Katze,
von der SCHRODINGER sagt?, dal} sie nach der Quantenmechanik weder tot noch lebendig
sei, solange man sie nicht anschaut, kann als ein objektives MeBinstrument fiir das ihre
Vergiftung bewirkende a-Teilchen aufgefaBt werden.

Dies alles gilt, obwohl ja nach der Quantentheorie auch die makrophysikalischen
Korper nicht ganz frei von den mikrophysikalischen Unschirfen sind. Besteht man
dementsprechend — im Sinne der Forderung nach einem ,,objektiven Abbild der Welt* —
darauf, auch die Messung, diec Registrierung und sogar die Vorginge im lebenden
Organismus dem quantenmechanischen Formalismus zu unterwerfen (durch eine un-
vorstellbar grofle Erweiterung des Hilbertraumes), so bleibt allerdings schlieBlich
nichts anderes iibrig, als ein menschliches Bewultsein als ein letztes ,,MeBgerit und
sein Gedichtnis als das ,,MeBdokument aufzufassen. Doch auch dies bedeutet keines-
wegs, dafl verschiedene Beobachter mit Recht einander widersprechende Zustands-
angaben machen kénnen. Denn die erste Ablesung kann — soweit von der Anderung
des Zustandes durch den natlirlichen Ablauf des Geschehens einschlieBlich der duBe-
ren Einfliisse abgeschen werden kann — durch die nachfolgenden immer nur bestitigt wer-
den. Macht man aber eine Zustandsangabe unter Aullerachtlassung der Tatsache, daf ein
anderer Beobachter bereits abgelesen hat, so begeht man nach den Regeln der Quanten-
theorie einen Fehler; diec Zustandsangabe wird falsch, denn man hat die mit der Beobach-
tung verkniipfte ,,Stérung*’ (Erweiterung des Hilbertraumes und Wechselwirkung) auBer
acht gelassen. Schon vor der bewuliten Kenntnisnahme des Meflergebnisses wissen wir,
daf} die Interferenzglieder zwischen den verschiedenen Einstellungen des MeBapparates
relativ ,,klein‘’ sind, vergleichbar den bekannten unvorstellbar kleinen Wahrscheinlichkei-
ten fiir das Eintreten irreversibler Prozesse. In dem Mafe nun, in dem die Interferenzfihig-
keit vernachlissigbar ist, darf vom MeBresultat bereits vor der Ablesung postuliert wer-
den, daB es objektiv fixiert ist. Es gibt alle Uberginge zwischen der bekannten Spinmes-
sung, bei der die Interferenzfihigkeit — wenigstens im Gedankenexperiment — weitgehend
erhalten bleibt, und der ScuropiNGERschen Katze, von der wir kaum zweifeln, daB sie
schon vor dem Hinschauen (an sich) tot oder lebendig ist, und daf3 es etwas Drittes nicht
gibt.

Dies sei an einer analogen, aber durchsichtigeren und geldufigeren Erscheinung erléu-
tert: dem allméhlichen Verschwinden der mit der prinzipiellen Ununterscheidbarkeit glei-
cher Teilchen verkniipften Interferenzterme bei zunchmender Isolicrung der Teilchen
voneinander. Man nennt die gemischten Glieder in diesem Falle meist ,,Austauschterme*’,
denn sie sind eine Folge der Antimetrisierung (bzw. Symmetrisierung) der Produkte von
Einteilchenwellen.?$ Fiir ihre Existenz gibt es viele Beweise aus verschiedenen Gebieten

27 E. ScHRODINGER!?, SchluBbemerkungen.
28 Die durch die Wechselwirkung bewirkten Korrelationen oder kollektiven Bewegungen kénnen hier
auBer acht gelassen werden.
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der Physik. Trotzdem ist cs erlaubt, ja unvermeidbar, ein zu beschreibendes Objekt durch
eine Art ,,Schnitt’ von der Auflenwelt gedanklich zu trennen und die Antimetrisierung
mit den vielen gleichen Teilchen der Umwelt zu unterlassen. Der Versto3 gegen die prin-
zipiclle Ununterscheidbarkeit ist praktisch bedeutungslos, denn er macht sich wegen der
Kleinheit der Austauschglieder kaum bemerkbar. Es gibt zwar immer viele hermitesche
Operatoren, deren Austauschintegrale relativ grol} sind, z. B. Potentiale sehr groBer Reich-
weite, die unter anderem eine Permutation der Orte bewirken (Austauschpotentiale). Doch
l1aft sich wohl stets das Objekt als ein Teil eines ,,abgeschlossenen Systems® auffassen, des-
sen Wechselwirkung mit der Umwelt einschlieBlich der Austauschintegrale vernachlissigt
werden kann. Von den Operatoren, deren Matrixelemente relativ grofe Austauschglieder
(oder auch andere Interferenzterme) mit der Umwelt enthalten, kann angenommen werden,
daf} sie eine nur sehr geringe physikalische Bedeutung haben. Aus diesen Griinden ist es
auch fiir den Zustand des urspriinglichen Objekts praktisch ohne Einfluf, wenn die Grenze,
die das System von seiner Umwelt gedanklich abschlieBt, in Richtung auf die AuBBenwelt hin
verschoben wird. Anders ausgedriickt: Gleiche Teilchen kénnen, wenn sich ihre Einteil-
chenwellen nicht iberlappen, in guter Niherung wie in der klassischen Physik durch ihre
stetigen ,,Bahnen’’ voneinander unterschieden werden (BoLTzMANN), obwohl sie grund-
sitzlich als nichtunterscheidbar anzusehen sind (wie die Notwendigkeit der Antimetriesie-
rung beweist). Die Ununterscheidbarkeit dullert sich manchmal in so ,,handfesten‘* Effek-
ten wie der Entartung der Wirmekapazitit eines makrophysikalischen Gaskorpers bei
tiefen Temperaturen und wohl auch in der Superfluiditit, obgleich hier die meisten Atome
sehr weit voneinander entfernt sind (im Vergleich zu ithren Durchmessern etwa); aber ihre
Wellenfunktionen tiberlappen sich stark. In anderen Fillen dagegen sind die Konsequen-
zen der Nichtunterscheidbarkeit vernachlissigbar. Die physikalische Bedeutung derjeni-
gen Interferenzterme nun, die in der Theorie der Messung diskutiert werden mussen, ist
meist unvergleichlich viel geringer als die aller Austauschterme, denn e¢s werden dort zwei
makrophysikalische Zustinde des MeBdokuments miteinander verkniipft, die spontan
(also ohne ,,stérende’ menschliche Einwirkung) nur durch einen mindestens teilweise
riickwirts ablaufenden thermodynamisch irreversiblen ProzeB ineinander iibergehen
kénnen. (Im Beispiel der Katze sind es die Matrixelemente eines Uberganges zwischen den
Zustinden ,,tot" und ,lebendig"’, wozu unter anderen gehort, dall die Luft in dem abge-
schlossenen System durch eine statistische Schwankung vom Zyankali wieder frei wird.)
Es besteht jedoch kein Grund, an der mathematischen Existenz solcher Interferenzterme
zu zweifeln. .

Folgendes Beispiel mége das verdeutlichen. Ein von der Sonne oder einem Stern her-
kommendes Lichtquant veranlaBt bei seinem Durchgang durch die Atmosphire jedes
Atom, dem es begegnet, zur Emission von (schwachen) Sekundirwellen gleicher Frequenz,
die alle miteinander und mit der Primarwelle interferieren. Der experimentelle Beweis da-
fiir ist der von 1 verschiedene Brechungsindex der Luft. Daf3 solch ein Lichtquant eine
weit ausgedehnte Welle hat, beweisen ferner die in der Astronomie benutzten, meterlangen
MicneLsoNschen Interferometer zusammen mit dem quantentheoretischen Satz, daf ver-
schiedene Lichtquanten miteinander nicht kohirent sein kénnen. Es besteht kein Grund,
daran zu zweifeln, daB3 sich die Welle eines kosmischen Lichtquants {iber die halbe Erd-
atmosphére erstreckt (und sogar weit dariiber hinaus). Nun sendet jedes Atom — mit sehr
geringer Intensitdt allerdings — auch inelastisch gestreute Photonenwellen aus. Diese sind
jedoch untereinander und mit der ,,elastischen‘ Welle in den meisten Fillen nicht mehr
interferenzfihig, denn sie befinden sich in verschiedenen, aufeinander orthogonalen Unter-
rdumen des durch die Luftmolekiile erweiterten Hilbertraumes des Photons. Fiir die

2*
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meisten interessierenden Observablen verschwinden die Ubergangselemente aus Orthogo-
nalititsgriinden, weil die Luft (die Gesamtheit der Luftatome) sich in verschiedenen Zu-
stinden befindet. Es niitzt auch nichts, so lange zu warten, bis das jeweils angeregte Luft-
atom mit Sicherheit wieder in seinen Grundzustand gefallen ist, denn dann hat es ja ein
weiteres Photon emittiert, und dieses zerstdrt nun aus Orthogonalititsgriinden durch seine
bloBe Existenz die Interferenzfihigkeit. Die inelastische Streuung, und erst recht die
Sekundiremission, kann daher als eine Art Lokalisierung® des primiren Quants aufgefaf3t
werden. Wegen des Mangels an Kohirenz begeht man keinen Fehler, wenn man - ganz
im Sinne der klassischen Physik, Logik oder Wahrscheinlichkeitsrechnung — sagt, da3 das
Photon entweder nur elastisch, an allen Atomen zugleich, oder an einem bestimmten
Atom inelastisch gestreut worden ist (von wiederholten Energieverlusten ist dabei zunéchst
abgesehen) und daf} die Superposition oder Koexistenz dieser Zustinde ausgeschlossen
werden kann. Der quantenmechanisch exakte Zustand ist aber die Linearkombination
aller dieser Alternativzustinde mit ihren ,,Wahrscheinlichkeitsamplituden‘‘ als Koeffizien-
ten, und es gibt viele Operationen mit gemischten Gliedern. Wird nun das Atom durch das
Lichtquant sogar ionisiert, so ist die Interferenzfihigkeit mit den anderen Zustinden noch
geringer, und man ist noch mehr berechtigt, einen ,,Schnitt‘ zwischen das Atom und das
Quant zu legen und von einer Ortsmessung zu reden. Durch den Schnitt wird also der Zu-
stand in seine Komponenten aufgeteilt, und man erhilt ein ,,Gemisch'‘ der Komponen-
ten, in dem die Interferenzterme vollstindig fehlen. Dieses Gemisch sagt natiirlich nicht
aus, ob bzw. an welchem Atom das Quant seine Energie verloren hat, denn jedes Atom
sendet alle Arten von Sekundirwellen aus. Die Entscheidung dariiber, welcher unter den
verschiedenen moglichen Fillen der wirkliche ist, bringt erst die Ablesung, die Fest-
stellung des MeBergebnisses. Die Zerlegung des Zustandes in das Komponentengemisch
148t sich natiirlich nicht vollstindig aus der Relativbewegung w(#) ableiten; sie steht so-
gar teilweise im Widerspruch zu ihr, denn sie enthilt ein wesentlich unstetiges Element.
Die Unstetigkeit ist vielmehr ein charakteristisches Merkmal der Abstraktion vom MeB-
gerit, der logischen Operation also, die durch den Schnitt am Zustand vorgenommen
wird. Die Rechtfertigung einer solchen Operation wird in dem MaBe besser, in dem die
Interferenzterme ihre physikalische Bedeutung verlieren. Die Ionisation kann mit um
so mehr Berechtigung als eine Ortsmessung aufgefaBt werden, je weiter ihre Wirkungen
reichen, z. B. durch Trépfchenbildung, Schwirzung der aufnehmenden photographischen
Platte usw. SchlieBlich kann man praktisch sicher sein, daB keiner der hermiteschen Ope-
ratoren mit nichtverschwindenden Interferenzgliedern noch eine wirkliche ,,Observable
darstellt. Die Méglichkeit der Interferenzen kann dann als physikalisch bedeutungslos ge-
strichen werden. Wir bezeichnen den Teil des MeBvorgangs, der die Interferenzfihigkeit
der Komponenten des Objektzustandes praktisch vernichtet, als Aufnahme (nach dem
Spezialfall des Photographierens). — Fiir die anderen Teilchenarten gilt im wesentlichen
dasselbe wie fur die Photonen. Bei den Elektronen z. B. beweisen die Laue-Aufnahmen
die relativ groBe Ausdehnung der Wellen und die Wilson-Aufnahmen ihre Zerlegbarkeit
in sehr viele miteinander (praktisch) nicht kohirente Teile. Bei der Ablesung des MeBresul-
tates stellt sich heraus, welche der sehr zahlreichen Ionenreihen aus der ,,Méglichkeits-
Kaskade* die wirkliche ist; die anderen Moglichkeiten entfallen dann. (Die Geradlinig-
keit der Teilchenspuren in Wilson-Aufnahmen wird von HEISENBERG ausfiihrlich disku-
tiert, vgl. 1%, S. 50-37).

29 DaB der Photonenort grundsitzlich nur bis auf die GréBenordnung einer Wellenlinge definiert ist,
tut hier nichts zur Sache.
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Vor der Ablesung hat die mit dem Schnitt verbundene Abstraktion immer etwas Gewalt-
sames an sich, denn sie verdndert durch das Wegstreichen der Interferenzterme in einer
willkiirlichen Weise die mathematische Gestalt der ZustandsgroBe » oder z. Unbefriedi-
gend ist vor allem, daf3 hier nur die Interferenzmdoglichkeiten gestrichen werden diirfen.
Nach der Ablesung dagegen erscheint es als einleuchtend und konsequent (solange jeden-
falls eine mathematisch strenge Theorie der Gehirnfunktionen und des BewuBtseins nicht
existiert), die nicht realisierten Fille, und damit selbstverstindlich auch ihre Interferenz-
moglichkeiten, einfach wegzulassen®. Dadurch wird am Objekt sowie am MeBapparat na-
tiirlich nichts geindert, da ja die Kenntnisnahme des MeBwertes keine physische Einwir-
kung ist. Die Quantenmechanik veranlaBt nicht, an der vom menschlichen Subjekt unab-
hingigen Wirklichkeit der Dinge zu zweifeln (soweit man von einer ,,realen‘“ Wechselwir-
kung absehen kann). Allerdings geht in die mathematische Beschreibung das Wissen iiber
die Dinge ausdriicklich ein. Besonders erstaunlich ist dabei, da3 diese Theorie so prizise
ist; man darf glauben, daB sie in ihrem sehr groBen Geltungsbereich bei aller Formenfiille
hinter der astronomischen Genauigkeit nicht zuriickbleibt.

II. DIE AUSWAHL-THESE

Die vorliegende Arbeit wurde angeregt durch einen méglichen Einwand, der gegen die
dargelegte Auffassung erhoben werden kénnte. Diesen Einwand, der in der bisherigen
Literatur noch nicht durchdiskutiert zu sein scheint®, bringen wir in die Form der folgen-
den These:

»Der Meflapparat kann als makrophysikalischer Kérper nur durch eine thermodyna-
mische Zustandsangabe, ein Gemisch, charakterisiert werden; die Idealisierung durch eine
hypothetische ®-Funktion, einen reinen Fall, ist hier grundsitzlich zu verbieten. Nach
Eintritt der Wechselwirkung ist folglich das Gesamtsystem ,Objekt 4 MeBinstrument'
in einem Gemisch, auch dann, wenn fur das Objekt urspriinglich ein reiner Fall vorlag.
Durch die Ablesung des MeBergebnisses wird nun lediglich eine Auswahl aus dem Ge-
misch getroffen, durch welche die Relativbewegung (nach der Schrédingergleichung etwa)
mit ihrer deterministischen Stetigkeit nicht unterbrochen wird. Das Objekt ist nach der
Messung natiirlich in einem anderen ,Zustand’ als vorher. Die Unstetigkeit der Zustands-
reduktion ist aber genau von dem aus der klassischen Thermodynamik wohlbekannten,
rein subjektiven Charakter, allein eine Folge der Ungenauigkeit in der Kenntnis des MeB-
apparates. Das Resultat der Messung ist unbestimmt, weil der Zustand des beobachtenden
Systems vor der Messung prinzipiell nicht genau bekannt ist. Die y-Funktion kann somit
als eine objektive, reale FeldgréBe angesehen werden, so wie DE BRoOGLIE und ScHRODIN-
GER ¢s urspriinglich meinten.*’

30 Fafit man aber v bzw. w als Implikationskatalog auf, so ist allerdings formal nichts dagegen einzuwen-
den, wenn man die Zustandsreduktion unterlifit. Die Implikationen werden nicht dadurch falsch, dal neues
Wissen hinzukommt; sie bleiben richtig, werden aber ungiiltig. Diese Bemerkung verdanke ich einer Diskus-
sion mit Herrn Prof. v. Weizsicker.

31 Bei v. NEUMANN?, S. 233 und Anm. 24, finden sich einige kurze Hinweise. Die Diskussion dieser
These wurde vor allem durch die Lupwicsche Arbeit? angeregt.
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Wir glauben mit v. NEumMaNN, daBl diese These von der bloBen Auswahl aus einem
Gemisch der Kritik nicht standhilt, weil sie sich nicht mathematisch widerspruchsfrei
durchfithren 1dBt. Durch die Messung wird nicht nur eine rein subjektive Auswahl
getroffen, die die ZustandsgroBen im wesentlichen (d.h. in einem zugrunde gelegten
determinierten Zeitablauf) ungeidndert 148t, sondern es wird durch sie eine Art wirk-
licher Entscheidung iiber die ,,clementaren ZustandsgréBen' herbeigefithrt in einer
Situation, die vor der Messung in dieser Hinsicht noch wirklich unentschieden war®2.
Die Méglichkeit der verschiedenen MeBresultate ist vor der Messung nicht nur sub-
jektiv bedingt, d. h. nicht nur eine Folge der Unvollstindigkeit unserer Kenntnis des
Objekts oder der MeBinstrumente3?. Daf3 diese objektive Unentschiedenheit (oder Un-
schirfe) bei makrophysikalischen Korpern fiir die meisten Fragen vernachlassigt werden
kann, ist von Bour!, HEISENBERG? und v. NEUMANN? in ihren Diskussionen ausdriick-
lich vorausgesetzt und von Lupwic? mit Hilfe des quantenmechanischen Formalismus
unter gewissen Annahmen bewiesen worden.

Die nun folgende Analyse des quantentheoretischen MeBprozesses fithren wir hauptsich-
lich im Hinblick auf die genannte These durch. Ein Nebenergebnis dabei ist, dal3 zwischen
dem v. NEumMaNNschen und einem davon verschiedenen, durch LUpERs* und Lupwig?
vorgeschlagenen Ansatz fir die Zustandsreduktion im Falle der Messung von entarteten
Observablen kein wirklicher Widerspruch besteht; sie beziehen sich namlich auf verschie-
dene Typen von MeBinstrumenten. Die Ansitze konnen fiir einen beide Fille umfassenden
Typus verallgemeinert werden.

III. EINE ANALYSE DES MESSVORGANGS

Zur Vermeidung unwesentlicher mathematischer Komplikationen nehmen wir an,
daB alle vorkommenden Operatoren reine Punktspektren besitzen; Konvergenzprobleme
und Fragen wie die nach dem Definitionsbereich der Operatoren lassen wir auBler Be-
tracht. Zuerst behandeln wir die Maximalmessungen, bei denen die Eigenzustinde
alle aufeinander orthogonal sind, und schlieBlich — nach einer Widerlegung der Aus-
wahl-These — die Messungen entarteter GroB3en, durch die im allgemeinen nur thermo-
dynamische Zustandsangaben zustande kommen. Die durch Unvollkommenheiten des
MeBinstrumentes bedingten und grundsitzlich vermeidbaren Unbestimmtheiten werden
auBer acht gelassen. Es werden also stark idealisierte MeBvorgdnge betrachtet. Um
das Verstindnis der Formeln zu erleichtern, setzen wir zunichst einen reinen Fall ¢
oder w = ¢, voraus und gehen dann durch eine einfache Statistik zum allgemeinen
Zustand w = 2 w,e,, iiber, und zwar sowohl beim Objekt als auch beim MeB-
instrument. £

32 W. Pavurl sagt, es sei notwendig, primare Wahrscheinlichkeiten in die Physik einzufiihren (Dialectica 8
[1954] 112, 283).

33 Die klassisch zugrunde gelegten ,,elementaren‘ Zustandsgroen (g, p) sind ja bekanntlich von der
Unstetigkeit der bloBen Kenntnisnahme nicht betroffen.

3¢ G. LUpeRrs: Ann. d. Phys. (6) 8 (1951) 322.

3 G, Lubpwia: Berliner Vorlesung, SS. 1950, vgl. Anm. 2, Axiom VIb und GL (3. 1).
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Entsprechend der vorangegangenen Diskussion unterscheiden wir am MeBprozeB fol-
gende Teile:

1. Zerlegung
2. Aufteilung

a) Erweiterung
b) Aufnahme
¢) Schnitt

3. Ablesung.

Sie sind von sehr verschiedener Art: die Zerlegung darf vielleicht als ein ,,mathematischer*,
die Erweiterung und der Schnitt als ein ,,logischer’, die Aufnahme als ein ,,materieller®,
die Aufteilung als ein ,,physikalischer und die Ablesung als ein ,,psychischer’’ Vorgang
bezeichnet werden. Eine Ubersicht iiber die nun folgende Analyse findet man fiir den denk-
bar einfachsten Fall (Messung einer einfachen Alternative sowie reine Fille fiir Objekt
und Instrument) auf S. 16. Der Ubergang zu vielfachen Alternativen und zu beliebigen
Gemischen ist nicht schwer, aber formal ein wenig schwerfillig. Bei der Erorterung der
Auswahlthese (IT und III B) ist es allerdings erforderlich, thermodynamische Zustinde
zuzulassen.

A. DIE MAXIMALMESSUNG

In diesem Fall wird ein vollstindiges System kommensurabler (d. h. gleichzeitig meBbarer)
GroBen gemessen; ihm entspricht im Hilbertraum ein System untercinander vertausch-
barer hermitescher Operatoren, deren simultane Eigenriume eindimensional sind. Wir
nennen sie @y, @y, - .. @, (ihre Anzahl ist im allgemeinen gleich der Zahl der Freiheitsgrade
des Objektsystems) und das System kurz . Das System der MeBwerte heil3t entsprechend
a = (a;, ag, ..., a;) und die Eigenvektoren @, ., oder nach DirAc |a = a’); wenn keine
MiBverstindnisse zu befiirchten sind, schreiben wir kurz ¢, bzw. |a'). Die Eigenvektoren
seien auf 1 normiert; dann lauten diec Orthonormierungs- und Vollstindigkeits-
relationen

<al ‘d”} S 6a'a” und Z la,> <all = 1. (1)
Wegen der Eigenwertgleichungen
ala'y =|d')da (2)

ist in dieser Darstellung ¢ auf Diagonalform, {a’'|a|a’’) = a'$,,+, d. h. es multipliziert
einfach mit seinen Eigenwerten. Entsprechend beschreiben wir die anderen Observablen-
systeme &, ¢ usw. Wir machen in der Bezeichnung keinen Unterschied zwischen den Obser-

vablen und ihren Operatoren und reden der Kiirze halber meist von ,,Operatoren, ihren
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,,Eigenwerten'‘ usw. statt von Systemen solcher GréBen36. Daf} sie nicht entartet sind, setzen
wir nur dann voraus, wenn die dazugehérigen Darstellungen |4'), | '), .. . ausdriick-
lich benutzt werden. Aus der Hermitizitit ¢ = a* folgt wie bekannt die Realitit @' = a'*.

a) Reiner Fall. Der Zustand des Objekts sei durch den Zustandsvektor ¢ bzw.
| ) beschrieben; |y| = 1. Der Vektor y' = £y mit beliebigem a = a* bezeichnet
denselben Zustand. Der Koeffizient y, = {@, | ) in der Entwicklung

Y= ZWa' '

ist die ,,Wahrscheinlichkeitsamplitude' dafiir, daB & = &' ist: w, = |9, |> Nach Fest-
stellung dieses MeBergebnisses ist 9’ = ¢, der neue Zustand. Diese Aussagen koénnen
durch eine Theorie des Mefprozesses nicht abgeleitet werden; sie sind im Gegenteil
ihr Fundament. Denn ohne eine Ubertragung dieser Annahmen auf den durch das
MeBinstrument zu erweiternden Zustandsraum ist eine Diskussion der Messung nicht
moglich.

Aus den genannten Annahmen folgt zunichst leicht, daB die Unschirfe

dec = ]/47: (e—e)p

von ¢ genau dann verschwindet, wenn es eine reelle Zahl ¢’ gibt, so daBl ¢y = 'y ist;
dann ist der Erwartungswert ¢ gleich dem MeBwert ¢/. Die Eigenwertgleichung (¢—¢c') p
=0 gilt insbesondere dann, wenn y durch eine Messung von ¢ mit dem Ergebnis ¢’
gewonnen wurde: y = ¢,. Die dazugehérige Amplitude y, = ¢, = {'|a') ist zu-
gleich ein Element der von der ¢- zur e-Darstellung transformierenden unitiren Matrix.
Sie ergibt die Ubereinstimmungswahrscheinlichkeit

Wy g = I P a I2

zwischen den MeBergebnissen ¢ = ¢’ und @ = 4'. Es gilt folglich die ,,quantenmechani-
sche Wahrscheinlichkeitsrechnung**:

Prra = %, Pary P und Pra = q’a*’t';

insbesondere ist w, ,» = @, ,» = 0, und w,, = w, .. Die sekundlichen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten lassen sich wie alle anderen Aussagen der Quantentheorie aus den
Ubereinstimmungswahrscheinlichkeiten unter Beriicksichtigung der Relativhewegung ab-
leiten. Besonders wichtig sind die Erwartungswerte

a = 2 wa'a, T <'/’|a|‘/’>

Jede quantenmechanische Aussage 1a63t sich auf sie zuriickfiihren, denn die Wahrschein-
lichkeit e, ist nichts anderes als der Erwartungswert der Eigenschaft @ = a'. Diese
wird durch die Orthogonalprojektion e, = |a’) {a’| auf die Richtung ¢, beschrie-
ben, so dal damit w, = ¢, ist. Unter ,,Eigenschaften‘* versteht man allgemein Observable

36 Ein bekanntes Vorbild dafiir ist der ,,Ortsoperator‘‘ r, der eigentlich ein Operatorentripel ist.

Miinchen Ak, Abh, math,-nat, 1958 (SiiBmann) 3
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mit den MeBwerten 1 oder o, d. h. ,,ja‘* und ,,nein*‘. Sie werden durch die Orthogonal-
projektionen ¢ dargestellt, und diese kénnen durch

Eh—seti— "
charakterisiert werden.

Ist y zu keinem der Basisvektoren ¢; eines Orthogonalsystems & proportional, so ent-
hilt der Erwartungswert

7 =3 vhaewe = 3 3 Gl6) @lalsy @ v

nichtverschwindende ,,gemischte Terme*’, falls @ mit 4 nicht kommensurabel ist; d. h. die
MeBwerte 6’ und 6’ ,,koexistieren‘‘ miteinander im Zustand y. Diese Koexistenz kann nicht
am Einzelfall, sondern nur statistisch nachgewiesen werden. Das Nichtverschwinden der
Interferenzterme (y} @y ;» y,» mit &' == 4'") zeigt aber, da3 das Nebeneinanderbestehen der
Méglichkeiten & =4’ und 6 = 4" nicht nur auf Unkenntnis beruht. Man kann daher von
einer ,,objektiven statistischen Koexistenz'’ einander klassisch ausschlieBender Eigen-
schaften reden. Man kann diesen Sachverhalt auch kurz umschreiben mit der Aussage,
daf3 die p darstellende statistische Gesamtheit in sich , kohirent’ ist.

Die ZustandsgroBe p = ¢, kann auch als die Gesamtheit derjenigen Implikationen
aufgefalt werden, die in den ¢, -, den ¢, usw. enthalten sind und deren gemeinsamer Vor-
dersatz durch die Optimalmessung ¢ = ¢’ verifiziert worden ist. Die SchluBlsitze der Impli-
kationen sind Wahrscheinlichkeitsaussagen von der Art @,_, = |, [>. Demnach ist das-
jenige Objekt, iiber das die Aussage y gemacht wird (oder dasjenige Subjekt, dem das
Pradikat ¢ zugeschricben wird), eigentlich nicht wie in der klassischen Mechanik das
physikalische Objektsystem selbst, sondern die Gesamtheit der mdglichen Zustands-
messungen; iber das Objektsystem wird nur mittelbar eine Aussage gemacht. Threm
logischen Charakter nach sind die Aussagen der Quantenmechanik im allgemeinen
Wahrscheinlichkeitsaussagen. Um sie auf die Form einer ,,Gewiheitsaussage’’ zu bringen,
denkt man sich oft eine statistische Gesamtheit von unendlich vielen gleichartigen Ex-
perimenten. Da aber unendlich viele Experimente nicht durchfiihrbar sind, ist diese
Ausdrucksweise rein formal und nur aus dem Wunsch heraus zu erkliren, die Physik
moge es allein mit Wahr-Falsch-Aussagen zu tun haben. Demgegentiber muf3 daran
festgehalten werden, dal der Wahrscheinlichkeitscharakter der quantenmechanischen Aus-
sagen unvermeidbar und logisch fundamental ist. Macht man zahlreiche (aber endlich
viele) gleichartige Experimente, so liefert die Quantenmechanik fur die relative Hiufig-
keit keine GewiBheitsaussage, sondern doch nur wieder eine Wahrscheinlichkeitsaus-
sage, wenn auch die Wahrscheinlichkeit nahe bei 1 (bzw. 0) liegt. Wahrscheinlichkeiten
sind eben nicht relative Hiufigkeiten, sondern etwas davon logisch Verschiedenes. Sie be-
ziehen sich némlich, im Unterschied zu den relativen Haufigkeiten, stets auf den Einzel-
fall, z. B. auf das einzelne Ereignis oder die einzelne Versuchsreihe. — Die modal- bzw.
wahrscheinlichkeitslogischen Implikationen sind natiirlich nur dann anwendbar oder
giiltig, wenn das Objektsystem in der Zwischenzeit nicht gestort worden ist.

f) Thermodynamischer Zustand. Nun nehmen wir an, dall der Zustand des Sy-
stems nicht so genau vorliegt, wie es quantentheoretisch moglich ist. Nach der Analogie
zur klassischen Theorie erscheint es dann als naheliegend, ihn durch eine statistische
Gesamtheit {...y". ..} von Hilbertvektoren zu beschreiben, die wir mit HEISENBERG
als Gemenge bezeichnen wollen. (Es ist von dem durch w beschriebenen ,,Gemisch* wohl
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zu unterscheiden.) Die Elemente ¢ sind nicht normiert, sondern w® = | |2 ist die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ¢ in dem Gemenge vertreten ist; > 2™ = 1. Die gedankliche Zu-

sammenfassung der fiir méglich gehaltenen $® zu einem Gemenge ist wesentlich verschie-
den von der Koexistenz der Komponenten in einem Hilbertvektor: Die ® kénnen nicht
miteinander interferieren, denn sie werden nicht addiert, sondern nur als Elemente einer
Menge gewissermallen nebeneinandergestellt. In den Wahrscheinlichkeiten, Erwartungs-
werten und Ubergangselementen fehlen deshalb die gemischten Glieder; insbesondere ist
@ nicht etwa die Doppelsumme iiber alle Integrale (y*?|a|y®*"), sondern es enthilt nur die
Diagonalterme??:

7 =2 " aly") =2 dw,.

v a'

Dabei ist
wy =3 W, W= 3w und @ =P
v a

Die ,,Ubereinstimmungswahrscheinlichkeit* zwischen zwei Gemengen {...%{...} und
{... 97 ...} hat den Wert

W= Z Z |<¢Y") ‘ QI"(I'f”)>|2 =2 2 w(lyl) wﬁ‘f") wﬁ‘,"l'f“) =Wy, 1
wou "oy

Sie ist im allg. kleiner als Eins; nur im Limes cines reinen Falles, {...o, 9 ...} mit
92> lo,2 = 1, wird die Ubereinstimmungswahrscheinlichkeit der ZustandsgroBe mit
sich selbst gleich Eins.

Dabei ist zu beachten, dal die 9 keineswegs aufeinander orthogonal zu sein brauchen.
Ein einfaches Beispiel dafiir erhdlt man, wenn man den Strahl y eines Lichtquants durch
mehrere Spiegel und Polarisatoren in zwei miteinander nicht interferierende Komponenten
v und 9® zerlegt, deren Polarisationsrichtungen miteinander einen spitzen Winkel bil-
den; die Interferenz kann man z. B. dadurch verhindern, dal man die beiden in gleicher
Richtung laufenden Teilstrahlen durch einen kleinen Abstand voneinander riumlich
trennt. Wenn nur der Polarisationszustand des Quants interessiert, so hat man ein Ge-
menge {p, p®} mit (pV| ) == 0. Ein anderes Beispiel ist eine STERN-GERLACHsche
Spinmessung, bei der die Richtung des Magnetfeldes nicht genaubekannt ist. Das Gemenge
besteht dann aus unendlich vielen Spinfunktionen, deren Richtungen miteinander sehr
spitze Winkel bilden. Dieses Beispiel zeigt zugleich die mathematische Schwierigkeit, die
einer Beschreibung des thermodynamischen Zustandes durch ein Gemenge oft entgegen-
steht: UmfaBt die statistische Gesamtheit ein Kontinuum von Hilbertvektoren $®, so muB3
die »-Summe als eine Integration im Hilbertraum aufgefaf3t werden. Die Integrationen im
Hilbertraum sind aber mathematisch nicht einfach. Diese Schwierigkeit ist bei den Fragen
nach dem Polarisationszustand von Photonen oder Elektronen noch nicht akut, sie wird
es aber, sobald man es mit Hilbertriumen von unendlich vielen Dimensionen zu tun be-
kommt.

37 Dies wird manchmal auch so aufgefaBt, als sei das Gemenge gleich der Summe seiner Komponenten
mit unbestimmten relativen Phasen; denn durch eine gleichmiBige Mittelung iiber alle relativen Phasen
(von o bis 2x) miissen simtliche Interferenzterme verschwinden. Wir vermeiden aber diese Sprechweise,
denn der Begriff einer solchen ,,Summe* ist nicht klar, es sei denn, man meint die statistische Gesamtheit
eines Kontinuums von Summen mit allen moglichen, gleich hiufig vorkommenden relativen Phasen. Diese
Auffassung aber ist insofern nicht ratsam, als man so nur das urspriingliche Gemenge {...yp®. . } durch
ein Aquivalentes (s. S. 20), aber sehr viel komplizierteres ersetzt, nimlich durch {... X /% yp® ...} mit
o< a, <2 firv>2und o, = o, i

3*
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Hier hilft nun das Superpositionsprinzip. Es hat nimlich zur Folge, da8 viele verschie-
dene Gemenge in bezug auf die aus ihnen folgenden quantenstatistischen Voraussagen
dquivalent sind (~). Denn es gilt fiir beliebige Operatoren:

= . -
b = Z Z ba' & Wa g mit e = 2 1/)(;') 1/)4(;:) ’
a a v

und man kann sich nun an Hand einfacher Beispiele leicht iiberzeugen, dal3 es im allg. un-
endlich viele verschiedene Aufteilungen der Matrix w in ,,Bestandteile’* $® gibt, s. Fig. 1.

N

]

Y X

~ L

’[//ﬁ)

+-7

Fig. 1

Teilweise polarisiertes Licht. Der Polarisationszustand wird in der Quantenmechanik durch das Gemisch =
beschrieben. Einige der dazugehérigen Gemenge sind {1, p®} ~ {p®, p®} ~ {p®, p®, p(M} ~ {p®,
O} ~ Ly, ., L@}, Dabeistellen p), . . ., () linear polarisierte und ®, (¥ elliptisch polarisicrte
Strahlen dar. Der jeweilige Abstand der ausgezogenen Linie vom Mittelpunkt ist ein MaB fiir die Intensitit
(bzw. Wahrscheinlichkeit) in der dazugehérigen Richtung.

Solch eine Klasse statistisch dquivalenter Gemenge nennen wir nach v. NEUMANN ein
Gemisch. Es ist gleichbedeutend mit der (durch v. NEUMANN axiomatisch eingefiihrten)
,,Erwartungswert-Funktion*, die den hermiteschen Operatoren @, 4, ¢, ... die quanten-
theoretisch vorausgesagten Erwartungswerte @, &, ¢, . .. zuordnet. Diecse Funktion3® 148t
sich leicht angeben:

38 Es handelt sich eigentlich um ein Funktional.
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a = {(aw),
wobei { ) die Spurbildung bedeutet und
w =3y &% =23 F |adw, - (a"|
v a a'
ein auf die Spur 1 normierter positiv definiter3® hermitescher Operator ist;

(w) =3 w® =Z"wa. =1,

Die Gemische werden durch solche Wahrscheinlichkeits- oder Zustandsoperatoren
w = w* >0 mit {(w) =1
umkehrbar eindeutig beschrieben. Fiir die dazugehérigen Matrizen w,. .+ gilt also u. a.

Wy o = W o, wa.a.ZO, Zwa.a,= 1.
=

Die Ubereinstimmungswahrscheinlichkeit zweier Gemische zv; und @y ergibt sich zu
wyy = (W wy) = wy,1;

sie verschwindet genau dann, wenn w; wy; = o ist. Die GroBe (z?) ist als ,,Ubereinstim-
mungswahrscheinlichkeit mit sich selbst’ ein MaB fiir die Genauigkeit der Zustands-
angabe w; sie erfillt natiirlich die Ungleichungen

o< (@) < 1.

Ein MaB fiir die durch den Zustandsoperator 2 zum Ausdruck gebrachte Unkenntnis
iiber das Objekt ist die Entropie

S = — £ {(wlog w).
Sie ist eine nichtnegative GroBe:
S >o.

Dies gilt allerdings nur in der Quantentheorie. In der klassischen Theorie gibt es keine
»Phasenzellen, so daf} in der Entropie eine additive Konstante unbestimmt bleibt; nur im
reinen Fall ist die Entropie ,,eindeutig’ = — co. (Der NERNsTsche Wirmesatz zeigt somit
bereits einen Quanteneffekt an; und die Entropickonstanten der Gase etwa enthalten be-
reits beide Naturkonstanten: das ,,Wirkungsquantum** /% ebenso wie das ,,Entropiequan-
tum* £.) Die Unschirfe von ¢ im Zustand w, verschwindet genau dann, wenn es ein ¢’ mit
aw; = a'wy gibt. Ist auBerdem awy; = a' wy; mit o' 3= 4", so gilt w; wy; = 0. Umgekehrt

3% D. h. alle Eigenwerte w,, und damit auch simtliche ,,Erwartungswerte® {y |w|yp) = tE w, |y |3
sind groBer als oder gleich Null. Wir schreiben dafiir kurz % > o und bezeichnen die Spur (@) = 2‘: wy (= 1)
auch als ,,Norm* von w. Es existiert der Operator w'ls = 2:. > Ve {¢'| = o mit (w'h)2 = w. Wegen

w > o ist ferner auch (w?)"* = . Das Quadrat eines hermiteschen Operators ist stets positiv definit.
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folgt aus {w; w) = o, daB w, w;; = o ist und daraus die Existenz von Observablen & mit
aw; = a'wy, awy = a''wy und @’ F= &''. — Unsere Benennung von @ als Zustandsopera-
tor#? deutet bereits an, da3 nicht das Gemenge, sondern das Gemisch die quantentheore-
tisch sachgemiBe Beschreibung cines thermodynamischen Zustandes ist. Die beiden Be-
griffe sind genau nur dann gleichwertig, wenn sie mit dem des reincn Falles {ibereinstim-
men?!, Durchy, {... o, v...} oder w = ¢, = | p) {y| wird derselbe Zustand bezeichnet. Not-
wendig und hinreichend fiir die Existenz eines solchen Vektors y, auf den w = @* (ortho-
gonal) projiziert, ist die Gleichung w = w? (Idempotenz) oder {(w?*) =1 oder auch S = o.
Im Falle positiver Entropie dagegen umfaf3t jedes Gemisch unendlich viele voneinander
wesentlich®? verschiedene Gemenge.

Das bekannteste Beispiel dafiir ist total unpolarisiertes Licht. In der klassischen Theorie
mit ihren realen Wellen gibt es sehr viele wesentlich verschiedene statistische Gesamtheiten,
die eine ,,total unpolarisierte’* Lichtwelle darstellen. Einer der vielen Fille liegt vor, wenn
das Licht mit Sicherheit zirkular polarisiert ist und beiden Drehrichtungen dieselbe Wahr-
scheinlichkeit zugeschrieben wird; einen anderen Fall hat man dann, wenn das Licht
sicher linear polarisiert ist und alle Richtungen gleich wahrscheinlich sind; oder wenn nur
zwei beliebige, aufeinander senkrechte Richtungen vorkommen kénnen, und zwar mit
gleicher Wahrscheinlichkeit. Die klassische Theorie nimmt an, da3 einer der vielen Polari-
sationszustinde an sich vorliegt, und sie gibt Experimente an, dic den Zustand beliebig
wenig dndern, und mit deren Hilfe man herausfinden kann, welches die objektive Polari-
sation ist. In der Quantentheorie mit ihren symbolischen Wellen dagegen duflern sich alle
Gemenge dieses Gemisches in allen Experimenten statistisch in genau gleicher Weise. Aus
ciner Einzelmessung gar kann man wegen der unvermeidbaren Zustandsreduktion ohnehin
nicht eindeutig auf den Zustand vor der MessungschlieBen; die Zustandsmessung ist eigent-
lich eine Zustandserzeugung. Dabei ist vorausgesetzt, dal man es wirklich mit einzelnen,
wohldefinierten Lichtquanten zu tun hat®. Dann gibt es nur das total unpolarisierte Licht.
Das ist wahr, obwohl man die Gemenge nach der Erzeugungsweise des Gemisches unter-

40 Bei v. NEUMANN heiit w ,,statistischer Operator. Die Diracsche Bezeichnung ,,Dichtematrix® hat
den Nachteil, daB eine Verwechslung mit dem Operator % § (t — t;) der Teilchendichte leicht mdglich ist.
1

41 In der klassischen Thermodynamik dagegen sind die Begriffe ,,statistische Gesamtheit*“ w (¢, #) und
,,Erwartungswert-Funktion* 4 (g, ) — A stets Aquivalent. Das hiingt damit zusammen, daf man hier,
da es keine Unschirferelationen gibt, fiir 4 speziell die d-Funktion & (¢ — g4, £ — o) sctzen kann.
Jeder Erwartungswertfunktion entspricht somit eindeutig eine Phasenverteilung w = w* = o. Das Um-
gekehrte gilt natiirlich auch: 7 = [dg dpw 4.

12 D, h. nicht nur trivial durch Wiederholung desselben Vektors bzw. durch Aneinanderreihung von Viel-
fachen o, y ecines einzigen Vektors.

43 [st die Unschirfe der Quantenzahl schr grofl im Vergleich zur Eins, aber sehr klein im Vergleich zur
Quantenzahl selbst, so kann man es mit dem klassischen Grenzfall zu tun bekommen, und dann gilt fir die
Polarisation das weiter oben Gesagte. Es handelt sich dann nicht mehr um Wahrscheinlichkeitswellen fiir
das elektromagnetische Feld, sondern um (angenihert scharfe) elcktromagnetische Wellen. In diesem Zusam-
menhang sei bemerkt, daB (entgegen verschiedenen AuBerungen in der Literatur) die Schrédingerwelle eines
Photons nicht einfach mit einer entsprechenden Maxwell-Welle der Energie Zo identifiziert werden darf.
Denn in Wirklichkeit sind die elektromagnetischen Feldstirken eines Photons sehr unscharf; ihr Erwar-
tungswert verschwindet und die Wellenphase ist ganz unbestimmt. Die 21-cm-Wellen, die von den kosmi-
schen A-Atomen durch die magnetischen Momente der Spins ausgestrahlt werden, sind in dieser Hinsicht
von den Hertzschen Wellen gleicher Frequenz wesentlich verschieden. Der Polarisationszustand des eigent-
lichen Lichtes ist im Unterschied zu dem der Hertzschen Wellen sicher nicht an sich definiert, denn die vie-
len Quanten haben verschiedene Polarisationszustinde und kénnen miteinander wegen der Unbestimmtheit
der Wellenphase nicht interferieren. Die Unbestimmtheit der Wellenphase des Lichtquants hat natiirlich ihre
Ursache in der bekannten Unbestimmtheit der Umlaufphase des emitticrenden Elektrons.
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scheiden konnte. Die Unterscheidung hat aber wegen des Diracschen Koexistenzprinzips
keinerlei physikalische Bedeutung: durch Zerlegung in Komponenten kann man von jedem
Gemenge zu einem beliebigen anderen desselben Gemisches {ibergehen. Es muf3 nur dafir
gesorgt werden, daB in einer beliebigen Darstellung die Quadrate und die gemischten
Produkte der Komponenten tibereinstimmen. Dies alles gilt auch fiir teilweise polarisierte
Lichtquanten. Wie das erste der im vorletzten Absatz erwihnten zwei Beispiele zeigt, gibt es
auch hier viele verschiedene Gemenge, die denselben Polarisationszustand des Lichtquants
darstellen, vgl. Fig. 1, wobei aber die Elemente der Gesamtheit i. allg. aufeinander nicht
orthogonal sind. Merkwiirdigerweise betrachtet man meist nur die Gesamtheiten mit ortho-
gonalen Elementen y®. Eine Folge davon ist, daB in der bekannten Literatur die Aquivalenz
von Gemischen nur fiir diese Art von statistischen Gesamtheiten diskutiert wird; sie kann
dann nur in den speziellen Fillen auftreten, in denen der Zustandsoperator w des Gemisches
entartet ist, falls der entartete Eigenwert nicht verschwindet (also positiv ist). In Wirklich-
keit ist die Aquivalenz von Gemengen eine sehr viel allgemeinere Erscheinung.

Dabei ist die Tatsache, da3 voneinander wesentlich*? verschiedene Gemenge dquivalent
sein konnen, fiir die im zweiten Teil unserer Arbeit (S. 13) formulierte These sehr wichtig.
Diese These wire namlich anderenfalls von vornherein nicht denkbar: Der Objektzustand
kann durch die Wechselwirkung mit der MeBapparatur nur dann wirklich in Komponenten
aufgeteilt werden, wenn es moéglich ist, von dem urspriinglichen Gemenge zu einem an-
deren desselben Gemisches tiberzugehen. Die Komponenten des Objektzustandes miissen
ja auf verschiedene Elemente desjenigen Gemenges verteilt sein, aus dem bei der Ablesung
des MeBergebnisses gewdhlt werden soll. (Das ist mit dem Worte ,,Auswahl’‘ gemeint.)
Von solch ciner Verteilung kann aber in dem urspriinglichen Gemenge auch nach der
Wechselwirkung nicht die Rede sein. Denn wegen der Unitaritiit der Relativbewegung ent-
hilt jedes Element des urspriinglichen Gemenges den vollen Zustand des Objekts; d. h.
simtliche Komponenten-Einheiten des Objektzustandes miissen in jedem Gemenge-
Element auch nach der Wechselwirkung mit den ihnen von Anfang an zukommenden
Wabhrscheinlichkeitsamplituden vertreten sein. — Die These von der ,,bloen Auswahl®
konnte also héchstens in dem eingeschrinkten Sinne gelten, da3 man vor dem Auswihlen
eine solche ausgesprochen logische Operation, wie ein Wechsel des Gemenges bei gleich-
bleibendem Gemisch es ist, ausdriicklich vornehmen muf3 (um die Ablesung als eine Aus-
wahl deuten zu konnen). Damit wire zwar ein expliziter ,,Widerspruch* gegen die
Schrédingergleichung umgangen unter Benutzung der Tatsache, dal sie ja auf die logi-
sche Operation ihrem Begriffe nach nicht angewandt werden kann. Von einer Ahnlichkeit
des so beschriebenen quantentheoretischen Mefvorganges mit einer klassischen Messung
kénnte jedoch nur noch sehr bedingt die Rede sein, von einer Objektivitit der y-Funktion
tiberhaupt nicht. Es hilft auch nichts zu postulieren, da nicht nur das MeBinstrument,
sondern auch das Objekt nur durch ein Gemenge bzw. Gemisch beschrieben werden darf;
denn bei einem Zustand positiver Entropie wundert man sich zwar auch vom klassischen
Standpunkt aus nicht tiber die Unstetigkeit in der Messung, aber die gewlinschte Kon-
tinuitdt und Objektivitdt besteht nun natiirlich erst recht nicht. Eine zeitlich unstetige
Wahrscheinlichkeitsverteilung kann gewi3 nicht als eine reale, dem System objektiv zu-
kommende GroBe ausgegeben werden (was auch immer das Wort ,,real’* genau bedeuten
mag). Wenn das Gemisch die letzte erlaubte Idealisierungsstufe ist, kann seine Unstetigkeit
nicht weniger anstdBig sein als die — den Ausgangspunkt der ganzen Bemiihung bildende —
»Verletzung* der Schrédingergleichung durch die Zustandsreduktion. ;

Hinzu kommt, daf} solch ein Postulat weder fiir das Objekt noch fiir das MeBgerit be-
griindet ist, im Unterschied etwa zur Einfithrung der quantentheoretischen Unschirfen,
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die durch den Teilchen-Feld-Dualismus erzwungen wurde (das quantitative Mal dafiir ist
die Plancksche Konstante /4.) Etwas Ahnliches fehlt hier, und daher wirkt die genannte
Forderung ein wenig willkiirlich. Die Kenntnis der makrophysikalischen Eigenschaften
schlieBt die Angabe mikrophysikalischer nicht aus. Gewil, die Objekte und die MeB3instru-
mente sind keine reinen Fille; sie sind aber auch keine Gemische, sondern Dinge. Die Zu-
standsoperatoren w sind, ebenso wie die Schrédingerfunktionen g, nur (stilisierende) Be-
schreibungen unseres Wissens von den Dingen (oder allenfalls der Dinge selbst), also sicher
nicht mit ihnen identisch. Die reinen Fille verhalten sich zu den Gemischen &dhnlich wie
Punkte zu Intervallen oder Verteilungsfunktionen. Es handelt sich also stets um mathema-
tisch exakte Begriffe; ohne diese Exaktheit ist eine streng rationale Theorie nicht méglich.
Wenn aber {iberhaupt idealisiert wird, dann ist schwer einzusehen, warum es nicht auch
grundsitzlich erlaubt sein soll, einen reinen Fall vorauszusetzen; es ist nichts bekannt, was
dagegen spricht®. Zum mindesten ist bisher nicht zu sehen, wo das behauptete prinzipielle,
positive Entropieminimum liegen soll; ohne Not sollte seine Existenz nicht gefordert werden.
Fiir die Theorie des MeBvorgangs wird dadurch auch nichts gewonnen, denn wir werden
zeigen, daf} sich die diskutierte These nicht einmal in der neuen, ihre Bedeutung bereits
stark herabmindernden Version halten 1a6t.

Zu diesem Zweck setzen wir unsere Analyse fort und fassen zunichst das fir uns Wesent-
liche noch einmal in Diracscher Schreibweise zusammen. Uber das Ergebnis der Messung
macht die ,,statistische Transformationstheorie** folgende Voraussagen: Die einzig még-
lichen MeBwerte von « sind die Eigenwerte @', und die Wahrscheinlichkeit fir das
MeBergebnis @ = a' betrigt

) [<a" [ 9>[?
e = (3)
) (a'|w|a).

Nach der Feststellung des Ergebnisses ¢ = & ist die Wirkung der Messung auf den Zu-
stand durch die Zustandsreduktion

) [v'> — [a")
B w' — |a") (a"|

oy

zu beschreiben. Auch im reinen Fall (o) kann man dies unter Benutzung des Wahrschein-
lichkeitsoperators ausdriicken, die Aussage:

]1/)’) <I‘p,l — lall> <aII| (4“)’

ist mit (4«) logisch dquivalent.

44 Bei einem makroskopischen Korper wird man natiirlich nicht eine y-Funktion ansetzen diirfen, deren
Impuls oder Drehimpuls scharf ist (etwa = o), denn dann wiren ja (nach der Unschiirferelation) die Schwer-
punktskoordinaten bzw. Eulerwinkel ginzlich unbestimmt. Eine angemessene y-Funktion ist ein aufler-
ordentlich langsam auseinanderflieBendes Wellenpaket, dessen Unschirfen alle mikrophysikalisch klein
sind. Das AuseinanderflieBen ist kein Einwand, denn die Gemische flieBen auch auseinander. Durch die
Wechselwirkung mit den Freiheitsgraden der Umgebung wird ferner  immer wieder in solcher Weise ver-
indert, daB man gewissermaBen von einer ,faktischen Lokalisierung‘* des Korpers reden kann (vgl. die
Diskussion im ersten Teil der Arbeit, S. 9). Beim Hinschauen ergibt sich dann jeweils, welche der vielen
verbleibenden Maéglichkeiten die wirkliche ist.
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Den Zustand des MeBapparates bezeichnen wir mit ¥ oder mit W, je nachdem ob wir
es mit einem reinen Fall oder mit einem Gemisch zu tun haben, und den Zustand des Ge-
samtsystems ,,Objekt + Instrument‘ entsprechend mit ¥ bzw. W. Das Gemisch # denken
wir uns Ofters, vor allem bei der Untersuchung der ,,Auswahlthese®, durch eines seiner Ge-
menge {....¥Y%® ...} beschrieben. Wir beniitzen das Tomonagabild, in dem diese Zu-
stinde vor Beginn und nach Abschlul des MeBprozesses zeitlich konstant sind. In der
Zwischenzeit (#/ < ¢t < ¢'") findet die Wechselwirkung zwischen dem Objekt und der MeB-
vorrichtung statt. Wir unterscheiden daher zwischendem konstanten Anfangszustand W7,
dem variablen Zwischenzustand W(#) und dem konstanten Endzustand W''; aus
Stetigkeitsgriinden ist

WiE)y=W und W)= W'

Analoge Bezeichnungen fithren wir fiir ¥ und die verschiedenen Komponenten der Zu-
standsgréBen ein. Die Bewegungsgleichung fiir den reinen Fall ist die Schrodinger-
gleichung

iiW =HY,

wobei H, die Wechselwirkungsenergie ist; fiir das Gemisch folgt daraus die Liouvillesche
Gleichung
iAW =H,W—WH, .

Zum Beweis genligt es, W durch eines seiner Gemenge darzustellen.

1. DIE ZERLEGUNG

Die der Messung zugrunde liegende mathematische Analyse ist in der statistischen Trans-
formationsstheorie enthalten. Diese sagt insbesondere, welches die méglichen MeBwerte
sind, und welche Wahrscheinlichkeiten man fiir sie zu erwarten hat. Die Grundlage dieser
Theorie ist das quantenmechanische Superpositionsprinzip von Dirac. Um den MeBvor-
gang mathematisch verfolgen zu kénnen, hat man danach den Objektzustand vor der
Messung durch Entwicklung nach den ¢, in die g-Darstellung zu transformieren. Diese
vorbereitende Zerlegung lautet:

% Wy =3 la) @] v

(s)
b W= X5 |y (| |a" ]

Fafit man den reinen Fall nicht als spezielles Gemisch auf, sondern beschreibt ihn einfacher
durch einen Zustandsvektor, so tritt an die Stelle von (5a) die damit dquivalente Entwick-
lung

¥ Wl =3 3 1a @ vy ¥la") e, (59

Die Richtigkeit der Umformungen (5) folgt unmittelbar aus (1 b).

Mit dem Zustand des MeBapparates hat die Zerlegung nichts zu tun. Sie gilt in dieser
einfachen Form nur fiir die Zeit vor dem Eintritt der Wechselwirkung zwischen der Mef3-
vorrichtung und dem Objekt.

Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1958 (SiBmann) 4
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2. DIE AUFTEILUNG

Das Entscheidende am MeBproze3 besteht in einer Aufteilung des Objektzustandes in
seine Komponenten, die das Ziel hat, eine Interferenz zwischen ihnen zu verhindern. Dieses
Ziel kann nur erreicht werden durch einen in irgendeinem Sinne irreversiblen Proze8.
Sieht man vom MeBinstrument ab, so hat man es i. allg. ohne Frage mit einer VergroBe-
rung der Entropie zu tun, denn aus einem reinen Fall z. B. wird in den meisten Fillen ein
eigentliches Gemisch (mit .S > 0). Diese Entropievermehrung kann nicht spurlos riick-
gingig gemacht werden. Zieht man aber den Zustand des MeBapparates mit in Betracht,
so ist eine Umkehrung des Prozesses grundsitzlich immer denkbar, denn die stetige Rela-
tivbewegung ist reversibel. Die Irreversibilitit liegt in den logischen Akten des Schnittes
und der Abstraktion vom MeBinstrument. In einfachen Beispielen wie der Polarisations-
messung eines Photons oder Elektrons (bzw. Atoms) kann sogar leicht angegeben werden,
durch welchen Eingriff in das MeBmittel die getrennten Komponenten wieder zur Inter-
ferenz gebracht werden konnen. Der ,,Zustand des MeBinstrumentes'’ ist hier nichts ande-
res als der riumliche Anteil derjenigen Wellenfunktion, deren Polarisationszustand ge-
messen wird; die Aufteilung besteht einfach in einer riumlichen Trennung, und diese kann
leicht riickgdngig gemacht werden, vgl. Fig. 2. In komplizierten Fillen, bei denen sehr viele

[« N
X/

Autnokme 4 Restauration
A (bei Abwesenhei der Kiotzchen)
Z

-
Zschkonre L

Atomstrak!

Fig. 2

Schema eines STERN-GERLACH-Versuches mit ausschliefender Ortsmessung und einer Vorrichtung, die
es gestattet, die beiden Teilstrahlen wieder zur Interferenz zu bringen. Vgl. dazu auch HEISENBERG!?,
S. 32 und 45.

Freiheitsgrade ins Spiel kommen (=~ 10%), ist solch eine ,,Restauration‘‘ praktisch aus-
geschlossen. Der MeBprozeB3 ist dann faktisch irreversibel, denn die wirkliche Gesamt-
information {iber das System nimmt im Laufe der Zeit stark ab. Die Relativbewegung allein
ist jedoch grundsitzlich nicht in der Lage, solch einen Informationsverlust auszudriicken,
denn sie ist deterministisch (und reversibel), konserviert also durch ihre Gleichungen alle
Information®. DaB trotzdem Kenntnis verlorengeht, liegt vor allem an unserer mangelnden

45 Bei Beriicksichtigung der Schriodingergleichung (bzw. der Liouvilleschen Gleichung) allein ist die
Entropie S bekanntlich zeitlich konstant, vgl. z. B. M. Bor~, Natural Philosophy of Cause and Chance,
Oxford 1949, Chap. VII. Die Zeit- oder Bewegungs-Umkehr erreicht man in der nichtrelativistischen Theorie
durch Ubergang zum konjugiert Komplexen (y, — ¢ bzw. e g+ — e o).
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Fihigkeit, die Gleichungen zu losen; allein das Mitteilen solch komplizierter Funktionen,
wie es die strengen Losungen in 10® Dimensionen sein miissen, stoé8t auf uniiberwindliche
Schwierigkeiten. Die meisten MeBprozesse kénnen also auch in diesem Sinne als irrever-
sibel angesehen werden. Darin liegt aber nichts spezifisch Quantentheoretisches, sondern
dies alles gilt fiir die klassische Thermodynamik in genau der gleichen Weise. — Ein typi-
sches Beispiel flir einen irreversiblen MeBprozef3 erhdlt man, wenn man an die STERN-
GERLACHsche Spinmessung durch folgende Versuchsanordnung eine Ortsmessung an-
schlieBt (vgl. Fig. 2): In den Weg eines jeden der beiden Strahlen werde iiber einer Tisch-
kante je ein Kl6tzchen gelegt. Sein Schwerpunkt sei so nahe an der Kante, daB es von einem
auftreffenden Atom praktisch immer umgestofen wird. Andererseits soll der Schwerpunkt
doch so weit von der Tischkante entfernt sein, da3 die Wahrscheinlichkeit fiir das spontane
Einsetzen dieses irreversiblen Prozesses vernachlissigt werden kann. Diese beiden Forde-
rungen lassen sich grundsitzlich sehr woh!l miteinander und mit der Unschirferelation des
Klstzchens in Einklang bringen. Es braucht nur dafiir gesorgt zu werden, dall der vom
Atom tubertragene Drehimpuls groB genug ist und die Wahrscheinlichkeit des Tunnel-
effektes klein genug. Die potenticlle Energie des Klstzchens geht nach dem Umstiirzen in
Wirme tiber, wobei die Entropie um sehr viele Boltzmann-Einheiten £ zunimmt.

Wir fassen nun das fiir den quantentheoretischen MeBproze Wesentliche zusammen, und
zwar so, daf3 die einfacheren Fille (mit moglicher Restauration) mit umfaBt werden. Uber
den Zustand des Gesamtsystems und den des Instrumentes machen wir also zunichst keine
Aussage. Der Zustand des Objektsystems allein erleidet jedenfalls folgende Aufteilung:

0(.) Z Z Ial> <ar|w/> <'P'l“"> <“”| oy Z" |au> ]<a11|y)/>]2 <au|

6
p I D@ @ @]~ 3 1 @l @) 2
Es werden also einfach die gemischten Glieder weggelassen. Eine nihere Begriindung da-
fiir werden wir im Verlaufe der folgenden drei Unterabschnitte a), b) und ¢) geben. Die

Gemische auf der rechten Seite von (6) gestatten eine sehr naheliegende Deutung als Ge-
menge:

a) GZ'1 Iall> |<alll w/)lz <d”l e {' 3 'Iall> <aII| wl> . '}

ol S ©))
/3) Z" Iall> <d”|w,|a”> <d”' i~ {...[d”) V(a”lﬂ/’ld”). ..}

Vielleicht darf man mit einer gewissen Berechtigung behaupten, daB3 der MeBvorgang ge-
rade diese Gemenge erzeugt?é, Die ,,vektorielle’ Form der linken Seite von (6«) findet man
in (5'). Ersetzt man die rechte Seite von (6«) durch das Gemenge (74), so entsteht die
Formel

Z_’ @) a'ly'y — {...]a") <" |v'). .} 6x)

fur die Aufteilung des reinen Falles. — Bei alledem ist vorausgesetzt, da3 der MeBapparat
ideal ist, d. h. daB} die mit der Messung verbundene Stérung des Objektzustandes nicht
groBer ist, als von der Quantentheorie prinzipiell verlangt werden mufB. Die bereits in der
klassischen Physik, im Limes 2 — o sozusagen?®, vorkommenden Stérungen kénnen wir
hier ignorieren.

46 Gemeint ist der Grenzfall hoher Quantenzahlen.

*

4
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a) Die Erweiterung

Um die Wechselwirkung des Objekts mit dem Mefinstrument beschreiben zu konnen,
muB man seinen Zustandsraum durch den des Instruments erweitern. Das geschieht durch
Ubergang zum Produktraum; die Dimensionen werden also nicht wie im klassischen
Phasenraum addiert, sondern multipliziert. (Die Dimensionen des Konfigurationsraumes,
iiber dem der quantenmechanische Zustandsraum als Funktionenraum errichtet ist, werden
addiert). Man erhilt allgemein die ZustandsgroBen des Gesamtsystems durch Bildung des
direkten Produktes der ZustandsgroBen der Teilsysteme?’:

«) 2> = 9| P } ®
B W =wXxW.

Um die direkten Produkte zu erkliren, mufl man in den beiden Teilriumen Darstel-
lungen [a') und | 4") zugrunde legen mit den in (1) genannten Eigenschaften. Der Pro-
duktraum wird dann nach Definition durch die Gesamtheit der formal eingefiihrten
neuen Einheitsvektoren

la) |4 = |a'd">

aufgespannt. Damit ist

[Z> =3 3 [a4"> (d |yp) A"P)
a A
oder

KadA' |y = (d'|p)<4'|P),

und fiir den thermodynamischen Zustand gilt

W=2 2322 ldAd"» | w|a") A |W]|4A") La"4"]
ril il
oder

<<d’A’|W|d”A”>> =— <GI|ZUICZ”> <A’|W1A”>.

Diese Definitionen sindinvariant gegen unitire Transformationen |a') —|¢'Yund | 4") —|C").
Natiirlich kénnen nicht alle Vektoren des zusammengesetzten Systems in dieser Weise in
zwel Teile separiert werden; GréBen von der Art (8) sind seltene Spezialfille. PAuLI be-
zeichnet diese Behandlung zusammengesetzter Systeme als das fiir die neuere Quanten-
theorie am meisten Charakteristische?®. Sie ist ein deutlicher Hinweis auf den symbolischen,
logischen, informationstheoretischen oder statistischen Charakter der y-Funktion.

Wir unterscheiden von nun an vier Fille, je nachdem ob fiir das Objekt bzw. das Instru-
ment ein reiner Fall oder ein Gemisch vorausgesetzt ist. Vor Beginn der Wechselwirkung
miissen wir den Zustand des Objekts mit dem des MeBgerits multiplizieren:

47 Die Antimetrisierung oder Symmetrisierung gleicher Teilchen kann in unserem Fall vernachlissigt
werden Die Beriicksichtigung der Austausch-Effekte wiirde an den Gleichungen und am Ergebnis nichts
Wesentliches fdndern.

48 W. PavLp, S. 111,
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) vy — 9] ¥

“6) W w1 — [y Wyl

) W' - | ¥y (| 2
BB w — w X W

oder im reinen Fall auch
W) Wl ~ 3 3 W 1P ¥ vl (guzy

Hierin setzen wir noch die Entwicklung (5) ein und erhalten damit fiir die Erweiterung
des zerlegten Zustandes folgende Formeln:

) (5 3 13| #) (el <o/l (PG|
ol R AR SE Z’Zl> @1y W @p'la"y ¢a'|
) (33 a3y @l a ot | OO
A A 22 @'y <@ || 2"y W' Ga",
und im reinen Fall auch einfacher:

Sl @ln = I 3 18 @lv). (100

Die Erweiterung ist unumginglich, weil der Gesamtzustand ¥ bzw. W nach Eintritt der
Wechselwirkung zeitlich verindert wird.

Das typisch Quantentheoretische daran ist, daB eine Separation in die beiden Teil-
systeme von da an nicht mehr moglich ist, nicht einmal nach dem Aufhéren der Wechsel-
wirkung. Zwischen dem Objekt und dem MefBinstrument treten nimlich Korrelationen
auf, die sich durch eine einfache Zusammensetzung zweier Zustandsgréen nach dem Vor-
bild von (8), (9) oder (10) sicher nicht wiedergeben lassen. Diese Erscheinung ist eine Kon-
sequenz der merkwiirdigen Tatsache, da man in der Quantenmechanik bei der gedank-
lichen Zusammenfassung zweier Systeme das direkte Produkt der Zustandsriume zu bil-
den hat und nicht, wie in der klassischen Mechanik, die direkte Summe. Fur eine rationale
Theorie der spezifisch quantentheoretischen Stérungen, die wegen der Unschirfe
der MeBapparate mit jeder Messung verkniipft sind, ist dies von entscheidender Bedeutung.
Im Prinzip bereits klassisch verstindlich dagegen sind die von den Schwankungserschei-
nungen des MeBinstrumentes bewirkten thermodynamischen Stérungen. Die beiden
Effekte miissen voneinander wohl unterschieden werden (wie die beiden atomistischen
Grundkonstanten % und £). Die quantentheoretischen Stérungen sind die Hauptursache
fiir den Ausfall vieler Interferenzméglichkeiten als Folge einer Wechselwirkung mit dem
MeBinstrument?,

49 Diese Stérungen sind deshalb so viel griindlicher in bezug auf die Interferenzfihigkeit als die durch die
Schwankungserscheinungen bewirkten, weil nach dem Ubergang zu dem hochdimensionalen Produkt-
raum mit der anschlieBenden Wechselwirkung die Orthogonalitit von Vektoren sehr hiufig auftreten muB.
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b) Die Aufnahme

Einfachheitshalber betrachten wir zunichst wieder den reinen Fall (aa). Der Anfangs-
zustand ist ¥' = 3 y.,, ®.., wobei zur Abkiirzung die Produktvektoren @, = ¢, ¥’ bzw.
| @ =|a'Y| W) eingefiihrt worden sind; die y.. = (a'|¢') sind einfache Koeffizienten.
Ist nun das Instrument wirklich auf eine Messung von e eingerichtet, so hat sein Zustand
folgende Eigenschaften: Auf Grund der Wechselwirkung verursacht jede Komponenten-
Einheit ¢, von %' wegen der Linearitit der Schrédingergleichung des Gesamtsystems eine
zeitliche Verinderung der entsprechenden Komponenten-Einheit @, von ¥'. Die aus den
®.. hervorgehenden Hilbertvektoren nennen wir @, (¢). Zu Beginn der Wechselwirkung
gehen sie alsonach Definition stetig in die ®., iiber: @, (') = ®... Wihrend der Wechsel-
wirkung sind sie i. allg. weder zeitlich konstant noch separierbar. Wegen der Hermitizitit
des Wechselwirkungsoperators besteht aber immer noch die Orthonormierung

(@, (D) |y () = 85

die Vollstindigkeitsrelation gilt natiirlich fiir sie nicht, denn vom MeBinstrument wurde
nur ein Zustand benutzt. Durch die @, (¢) ist der Zwischenzustand eindeutig gegeben:

T) =3 gl 0.0 mit [FOF=3 vl =1.

Der Zustandsvektor wird demnach im Verlauf der Wechselwirkung so in den hochdimen-
sionalen Produktraum aufgenommen, dall eine Separation nicht mehr moglich ist. Das
gilt auch fiir die Zeit nach dem Aufhoren der Wechselwirkung, in der er wieder konstant
ist. Beim Aufhéren der Wechselwirkung gehen die @, (#) stetig in konstante Vektoren {iber,
die wir @) nennen: @,.(¢'") = ®... Sie sind zwar separierbar, aber mit verschiedenen,
vom MeBwert @’ abhidngigen Zustinden des Instruments: ® = ¢/ ¥.. Wegen
dieser &'-Abhingigkeit von ¥ ist der Endzustand ¥" des Gesamtsystems nicht separier-
bar, denn

P =3y =3 yo, ¥,

Die Normierung gilt {ibrigens nicht nur fiir die @, sondern aus Hermitizititsgriinden
in aller Strenge auch fiir thre Faktoren®:

lpul? = | = 1.

Die Orthogonalitit dagegen 148t sich allgemein nicht beweisen. Ein streng aufteilendes
MeBinstrument muf} aber so konstruiert sein, daf3 die Ubereinstimmungswahrscheinlich-
keiten zwischen den ¥/ verschwinden. Bestiinde diese Beziehung nicht, so diirfte man
keinen objektivierenden (verschiebbaren) Schnitt zwischen das Objekt und das ,,MeBinstru-
ment‘‘ legen. Wir nehmen an, daf3 die Bedingung erfiillt ist. Vom Ausgangszustand ¥’ sind
diese Endzustinde trotz vieler Gemeinsamkeiten gleichfalls wesentlich verschieden. Die

P! miissen sogar (bis auf evtl. eine Ausnahme) auf ¥’ orthogonal sein, denn anderenfalls

50 Das Objekt wird natiirlich mit der Wahrscheinlichkeit 1 irgendwo im Zustand ¢/- gefunden, wenn
wh = 8y 4, alsoy’ = gL+ und " = @}} ist. Entsprechendes gilt fiir das Instrument.
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wiren sie nicht imstande, das MeBergebnis deutlich anzuzeigen. Bei den ¢ dagegen ist das
ganz anders: Handelt es sich um einen st6rungsfreien MeBapparat, so sind die prin-
zipiell vermeidbaren Stérungen unendlich klein und folglich

Py = P (11)

Das Instrument muf} dann natiirlich unendlich empfindlich sein®.
Im Falle eines Gemisches () gehen wir entsprechend von einer ,,Einheitskomponente*
|a'y {a'’| des Objektoperators w aus. Der Instrumentoperator

W' = Z lgp(/t)l) <g/(#)/l
]
wird dabei in einen Operator

W= 3|90 (P9 |
"

tibergefithrt; es gilt Wi* = W.. . und W/ . > o. Die Unitaritit der Streumatrix
(d. h. die der zeitlichen Anderung) ergibt

Wy = 3 |20} = 1
un
und die Forderung nach Eindeutigkeit der Messung
<g/(/,4')ll ‘ T(If:')”) = 0

fiir &' == a''. Alles andere kann fast wortlich {ibertragen werden.
Wir fassen das an der Aufnahme Wesentliche zusammen:

w) 3|y @) S L X a0
B) 33|y W pla"y @ — 33 |y aly) Wik @'la" <]

f) 33 1 @]y (PG|~ 3 3 1Ny o bl [
Igﬂ) 22; l“’> (d'lwlld”> WI <au| g ZZ ]al> (a’lw'la") W;’,a” <all|
bzw.

(12 o)’

227 |aY [ Ly Yl (W' (e | = 3 3 [a') W) (a9 (w'la"y (W] <a"'|.

Die Zwischenzustinde interessieren nicht. Fiir die Endzustinde des MeBinstruments, durch
welche die verschiedenen MeBwerte angezeigt werden, gilt die Aufteilungsbedingung

51 Wir haben diese Idealisicrung nur deshalb vorgenommen, um iibersichtliche Formeln und einen ein
fachen Begriff der ,,Zustandsreduktion‘‘ zu bekommen, vgl. (4). Tatsichlich kénnte man bereits in dem Falle
daf3 die @ durch den MeBvorgang berechenbare Verinderungen (— ¢4!) erleiden, von eciner ,,idealen
Maximalmessung‘‘ reden.
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9 CEUELEY = 5,0,
ﬂ) <W;, > = 6a'a"’ <W;',a' Wt:"'a"> = 611'1:" W;"'ga"

} (13)
Sie bezieht sich aber eigentlich nur auf die nichtdiagonalen Fille (¢’ 5= &), denn die Nor-
mierungen |¥,.|2 = 1 bzw. (W) = 1 gelten aus Unitarititsgriinden sicher streng. Die
tibrigen Gleichungen sind #dquivalent zu den Orthogonalititsbedingungen (¥, |¥,.) = o
bzw. W, Wl . = o fir &' == @', letzteres wegen

(WD WDy = Z Z [(Pe |y 2
Wop

so daB alle (¥ | W%y verschwinden werden miissen. In (138) folgt also die erste
Orthogonalititsforderung aus der zweiten. Bei der Spezialisierung auf den reinen Fall,
W =¥y (.|, gehen beide Gleichungen (138) in (13) iiber.

Wegen der Orthogonalititen (13) konnen die Komponenten des Objektzustandes nicht
mehr in einfacher Weise zur Interferenz gebracht werden. Um die Kohirenz vollstindig

wiederherzustellen, miiBte man eine Restauration des Instruments vornehmen:

o) | .:','> s Ilp“>
8 " } (14)
bzw.
|2 (P — [P P, (14a)’

In allen nicht zu einfachen Fillen ist solch ein Proze8 praktisch nicht méglich, denn es
diirfen dabei keine neuen Freiheitsgrade angeregt werden. Bei 10%® Freiheitsgraden kann
sogar eine partielle Wiederherstellung der Kohirenz ausgeschlossen werden.

Die Bedingung (13) ist fiir die Deutlichkeit und Zuverlassigkeit der Messung von ent-
scheidender Bedeutung. Sie sorgt dafiir, dal die Zuordnung zwischen den ,,Zeigerstellun-
gen'' des Instruments und den MeBwerten des Objekts umkehrbar eindeutig ist. Fiir die
Verschiebbarkeit des Schnittes ist dies wesentlich®,

¢) Der Schnitt

Nachdem der Mef3prozeB (im engeren Sinne des Wortes) abgelaufen ist, kommt es dar-
auf an festzustellen, in welchem der méglichen Zustinde ¥,.. (bzw. W_,, ) sich das MeBinstru-
ment befindet. Daraus kann dann eindeutig auf den Zustand ¢, des Objekts geschlossen
werden, denn zwischen den @, und den ¥.,, (bzw. W... ..) besteht, wie wir gesehen haben, eine
vollstindige Korrelation. Zu diesem Zwecke mufl man ein Observablensystem A des In-
struments messen, durch dessen Eigenwerte 4" die Zustinde ¥, (bzw. W, ) eindeutig cha-
rakterisiert werden kénnen. Notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines solchen

52 v, NEUMANN? legt in seiner Diskussion des MeBprozesses das Hauptgewicht auf die Frage, ob es eine
unitire Transformation von der Art (12) und (13) geben kann (S. 234 und 235). Dazu konstruiert er ein
physikalisch bedcutungsloses, aber mathematisch einfaches Beispiel: U = Z 3 | @,> |a,14) <0 <a, ]
und | ¥y = |a}>, |Wa,> = |a},>, wobei die Basisvektoren |&') und |a’} von — co bis -- co numeriert
sind.
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Systems vertauschbarer Operatoren sind die Orthogonalititsbedingungen (13). Das wich-
tigste Beispiel fiir 4 ist die Gesamtheit der Eigenschaften £.,., die auf die durch Y., (bzw.
die ¥%'"") aufgespannten Unterrdume projizieren, deren Erwartungswerte also gleich sind
den Ubereinstimmungswahrscheinlichkeiten mitden ¥., (bzw. W, ...). Nun kommt es darauf
an, ob die gemischten Glieder (¢’ 5= &'") im Endzustand (12) vernachlissigt werden, oder ob
man sie mitberiicksichtigt. Werden die Interferenzterme beibehalten, so heilt das nichts
anderes, als daf3 das MeBinstrument mit zum quantenmechanisch beschriebenen Objekt
gerechnet wird. Der Schnitt wird verschoben, und damit auch die Problematik des Mel3-
vorgangs. Beides 148t sich aber nicht vermeiden, denn die gemischten Terme miissen spi-
testens bei der Ablesung des MeBresultates als ungiiltig weggelassen werdens,

Wir nehmen daher am Zustand des Gesamtsystems durch Weglassen der Interferenz-
terme eine gedankliche Objektivierung der MeBwerte &’ vor:

Sl Do ') |25 (a'lv') Cw'lay (P rlKa| — 2 LI #O CRIMEXC HIRCH
) 2 2 1D @) Wep 'la") | — 2.\ ket Wiy (a"|

b 2 EDIE AORCALALDRCHIRCE =3 @) |¥,) <a'" |w'|a"y ¥ ] Ka"'|
i 2 2 e e Bl Weg (a"| =gl Wi o K|

(15)

Sobald die gemischten Glieder fehlen, darf man die Messung von A4 als nicht wesentlich ver-
schieden von denjenigen Messungen ansehen, die in der klassischen Physik postuliert wer-
den koénnen. Da nidmlich keine Interferenzmdoglichkeiten bestehen, darf man sagen, dal3
diese Messung keinen wirklichen Eingriff in das gemessene System darstellt, sondern
lediglich die rein subjektive Unkenntnis des Beobachters behebt. Es kann dann keine dazu
komplementire Versuchsanordnung geben, durch die die Koexistenz der Zustinde sta-
tistisch nachgewiesen werden konnte. Durch die Objektivierung wird im allg. die Entropie
des Zustandes vermehrt, denn mit dem Weglassen der Interferenzterme ist ein Informa-
tionsverlust verbunden. Insbesondere geht fast jeder reine Fall in ein Gemisch (oder Ge-
menge) iiber; die einzige Ausnahme liegt dann vor, wenn & vor der Messung scharf war.

Der Zustand des Mel3gerits interessiert nur als Mittel zum Ablesen des Objektzustandes.
Man gewinnt den letzteren aus dem Zustand des Gesamtsystems dadurch, daB man die Er-

53 Allerdings ist es von einem mehr formal-mathematischen Standpunkte aus durchaus méglich, die Inter-
ferenzterme unbegrenzt beizubehalten, indem man die Zustandsreduktion nicht vornimmt. Es kann —~ wegen
der Linearitit der Bewegungsgleichung fiir das umfassendste Gesamtsystem — sicher niemals zu Wider-
spriichen fiihren, wenn man die ,,nichtrealisierten‘‘ Komponenten des Gesamtzustandes nicht wegli8t, son-
dern auch in der Zukunft weiterhin mitberiicksichtigt. Diese ¥ -Funktion driickt indessen nicht das wirk-
liche Wissen (und seine quantenlogischen Konsequenzen) aus, sondern einen geringeren, ,,veralteten* Wis-
senszustand und seine entsprechend drmeren Prognosen fiir das zukiinftige Verhalten des Objektsystems.
FaBt man aber ¥ (bzw. W) nur als die Gesamtheit der quantenlogischen Konsequenzen aus wirklichem Wis-
sen auf, so ist das nichtreduzierte P sicher logisch korrekt. Dies alles setzt allerdings voraus, daB auch der
menschliche Beobachter streng den Gesetzen der Quantenmechanik geniigt; dieser hypothetische ,,Entwurf*
ist natiirlich ganz ungewiB. Doch wird man durch diese Uberlegung dazu gefiihrt, den klassischen Begriff des
Wissens und Bewuftseins (auch) von der Quantentheorie her prinzipiell in Zweifel zu ziehen (C. F. v. WEIz-
SACKER), so wie ja schon frither (vgl. S. 3 u.) der klassische Begriff eines makrophysikalischen Kérpers durch
Einfithrung des Unbestimmtheits- oder Moglichkeitsbegriffes (nach MaBgabe der HEisENBERGschen Un-
schirferelation) aufgehoben werden mufite.

Minchen Ak. Abh. math.-nat. 1958 (S{iBmann) s
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weiterung des Zustandsraumes wieder riickgingig macht. Da nach der Messung zwischen
den Zustinden des Objekts und denen des Instruments Korrelationen bestehen, wird die
Entropie durch solch eine gedankliche Teilung des Zustandes notwendig vergréBert.
Das dadurch aus W'’ (bzw. ®"') entstehende Paar von Teilzustinden '’ und W' kann
namlich {iber diese Korrelation keine Aussagen mehr enthalten. Insbesondere entsteht aus
einem nicht separierbaren reinen Fall ein Gemisch oder Gemenge. Durch die ,,Verkiirzung*‘
wird demnach zweierlei bewirkt: Der Zustand des Instruments wird gedanklich abge-
trennt, und als Folge dieser Abstraktion zerfallt der Zustand des Objekts in nicht kohirente
Bestandteile. '

Wir untersuchen zunichst die Verkiirzung® eines belicbigen Zustandes W des Ge-
samtsystems auf den Zustandsraum des Objekts; der reine Fall ¥ ergibt sich durch ein-
fache Spezialisierung: W = |¥) (¥ |. Diese GroBen sind im Gegensatz zu (8) i. allg.
nicht separierbar. Gesucht ist die Erwartungswertfunktion, die den Produktoperatoren

b = b x 1 die Erwartungswerte & = 4 X 1 zuordnet. Nach Definition ist

<<(ZIA’ I b I a”A”>> = baran 6A'A"
und folglich

T =3 b, wep mt wy. = &K/A|W|a'4d>.
a a T
Man erhilt also den verkiirzten Zustandsoperator

w =33 |aYw,. |
a a

durch partielle Spurbildung, eine Operation, die gegen unitire Transformationen
la'y — ¢’y und |A") — |C") ebenso invariant ist wie die Bildung des Produktoperators.
Eine naheliegende Bezeichnung dafiir ist

Wy = S W|d'y = 3 |d-3 <ad! [W|a" 4>+ ("]
und entsprechend |
1) (F] = (2D <)) = 24 ¥> <F|45
o

=321a).2 KdA P> ¥ |a"A"> - (d].
a a’ A

Diese GroBen diirfen natiirlich nicht mit der (vollen) Spur K W» = 1 und dem Projek-
tionsoperator |¥» « ¥| = Py verwechselt werden. Die zu ¥ bzw. W gehorige verkiirzte
ZustandsgroBe ist damit

o) |¥) <P
w = (16)
B) W)

54 Dieser Ausdruck stammt von Lupwic?; v. NEUMANN? sagt ,,Projektion*, was aber leicht mit der
Wirkungsweise eines idempotenten Hilbert-Operators (¢ = ¢2) verwechselt werden kann.
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Dies ist die Umkehrung der Produktbildung (8), aber mit Verallgemeinerung auf die
nicht separierbaren Zustinde des Gesamtsystems.
Wir wenden nun (168) auf die rechte Seite W' von (1288) an und erhalten fiir das
Matrixelement des verkiirzten Zustandsoperators den Ausdruck
wclz{a" == w:,z'a" <W;’,a"> = wzlz'a" 6a'a" ’
letzteres unter Benutzung der ersten Bedingung (13f). Die Spezialisierung auf die drei

anderen Fille ist ganz einfach. Die Wirkung des Schnittes kénnen wir somit folgender-
maBen formulieren:

e 2T EEOXCAUDXCALIRCIARCHR

, — 2 [a") Ka" |9 (a"|
of) 22 [a) |y Wep <y'la") (a”| ] |

(17)
poy X2 |a) W) |a) (W @]

~ 3 |a"y (a"|w'|a") (a".

) 33 e ey Wi | J

Die Summanden auf der rechten Seite reprisentieren die Moglichkeiten der einzelnen
MeBwerte; ithre Normen sind die dazugehérigen Wahrscheinlichkeiten. Das Fehlen der
gemischten Glieder bedeutet, daB3 die MeBwerte @’ durch das Abschen vom MeBinstrument
(dhnlich wie durch die Objektivierung) fixiert werden. Zu genau demselben Ergebnis
kommt man nattirlich, wenn vorher die Objektivierung (15) vollzogen worden ist; wir
bezeichnen die Verkiirzung dann als Abstraktion vom MeBinstrument:

wx) 3 |a"y [Py Ka' |9 (P (o

., S ;" lall> l<a”|wl>|2 <d”|
af) X ey K@ WP WL L (e )

(18)
pr) 3 ey LY (e | (BL (o

— 3 |a"y ¢a"w'|a" Ga").

13[3) Z‘l Iall> (a”]w'[a”} W;"'a" <a//|

Der Ubergang (17) kann auch als eine Zusammenfassung der Uberginge (15) und (18)
aufgefal3t werden. Selbstverstindlich braucht in (17) und (18) die Entropie der rechten
Seite nicht gréBer zu sein als die der linken; sie ist meist sogar kleiner, denn es fehlt ja die
Entropie des MeBinstruments.

Aus dem Ergebnis (17) bzw. (18) ist der Zustand des MeBinstruments vollstindig heraus-
gefallen. Insbesondere ist es gleichgiiltig, ob man dafiir einen reinen Fall oder ein Gemisch
voraussetzt. Wesentlich benutzt haben wir lediglich die Bedingungen (13). Durch Zu-
sammenfassen von (10), (12) und (17) erhalten wir, wie behauptet, das Schema (6) fiir die
Aufteilung des Objektzustandes.

-

s
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3. DIE ABLESUNG

Sobald das MeBergebnis ¥,_,.. (bzw. W,_, ,_,-) bekannt geworden ist, ist die Zustands-
angabe W' im allg. nicht mehr wahr. Die in W’ enthaltenen Implikationen sind zwar immer
noch formal richtig, aber im allg. nicht mehr giiltig: ihr Vordersatz darf nicht mehr be-
hauptet werden, denn inzwischen ist ja etwas Neues gemessen worden. Durch die Ab-
lesung geht die rechte Seite von (15)in |a”’) |¥..) bzw. |a"") W.. . {a"| iber. Durch Ver-
kiirzung entsteht daraus (beide Male) der reine Fall |&') bzw. |a'') {a'’|. Zu demselben Er-
gebnis kommt man direkt, wenn man von der rechten Seite von (18) oder (17) ausgeht, d. h.
wenn man schon vor der Ablesung auf die explizite Mitteilung des Instrumentzustandes
verzichtet.

Das an der Ablesung Wesentliche kann somit folgendermafB3en bezeichnet werden.
Fiir das Gesamtsystem gilt:

ar) 3 |a") | W) [Ka" 9O CE e

By 3 ey |y @ wllay (P | [Pl e

19)
of) 3 |a")Ka |9 W (@] (
a” — |a”) W;’I’a" <aII|
pe)y 3 la")(a"w'|a"y Wi, (a]
und fiir das Objektsystem allein:
“) Z'; |all> |<alll1pl>|2 <aII|
» 1 1
5 S ey @iwlay @) | 710 e

Die rechte Seite hiervon geht auch aus der von (19) durch Verkiirzung nach der Regel (16)
hervor:

«) la'") | ¥,y (Pl (a"] )
) "y Wi (| ReACHE (21)
bzw. im reinen Fall:
&y |l — |a''). (210)

Dieser Ubergang beschreibt die Abstraktion vom Meflinstrument im reduzierten Zustand.

Es werden demnach alle Summanden bis auf einen weggelassen; der ubrigbleibende
wird durch seine Wahrscheinlichkeit (3) dividiert und damit auf die Gesamtwahrschein-
lichkeit 1 normiert. FaBt man (5), (6) und (20) zusammen, so entsteht das Schema (4) fiir
den gesamten MeBvorgang. Der Endzustand 9" = ¢, hat bei einer Maximalmessung stets
verschwindende Entropie, unabhingig davon, ob vorher ein reiner Fall oder ein Gemisch
vorlag.
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B. DIEWIDERLEGUNG DER AUSWAHL-THESE

Nun kénnen wir die Behauptung, daB3 die Messung im wesentlichen nur eine Auswahl
aus einem Gemenge ist, genau formulieren. Sie besagt, dal} der Endzustand des Gesamt-
systems ein Gemenge®

Gl=town X0 >
ist mit
3| XOP = wlom @ [w']a.
v

Da die gemischten Glieder fehlen, ist der Schnitt nicht nétig; es braucht lediglich abge-
lesen zu werden, welche Méglichkeit X% realisiert ist. [Dabei ist noch wichtig, da die
Vektoren X® einzeln separierbar sind und verschiedene Zeigerstellungen eine verschwin-
dende Ubereinstimmungswahrscheinlichkeit haben: [ X% = | X%y |a'") und (X[ X®y= o
fiir @'’ == &’. Wir werden aber von diesen Bedingungen keinen Gebrauch machen.]

Diese Behauptung tiber die mathematische Gestalt des Endzustandes 148t sich folgender-
maBen widerlegen. Das Gemenge G'' gehért zu dem Gemisch

W= 3 |X2» <X =2 (d'|w'|a") X |E2> « EY, (22)

wobei zweckmiBigkeitshalber die ,,Einheitsgemische*
F |[E&> = | X8> wjh
eingefithrt worden sind. Der dazugehérige Anfangszustand ist nach Voraussetzung
W= 5 |a awa’y W (]
mit o

W' = Z’ ‘gﬂ(ﬂ)> (gﬂ(#)[’

vgl. (108B) und S. 25. Die unitire Transformation
U= exp [{H, ({,—1)/ 7],

die W' in W' Uberfiihrt, kann — wenn es sie {iberhaupt gibt — nicht davon abhingen, durch
welche Gemenge man die Gemische interpretiert. Mit der Abkiirzung

U|a' Py = ISZE;P))
wird

UW' U* = Z Z {a'|w'|a"y 3 ]‘Q;f‘)>> K SZf,’f?l. (23)
a a’ u

55 Man hat hier also zwei Gemenge-Indizes (¢’ und »), durch die die Elemente des Gemenges charak-
terisiert werden.
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Man sieht nun leicht, daB} ein U mit UW'U* = W' nicht existieren kann. Es miilte nim-
lich insbesondere die Gleichungen

3|89 > oW =3 |ER» L E(;:)|
n v

erfiillen, die man erhilt, wenn man fiir @' speziell [a"") {a"’| setzt. Wegen der Linearitit
der unitiren Operatoren kann folglich UW'U* nur dann mit W' {ibereinstimmen, wenn
w' bereits vor der Messung in der a-Darstellung diagonal war; denn der Operator (23)
unterscheidet sich von (22) um die nichtdiagonalen Matrixelemente. )

Das kénnen wir auch folgendermaBlen ausdriicken: Auf Grund der Interferenzterme
|a'y w, . W' {a'"| (mit &’ == a'") muB vor der Messung von einer Koexistenz verschiede-
ner MeBwerte 2’ gesprochen werden. Diese Koexistenz kann nicht allein — d. h. nur durch
die Relativbewegung — génzlich verschwinden. Dies wird besonders deutlich, wenn man
sich diejenige Relativbewegung vorstellt, die den MeBprozeB in umgekehrter Zeitrichtung
durchliuft; die Bewegungsgleichungen sind ja reversibel. Der logische Akt des Schnittes
ist somit nicht zu vermeiden.

C. DIE UNVOLLSTANDIGE MESSUNG

Die bisherigen Betrachtungen lassen sich leicht auf den Fall verallgemeinern, daf3 meh-
rere Eigenwerte der zu messenden Observablen & zusammenfallen, daf also das Spektrum
von a ,.entartet’ ist. Die Eigenfunktionen von & sind dann auler durch den Eigenwert o'
noch jeweils durch einen weiteren Parameter &’ = 1, . . ., g, zu charakterisieren. Der Ent-
artungsgrad (bzw. das statistische Gewicht) g, braucht keineswegs endlich zu sein. Ist
z.B. a eine Eigenschaft, so hat &' iberhaupt nur die beiden Eigenwerte ,,ja‘* und ,,nein‘
(etwa 1 und 0), und der Parameter o’ durchliuft wenigstens fiir einen der Eigenwerte un-
endlich viele Werte. Die Messung einer Eigenschaft ist der extreme Prototyp einer unvoll-
stindigen Messung. Die bisherigen ¢, sind somit durch Funktionen ¢,.,. zu ersetzen, und
an die Stelle von (1) und (2) tritt

@)@ ey = 8y by (24)
sowie

alddy=|ado)a. (25)

In dhnlicher Weise lassen sich auch die {ibrigen Aussagen verallgemeinern. (Den Spezial-
fall der Maximalmessung bekommt man zuriick, wenn alle g, = 1 sind.) Wir verzichten
darauf, die Formeln noch einmal hinzuschreiben.

Nur einen Punkt miissen wir etwas genauer betrachten, da dort folgende Mehrdeutig-
keit auftritt: Durch die Aufnahme gehen (im reinen Fall) die Basisvektoren &, = ¢.,. P’
des Gesamtsystems in Zustinde D, = ¢, P, iiber (vgl. S. 30), wobei wieder ange-
nommen werden soll, daB die ¥,., fiir verschiedene a' zueinander orthogonal sind:

Y| Piey =0 fired Fa4". (26
< a - 1

«
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Wire diese ,,Aufteilungsbedingung'‘ nicht erfiillt, so kénnte man von dem Apparat keine
sauberen g-Messungen erwarten. (Entsprechendes gilt fiir einen MeBapparat im Gemisch.)
Die sicher streng erfiillte Normierung besagt, daf}

| w2 = (27)

ist. Es erhebt sich nun die Frage, wic sich zwei Zustinde ¥.,. mit gleichem 4’ aber ver-
schiedenen &' zueinander verhalten.

Sicher sind hier viele verschiedene Méglichkeiten denkbar, doch sind die zwei extremen
Fille besonders interessant (obwoh! oder weil sie die AuBersten Idealisierungen und Ver-
cinfachungen eines wirklichen MeBapparates darstellen). Im ersten Falle nehmen wir an,
daf} die Apparatzustinde mit gleichen &', aber verschiedenen a’ aufeinander orthogonal
sind,

)2 QP ="t Wi e el (28 1)
im zweiten Falle dagegen, dal sie einander gleich sind:
Tl [Ladmba el (28 II)

Wir sprechen im ersten Falle von einem (nach «) separierenden, im zweiten Falle von
einem konservativen MeBapparat. Zusammenfassend erhalten wir in den zwei Fil-
len die Formeln

I- 6 L L
oo Vo) = (29)
IL. 8y

Der Unterschied zwischen I und II besteht darin, daB ein separierender Apparat die
Kohirenz des Objektzustandes im Unterraum a’ zerstort, wihrend ein konservativer
Apparat sie bestehen 1dBt. Ein (nach «) separierender Apparat fithrt die Aufteilung des
Objektzustandes vollstindig durch, als hitte er die Absicht, eine Maximalmessung
(a, ) durchzufiihren. Ein konservativer Apparat dagegen begniigt sich mit einer Trennung
der MeBwerte &' voneinander und verzichtet auf eine unnétige feinere Unterteilung. (Man
sicht nun auch, worin die Zwischenstufen I und II bestehen, namlich in einer partiellen
Unterteilung der Unterrdume &'). Die Wirkung eines konservativen MeBapparates ist
durch die Observable ¢ eindeutig bestimmt, die Wirkung eines separierenden Apparates
dagegen hidngt von der Basis ¢, ab. Eine separierende Messung ist durch die Obser-
vable @ noch nicht eindeutig bestimmt®, sondern es kommt noch darauf an, gemif} wel-
cher Zerlegung a die ,,iiberfliissige’ Aufteilung geschieht.

Beispiele fiir die beiden MeBBapparat-Typen sind leicht zu finden. I. Beim Zéhlrohr ist
die Observable ¢ die Eigenschaft, daB3 sich das Objektteilchen in einem bestimmten Raum-
bereich befindet. Es findet also eine recht grobe Ortsmessung statt. Trotzdem wird die
Kohidrenz des Wellenpaketes im Inneren des Zdhlrohres sehr weitgehend zerstért; denn
im Prinzip wird die Teilchenbahn wic in ciner Wilsonkammer sehr genau lokalisiert, nur
verzichtet man — im Unterschied zur Wilsonkammer — auf eine so genaue photographische
Registrierung. (Im Gegenteil: Die entstehende feine Ionisationsspur wird durch das elek-
trische Feld verwischt, und es wird nur ihre Existenz registriert.) Das Messen mit dem

8 J.v. NEUMANN?, S. 184 f.
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Zahlrohr kommt also dem Grenzfall einer (nach t) vollstindig separierenden Messung
sehr nahe. II. Bei der auf S. 27 diskutierten Ortsmessung mit zwei Kl6tzchen (vgl. Fig. 2)
handelt es sich gleichfalls um eine unvollstindige Ortsmessung. In der Niherung, in der
man die Kldtzchen als starr betrachten kann (d. h. solange ihre inneren Freiheitsgrade
nicht angeregt werden kénnen), wird durch das Umfallen eines Klétzchens die Kohérenz
der Welle innerhalb des Teilstrahls nicht zerstért (wohl aber die Interferenzfihigkeit der
beiden Teilstrahlen gegeneinander). Wir haben es somit in dieser Niherung mit ciner
konservativen Messung zu tun.

Damit sind wir in der Lage, die Aufteilung in den beiden Grenzfillen einer unvollstin-
digen Messung zu formulieren:

“) 222‘ Z" |a/a/> <£Z lwl; <1PI|“”°‘”><””°‘”| _)Z"'Z" |a”oc”) [(a"oc”|y)’>|2<a"oc"|

i (A s 1 ! (A ) S i} Dol (HA 1) ! 1 " (30 I)
18 ZEZZ|a ey alwlar ) @' e’ | = 33 0" e o ol 0 o o

a o a' o

und
a)ZZZZ’Ia’a’Xa’a’ VAR ANICA N R IPIP N AL DI LA IR
a o &’ o a a o (3011)
ﬂ)ZZZZIa/al> <a |wllallm//> <a/lalll ﬁZZ‘Z[a”“’) <a”0(./[’w/ILZ”OC”><a”0€”l.
Die Ablesung besteht darin, daB alle a’-Summanden bis auf einen weggelassen werden.
Fiir die gesamte Zustandsreduktion erhalten wir damit
[ ly)r> <1P,| — Z*v Ianau> K“” ulw >[2 (a"oc"[
I; :
w/ S Z |ZZ”OC”> <allall |wl |alla'l> <a”“l |
( ! ! Ll it LA Ll il T Lt skl <31>
[ w'| — 22 [a" ') (e |9 (y' [a" o) (a o]
I1. g
w/ = Z’Zlallal> <allallwlla”all> <allalll'

Im Gegensatz zu (5) haben wir diesmal die Renormierung auf die Spur 1 unterlassen. Die
Spur der Ausdriicke auf der rechten Seite ist gleich der Wahrscheinlichkeit w,. fiir das
Auftreten des MeBwertes 4. Sie hat in beiden Fillen den Betrag

a) Z‘ |<all rr lwl>|2
w, = (32)

8 %’(a a'|w'|a’ad”).

Um die Spur 1 zu bekommen, hat man durch w,.. zu dividieren. — Eine konservative Mes-
sung macht aus einem reinen Fall wieder einen reinen Fall. Mit Verwendung des auf den
Eigenraum a = &'’ orthogonal projizierenden Operators

ea” — Z”’ lallall> (all III _— e e:-” <= Zea”a")
a o
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kénnen die Formeln folgendermaBen vereinfacht werden:

oL 4 —> € . g
1T { ﬂ; IZ,>_>: Z),i } (33)
bzw
o " = |y wile
= { ) |9') = e |y } o
B w' =e.w e w.

Die Zustandsreduktion ist in diesem Falle also einfach die Orthogonalprojektion auf den
Unterraum @ = 4'’. Fiir die separierende Messung gibt es keine entsprechende Verein-
fachung, was damit zusammenhingt, daB die Zustandsreduktion durch den MeBwert &'’
nicht eindeutig gegeben ist, sondern noch von der Basiswahl « abhingt. — In seiner Diskus-
sion der unvollstindigen Messungen wird bei v. NEUMANN® ein separierender Apparat
zugrunde gelegt, bei Lubpwic® und LUpERs* dagegen ein konservativer, wodurch sich
der scheinbare Widerspruch zwischen den Autoren aufklirt.

Bei einer Maximalmessung hingt der reduzierte Zustand @'’ = |&’') {(¢''| nur vom
MeBwert @'’ ab, nicht dagegen vom Anfangszustand %', und er ist stets ein reiner Fall.
Bei der unvollstindigen Messung dagegen ist z' i. allg. nur ein Gemisch, das zudem
auller von &' auch noch von w' abhingt. Damit erhebt sich die Frage, welches Ge-
misch vor der ersten Messung zu verwenden ist. In Ubereinstimmung mit allen anderen
Autoren®? postulicren wir, daB der Zustand vélliger Unkenntnis durch die Wahrschein-
lichkeitsmatrix

Wy =1 (35)

zu beschreiben ist. Sie ist leider nicht normierbar, hat aber die maximale (wenn auch un-
endliche) Entropie und ist mit jedem Hamiltonoperator vertauschbar. (Anderenfalls wire
das Postulat mit den Bewegungsgleichungen nicht vertriglich.) Man nennt (35) oft auch
das ,,Prinzip von der gleichen apriori-Wahrscheinlichkeit aller Hilbertvektoren*. Es
wird manchmal auch folgendermaBen formuliert: Bei Zugrundelegung eines beliebigen
vollstindigen Orthonormalsystems sind alle Basisvektoren a priori gleich wahrscheinlich
und ihre (relativen) Phasen gleichmiBig verteilt. Ohne die zweite Forderung kénnte
die erste nicht fiir alle Orthonormalsysteme zugleich aufrechterhalten werden; sie wire
nicht unitar invariant.

Herrn Prof. C. F.v. Weizsicker danke ich fiir viele klirende Diskussionen und den Herren Prof. W, Heisen-
berg und Prof. F. Bopp fiir ihr Interesse an dieser Arbeit.

57 Zum Beispiel J.v. NEUMANNZ, S. 182 ff.
5 Man spricht meist leider von einer ,statistischen Verteilung*‘ der Phasen, obwohl es doch auch un-
gleichmiflige statistische Verteilungen gibt, z. B. die GauB-Verteilungen.

Miinchen Ak. Abh math.-nat, 1958 (SiiBmann) 6
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