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Vorwort

Angcnehm tiberrascht wurde ich vor einigen Monaten, als mir auf meinem Lindlichen
Aufenthalte beim Empfange des jiingsten Actenbandes unserer Gesecllschaft der S. 151 zu
lesende neue Wersuch iher den Satz vom Kréftenparallelogramme von unsermi verehrten Mit-
gliede, dem Hrn. Prof. Kultk, unter die Augen trat; da ich aus dieser Arbeit, so wie auch
aus dem Interesse, mit welchem dieselbe von den tibrigen Mitgliedern aufgenommen wurde,
ersah, wie nun einmal auch eines derjenigen Probleme auf dem Gebiete der Mathematik,
welche mein stilles Nachdenken schon vor mehr als vierzig Jahren beschiftiget hatten, die
Aufmerksamkeit der Gesellschaft auf sich gezogen habe. So sehr mich aber auch eine solche
Erscheinung erfreute: so wird es mir der Urheber dieses Vergniigens, ein Mann, dem es
zuversichtlich nicht um die Behauptung sciner Ansicht, sondern um die endliche Auffindung
der Wahrheit selbst zu thun ist, doch nicht verargen, wenn ich unumwunden gestehe, dass
weder sein Versuch, wie er vorliegt, noch irgend cine andere der mir bis jetzt bekannt ge-
wordenen Darstellungen dieses Gegenstandes meinen Anforderungen vollig entsprochen habe.

Eine ziemlich vollstindige Aufzihlung der vorziiglichsten bis zum Jahre 1817 or-
schienenen Versuche iiber diesen Satz findet sich m der Schrifi: Demonstrationum compo-
sitionis virium expositio, de iisque judicium. Auctore Jok, Hen. Westphal. Gottingae, 1817.
Obzwar ich nun eben nicht an den hier angefithrten Versuchen immer das Nimliche aus-
stellen mochte, was der Verfasser dieser Abhandlung bemingelt: so erachte ich doch, wic
gesagt, dass auch kein einziger weder der dort besprochenen, noch sonst irgend ein
anderer bis auf die neueste Zeit bekannt gewordene Beweis des Lehrsatzes vom Kriften-
parallelogramm  vollig befriedigend sey. Indessen mwuss ich, um Niemand zu verletzen,
sogleich beifiigen : nur insofern erachte ich keinen dieser Versuche fiir véllig befriedigend,
als ich voraussetze, dass eine Darstellung gcliefert werden soll, welcke den Namen einer
streng wissenschaftlichen verdiene; eine Darstellung also, die uns nicht bloss die Gawissheit,
dass sich die Sache so, wie sie hier angegeben wird, verhalte, sondern die uns zugleich auch
dic Einsicht in den objectiven Grand derselben gewiihret. Denn wo es sich nur um den blossen

Zweck der Gewissheit handelt, da gentiget ‘wohl schon jener sehr einfache Beweis, den Newlon
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angegeben, und noch vollkommener der etwas zusammengesetztere, den Kdstner u. A. aus
der Lehre vom Hebel abgeleitet.

Ich selbst verfiel schon in meinen Studienjahren auf eine Beweisart, von der mir jetzt
noch scheinet, dass sie fiir eine blosse Gewissmachung geniige. Vielleicht ist es Einigen nicht
unangenehm, hier einen kurzen Abriss derselben zu finden, den Andere iiberschlagen kénnen.

Es seyen also an einem in a befindlichen Atome zwei Krifte angebracht, welche den-
selben, wenn sie allein wirkten, in einer gewissen Zeit die eine nach m, die andere nach 2
brichten. Um zu finden, wohin sie ihn bringen, wenn sie zugleich wirken, stellte ich mir
statt eines einzigen zwei villig gleiche Atome in @ vor. Indem ich nun voraussetzte, dass die
cine den einen, die andere den andern allein ergriffen habe, und hierauf annahm, ersick
dass beide Atome durch keine Art von Coh#sion gehindert wiren, sich von einander zu ent-
fernen, musste ich behanpten, dass der eine nach m, der andere nach n gelangen werde.
Nahm ich dagegen zwcitens eine zwischen ihnen herrschende Cohiisionskraft an, die jede Tren-
nung derselben verhindert: so war mir einleuchtend, dass die Atome in einem Orte ¢ anlan-
gen miissten, dessen Verschiedenheit von m und 7 eine blosse Wirkung der Cohlision ist.
Allein die Cohision der beiden Atome musste ich als eine gegenseitige und (ihrer vorausge-
setzten Gleichheit wegen) auch beiderseits gleiche, somit als eine gliiche und entgegengesetzte
Anzichung 1wischen denselben betrachten. Mithin musste ich auch die Abstinde om und on,
als die Wirkungen zweier gleicher und entgegeng Kriifte, einander gleich und ent-
gegengesetzt annehmen. KSmmt aber der doppelte Atom aus e in o, die Mitte von mn, an;
so ist kein Zweilel, dass ein einfacher, der Einwirkung derselben Krifte ausgesetzt, in der
nimlichen Richtung den doppelten Weg zuriicklegen, d. h. in dem Endpunkte der Diagonale
des Parallelogramms ez anlangen miisse.

Dieser Beweis, ich wiederhole es, mag fir den Zweck der blossen Gewisshed hin-
reichen, also z. B. an scinem Orte seyn in einem Unterrichte, welchen man Anfingern er-
theilt; wollen wir aber die Lehre von der Zusammensetzung der Krifte auf eine Weise be-
arbeiten, dass auch der clyective Grund jeder Wahrheit, so weit das iiberhaupt méglich ist,
deutlich werde: dann miissen wir uns in Betrachtungen einer ganz andern Art einlassen; und
diirfen namentlich nie bloss darum, weil eine Wahrheit schon von selbst einleuchtet, glauben,
wir wiren nicht gehalten, sie noch mit einem eigenen Baweise (welcher nun freilich nicht eine
Grwissmachung, sondern vielmehr nur eine Begrindung seyn wird) zu versehen, wenn anders
noch ein Grund, warum die Sache sich gerade so verhalte, angeblich ist.

Bei ciner solchen Behandlung unsers Problems -— um jetzt diess Eine nur zu beriih-
ren — diirfen wir auch den Satz, dass Krdfte, dic nach cnerlec Richtung, oder solche, die in
entgegengesetzten Richtungen wirken, einer eimzigen gleichgclten, welche so gross als im ersten Falle
dic Summe, im 2wciten die Differenz ist, nicht schlechthin annehmen, ohne erst eine cigene
Begrimdung desselben zu liefern. Dieses hat -aber bisher noch Niemand versucht; im Gegen-
theile haben Viele, und unter ihnen selbst kan¢ (in den metaphysischen Anfangsgriinden der
Naturwissenschaft) die Sache so darstellen wollen, als ob die nur erwibnte Wahrheit eme
bloss analytische wire, d. h, als ob es schon in dem Begrifle einer Krafi, ciner mechanischen
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nimlich oder Beweghraft lige, dass Krifte von einerlei Richtung addirt, von entgegengesetzter
aber von einander abgezogen werden miissten. Sie geben es nimlich fiir die Krkldrung einer
solchen Kraft aus, dass sie nur ehen dann eine doppelie, dreffacke u. s. w. heisse, wenn wir
uns vorstellen, dass sie zwei, drei u. s, w. gleichen und in derselben Richtung wirkenden
Kriften gleichgilt. — Allein diese Erklirung gibe uns ja so, wie sie vorliegt, durchaus noch
nicht zu erkennen, was wir uns unter einer Krafl vorstellen sollen, deren Grosse durch einen
Bruch, oder wohl gar durch eine Irrationalzakl ausgedriickt wird. Gesetzt aber, dass man,
um dieser Unbestimmtheit abzuhelfen, die Erklirung erweitern und etwa sagen wollle: »man

habe sich unter einer Kralt von der Grdosse - eine Kraft zu denken, welche drei Kriften

gleichgilt, deren je vier einer Kraft, welche =1 ist, gleichgelien; und unter einer Kraft von
der Giésse ¥"5=2,236.... habe man sich eine Kraft zu denken, welche der unendlicher
2 3 6
10’ 100" 1000
denc; gesetzt, sage ich, dass man von einem so zusammengesetzten Begriffe ausgehen wollte
und diirfte : auch so noch wire man nicht berechtiget, es als eine schon in der Erklirung
liegende, also bloss analytische Folgerung darzustellen, dass z. B. eine Kraft — 3, gleichgel-
tend sei mit zweien, deren die einc = 1, die andere =2 ist; denn in der Erklirung lige
dann nur, dass die dreifache Kralt gleichgeltend sei mit drei einfachen Kriften, keineswegs
aber mit zweien, deren die eine einfach, die andere zweifach ist. Noch viel weniger liesse sich
auf eine bloss analytische Weise folgern, dass eine Kraft = 3 gleichgeltend sci mit zweien,
deren die cine = 5, die andere aber — 2 in der en/gegengesctzten Richtung wirket. Also we-
der der Satz von der Addition, noch jener von der Subtraction der Krifte von einerlei und
entgegengesetzter Richtung ldsst sich schon in die Erklirung selbst hineinlegen; weil doch das-
jenige, was man sich unter einer Kraft von gegecbener Grisse bloss der Erklirung nach zu den-
ken hat, gewiss nur Ein Ding scyn muss, wihrend es der Verbindungen von Kriften, die
theils in einerlel, theils in entgegengeselzter Richtung licgend, einander gleichgelten kénnen,
unendlich viele gibt.

Doch es sey mdglich, die Erklirung so einzurichien, dass jemer Satz aus ihr bloss
analytisch folge: was wire damit gewonnen? Nach dem Begrille, der meinem Dafiirhalten nach
der cinzige ganz mit dem Sprachgebrauche iibercinstimmt, verstehen wir unter der Grésse
einer Kralt oder einer Ursache iiberhaupt diejenige Beschaffenheit derselben, aus welcher
die Grosse ihrer Wirkung objectiv abfolgt und erschlossen werden kann; woraus sich denn
als einc bloss analytische Folge, oder jedenfalls doch ganz unmittelbar ergibt, dass wir eine
Kraflt eine doppelte, dreifache u. s. w. nennen diirfen, wenn dic Wirkung, welche sie unter
densclben Umsinden, hier also in derselben Zeit und in demselben (oder einem gleichen)
Atom hervorbringt, eine doppelte, dreifache u. s.w. ist. Dass aber eine Bewegkraft, welche die
doppelte heisst, d. i. deren Grésse = 2 ist, gleichgeltend sey mit zwei in derselben Richtung
wirkenden von der Grésse 1, oder auch mit zweien, deren dic eine — 3, die andere =1 in
entgegengesetzten Richtungen wirken, das Alles liegt nicht schon im Begrifle, sondern es inuss

Menge von Kriifien gleichgilt, die durch die Gréssen 2, s+ . vorgestellt wer-
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als ein synthetischer Satz durch eine anderweitige Betrachtung abgeleitet werden, Bei der Er-
klirung dagegen, die jene Gelehrten uns geben oder zu geben beabsichtigen, verhilt es sich
umgekehrt. Sie wollen das Letzte ohne allen Beweis als liegend schon in ihrer Erklirung an-
nehmen; aber eben darum liegt nun das Erste nicht mehr in ihrer Erklirung, urd dieses also
miissen sie eigens beweisen. Eigens beweisen also miissen sie uns, dass eine Kraft, welche
die doppelte heisst, eine doppelt so grosse Wirkung in gleicher Zeit hervorbringe. Jedoch in
dem besonderen Sinne, in welchem sie ihre Worte genommen wissen wollen, sagt dieser Satz
genau dasselbe, was nach meiner Auslegung der Worte in jenem anderen Satze, dass nimlich
eine doppelte Kraft gleichgeltend sei mit zwec einfachen, ausgesagt wird; denn beide Siitze sagen,
wenn wir die zweideutigen Kunstworte vermeiden, wesentlich nur Folgendes aus: Die Raum-
veriinderung, welche zwei gleiche Krilte, zugleich angebracht, bewirken, ist so gross wie die
Summe der Raumverinderungen, welche sie einzeln angebrachi, bewirkt hitten; der Satz des
Kriftenparallelogramms fiir den Fall, wobei der Conspirationswinkel = 0 ist. Also ist offenbar
durch jene Erklirung nichts zu gewinnen.

Uebrigens wire man wohl auf eine so irrige Erklirung nie verfallen, hitte man bedacht,
dass der Begriff einer Bewegungskraft, ingleichen auch der Begriff von dem, worin die Grésse einer
solchen Kraft bestehe, abzuleiten scy von dem nichst hoheren Begriffe einer Kra/ft iiberhaupt und
dem Begriffe dessen, worin die Grisse dicser bestehe. Dann niimlich hitte sich deutlich genug zu
erkennen gegeben, dass wir uns unter der Grosse einer Kraft im Allgemeinen (wie ich schon oben
gesagt) immer nur dasjenige denken, was die Grésse ihrer (unmittelbaren) Wirkung aul’ eine ob-
jective Weise, so wie der Grund scine Folge hestimmt. Diess nun vorausgesetzt, wic hitte man auch
nur sich kénnen einfallen lassen, die Grésse einer bewegenden Kralt anders heurtheilen zu wollen,
als aus der Grosse der unmittelbaren Wirkung, d. h. der Geschwindigkeit, dic sie in eciner gege-
benen Zeit hervorbringt ? Also wohl den Satz, dass einc Kraft = 2 cine Geschwindigkeit = 2 er-
zeugt, nimmermehr aber den Satz, dass eine solche Kralt zweien = 1, die in derselben Richtung
angebracht sind, gleichgelte, wiirde man als eine schon im Begriflc selbst liegende Wahrheit ange-
sehen haben. Wird doch nicht cinmal des Umstandes, dass eine jede Bewegkraft auch eine Richrung
haben miisse, in dem Begrille derselben gedacht, sondern auch dieses muss sich erst durch eine
fernere Betrachtung ergeben.

Doch dieses Alles diirfie sich bei Durchsicht des kleinen Aufsatzes, den ich der giitigen
Beurtheilung der Gesellschalt hiemit vorgelegt haben will, noch deutlicher zeigen. Indem ich niim-
lich erwogen, dass ich zu ciner vollstiindigeren ]}earheilung der reinen Mechanik die néthige Musse
und Kralt gewiss nicht mehr finden wiirde, beschioss ich, den gegenwiirtigen, mir durch Hrn.Prof.
Kulik dargebotenen Anlass zu beniitzen, um in Zukunl(t nur cinige der wichtrgsten in diesc Wissen-
schaft cinschlagenden Begriffe und Lehren, welche mir ciner abgcdnderten Darstcllung am meisten
zu bedizfen scheinen, zu Papicre zu bringen. Fiir diessmal licfere ich bloss einen Abriss der
Lekre von der Zusammensctzung der Krifte an cinem einzigen Atom, wobci ich jedoch gleich
alle diejenigen Vorbegriffe, welche in einer wissenschaftlichen Bearbeitung dieser Lelire vor-
angestellt werden .miissen, hinzugefiigt habe.

Téchobus, am 1. Nov. 1811,



§. 1.
Es ist fiir das Folgende néthig, den Unterschied zwischen Begrif und Anschauung
u kennen. Anschauung, retne Anschauung nenne ich also nur eine solche Vorstellung, welche
dloss einen cinzigen Gegenstand vorstellt, und dabei enfuck ist; z. B, die Vorstellung: »Diess«
was ich jetzt eben empfinde). Jede Vorstellung dagegen, die nicht nur keine Anschauung
st, sondern auf keine Anschauung als Bestandtheil enthile, heisst mir ein reiner Begriff, z. B.
lie Vorstellungen: Gott, Weltall, Zahl, Kraft, u. dgl. Auch die Vorstellungen: Augenblick,
Leitliinge u. s. w., ingleichen die Vorstellungen: Punkt, Entfernung zweier Punkte, Linie, Fliche
1. s. w. sind meiner Ueberzeugung nach reine Begrifle; allein die Vorstellungen: dreser Augen-
dlick (in dem ich so eben dicse Empfindung habe), dieser Punkt (in welchem sich jetzt eben
ler Mittelpunkt jener Kugel befindet) u. dgl. enthalten Anschauungen, und sind somit geméschse
Vorstellungen.
S 2
Siitze, in deren Bestandtheilen nicht eine einzige Anschauwing vorkommt, die also aus
slossen Begriffen zusammengesetzt sind, nenne ich Begriffssitze, und wenn sie iiberdiess Wak-
riten sind, Begriffswakrheiten. Dergleichen sind alle Sdtze der reinen Mathematik.

$- 8.

Wir sagen, dass ein Satz M, gleichviel ob wahr oder falsch, ableitbar sey oder ge
rchlossen werden konne, aus einem oder mehreren andern 4, B, C..., sofern wir uns vor-
stellen, dass es in diesen Sitzen gewisse verdnderliche Bestandtherle gibt, und dass so oft durch
sine willkiirliche Annahme dieser veriindetlichen Theile die Sitze A, B, C,... wahr werden,
wch der Satz M wahr wird. Die Sitze 4, B, C... nennen wir dann auch wohl dic Porder-
ritze oder Pramissen, und M den sich aus ihnen ergebenden Schlusssatz. So stehet der Satz,
lass in dem Dreiccke ay 8 die Winkel e=§ sind, zu dem Satze, dass in dem Dreiecke «yg
lie Sciten @y = @7 sind, in dem Verhiltnisse der Ableitbarkeit und diess zwar hinsichtlich auf
lie Vorstellungen e, 8, 7, weil so oft wir dicse dergestalt annchmen, dass der letzte Satz eine
Wahrheit ausspricht, auch der erste Satz eine Wahrheit ausspricht,

S 4.
Wenn es irgend eine reine Begriffswahrheit gibt, vermittelst deren ein Satz von der
Form: /7 hat die Beschaffenheit w, ablcitbar ist aus einem Satze von der Form: X hat die
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Beschalfenheit z; so sagt man, der Gegenstand 77 werde bestémme durch den Gegenstand X;
thettweise oder vollstindig bestimmt, je nachdem nur einige oder alle Beschaffenheiten des 77~
auf solche Weise ableitbar sind aus X. In dem letzten Falle, .wenn 7 durch X vollstindig
bestimmt wird, so zwar, dass es bei einerlei X nur ein einziges W gibt, nenne ich X schlecht-
weg ein den Gegenstand W bestimmendes Ding. Wiefern man sich X als einen Inbegriff mch-
rerer Gegenstinde denkt, pflegt man sie bestémmende Stiicke von WV zu mennen. So nennt
man Mittelpunkt, Lage und Grésse der beiden Achsen einer Ellipse bestimmende Stiicke
derselben.
S 5.

Wenn es irgend eine durch einen reinen Begryf vorstellbare Beschaffenheit w an ei-
nem Gegenstande 7 gibt, welcher durch einen anderen X vollstindig bestimmt wird: so muss
es auch an X irgend eine durch einen reinen Begriff vorsiellbare Beschaffenheit 2 geben, in
Betreff deren die allgemeine reine Begriffswakrheit gilt, dass jeder Gegenstand, dessen bestim-
mendes Ding die Beschaffenheit # hat, die Beschaffenheit w besitze. Denn giibe es eine solche
reine Begriffswahrheit nicht; so liesse sich nicht behaupten, dass alle Beschaflenheiten des /7,
namentlich auch die w, vermittelst einer rcinen Begriflswahrheit aus den Beschaffenheiten des
X ableitbar sind.

§. 6.

Dinge, ‘deren simmtliche innere und durch blosse Begriffe darstellbare Beschaflenhciten
diesclben sind, nennen die Mathematiker einander dhnlichk. So sagen sie, dass alle Kreise ein-
ander dhnlich sind, weil alle innern Beschaffenheiten, die sich durch blosse Begriffe vorstellen
lassen, an dem einen véllig die nimlichen wie an dem andern sind.

S 7.

Dinge, deren besti de Sticke einander @hnlich sind, sind selbst dhnlich, Sind
nimlich 7 und 7/ ein paar Dinge, deren bestimmende Stiicke X und X/ einander &hnlich
sind: so muss jede durch cinen reinen Begriff vorstellbare Beschaffenheit 2, dic J# hat, auch
an ¢ sich finden; denn weil sich die Beschaffenheit w durch einen reinen Begrilf vorstellen
lisst, so muss es (§. 3) auch eine durch einen reinen Begriff vorstellbare Beschaffenheit 2 an
X geben, in Betreff deren allgemein gilt, dass jeder Gegenstand, dessen bestimmendes Ding
2 hat, dic Beschaflenbeit w hat. Weil aber X und X/ einander iihnlich seyn sollen, so muss
auch X/ dic Beschaffenheit # haben; folglich /#”/ auch die Beschaffenheit w.

S 8
Ein paar Begrifle, die sich bei einem jeden Menschen, so wie er zum Gebrauche sei-
ner Vernunft kommt, zu einem mehr oder weniger deutlichen Bewusstseyn erheben, die aber
auch so einfach sind, dass sie kaum eine Zerlegung in noch einfachere Theile gestatten, sind
die Begriffe, welche wir in der deutschen Sprache mit den Worten: Grund und Folge, bezeich-
nen, wenn wir sie nicht chen als gleichgeltend mit Ursacke und Wirkung gebrauchen, somit
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nicht. anwenden auf existirende Dinge, sondern nur auf ein Verhiltniss, das zwischen F¥akr-
heiten an sich bestehet, gleichviel ob sic von irgend Jemand gedacht oder nicht gedacht wer-
den. Wahrheiten an sich stehen, ganz abgesehen davon, ob Jemand da ist, der sie und diess
Verhiltniss unter ihnen erkennt, in einem hdchsteigenthiimlichen Z hange, vermoge
dessen einige derselbeén der .(objective) Grund anderer, diese die (objective) Folge jener heissen.
So wird z.B.kein Mathematiker liugnen, der objective Grund der Wahrheit, dass die Gleichung
z?— (a4 bz +ab=0

die beiden Wurzeln a und b hat, liege nebst andern in den Wahrheiten, dass Factoren in
verinderter Ordnung dasselbe, und zwei negative ein positives Product geben. Der Inbegriff
der simmtlichen Wahrheiten, zu welchen eine andere sich als ihre Folge verhilt, nenne ich
den vollstindigen Grund derselben, wihrend ich eine oder cdiche allein einen blossen Theil-
grund von ihr nenne. Dieses Verhiiltniss der 44/olge, welches nur zwischen Wahrheiten an
sich bestehet, diirfen wir nicht verwechseln mit jenem der Ableitbarkeit (§. 8), das zwischen
Siitzen, gleichviel ob sie wahr oder nicht wahr sind, statt findet. Eine Wahrheit, die in dem
Verhiltnisse der Ahfolge zu gewissen anderen stchet, mag immerhin auch ableitbar seyn von
ihnen: so gilt es doch — welches cin fernerer Unterschied beider Verhiltnisse ist — gewiss
nicht umgekehrt, d. h. nicht cine jede Wahrheit, welche aus einer oder mehreren andern er-
schlessen werden kann, stchet auch im Verhiiltnisse der 4bfolge von denselben. So lisst sich
der Satz, dass cs zu je zwei Puncten «, & einen dritten ¢ gibt, bei welchem die Entfernungen
ac=ab=bc sind, ohne Zwecilcl erschlicssen oder ableiten aus dem Satze, dass zwei Kreis-
linicn, dic um die Puncte @, & mit cinem Halbmesser — 26 in einerlei Ebene beschricben
werden, cinander irgendwo schnciden; wie denn bekanntlich Euilides (EL 1, 1) sich des letz-
teren Satzes zu cinem Bewvedse (einer blossen Gewissmachung, wenn sie ja nothig wire) fir
den erstern bediente; dennoch diirflte es f(iir Jeden, der den Begriff der Abfolge sich recht
verdeutlichet hat, ohne Widerspruch seyn, dass nicht der erste Satz auf den zweiten, sondern
vielmehr der zweite auf den ersten sich objectiv griinde; denn nicht darum gibt es jenen
dritten Punct zu je zweien, weil dic besagten Kreislinien sich schneiden, sondern umgekehrt
sie schneiden sich nur, weil ein solcher dritter Punct da ist.

S 9.

Wenn in der Wahrheit: U /s, d. h. in einer Wahrheit, welche das Dascyn eines
Gegenstandes U aussagt, ein (objectiver) Grund, der vollstindige, oder doch irgend ein 7Thel-
grund der Wahrheit: 77 ist, lieget: so nennen wir U die Ursache, die vollsténdige, oder doch
irgend eine Thedursacke von W, und ¥ dagcgen die Wirkung von U. Ist U Ursache von
W und ¥ von Z, so nennt man uncigentlicher Weise & auch die Ursache, namlich die

mittelbare von Z. Im Gegensatze mit ciner solchen miltelbaren heisst dann die eigentliche
Ursache auch eine unmitt lbare.

§. 10.
Die Beschaflenheiten der Wirkung miissen aus jenen ihrer Ursache, aus der vollstin-
digen alfz ableitbar seyn, vermittelst einer aligemeinen reinen Begriffswahrheit; oder mit an-

Abb. V. ® 35
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dern Worten: die Ursache muss ihre Wirkung, die vollstindige vollstindig bestimmen in der
§. 4 erklirten Bedeutung.

§- 11.

Wenn also die Ursachen dhnlich sind, so miissen es nach §. 7 auch die Wirkungen seyn.

§. 12.

Wenn die Wirkung nicht etwas zu aller, sondern nur etwas zu einer bestimméen Zeit
Bestehendes, also eine blosse Perdnderung ist — (welchen Fall wir in der Folge ausschliesslich
zu betrachten haben) — so muss aus der Ursache auch objectiv gefolgert werden konnen,
warum sie eben zu dieser und keiner andern Zeit bestehe; d. h. die Ursache muss gleichfalls
nur zu derselben Zeit als wahre vollstindige Ursache bestehen oder wirken; die vollstindige
Ursache und ihre eigentliche und unmjttelbare Wirkung miissen also immer gleichzeitig seyn.
Sobald die vollstindige Ursache anfingt zu seyn, fingt sic auch an, zu wirken: denn ihr Seyn
ist Wirken. Fingt sie aber an, zu wirken, so fiingt auch an, eine Wirkung zuseyn; und wie
im Gegentheil jene aufhort, muss auch diese aufhéren. Was etwa noch fortdauert, ist hoch-
stens eine miuttelbare Wirkung, nimlich eine Wirkung dessen, was bis zum letzten Augen-
blicke ihres Daseyns und Wirkens von der Ursache hervorgebracht worden ist und nun als
neue (Theil - oder vollstindige) Ursache gewisse neuc Wirkungen erzeuget. — Wenn man die-
sen Bchauptungen oft widerspricht und sagt, die Ursache gche ihrer Wirkung insgemein vor-
her und diese daucre noch fort, wenn jene schon lingst zu wirken aufgehort: so kommt diess
lediglich daher, weil man entweder eincn blossen Thel der vollstindigen Ursache als Ursache
schlechtweg betrachtet, oder dasjenige, was erst cine mittelbare Wirkung, cine Wirkung der
Wirkung selbst, und vielleicht erst einc Wirkung derselben in Verbindung mit noch andern
Dingen ist, wie cine unmittelbare Wirkung der Ursache ansicht; denn dass dic einzelnen Theile
cines Ganzen insgemein frither da sind als dicses sclbst, und dass die mittelbare Wirkung
crst zum Vorschein kdmmt, nachdem dic unmittelbare da ist, begreift sich ganz von selbst.

§. 13

Wenn die Verinderung cines Dinges durch eine Zeit forédausrt, d. h. wenn es wih-
rend dieser Zeit keinen auch noch so kurzen Zeitraum gibt, inncrhalb dessen alle Beschaffen-
heiten des Dinges dic niimlichen verbleiben: so muss auch die Ursache dieser Verinde-
rung durch jene ganze Zeit fortgewirkt haben. Ist aber diesc Ursache selbst wibrend der
ganzen Zeit ohne Verinderung geblicben, d. h. hat sie fortwihrend einerlei Beschallenheiten
behalten: so muss aus diesen und der Zeitdauer thres Wirkens die Beschaffenheit ihrer Wir-
kung objectiv abfolgen. Weil nun dic Zeitdauer eine Grisse hat, so muss auch an jeder in
einer gewissen Zeitlinge zu Stande gckommenen Wirkung eine Grisse sich vorfinden, welche

wir aus der Grésse der Zeit, die ihre Ursache zu ihrer Hervorbringung brauchte, objectiv
erkliren.
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S 14,
Da alle Zeitldngen einander ihnlich sind, so miissen auch Wirkungen, die von der-
selben oder auch bloss. dhnlichen, nur in verschiedenen Zeillingen wirkenden Ursachen her-
vorgebracht worden sind, einander ahnlich seyn (§. 10 7).

§. 15.

Die Grisse, die wir nach §. 13 an einer jeden durch eine gewisse Zeit hervorge-
brachten Wirkung antreffen, muss von der Art derjenigen seyn, die, oder (was dasselbe
ist) deren Einheit sich durch keine Begriffe bestimmen. lisst. Denn auch an ihrer Ursache
befindet sich, wenn sonst in keiner andern Beziehung, mindestens hinsichtlich der Zatlinge,
die sie gebraucht hatte, eine Grdsse, die sich durch keine Begriffe bestimmen lisst, die Zeit-
linge nimlich. So oft aber an der Ursache etwas durch blosse Begriffe nicht Bestimmbares
sich findet, muss sich ein solches auch an der Wirkung befinden, weil jenes sonst ohne Er-
folg geblieben wiire.

§. 16.

Wenn der Begriff, den wir von einer gewissen Ursache haben, kein anderer ist, als
chen nur der, dass sic Ursache sey; wenn wir somit von ihr nichts Anderes kennen, als
dass sie cin Wirkliches sey, das uns auf eine objective Art erklirt, warum eine Wirkung
von bestimmter Grésse in bestimmter Zeit zum Vorschein gekommen: so miissen wir auch
dieser Ursache sclbst noch eine Grosse beilegen, und zwar cine solche, die oder deren_Ein-
heit durch keine Begrifle hestimmbar ist. Diess muss geschechen, damit, wenn wir der Wir-
kungen von einerlei Art mehrere wahrnehmen sollten, welche in gleicher Zeit entstanden, doch
cine ungleiche Grosse haben, diese Erscheinung aus der verschiedenen Grosse der sie be-
wirkenden Ursachen erklirt werden kdnne.

§ 17

Ein Wirkliches, das nicht als cine blosse Brschaffenheit an einem andern Wirklichen
bestchet, nennen wir eine Sulstanz, oder mit einem deutschen Worte allenfalls cin /Fesen.
Solche Beschalfenheiten ciner Substanz, welche die Ursache sind, dass sie gewisse Wirkungen
hervorbringt, nennen wir ihre Krifte; innere oder dussere, je nach dem sie innere oder
dussere Beschaflenheiten sind; ¢mmancnte oder transiente, je. nachdem die Wirkung, welche
sie hervorbringen, in der Substanz selbst, oder ausserhalb ihrer sich befindet.

§. 18:
Simmtliche Kréfte einer verdnderlichen Substanz sind selbst nur Perdnderungskrifte,
d. h. Krifte, vermittelst deren sie Verinderungen cntweder in sich selbst, oder in andern
verinderlichen Substanzen hervorbringt. Die Kraft zu sckaffen, d. h. eine Substanz nicht
bloss zu verindern, sondern die Ursache ihres Dascyns sclbst zu seyn, wohnt nur der einen
unverinderlichen und unvollkommenen Substanz der Gottheit bei.
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S 19.

Verinderliche Substanzen, dergleichen ausser Gott alle iibrigen, d. i. alle geschaffenen
sind, — koénnen und miissen Verinderungen auch in ihren eigenen Krdften erfahren; und
sofern diese eine Grésse besitzen, ist es eine von der Naturwissenschaft geboténe Regel, zur
Erklirung jeder in der Welt wahrgenommenen Erscheinung vorauszusetzen, dass jede Ver-
dnderung in der Grésse (Zu- oder Abnahme) einer Kraft nur innerhalb einer bestimmten Zeit-
dauer erfolge, so mwar, dass eine Zeitlinge, welche so klein werden kann, als man nur will,
auch etner Zu- oder Abnahme so kein, als man nur will, entspreche. Diese unter dem Namen
des Gesetzes der Stetighent bekannte Voraussetzung stiitzet sich meines Erachtens keineswegs
darauf, als wire es etwas an sich selbst Unmégliches, dass sie verletzet wiirde; denn warum
sollte es der Gottheit selbst unmoglich seyn, durch ihr unmittelbares Einwirken eine gewisse
Kraft plétzlich zu steigern, und z. B. einem Atome, der bis zu dem Augenblicke 7 noch
ruhete, eine Bewegkraft zu ertheilen, die nicht erst allmihlig wiichst, sondern in jedem auf 7’
folgenden Augenblicke, so nahe er auch an 7 liegen mag, schon die bestimmte Grosse ¢
hat? — Nur abgesehen von Gott, dem unendlichen Wesen, diirfte kein anderes endliches
Wesen etwas der Art vermégen. Was ich jedoch hier mit Bestimmtheit zu behaupten wage, ist
nur so viel: Was uns auch immer erscheine, nie kénnen wir aus dem Erschienenen gendthiget
werden, auf eine stattgefundene Verletzung des Gesetzesa der Stetigkeit zu schliessen. Denn
offenbar kénnen wir doch auf den geinderten Grad der Kraft eines Wesens (auch unseres
eigenen Wesens) nur schliessen aus mindestens zwei zu einer verschiedenen Zeit gemachten
Beobachtungen, aus deren einer wir den Grad dieser Kralt —a, und aus deren anderen wir ihn

= z « zu schitzen berechtiget wurden. Da aber zwischen zwei dergleichen Beobachtungen,

deren jede schon fiir sich selbst eine gewisse Zeitdauer erfordert, jedesmal irgend eine Zwi-
schenzeit verfliesset: was konnte uns berechtigen zu der Behauptung, dass der ('Tbcrg;mg von
dem einen zn dem andern Grade durch ecinen sogenannten Sprung geschehen sey, d. h. dass
dic in Rede stehende Kraft in jedem Augenblicke, der einem gewissen 7' voranging, noch
=a, in jedem aber, der auf ihn folgte, schon = gewesen wire? Kann aber die Voraus-
setzung eines Sprunges nie als nothwendig sich erweisen: so folgt schon, dass wir die Er-
klirung durch cin allmiihliges, wenn auch noch so schnelles Zu- oder Abnehmen einer
Kraft immer als etwas unendlich Walrscheinlicheres vorziehen miissen; da eine Kraft, die
gross genug wiire, um durch ibr Einwirken auf eine gegebene Substanz eine urp]é[zlicl;éa Zu-
oder Abnahme in ihren Kriflen hervorzubringen, von einer ganz anderen Art (unendliche
Male grosser) seyn muss als alle tibrigen Krifte, welche dergleichen Verinderungen nur erst
allmahlig zu Stande bringen. Wir verstossen also durch die Annahme einer solchen Kralt
offenbar gegen den Grundsatz: Entia, oder auch genera, mon sine neccesitate sunt mu{hpli-
canda. Hiezu kommt noch, dass wir bei der Vorausseizung, in einer gegebenen Substapg sey
eine ihrer Krifte durch cinen Sprung verindert worden, uns selbst des Kennzeichens beraben,
an welchem wir sonst erkenncn, dass wir die ndmliche, nur verinderte, micht ahe,ﬁ_reinc
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andcre, an ihre Stelle bloss getretene Substanz vor uns haben. Denn dieses Kennzeichen ist
kein anderes, als dass die Krifte und simmtlichen Beschaffenheiten der Substanz, welche wir
in dem Augenblicke U vor uns haben, den Kriften und Beschafferiheiten, welche wir der in
dem Augenbliche 7 auf uns einwirkenden Substanz beilegen, um so niher kommen, je niher
wir die beiden Augenblicke & und 7' selbst an einander riicken. Es ist also eine Art In-
consequenz, wenn wir eine Substanz fiir dieselbe mit derjenigen, die frither auf uns einge-
wirkt hatte, erkliren, und dabei doch nicht zugeben wollen, dass die Krifte, die wir an ihr
verschieden von dem ersten Zustande gewahren, in diesen geinderten Zustand allmihlig tiber-
gangen seyen.
§. 20.

Denken wir uns nunmehr eine einfache und ihrer beschrinkten Krilte wegen im
Raume befindliche *) Substanz, einen Atom, der seinen Ort (einen Punct) verindert, d. h. sich
beweget; also in einem gewissen Augenblicke 7' in dem Puncte @, in einem spitern U in dem
von a verschiedenen Puncte b sich befindet. In welchen Orten derselbe zu jedem innerhalb
7 und U gelegenen Augenblicke gewesen, sey uns noch unbekannt; jedenfalls wird uns aber
erlaubt seyn, das Raumding, welches alle diese Puncte sammt @ und ), sonst aber keinen
andern enthilt, die in dieser Zeit beschriebene Bahn des Atoms zu nennen, wenn wir nur
nicht sogleich voraussetzen, dass diese Bahn eine Linie sey. Das eigenthiimliche Verhalten
des Atoms selbst, welches wir als die nichste Ursache davon, dass jene Bahn von ihm in
der besimmten Zeit beschrieben wird, d. h. dass cr gerade diese und keine anderen Orte
in den verschicdenen Augenblicken dieser Zeit einnimmt, nennen wir dic von ihm beobach-
tete Geschwindigheit. Nehmen wir nun, weil dieses das Einfachste ist, zuvorderst an, dass
diese Geschwindigkeit wihrend der ganzen Zeit seiner Bewegung keine Verinderung erleide,
so ldsst sich alsbald darthun, dass und warum die beschriebene Bahn eine Linie und zwar
eine gerade Linie seyn miisse. Denken wir uns nimlich zwei innerhalb 7" und U gelegene
Augenblicke ¢ und #; so ist offenbar die zwischen ¢ und u beschriebene Bahn cin Theil der.
zwischen 7 und U beschriebenen; beide aber sind Wirkungen, die gleichen, nur durch ver-
schiedene Zeillingen wirkenden Ursachen zugehéren; woraus nach §. 14 folgt, dass sie ein-
ander dhnlich seyn miissen. Die durch eine sich immer gleichbleibende Geschwindigkeit be-
schrichene Bahn ist somit ein Raumding, welches (weil ¢ und 2 wie immer angenommen
werden konnen) sich theilen lisst in eine unendliche Menge von Theilen, welche dem Ganzen
dhnl ch sind. Es bedarf nicht erwiesen zu werden, dass dieses eine Eigenschalt sey, welche
nur der begrenzéen geraden Linie zukSmmt **),

*) Wie das Eine aus dem Andern folge, kana ich hier nicht umstindlicher auscinander selzen, Es ergibt sich
aber aus den Begriffen von Zeit und Raum, wie ich sie anderwdrts erkldre.

*¥) Jch habe diesen Beweis schon einmal an cinem Orle, wo man ihn nicht suchen diirfte, namlich io der
Schrift: Die drei Probleme der Rectification, Complanation und Kubirung, Leipzig, 1817, in der Anmerkung
§. 12 vorgetragen. Eben daselbst habe ich auch §. 10 als eio Beispiel von der vielfilugea Anwendbarkeit
iner dort aufgestellicn Methode, deren ich mich zur Losung der auf dem Titel genannten drei Probleme
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§. 21,

Damit ein Grund sey, warum die gerade Linie, welche ein Atom beschreibt, der eine
unverdnderte Geschwindigkeit behilt, nur eben in dieser und keiner anderen von den
unendlich vielen aus einem Puncte moglichen Richtungen liege, muss die Geschwindigkeit
desselben eine eigene Bestimmung besitzen, die wir von dem, was sie verursachet, fiiglich
ihre eigene Richiung nennen diirfen; und damit ferner auch ein Grund da sey, warum jene
Linie in einer gegebenen Zeit gerade diese und keine andere Linge erreicht, muss die Ge-
schwindigkeil eine Bestimmung besitzen, die, weil sic den Grund einer Grésse enthilt, selbst
eine Grosse seyn muss, und somit fiiglich die Grisse der Geschwindigkeit genannt werden
kann. Somit hat jede Geschwindigkeit Beides, Richtung sowohl als Grésse; die sich gleich-
bleibende eine sich gleichbleibende Richtung und Grésse; die sich verindernde aber kann
sich entweder nur in ihrer Richiung, oder nur in ihrer Grésse, oder in beiden zugleich
verindern; doch wird jedenfalls anzunehmen seyn, dass diese Verinderungen nur nach dem
Gesetze der Stetigkeit erfolgen.

§. 22.

Da alle Richtungen einander #hnlich sind, also nie eine durch blosse Begriffe be-
stimmt werden kaun; da eben dicss auch von allen Zcit- und Raumlingen gilt: so muss,
weil in der Ursache immer eben so viele Sticke wie in ihrer Wirkung unbestimmt bleiben
miissen (§. 15), auch bei einer Geschwindigkeit Beides, sowohl ihre Richtung als ilire Grisse,
nie durch blosse Begriffe bestimmbar seyn, sondern durch angemessene Anschauungen allein:
und zwar kann ihre Ricktung uns gegeben werden lediglich durch gewisse Anschauungen, die
eine im Raume befindliche Richtung, niimlich die der Geraden, welche der Atom beschreiben
wiirde, wenn er diese Geschwindigkeit eine Zeitlang beibehielte, bestimmen; ihre Grésse aber
kann uns gegeben werden lediglich durch gewisse Anschauungen, die Beides, eine Zeitlinge
sowohl als eine Raumlinge bestimmen. Denn diese Grosse soll uns erkliren, welche Grésse
die gerade Linie hitte, die der Atom in einer gewissen Zeit beschriebe, wenn er seine Ge-
schwindigkeit durch diesc Zeitlinge unverindert behielte; sie bedarf also offenbar zu ihrer
Bestimmung einer Raumlinge sowohl als einer Zcitlinge.

bediene, die beiden wichtigen Lehrsitze der Mecha nik dargethan, dass wenn die vou einem Atome beschrie-
bene Bahn durch eine Function der Zeit — Fr ausgedriickt wird, die Geschwindigkeit dieses Avoms fiir je-
den Avgenblick durch dic erste, dic ihu beschleunigende Krajt aber durch die zweite abgeleitete Function
von Ft dargestellt wird. Den ferneren Satz aber, dass jeder von was immer fiir nur dem Gesetze der
Stetigkeit gehorchenden Krillten getriebene Atom einc einzige continuirlicke, wie auch sonst immer gekriimmte
oder gebrochene Linie beschreibe, konnte ich weder dort, noch kann ich ihn hier beweisen, da er zum
Theile auf der hicr eben zu beweisenden Lehre von der Zusammensctzung der Krifte berubet. Indessen
wird der gelehrte Leser, wenn er sich mit der a. a. 0. §. 10 beschriebenen Methode bekannt gemacht hat,
den ungefiliren Gang dieses Beweises woll von selbst errathes. Wer sich mit der blossen Gewissheil,
dass etwas ist, begniigt, und nach dem objcctiven Grunde, warum es ist, nicht frigt, fiir den ist freilich das
wissenschaftliche Bediirfuiss fiir dergleichen Beweisc noch gar micht erwacht.
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§. 23.

Aendert sich eine Geschwindigkeit, es sey blass in der Richtung oder Grdsse oder
in Beidem: so bedarf es dazu, wie zu jeder Verinderung in etwas Wirklichem, einer Ursache.
Ich nenne nun die nichste Ursache, die eine Veridnderung in der Geschwindigkeit, d. h. in
dem Verhalten eines Atoms gegen den Raum, hervorzubringen vermag und, wenn sie allein
wirkt, auch hervorbringen muss, eine Bcweghraft oder, wo es keinen Missverstand veranlassen
kann, nur schlechtweg eine Kraft.

§. 24.

Wenn eine sich immer gleickbleidbende Kraft durch eine hestimmle Zeitdauer auf einen
Atom einwirkt: so folgt aus §. 14 und 20, dass die Verinderungen, welche das Verhalten
des Atoms gegen den Raum, d. h. seine Geschwindigkeit, erfihrt, ein Ganzes darstellen
miissen, das sich in eine unendliche Menge demselben &hnlicher Theile zerlegen lisst. In
den Richtungen dieser Geschwindigkeit also kann gar keine Anderung erfolgen; da cin Sy-
stem verschiedener Richiungen, davon ein Theil dem Ganzen idhnlich wire, eine Unmdoglich-
keit ist. Die Anderung aber, die diese Geschwindigkeit in ihrer Grdsse erfibrt, muss in
gleich grossen Zeitlingen gleich gross seyn, also mit der Zet glechférmig wachsen. Nehmen
wir an, dass der Atom frilher in Ruhe gewesen, so muss im ersten Augenblicke der Bewe-
gung die Geschwindigkeit N/l seyn, und in den folgenden von Null aus stetig wachsen.

§. 25.

Um zu begreilen, und aus seinem objccliven Grunde zu begreifen, warum die Ge-
schwindigkeit eines aus der Ruhe zur Bewcgung gelangenden Atoms, auf welchen eine durch
cine gegebene Zeit sich immer gleichbleibende Kralt einwirkt, gerade diese und keine andere
Richtung erhalte, muss auch der Kralt eine eigenthiimliche Bestimmung beigelegt werden, die
als der nichste Grund, warum diese Richtung in der Geschwindigkeit zum Vorschein kommt,
angesehen werden konne, Wir nennen diese Bestimmung die der Kralt beiwohnende Rich-
tung. Um zu Degreifen, warum diese von Null aus wachsende Geschwindigkeit in einer
gewissen Zeit eine gewisse Grisse erreicht, muss der Kraft abermal eine ecigenthiimliche Be-
stimmung beigelegt werden, die, weil sic das Entstehen einer Grésse erkliren soll, selbst einc
Grisse, die Grisse der Kraft seyn muss.

§. 26.

Aus dhnlichen Griinden, wie Richtung und Grésse ciner Geschwindigkeit sich nie
durch blosse Begriffe bestimmen lassen (§. 22), muss auch die Richtung und die Grosse einer
Kraft etwas Solches seyn, das sich durch keine blossen Begriffe bestimmen lisst. Wohl
aber wird die Richtung einer Kraft bestimmt seyn, wenn wir die Richtung der Geschwindig-
keit, die sie durch irgend eine Zeit ihres Einwirkens auf einen Atom, sich immer gleich
bleibend, in demselben hervorbringt, bestinmen. Denn wir denken uns ja unter der Rich-
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tung einer Kraft eben michts Anderes, als dasjenige Etwas, so macht, dass die von ihr
bewirkte Geschwindigkeit diese und nicht eine andere Richtung habe. Namentlich also kann
die Richtung einer Kraft durch die blosse Angabe einer im Raume befindlichen Richtung,
niimlich derjenigen, in welcher die gerade Linie, welche der ihr iiberlassene Atom beschreiben
wiirde, liegt, auf das vollkommenste bestinmt werden. Ein anderes Bewandtniss hat es. mit
der Grisse einer Kraft, welche wir durch die blosse Angabe der Grisse der Geschwindigkeit,
welche sie innerhalb einer gegebenen Zeit hervorrufen wiirde, noch keineswegs als ganz
bestimmt ansehen diirfen. Um nimlich eine Geschwindigkeit hervorzurufen, ist nicht nur
eine Kraft erforderlich, sondern auch ecr, der Atom selbst, der diese Geschwindigkeit anneh-
men soll, muss da seyn; so dass die vollstandige Ursache von den eintrelenden Verénderungen
in dem Verhalten des Atoms gegen den Raum, d. h. in der Geschwindigkeit desselben, eigent-
lich in dem Zusammenseyn der Zweien, der Kralt und des Atomes, liegt (wobei es einerlei
ist, ob die Kraft cinmal dem Atome inwohnt, ein andermal von aussen hinzukdmmt). Da
aber nicht alle Atome einander als ganz gleich vorausgesetzt werden diirfen; da es vielmehr
gewiss ist, dass auch nicht zwei Substanzen einander in allen ihren Beschaffenheiten gleichen:
so lasst sich gar wohl denken, dass verschiedene Atome unter der Einwirkung gleichgrosser
Krifte in gleichen Zeiten eine ungleich grosse Geschwindigkeit erreichen; bloss weil sie in
ciner gewissen innern Beschaffenhelt, vermdge deren sie einer Veriinderung thres Verhalens
gegen den Raum in einem ungleichen Masse widersiehen oder forderlich sind, einander
ungleich sind. Wir mogen diese innere Beschaffenheit eines Atoms, die macht, dass eine
gegebene Krafl in gegebener Zeit gerade nur diese, und keine grossere oder kleinere Ge-
schwindigkeit in ihm hervorruft, dic Traghert, Masse oder Dichtigkeit desselben, oder, wic
man sonst will, nennen: so bleibt es immer dabei, dass wir, um die Grésse einer Bewegkralt
zu bestimmen, nebst der Grésse der Geschwindigkeit, die sie in ciner gegebemen Zeit in
einem Atome bewirkt, auch die hier in Rede stehende Eigenthiimlichkeit des Atoms, an
welchem diess geschah, beriicksichtigen mii Bei der fichtung ist dieses nur desshalhy
unndthig, weil die gerade Linie, welche der Atom beschreibt, wenn er der Einwirkung einer
sich gleichbleibenden Kraft durch eine bestimmte Zeitlinge ausgesetzt wird, immer die nim-
liche Richtung behilt, wie gross oder klein die einwirkende Kraft, und wie auch immer
seine Eigenthiimlichkeit seyn mége. Diese Richtung der Bahn also gibt uns hier Beides, dic

Richtung der in ihm hervorgerufenen Geschwindigkeit sowohl als auch die Richtung der ilin
treibenden Kraft zu erkennen.

§. 27.

Da die Trigheit eines Atoms eine solche Beschaflenheit desselben seyn soll, darin
der objective Grund liegt, warum ecine Kraft von gegebener Grosse in gegebener Zeit eine
Geschwindigkeit von gegebener Grésse in ihm hervorruft, so muss sie selbst eine Grisse
seyn (§. 13); und es erhellet auf ihaliche Art, wie §. 22, 25, dass die Einheit oder das
Mass dieser Grosse durch keine Begriffe bestimmbar seyn dirfe. So lange wir iibrigens den
Begriff dieser Grossenbeschaffenheit nicht noch etwas genauer bestimmen, als es im vorigen §.
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geschah, bleibt sogar unentschieden, ob die Geschwindigkeit, die eine gegebene Kraft in
einem Atome hervorruft, mit seiner Trigheit wachse oder im Gegentheil abnehme. Der bis-
herige Sprachgebrauch fordert jedoch bei den Worten, die ich in Vorschlag brachte, das
Letztere, nimlich, dass man die Trigheit fir um so grosser erklire, je kleiner dic Ge-
schwindigkeit ist, die eine gleichgrosse Kraft in gleicher Zeit erzeugt. Und so wollen denn
auch wir, da es iibrigens gleichgiiltig ist, festsetzen, unter der Trégheit eines Atoms diejenige
Grossenbeschalfenheit desselben zu verstehen, die im verkehrten Verhiltnisse steht mit der
Grosse der Geschwindigkeit, die eine Kraft von gegebener Grosse in gegebener Zeit in ihm
hervorrufen wiirde.
§. 28.

Als eine leichie Folgerung aus dem Bisherigen ergibt sich, dass es moglich sey, nicht
nur die Geschwindigkeit, welche ein zu einem bestimmten Augenblicke in dem gegebenen Orte
a befindlicher Atom besitzt, sondern auch die auf ihn (es sey von Innen, d. h. durch ihn selbst,
oder durch eine fussere Ursache) in diesem Augenblicke einwirkende Arq/t durch cine aus
dem Punkt @ ausgehende Gerade in der Art anzuzeigen, dass die Rickiung jener Geschwin-
digkeit oder Kraft durch die Richtung, in der diese Gerade liegt, vollkommen, ihre Grisse
aber nur im Perhdlinisse zur Grosse ciner anderen Geschwindigkeit oder Kraft vermittelst
des Verhiiltnisses der Linge diecser Geraden zu eincr anderen bestimmt wird.

8- 29.

Sicherlich liegt nichts Widersprechendes in dem Gedanken, dass cin und der niimliche
Atom zu cin und dersclben Zeit sich der Linwirkung nicht bloss einer cinzigen, sondern
mehrerer Krilte ausgesetzt finde; vielmehr lisst sich voraussehen, dass auf einen jeden Atom
fortwihrend mehrere, ja selbst unendlich viele Krilte, d. h. Ursachen einwirken, deren eine
jede, wenn sie fiir sich allein da wire, innerhalb einer gegebenen Zeit eine gewisse Verin-
derung in seinem Verhalten zum Raume hervorbringen miisste. Denn da die stérksten (hicr
freilich nicht weiter auscinander zu sctzenden) Griinde dafiir sprechen, dass je zwei Atome
in gewissen Ent(ernungen einander anzichen, d. h. eine Kraft besitzen, dic fiir sich allein wir-
kend cinc annihernde Bewegung zwischen densclben hervorbringen wiirde; in andern Ent-
fernungen aber einander abstossen: so ergibt sich schon hieraus und aus der Walirheit, dass
die Menge der Atome in der Welt cine unendliche ist, der Schluss, dass jeder Atom zu jeder
Zeit der Einwirkung einer unendlichen Menge von Bewegkriiften nach den verschiedensten
Richtungen und von den verschiedensten Grossen ausgesetzt sey.

§. 30.

Es ist aber eben die uns hier vorliegende Aufgabe zu bestimmen, was fiir ein Ver-
halten in Absicht auf den Raum, d. h. welche Geschwindigkeit ein Atom annehmen miisse,
wenn der Bewegkriifte mehrere, ja sclbst unendlich viele zugleich auf ihn einwirken? Ifier kénnte
nun Jemand zunichst auf den Einfall gerathen, ob es nicht mindestens in dem Falle, wenn

Abh, V, 2, 56
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diese Krilte einander alle gicick sind (die nimliche Richtung sowohl als Grdsse haben), wenn
somit jedc fiir sich das nimliche Verhalten fordert, erlaubt sey, zu schliessen, dass diese Krifte
auch bei ihrem Zusammenscyn nur eben dieses und kein anderes Verhalten veranlassen werden;
ungefihr eben so, wie mehrere Bewease, die jeder fir sich zu demselben Schlussatze
fihren, auch in Verbindung nur eben diesen und nicht einen anders lautenden Schlusssatz
geben? So ist es aber in der That nicht, aus dem einfachen Grunde, weil Krifte als Ursachen
ja etwas FPirkliches sind (§. 9), daher denn zwei oder mehrere derselben, die jede fiir sich
eine gewisse Wirkung erzeugen wiirden, in ihrem Zusammenseyn nothwendig etwas Anderes
als diese einfache Wirkung erzeugen miissen, da sonst die iibrigen bis auf Eine ganz ohne
Wirkung wiren. Doch wenn man erwiiget, dass mchrere einander gleiche Ursachen nicht blos
eine einzige der einzelnen Ursache gemisse Wirkung hervorbringen kénnen, sondern auch
cben so viele einander gleiche Wirkungen hervorrufen miissen: so wird man vielleicht verlangen,
dass zwei oder mehrere einander gleiche Krifte, welche auf einen Atom wirken, auch zwei
oder mehrere einander gleiche Geschwindigkeiten in ihm erzeugen sollten; was sich doch aber-
mals nicht, ohne eine Ungereimtheit zu begehen, erwarten lisst; denn ein und derselbe Atom
kann doch zu Einer Zeit nur Einen Zustand haben, somit auch nur Eine und nicht mehrerlei
Verhaltungsweisen gegen den Raum, d.h. Geschwindigkeiten #ussern. Es ist niimlich, wie wir
schon §. 26 erinnert, die auf einen Atom einwirkende Kralt nicht die vollstindige Ursache
von den Verinderungen in seinem Verhalten gegen den Raum, sondern zu dieser gehért auch
noch sein eigencs Dasceyn. Nur also wenn zwei gleiche Krifte auf nicht cinen, sondern zwei
(cinander iiberdicss noch gleiche) Atome cinwirkten, licsse sich erst mit vollem Rechte
behaupten, dass die vollstindige Ursache zu einer Verinderung in der Geschwindigkeit doppelt
vorhanden sey, und eben desshalb auch verlangen, dass eine doppelte Wirkung, d. h. hier
eine doppelte Verinderung in der Geschwindigkeit erfolge. Ist aber, wie diess in unserer Auf-
gabe der Fall ist, nur ein einziger Atom zugegen, auf den zwei gleiche Krifte wirken: dann
diirfen wir weder verlangen, dass dic Geschwindigkeit desselben die niéimliche werde, die nur
eine einzige der beiden Krifte fiir sich erzeugt hitte, weil sonst die andere Kralt gar keine
Wirksamkeit bewiese; noch diirfen wir begehren, dass zwei gleiche Geschwindigkeiten erschei-
nen, als wozu das Vorhandenseyn zweier Atome crforderlich wire. Was also eintreten miisse,
wird erst die fernere Betrachtung lehren.

S 31.
Wie gross auch die Menge und wie verschieden die Beschaffenheit der auf einen Atom
zugleich cinwirkenden Krifte sein mégle: so ergibt sich schon aus §. 10 die erste Bestimmung
fir das Verhalten des Atoms, dass alles dasjenige, was sich durch blosse Begriffe (ohne An-

scl gen) daran auff:

1 lisst, nach einer allgemeinen aus blossen Bcgri[TCn zusammenge-
setzten Regel ableitbar scyn miisse bloss aus demjenigen, was sich an den gegebenen Kriften
und ihrem Verhiltnisse untercinander abermal nur durch Begrifle darstellen lisst; weil immer
Alles, was an der Wirkung ~— auch einer entfernteren — durch blosse Begriffe vorstellbar
ist, bestimmbar seyn muss durch das, was an der Ursache durch blosse Begriffe vorstellbar
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ist. Wenn also z. B. bloss der Orz, in welchem der Atom sich aufhilt, oder wenn bloss der
Zeitpunct, in welchem die Einwirkung der Kriifte auf ihn begiunt, oder wenn selbst die Riok-
tungen und Grissen dieser Krifte, oder die Grosse seiner Trigheit (Masse) sich dndert, jedoch
diess Alles nur in der Weise, dass alle durch Begriffe vorstellbaren Verhiltnisse dieselben ver-
bleiben: so darf auch in dem Verhalten des Atoms (in seiner Geschwindigkeit) sich nichts,
so durch Begriffe vorstellbar ist, verindern.

S 32.

Nicht minder einleuchtend ist folgende zwerte Wahrheit, die uns behiilflich seyn wird,
das Verhalten des Atoms zu bestimmen. Die mehreren Krifte, welche auf ihn gleichzeitig
einwirken, nehmen cinen Einfluss auf die Bestimmung seines Verhaltens lediglich nach ihrer
eigenen Beschaffenheit, Richturig und Grésse, keineswegs aber nach irgend einer Ordnung, in
welcher wir sie uns etwa denken mdgen, so dass z. B. Eine, die wir uns als die erste vor-
stellen, auch bei gleicher Beschaffenheit auf die Bestimmung jenes Verhaltens anders einfliessen
wiirde, als eine andere, die wir als zweite betrachten u. dgl. So folgt unmittelbar aus der Vor-
aussetzung, dass diese Krifte alle gleichzeitig einwirken; da in dem Begriffe ciner blossen Be-
weghraft, wie wir ihn §. 23 ‘bestimmten, durchaus nichts liegt, was uns berechtigen konnte,
noch einen andern Unterschied in ihrem Wirken anzunehmen, der sich nicht entweder aus
ihrer Richtung, oder aus ihrer Grésse, oder aus der Zeit und Zeitdauer ihres Wirkens ergiibe.

§- 33.

Was sich an cinem ‘Systeme von Kriiften, welche auf einen Atom gleichzeitig cinwir-
ken, durch blosse Begrille aulfassen lisst (die Verhiiltnisse unter ihren Richtungen und Grassen),
das Alles lLisst sich oflenbar auch an dem Systeme der Geraden, durch welche diese Kriifte
nach §. 26 dargestellt werden kénnen, durch blosse Begriffe auffassen (durch die Angabe des
Verhiltnisses zwischen ihren Richtungen und Gréssen); sofern wir nur in dem Ialle, wo etwa
zwei oder mehrere jener Krifie diesclbe Richtung und Grisse besitzen, bemerken, dass die
sie vorsicllende Linie als eine doppelt oder mehrfach vorhandene anzuschen sey. Ilieraus er-
gibt sich sofort folgende drite Wahrheit, welche fiir die Bestimmung des Verhaltens des Atoms
von grosster Wichtigkeit ist: Alles dasjenige, was sich an diesem Verhalten durch blosse Be-
griffe ausdriicken ldsst, muss sich auch aus jenem blossen Liniensysteme beurtheilen lassen.

§. 34.

Durch Hiilfe dieser drei gewiss sehr einfachen und leicht einzusehenden Walrheiten
sind wir bereits im Stande, das Verhalten, welches ein der Einwirkung mehrerer gleichzeitigen
Krifte ausgesetzter Atom annehmen muss, in einer unzi'ihligen Menge von Fillen auf eme
oljective Art, d. h. wic die Folge aus ihrem Grunde zu bestimmen. Es gibt, hehaupte ich
nimlich zuvorderst, Systeme von Krilten in jeder beliebigen, ja selbst unendlich grossen
Menge, die so geartet sind, dass der Erfolg, welchen sie durch ihre Gesammtwirkung Dbei einem

a6 *
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frither in Auke befindlichen Atome erzeugen, kein anderer ist als dass die Ruhe, welche schon
ohne sie da war, noch ferner fortdaucrt. So namentlich wird, um den einfachsten Fall, in
welchem das Gesagte statt findet, gleich zuerst anzufiihren, ein Atom, der schon in Ruhe war,
in dieser Ruhe sicherlich verbleiben, wenn wir zu gleicher Zeit zwei Krifte anbringen, welche
cinander an Grésse gleich, in ihren Richiungen aber cnfgegengesetzt sind. Sollte hier nimlich
Bewegung eintreten, so miisste (weil dieses ein Erfolg ist, der sich durch einen blossen Be-
griff auffassen lisst) irgend ein Punct als Ort, welchen der Atom nach einer gewissen Zeit
einnimmt, oder auch nur cine Linie oder Richtung, in welcher er sich befinden muss, durch
blosse Begriffe ableitbar seyn aus dem Systeme jener zwei gleich langen und entgegengesetzt
liegenden Geraden, durch welche das hier in Rede stehende Kriftensystem vorgestellt werden
kann, und zwar nach einer aus blossen Begriffen bestelienden Regel, in welcher jene Linien,
da sie einander gleich sind, auf eine ganz gleiche Wcise erscheinen (§. 31 — 33). Dieses
ist aber, wie Jeder sicht, aus rein geometrischen Griinden unméglich; denn ausserhalb des
Punctes, darin sich der Atom zu Anfang befindet, d. h. aus welchem dic beiden einander
gleich langen und entgegengesetzten Geraden ausgehen, lisst sich durchaus kein anderer Punct,
auch keine Richtung oder Linie erdenken, zu der es nicht eine andere, oder wohl gar noch
eine unendliche Mcnge anderer gibe, dic vollig ehen dasselbe durch Begriffe darstellbare
Verhéltniss zu dem vorliegenden Systeme haben.

§. 35.

Stalt dicsem Einen Beispiele andere folgen zu lassen, dic Jeder sich von sclbst aus-
zudenken vermag, wollen wir noch Eines beifiigen, welches erweisen soll, wie selbst eine
unendliche Menge von Krdften so beschaffen seyn konne, dass sic die Ruhe eines Atoms, an
dem sie angebracht ist, nicht siore. Denkt man sich den Umfang eines Kreises zuerst in
eine beliebige Anzahl gleicher Theile, z. B. drei, getheilt; dann aber jeden dieser Theile und
Jeden durch die Theilung erhaltenen neuen Theil immer wieder halbirt: so denkt man sich
offenbar cine unendliche Menge von Theilungspuncten. Denkt man sich also in den Mittel-
punct dieses Kreises einen Atom verlegt, und in jeder aus diesem Mittelpuncte nach einem
Theilungspuncte des Umfangs gehenden Richtung cine Kralt angebracht: so denkt man sich
cine unendliche Menge von Kriiften an Einem Atome. Nimmt man diese Krifte alle gleich
gross, so dass sie alle durch gleichlange Linien, etwa durch Radien des Kreises vorgestellt
werden konnen: so ist offenbar das System von Linicn, das jenes Kriiltensystem vorstellet,
abermal von der Art, dass sich kein ausscrhalb dem Mittelpuncte desselben gelegener andere
Punct, auch keine aus demsclben ausgehende Richtung oder Gerade durch blosse Begriffe
bestimmen lisst nach ciner Regel, in welcher jene Geraden, da sie von gleicher Linge sind
und unter gleichen Verhiltnissen untereinander stehen, auf cine gleiche Weise erscheinen.
Der Atom muss also in seiner Ruhe verbleiben.
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§. 36.

Von Kriiften, welche das §. 34 und 35 beschriebene Verhiliniss zu einander haben,
dass sie nimlich angebracht an einem in Ruhe befindlichen Atome diese Ruhe desselben
nicht stéren, sage ich, dass sie enander das Gleichgewicht halten, oder sich aufheben.

§- 37.

Wenn Kriifte einander das Gleichgewicht halten, also angebracht an einem in Ruke
befindlichen Atome diese Ruhe nicht stren: so werden sie auch, angebracht an einem in
Bewegung befindlichen Atome, diese Bewegung oder seine Geschwindighett nicht 4ndern. Denn
da wir uns unter den Kriften, von denen hier die Rede ist, durchaus nichts Anderes denken,
als mégliche Ursachen zu Verdnderungen in dem Verhalten eines Atoms hinsichtlich auf den
Ort; also von Allem, was ihre Einwirkung etwa im Innern des Atoms selbst noch hervor-
bringen konnte, oder wodurch sie selbst in scinem Innern erwecket worden seyn diirften,
ganz und gar absehen: so ist kein Grund vorhanden, den Fall des Gleichgewichts zwischen
solchen Kriften fiir einen anderen zu halten, als fiir den der ginzlichen Abwesenheit der-
selben. Ohne den Zustand eines Atoms hinsichtlich seines Verhaltens zum Raume abzuindern,
kénnen wir also dergleichen einander das Gleichgewicht haltende Krilte anbringen oder auch
wegnehmen; jenes Verhalten sey Ruhe, oder es bringe Bewegung hervor, d. h. es sey eine
Geschwindigkeit.

§. 38.

Dass der §. 34 nachgewiesene Fall, wo das Zusammenwirken mechrerer Krifte eine
schon friiher vorhandene Ruhe noch ferner unterhilt, nicht etwa bei einem jeden Zusammen-
trefflen mehrerer Krifte an Einem Atome statt finde, brauchen wir wohl nicht ecigens dar-
zuthun. Denn wenn wir zu ciner (endlichen oder uncndlichen) Menge solcher Krilte, die
tiir sich selbst cinander aufhchen, noch ecine cinzige hinzuthun: so erhalten wir ein System
von Kriiften, bei welchem nach §. 37 gewiss Bewegung erfolgt; weil das Verhalten des
Atoms cin solches seyn muss, wie es auch olne die cinander aufhebenden Krifte seyn
wiirde, d. h. wie wenn die letzterwihnte Kraft cinzeln da wire, in welchem Falle sie noth-
wendig eine Wirkung, also eine gewisse Bewegung hervorrufen miisste.

§- 39.

Wenn ein Atom bis zu einem gewissen Augenblicke in Rube gewesen, von diesem
anzufangen aber sich der gleichzeitigen Einwirkung einer endlichen oder unendlichen Menge
sich immer gleichbleibender Krilte ausgesetzt findet; so wird — nach Umstinden — nur
Eines von Beidem erfolgen: entweder der vorhin vorhandene Zustand der Ruhe verbleibt;
oder es tritt eine geradlinige Bewcgung ein, deren ndchste Ursache eine in gleichen Zeiten
um gleichviel wachsende Geschwindigheit ist. Die Moglichkeit des ersten Falles ist durch das
Vorhergehende erwiesen; so wie auch, dass dieser Fall nicht immer statt finde. Wenn er
nun nicht statt findet, wenn also der frither vorhandene Zustand der Ruhe aufgehoben wird :
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so bleibt nichts Anderes iibrig, als dass der Atom seinen Ort Zndere, also in einer gewissen
Zeitlinge ¢ ans seinem urspriinglichen Orte « in einen anderen b gelange. Da aber alle
Zeitlingen einander Zhnlich sind, so folgt, dass anch nach einer jeden kleineren oder gros-
seren Zeitlinge schon eine gewisse Ortsverinderung vor sich gegangen seyn miisse, und nach
der Schlussart der §§. 14, 20 und 24 folgt, dass die Bahn des Atoms eine aus « ausgehende
Gerade, seine Geschwindigkeit aber eine in gleichen Zeiten um gleichviel wachsende seyn
miisse, weil auch in der Ursache, deren niichste Wirkung dieser Wachsthum der Geschwin-
digkeit ist, nimlich in dem Beisammenseyn der gegebenen Krifte sich nichts mehr Zndert.

§. 40.

Jede gegebene endliche oder unendliche Menge von Kriiften, welche durch cine
bestimmte Zeit hindurch sich immer gleichverbleibend auf einen friiher in Ruhe befindlichen
Atom wirken, lassen denselben entweder auch jetzt noch in dieser Ruke, oder sie bringen
eine Bewegung hervor, die auch durch eine emnzelne sich immer gleichverbleibende Kraft in
derselben Zeit hiitte erzeugt werden konnen. Denn eine Bewegung wie sie §. 39 beschreibt,
kann nach §. 24 jederzeit auch durch blosse Einwirkung einer einzelnen Kraft von angemes-
sener Richtung und Grésse hervorgebracht werden.

§. 41.

Eine solche einzelne Kralt, ingleichen auch ein solches System mekrerer Krifte,
welche die nimliche Wirkung mit einer andern einzelnen Kraft oder mit einem ganzen
Systeme mehrerer Krilte hervorbringen, wenn sie dicselbe Zeit hindurch sich immer gleich-
bleibend an demselben Atome wirken, nenne ich den letztern gleichgeltcnd.

§. 42.

Zu jeder belichigen Menge von Kriften, dic so beschaffen sind, dass sie einander
nicht das Gleichgewicht halten, gibt s nach §. 40 cine cinzelne, dic ihnen allen gleichgilt;
dagegen kann eine einzelne Kraft niemal gleichgeltend scyn einer e/nzigen andern, nimlich
die in der That eine von ihr verschicdene ist, also entweder einc andere Richtung oder eine
andere Grésse besitzt. Denn nach §. 25 und 26 kénnen wir ja chen nur dann sagen, dass
eine Kraft eine andere Richtung oder einc andere Gréssc habe, wenn sie angebracht an dem-
selben Atome fiir sich allein in derselben Zeit cine Geschwindigkeit erzengt, die einc anderc
Richtung oder eine andere Grésse besitzt.

§. 43.

Zwei Krifte, welche einander das Gleichgewicht halten sollen, miissen in ihren Reck-
tungen einander entgegengcselzt, in ihren Gréssen aber einander glich seyn. Denn halten ad
und a¢ cinander das Gleichgewicht; so muss, wenn eine dritte Kraft « § angebracht wird,
nach §. 58 eine Verinderung in dem Verhalten des Aloms gegen den Raum erfolgen, vollig
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so, wie wenn diese Kraft ¢f allein vorhanden wire. Nehmen wir aber af gleich und ent.
gegengesetzt mit @b an, so folgt aus §. 31, dass diese beiden Krifte einander das Gleich-
gewicht halten, und somit, abermal nach §. 38, weggelassen werden konnen, ohne das Ver-
halten des Aloms zu stéren. Dann aber bleibt nur die einzige Kraft ac zuriick. Also ist
das Verhalten des Atoms dasselbe, ob die Kraft a8 allein oder die Kraft a¢ allein angebracht
sey. Also miissen, nach §. 42, af und ac einerlei Richtung und Grosse, ab und ac folglich
entgegengesetzte Richtungen und gleiche Grossen haben.

§- 44,
Zwei Krifte also, welche nicht Beides zugleich, in ihren Richtungen entgegengesetzt,
und in ihren Grossen gleich sind, erzeugen immer eine Verinderung in der Geschwindigkeit
des Atoms, an dem sie gleichzeitig angebracht werden.

S 45.

Wenn daher eine endliche oder unendliche Menge sich immer gleichbleibender
Krifle an einem Atome gleichzeitig angebracht sind: so gibt es, wenn sie einander nicht
schon von selbst das Gleichgewicht halten, jedesmal cine einzelne, aber auch nur eine einzige
solche einzeln dastehende Kralt, die thnen allen das Gleichgewickt hilt; eben so gibt es auch
jedesmal eine einzelne, aber auch nur eine einzige solche einzelne Kraft, die ihnen allen gleich-
gilt; und diese zwei Krifte, nimlich die eine, die allen das Gleichgewicht hili, und die
andere, die allen gleichgilt, sind unter einander gleich und entgegengesetzt. Durch die Be-
dingung also, dass eine Kraft einer gegebenen (endlichen oder unendlichen) Menge von
Krillten das Gleichgewicht halten; oder auch durch die Bedingung, dass sie ihnen gleich-
gelten soll, ist diese Kralt nach Richtung und Grésse, d. h. vollstindig bestimme; und wenn
die Findung einer solchen Kraft zu eciner Aufgabe gemacht ist, so ist, wenn man die Eine
sefunden, auch schon die andere, als ihr gleich und entgegengesetzt, gefunden.

§. 46.

Wenn eine endliche oder unendliche Menge von Kriiften einer gewissen efnzelnen
gleichgilt: so wird, wenn wir die erstern als verinderlich betrachten, sie aber nur (in ihren
Richtungen sowohl als Grossen) nach dem Gesetze der Stetigheit sich verindern lassen (§. 19),
auch jene einzelne nur eine dem Gesetze der Stetigkeit gehorchende Verinderung (in ihrer
Richtung oder Grésse) crfahren. Richten wir nimlich die Verinderung bei jenen ersteren
Kriften so ein, dass das Gesetz der Stetigkeit durch sie nicht verletzt wird: so nehmen wir
sie in einer Weise an, wie wir sie in der Wirklichkeit antreffen kénnen; mithin muss auch
die Kraft, die ihnen allen gleichgelten soll, in einer Weise sich verindern, die in der Wirk-
lichkeit vorkommen kann; denn weil sie ihnen gleichgilt, so kann sie statt ihrer erscheinen.
Also miissen auch ihre Verinderungen nach dem Gesctze der Stetigkeit vor sich gehen.
Dasselbe gilt auch von der Kraft, die den gegebenen das Gleichgewizht halten soll; denn sie
ist eben so gross, wie die gleichgeltende, nur ihr entgegengesetzt.
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§. 47.

Wenn also Krilte in ciner endlichen oder unendlichen Menge emander dus Gleich-
gewiche halten: so gelten folgende vier Stiicke:

1. Es gibt eine allgemein lautende und aus blossen Begriffen zusammengesetzte
Regel, nach welcher jede derselben aus der Gesammtheit der iibrigén vollstindig bestimmt
werden kann.

2. Diese Regel ist von jeder Ordnung, in welcher wir uns diese Kriifte etwa vor.
stellen mogen, so vollig unabhiingig, dass immer die nimliche Kraft zum Vorscheine kommt,
welche in der Gesammtheit der iibrigen wir als die erste, die zweite u. s. w betrachten.

3. Wenn wir die gegebenen Krifte bis auf eine als verinderlich betrachten, sie aber
nur nach dem Gesetze der Stetigkeit indern: so wird auch die Eine, die durch den Umstand,
dass sie den iibrigen das Gleichgewicht hiilt, bestimmt ist, nur nach dem Gesetze der Stetig-
keit sich dndern.

4. Wenn endlich eine anderc Menge von Kriften gleichfalls die Eigenschaft hat,
dass sie einander das Gleichgewicht halten: so kénnen wir sie zu der gegebenen Menge hin-
zuthun, oder — falls sie in dieser letztern schon als ein Theil vorkommen sollte, sie von
ihr wegnehmen, ohne das vorhin statt gefundene Verhiltniss des Gleichgewichts zu stéren.

Das Erste folgt unmittelbar aus §. 455 denn weil die Kraft, welche ciner gegebenen Menge
anderer Krilte das Gleichgewicht halten soll, durch den Begriff dieses Verhiltnisses zu den-
selben bestimmt und vollstindig bestimmt wird: so wuss es nach §. 5 allerdings irgend eine
reine Begriflswabrheit oder Regel geben, nach welcher sich jene aus diesen ableiten lisst in
ciner Weise, dass es keine zweite Kraft gibt, welche ein gleiches Verhiltniss, wie das in der
Regel beschriebene, zu jenen andern Kriften hiitte. Das Zweile folgt aus §. 32, das Dritte
aus §. 46, das Vierte endlich aus §. 37.

§. 48.

Nach §. 33 wird also auch das blosse Liniensystem, durch welches eine endliche oder
unendliche Menge einander das Gleichgewicht haltender Kriifte in der dort niler ange-
gebenen Weise dargestellt werden kann, folgende vier Beschaffenheiten haben:

1. Jede von diesen Geraden wird sich aus der Gesammtheit der iibrigen nach ciner
allgemein lautenden und aus blossen Begriffen
vollstindig bestimmen lassen.

1gesetzten Regel bestimmen, und zwar

2. Und diese Regel wird von jeder Ordnung, in welcher wir uns diese Geraden etwa
vorstellen mogen, so véllig unabhéngig scyn, dass allemal die nimliche Gerade zum Vor-
schein kommt, welche der iibrigen Geraden wir als die erste, die zweite u. s. w. ansetzen
mogen.

3. Wenn wir die gegebenen Geraden bis auf Eine als veréinderlich betrachten, sie
aber nur nach dem Gesetze der Stetigkeit in ihren Richtungen sowohl als Grdssen abindern:
so wird sich auch die Eine, die durch den Umstand bestimmt wird, dass sie mit jenen cin
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System von der hier eben beschriebencn Beschaflenheit bilden soll, nur nach dem Gesetze
der Stetigkeit veriindern.

4. Wenn endlich irgend ein anderes Liniensystem die hier so eben zu beschreibende
Beschaffenheit schon fiir sich sclbst besitzt, so wird es, hinzugefiigt zu dem gegebenen, oder
falls es ein Theil desselben wire, davon hinweggenommen, durch diese Hinzufiigung oder
Wegnahme cin neues Liniensystem erzeugen, welchem die hier in Rede stehende Beschalfen-
heit abermals zukémmt.

§. 49.

Durch dieses aus so einfachen und gewiss sehr einleuchtenden Vordersitzen ge-
wonnene Ergebniss schen wir die mechanische Aufgabe, dasGeselz des Gleichgewichts zwischen
einer jeden endlichen oder unendlichen Menge an einem Atome gleichzeitig angebrachter Krifte
zu finden, zuriickgefithrt auf eine rein geometrische Aufgabe. Es gibt nimlich in der That nur
eine einzige Gerade, die aus gegebenen andern durch blosse Begriffe bestimmbar ist in ciner
Weise, dass dabei alle vier §. 48 angegebenen Bedingungen erfiillet werden. Wird also diese
rein geometrische Wahrheit erwiesen, und wird zugleich eine Art, wie die besagte Gerade
aus der gegcbenen Menge der andern zu bestimmen sey, aufgestellt und ihre Richtigkeit ge-
hérig dargethan: so ist hiemit auch unscre mechanische Aulgabe in ihrer gréssten Allgemein-
heit gelost und das mechanische Gesctz des Gleichgavichts zwischen jeder beliebigen an einem
einzigen Atome angebrachten Menge von Kriften in einer Art erwiesen, die wohl den Namen
einer cbjectiven Begrimdung dessclben ansprechen diirfte. Denn es ist nicht zu Dbezweifeln:
wenn gewisse Krifte einander das Gleichgewicht halen, so licgt der allgemeinste und darum
auch der wahre und objective Grund davon nur cben darin, weil sie in einem solchen Ver-
hiltnisse zu cinander stehen, das den vier oben angegehenen Bedingungen entspricht; und
dieses Letztere geschieht wieder nur darum, weil ihre Richtungen und Gréssen von einer sol-
chen Art sind, dass die sie vorstellenden Geraden in dem besagten Verhiilinisse unter einander
stehen. Da aber die geometrische Wahrheit, von der ich hier rede, bisher (so viel ich wiisste)
noch nirgends aufgestellt, um so viel weniger erwiesen worden ist: so geziemt cs sich wohl,
hier auch noch cinen Beweis dersclben zu versuchen. Auch wenn man diesen nicht ganz be-
friedigend finden sollte, wird man doch schwerlich die Richtigkeit sowohl als auch die Wich-
tigkeit des Satzes selbst bezweifeln, und sohin auch ihm das Recht ciner Aufnahme in das
System der Geometrie fiiglich nicht abstreiten kénnen. Dann aber wird das Bediirfniss
entstehen, fiir dieses eigenthiimliche Verhiltniss zwischen Linien auch eine eigene Benennung
einzufithren.  Sollie ich nun cin Kunstwort vorschlagen: so wiirde ich, da das Wort Gleick-
gewicht doch allzu unpassend fiir die Bezeichnung cines recin geometrischen Verhiiltnisses er-
scheinen diirfte, den Ausdruck : Verhdltniss des Gegensatzes, emplehlen; indem ich auf das.
jenige verweisen wiirde, was ich iiber dic Bestandtheile dicses Begriffes und die Nothwendig-
keit einer Erweiterung dcsselben schon an einem andern Orte (in der Wissenschaftslchre §. 107)
gesagl.

r
-2
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§- 50. )

Den Anfang miissen wir auch hier mit dem einfachsten Falle machen. Es ist der-
jenige, wo die gegebenen Kriilte, wie gross auch ihre Menge scy, alle in _t_:inerlci 'gimt/[rLim'e
liegen, also nur Eines von Beidem, entweder einerlei oder entgegengesetzic Richtungen haben.
Da ein solches Kriftensystem sich nach allen seinen durch reine Begriffe erfassbaren Beschal-
fenheiten darstellen lasst durch cin System gerader Linien, die alle ausgehend aus demselben
Puncte theils in derseiben, theils in entgegengesetzten Richtungen liegen; diése aber und deren
simmuliche durch reine Begriffe erfasshare Verhiltnisse sich wieder darstellen lassen durch
ilire blossen bald als positiv, bald als negaliv angenommenen Grisscr von einer willkiirlichen
Einheit: so sieht man, dass die geometrische Aufgabe, auf welche wir die uns urspriinglich
vorliegende mechanische Aufgabe zuriickgefilhrt haben, in diesem besonderen Falle gleichsam
von selbst wieder auf eine blosse fufgabe aus der reinen Grissenlckre fiihre. Es [rigt sich
wimlich, was {iir ein Verhiiltniss zwischen einer jeden (endlichen oder unendlichen) Menge des
Gegeasatzes {ihiger Grossen obwallen miisse, wenn dabei folgende vier Bedingungen -statt
finden sollen:

1. wenn jede derselben aus der Gesammtheit der iibrigen nach einer allgemeinen.und
aus Dlossen Begriffen zusammengescizten Regel bestimmt werden soll, so zwar, dass die zu
Grunde gelegte Einheit dabei ganz willkiirlich bleibt;

2. wenn. ferner dicse Regel von jeder Ordnung, in welcher wir uns die Grossen den-
ken, so vollig unabhiingig seyn soll, dass immer die nimliche Grésse zum Vorscheine kommt,
welche der iibrigen Grassen wir als die erste, die zweite u. s. w. betrachten woller;

3. wenn iiberdiess, so oft wir die gegebenen Grossen bis auf cine als verdnderlich
betrachlen, jedoch nur nach dem Gesetze der Stetigkeit dndern, auch die Eine, die durch
diese iibrigen bestimmt wird, sich nur stelig verindere;

4. wenn endlich, so oft irgend ein andercs Grissensystem dicselben hier so eben
aufgeziblien Beschaflenheiten hat, dieses zu dem gegebenen hinzugefiigt, oder falls es ecin
Theil dessclben wire, davon hinweggenommen werden kann, immer mit dem Erfolge, dass
das neue so enlstandene Grossensystem die hier beschricbenen Beschalfenheiten abermals an
sich hat?

Gibt es ein solches Verhiltniss und gibt es nur ein einziges solches Verhiltniss: so
ist entschicden, dass Krifte, welche in eincrlei oder entgegengesetzten Richtungen liegend,

cinander das Gleichgewicht halten, nur cben in diesem und sonst keinem anderen Verhilt-
nisse zu einander stchen miissen.

§- 3.

Vor Allem ist also nachzuweisen, dass es ein solches Verhiltniss zwischen Gréssen,
wie §. 30 gefordert wuarde, in der That, und zwar bei jeder beliehigen endlichen oder un-
endlichen Menge derselben gebe. Diess konnten wir nun freilich schon daraus schliessen,
weil uns die [viiheren Betrachtungen (§. 45) gelelut, dass Kriifte in jeder belicbigen Menge.
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wenn 'sie einander -noch nioht das Gleichgewicht halten, durch die Hinzufiigung nur einer
emzigen sehr leicht in ein System von Kriilten, die sich das Gleichgewicht halten, verwandelt
werden konnen: allein es ziemt sich nicht, eine Wahrheit: der reinen Grissenlehre aus Be-
trachtungen herleiten zu wollen, die der Mechanik angehdren; denn in'Verhiltnissen, die bloss
zwischen Krdften statt. finden, kann doch der Giund,’waram gewisse. Verhilmisse zwischen
Gréssen iberhoupt. obwalten, sicherlich nicht liegen. Wir miissen also beweisen, dass es cin
solches Verhiiltniss, wie das §. 50 beschriebene, gebe, bloss dadurch, dass wir eines,, das allen
dort gelorderten Bestimmungen entspricht, aufliibren. Und dazu brauchen wir nicht weit zu
suchen; die erste und einfachste Verbindungsart der Grossen, diejenige, deren schon in dem
Begriffe der Grosse gedacht wird, weil ihre eigenen Theile auf diese Art nur zusammenhangen,
die Verbindung zu einer Summe bietet uns das Verhiltniss, welches wir suclien, dar. Wean
wir nimlich die Summe (die algebraische) dieser gegebenen Gréssen nehmen, und um cin
Verhiltniss der Bestimmbarkeit ciner jeden durch die iibrigen zu erhalten, welches von jeder
zu Grunde geleglen Einheit ganz unabhingig wire, dicse Sumine der Null gleich setzen: so
erhalten wir ein Verhiltniss zwischen diesen Gréssen, das allen vier oben angegebenen Be-
dingungen auf das Einleuchtendste entspricht. Bezeichnen wir nimlich die gegebenen Grossen
von endlicher oder unendlicher Menge durch @, b, ¢, d, u. s. w., so ist offenbar durch dic
Bestimmungsgléichung

a+b+c4d4 =0
jede derselben nach einer allgemein lautenden und aus Dblossen Begriffen zusammengesetzten
Regel durch die Gesammtheit der iibrigen bestimmt und vollstindig bestimmt, so zwar, dass
di¢ zu Grunde gelegte Einheit ganz willkiirlich bleibt. Denn wenn die Grossen b, ¢,  u. s. w.
alle nur Einen Werth haben, so zcigt dic aus der obigen Gleichung sich ergehende

a=— b+ c+ d 4 3
dass aucli @ nur cinen einzigen Werth habe. Und da aus der obigen Gleichung sich auch
die folgende

Z=—(t+i+24 )

[
fir jeden Werth von a, der nur nicht Null ist, ergibt; so zeigt sich, dass die Bestimmung
von e aus der Gesammtheit der iibrigén Grossen b, ¢, d,... auch véllig unabhingig ist von
der gewiihlten Linheit.

Eben so offenbar ist, dass dié Ordnung, in welcher dic gegebenen Grissen gedacht
werden, auf dic Bestimmung einer jeden aus allen iibrigen gar keinen Einfluss iibe, und
dass sich jede nur sictig &indere, wenn sich die tibrigen- alle nur stefig indern.

Wenn endlich das System der Grissen p, 7, 7 gleicherweise in diesem Verhiilt-
nisse stehet, d. h. wenn

H
w4+ 4 =0
so hat man auch durch llinzuﬁigung dersclben an dem Systeme der Grossen, a, b, ¢, d, ...
#, #, m... ein System, das in demselben Verlhilmisse stehet, weil ja auch
¢+ b4 c4d o4, +et+rdat.. =0

ST
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% BT €

ist; und wenn ein Theil der Grissen a, b, ¢, d, ..z B. m, n, p, » fir sich in diesem
Verhiltnisse stehet, d. h. wenn

m+nt+p+t+...=0,
so hat man auch nach Weglassung dicses Theiles an den iibrigen Gréssen a, b, ¢, 4, !
¢, 7, . . ein System von demselben Verhiltnisse, weil unter dieser Bedingung ja auch

a+btoetdt ..4ltgtr+ =0

seyn muss.

§. 32.

Es eriibriget somit nur noch zu erweisen, dass dieses Yerhiliniss einer Summe gleich
Null das einzige sey, welches den vier Bedingungen entspricht. Dicss zu erdrtern nehmen wir

1. dieser Grossen zuvorderst nur drei z, y, z an: so muss wegen der ersten Bedingung
jede dieser Gréssen z. B. z durch die beiden andern bestimmt seyn, so dass, wenn z, y
nur einen einzigen Werth haben, auch z nur einen einzigen Werth habe; und, wenn

das Verhdltniss -2 dasselbe verbleibt, darf sich auch das Verhiiltniss 2 nicht sndern, weil
z z

die dem Masse der Grossen z, y, z zu Grunde gelegte Einheit ganz willkiirlich bleiben soll.

Wir diirfen also
2 =r(L A
=) g
schreiben, wo f (1—) fiir jeden Werth der Verinderlichen - eine reale und einfirmige
z

Function bezeichnet, um deren nihere Bestimmung es sich noch handelt.

2. Aus der zweiten Bedingung folgt durch den Umtausch der z, y
z z
2 =7(2). ®)
=s()
Also durch Verbindung von (A) und (B)
¥
S (7)

z
4 ()
oder, wenn wir zur Abkiirzung -%;— = u schreiben,

fu:uf(i_) ©

3. Hieraus ergibt sich fir a=—1,

S=N=—f=10
also S(—=1=0 (D)

4 =
z
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Da aber fir den Dhestimmien Werth -:1—:—1 die Gleichung (A) in

2 =f(—1=0

z

ibergehet, also z—=0 wird: so gibt es hier der Gréssen eigentlich nicht drei, sondern nur
zwei z, y, und es zeigt sich somit, dass das Verhiliniss, welches wir verlangen, zwischen

zwei Grossen  und y nur statt finden kénne, wenn Y ——1,4d h.z4y=0 ist. Fiir den
z

Fall also, dass der Grissen nur zwei sind, ist das §. 51 angefithrte Verhdltniss zwischen
ihnen in der That das einzig mdgliche,

4. Secizen wir y =0, so sind von den drei Grdssen 2, y, z abermal nur zwei 2z und

z vorhanden, und es muss also nach dem so eben Erwiesenen ———=— 1 seyn; also ist, durch
z
Substituirung dieser Werthe in (A)
SO =—1 ®
5. Vertauschen wir in der Gleichung (A) nicht, wie vorhin, z und y, sondern y
und z, weil nach der zweiten Bedingung auch diess erlaubt seyn muss, so wird

¥y — EY = y
2 =/G)=/(2)
d. i v=f(fu) (F)
6. Da diese Gleichung fiir jeden Werth von u statt finden, und nach der dritten
Bedingung stetig seyn muss: 5o erhalten wir durch Diflerentiation dersclben, wenn wir die
erste abgeleitete einer Function / durch /7 bezeichnen :

L= Uy f
1=/0./ (=1 (O]

7. Nehmen wir jetzt der Grésse vier: 2, y, z, w, welche in dem geforderten Ver-
hiltnisse unter einander stchen: so konnen wir eine derselben, z. B. w, durch Beniitzung der
vierten (von uns bisher noch nicht beachteten Bedingung) auf eine doppelte Weise bestimmen.
Fiigen wir nimlich zu dem Systeme dieser vier Grossen, z, ¥, z, w noch die zwei einander
gleichen und cntgegengesetzten 7 und —7 hinzu: so muss, weil diese zwei fiir sich allein
schon in dem verlangten Verhiltnisse stehen (nach 3), auch das System der sechs Gréssen

Also fiir u = — 1, vermdge (D)

Yy —1, 2, Y I, w
in dem verlangten Verhilinisse sich befinden. Setzen wir aber, die Grosse r sey gerade so

beschaffen, dass sic mit den zweien z, y ein System drecr Gréssen von dem in Rede ste-
henden Verhaltnisse bildet; d. h. setzen wir

L=/ ()
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so konnen wir x, y, r weglassen, und auch die drei noch iibrig Lleibenden Gréssen —r, z, w0

oder — z f (%), 5w ‘ ()

bilden fiir sich ein System von dem geforderten Verhiltnisse. Nehmen wir dagegen die Grosse
r so an, dass sie nicht mehr mit z und y, sondern mit #- und z ein System dreier Grdssen
von dem besprochenen Verhiltnisse bildet; d. h. nehmen wir

z
=7 (%)
so kénnen wir z, z, r weglassen, und auch die ‘drei noch iibrig bleibenden Grossen —r 7,
w oder — x f (i), Yy, w n
z

bilden fir sich ein System von der erwihnten Art. Nach der allgemeinen Formel (A) ergibt
sich also aus (H) folgende Gleichung fiir w

=—=./(%) f(:_f’g)

und aus (I) cben so die Gleichung

] e

. K/
woraus durch Gleichsetzung, wenn wir -j— = u und <~ = v schreiben,

S (—) /v/( ). (K
2 (F) =)

8. Die letzte Glcnchuncr gibt durch Differentiation nach v, da « und » ganz unab-
hhﬁglg von einander sind: '

e G H G G

o 1 (G2 = L [0 () 2 (]

9. Aus (C) ist, wenn wir statt des dortigen a, schreiben — d

—_

fv
( ) - _fv f(_ /0 @

Dieses nach u differenzirt, und mit — /v multiplicirt, gibt:

G =1 ()

oder
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Also durch Gleichsetzung von (L) und (N), wenn man mit u multiplicirt :

—fu f 7,,”) 7;_’:,” —f'_u”jzu.f(—/”)q.fv./('%fl’) )

u

10, Allein aus (M) ist durch Multiplication mit /¥

rer (G = = e ()

welches verglichen mit (K) gibt:

Su . f ;_uv) =—u f(:u_fg)

Also durch Addition zu (O)

._/4; S (;_uv = fv . [ (.—_u/_v)

_//(;_; =/ v . [ :uf_l' .

Setzen wir nun v = — 1, also nach (D), /4 = 0, so wird

~s () = /=0 /0

s (f‘_u) =1

11. Da diese Gleichung fiir jeden Werth von u gilt, so konnen wir statt .l_ auch u

oder

Also nach (G)

selbst schreiben, und erhalten somit
Sfru=—1,
woraus durch Integrirung
fu=C—u
12. Dic Constante C zu bestimmen, bedarf es nur der Erinnerung, dass fir v =0,
Ju = — 1 werde. Also 1st
Ju=—1—u
d. h. wenn es der Gréssen, welche in dem hier zu bestimmenden Verhiltnisse zu cinander
stehen, dre z, y, z gibt: so besteht unter ihnen kein anderes Verhiltniss als

=1 -4
z z
oder ¥+ y+ =0

13. Somit bestitiget sich das Gesetz, dass dic Swnme unserer Grissen immer =0 scyn
miisse, fir die zwei Fille, wo ilwe Anzahl zwei oder drei ist. Gilt aber diess Gesetz fiir eine
hestimmte Zahl 2: so gilt es auch noch fiir die niichstgrossere n-+ 1. Denn sind @,5,¢, . . . .7, 352
eine Anzabl von (2 + 1) Gréssen, und es gibt eine Grosse », welche mit den (n — 1) Grossen
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a, b, ¢, . z cin System von n Grossen bildet, die in dem hier besprochenen Verhiltnisse
unter einander stehen: so muss, weil fiir » Grossen unser Gesctz noch gelten soll,
a4+ b+ ¢+ +24r=0

seyn. Wenn aber die (» 4 1) Grossen

ab,e, .. 1y 2
ein System von der verlangten Beschaffenheit bilden: so miissen auch die (» 4 3) Grossen

aboe,. .z Yy 15,7, —71
ein System dieser Beschaflenheit bilden; weil die hinzugefiigten zwei » und — r fiir sich gleich-
falls ein solches System bilden. Da jedoch, wie schon gesagt, auch die n Grossen @, b, ¢, ... 2,7
ein System dieser Art darstellen, so kdnnen wir sic weglassen, und die noch iibrig bleiben-
den drei Gréssen
¥, 5, —r

miissen abermal ein solches System licfern, Daher muss

y+z—r=0
seyn. Diess zu der obigen Gleichung addirt, gibt

a4+ b+ c+4 x4y =0

d. h. das angegebene Gesctz gilt auch fiir (» 4 1) Grossen.

14. Somit gilt unser Gesetz, da es fiir n = 2 und =3 gilt, nach cincr bekannten
Schlussweise, fiir jede beliebige Anzahl von Grossen. Dass es aber auch (iiv jede anendliche
Menge gelte, glaube ich so darthun zu konnen.

Es Dbezeichne uns

a, b, c, l, m,n, . z
jetzt cine unendliche Menge von Gréssen, welche ein solches Verhiltniss zu einander haben, dass
sie den bekanaten vier Bedingungen entsprechen.  Somit muss jede derselben z. B. 2 bestimnbar
seyn durch die Gesammtheit der iibrigen, so dass man die Gleichung ansctzen dar(:
a=TF(b,«c Lmyn, ..32)
worin F cine cinférmige Function bezeichnet, in welcher die simmtlichen gegebenen Gré

sen mit

Ausnahme der ecinzigen « erscheinen. Vermgge der vierten Bedingung aber muss das hesagte
Verhiltniss, sofern es zwischen den Grassen
a, b, ¢, l, m, n, z
bestehet, auch zwischen demjenigen Inbegrife von Grissen, welcher zam Vorscheine kowmt,
wenmn wir zu jenen noch die drei Gréssen
(e +'m), —a, —m
hinzuthun, also zwischen den Gréssen
(a4 m), a, —a, b, ¢, Lmy—mn....2
bestehen; weil jene drei hinzugekommenen nach dem bereits Erwicscaen selbst mit einander in
dem besagten Verhiltnisse sichen. Da aber cben diess auch von den zwei Grossen @ und — @,
und von den zweien m, —m gilt: so kionnen wir vermige derselben Bedingung diesc auch
weglassen, und das in Rede stchende Verhiltniss muss auch bestehen zwischen den Grossen
@+mbe...ln. .2
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so dass wir also auch die Gleichung
at+m=F{b, 6...0n...2
haben miissen, wo die Grossem, welche zu « addirt ist, in der Function F herausgefallen ist,
‘Was wir so cben von der Grosse m bewiesen, dass sie nimlich aus dem Inbegriffe der Grossen,
welche die Function F enthilt, weggelassen werden kionne, wenn wir statt dessen sie mit der
Grosse a durch (algebraische) Addition vereinen, das gilt von allen in F erscheinenden Gréssen,
und gilt von allon zugleich, ibre Menge sey, welche sie wolle, eine endliche oder unendliche,
weil keine derselben die andere wie das nachfolgende Glied einer Reihe die vorhergehenden
voraussetzt, da sie nicht etwa zu einer Reihe, sondern zu einer Szmme mit @ verbunden wer-
den sollen; der Begriff einer Summe aber gerade der ist, dass deren Theile in keiner Rang-
ordnung aultreten. Versetzen wir aber die sinuntlichen in der Function
F (b e . L, m, n, z)
befindlichen Gréssen in das Glied linker Hand der Gleichung: so iibergehet der Werth dieser
Function in Null, weil der Fall, wo gar keine Grdssen vorhanden sind, gleichgeltend ist mit
dem, wo diese Grossen in dem gesuchten Verhiltnisse stehen: somit erhalien wir durch Uber-
tragung der simmtlichen gegebenen Gréssen auf die Eine Seite die Gleichung
atbtet Afldmtat .4z=0
wodurch sich die Giiltigkeit unsers Gesetzes auch fiir den Fall einer unendlichen Menge von
Grossen darthut.
§. 53.

Es kime mir vor, als ob ich mich mit fremden Federn schmiicken wollte, wiirde ich
nicht erwilinen, dass ich die Reihe von Schliissen, durch welche dic Natur der Function fu
im vorigen §. in den Nummern 7— 12 Dbestimmt wird, nicht meinem eigenen Nachdenken,
sondern der Ililfe cines meiner chemaligen Schiiler, des.Herrn Anton Ritter von Slvitz ver-
danke. Ich kann diess um so weniger verschweigen, je mehr ich es fiir meine Pflicht erachte,
diese Gelegenheit zu beniitzen, um auf cinen valerlindischen Gelehrten von so seltenen Ta-
lenten und so viclseitiger Ausbildung aufmerksam zu machen, und die Hoffnung auszusprechen,
dass dersclbe bei den ihm zu Gebote stehenden Mitieln vielleicht nur einiger Aufmunterung
von Scile unserer Gesellschalt bediirfte, um zu einer fruchtbringenden Thitigkeit in mehr als
einem wisscnschafilichen Fache angereget zu werden. In dem vorliegenden Falle geniigte es
meinem scharfsinnigen Freunde noch nicht, erwiesen zu haben, dass dic im vorigen §. ange-
wandten Bedingungsgleichungen dic Function fu bestimmen, sondern er setzte sich auch noch die
fernere Aufgabe, zu zeigen, dass keine dersclben cntbehret werden kénne. Zu diesem Zwecke
bewies er, dass sclbst die letzte (K), welche man als die zusammengeseizteste am ehesten noch
fiir zulinglich zur volligen Bestimmung der /u erachten méchte, in der That eine allgemeinere
Form gebe.  Es sey mir erlaubt, seine Rechnung, da sic zur Vervollstindigung des wissen-
schaltlichen Beweises der hier in Rede stchenden analytischen Wahrheit wesentlich gehéret,
mitzutheilen.

Die Bedingungsgleichung

Su.f /:u_v):fv/(%v")
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gibt )—f" /(fu)

welches durch Differenzirung nach z und v, wenn wir hinterher noch bezichungsweise mit

Jfv und — ﬂmulﬁpliciren,
GOl G ¢ G
—u fl ;u)—/u f( )+f" fl “7")
oderfu._/'(/u)—-—u S Vid _)

und ‘durch Vertauschung von 2 und »
Sv. /(—u =— /l(/u) f“ S )
gibt. Diese zwei letzten Glelchung,en geben verglichen mlt (K
uf! ) +fv A ( Vi
oder /! (/U ) // . [fe—ufa] :f’('}u ) Su . [fe — v
Aus (a) und (b) erhalten wir fir den besondern Fall v = fu,
—ﬂgm)—f U~)7/—]
v/ (i) =/o S0+ 50

Also, wenn wir den Werth von — /7 (_ u) aus (d) in (¢) substituiren:

- LU iy
e Se - fl— +/,(/ SSH(=1)
- S=0+ =

f'('_/__v).f’u [fv—afie]
, S ;” S

u
und wenn wir fiir —'/Tu- den Werth aus (a) substiluiren:
i
.

Aus (c) ist

Su —uflu=

F(ED) 1 —wm
S — uflu = — f

PTG Gl

v (5 4t (50

(a)

{b)
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und wenn wir im linken Gliede den Werth fiir zf/z aus (f) substituiren:

Suf(—1 +';;(‘(§u)/z( 1) /’(/n)[fv—-u fiv)

A=1+, (1) T
TG GOl
oder, wenn wir zur Abkiirzung fu=1s, und 1)__01 schreiben, nach einigen Reducuonen:
Ve—ofo] =t +1/' (—1)] _ Ylon)—ox.filen)  A=DES(1)
So f’(—x) S e1) S(=1)

und wenn wir die Function
Sfo—s.fls
—, =9

/
1) —oyf (ox)

fu—

selzen, somu. Filag) _'Q’("l),
US TSNS S
und endlich f(—}l)(‘t_fl’)(-x) = ¢(—1)
schreiben : 9s.9(—z)=9(—1).9(ey)

Diese Gleichung nach & und y dilferenzirt, gibt bezichungsweise :
90 9(—1)=q(—1). 1.9’ (o)

—qo.9/(—p=(—1).0.9'(¢
daher durch Division: ) tox)

e x 9'(—1)
9o e o(—1)
welches nach e integrirt, wihrend wir y als unveriindert betrachten:
w 1=y
log.gu=C .o
-1 Z) 0g- &

gibL. Fiir s=1 findet sich die Constante
C=log. o(1)
also, wenn wir die von ¢ unabhiingige Grﬁsse_—z(@ zur Abkiirzung durch m, und ¢ (1)

durch a bezeichnen; und von den Logarithmen zu den Zahlen iihergehen:

Ps—a.y™
Aber aus () ist fir v=u

~ GO=rdr G470 (5G]
f(:f_,[) +fiu-/' 7_”")_ 1 _ = )_ —u)"
=) BV A v
fu

w2

also
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Su—uflu

Da nun T: pu=a,u™
somit fu=[u+ta.u™]f'u
so ist durch Substitution des vorigen Werthes von f“u in diese Gleichung:
_ o
Su=—{[u+tau ]'T —ap

woraus sich endlich

findet. Diess also ist die allgemeine Form der Function fz, sofern sie aus der einzigen
Bedingungsgleichung (K) bestimmt werden soll; und man kann sich leicht auch auf directem
Wege davon iiberzeugen, dass diecsc Form der Gleichung genug thue.

§- 54,

Wir hitten somit den allgemeinen, zur reinen‘ Grosscnlchre gehdrigen, und auch in
mancher andern Bezichung ausser der gegenwiirtigen nicht unwichtigen Lehrsatz erwiesen,
dass es nur ecin einziges Verhiltniss des Grgensatzes in der §. 49 erwilinten weiteren Bedeu-
tung, d. h. nur ein einziges Verhiliniss unter Gréssen gebe, das den vier angedeuteten
Bedingungen entspricht, néimlich dasjenige, wobe dic (algebraische) Summe derselben = 0 ist.
Wenn somit ecine endliche ‘oder auch unendliche Menge von Kriiften, welche in ecinerlei
gerader Linic liegend an Einem Atome angebracht sind, einander das Gleichgewicht halten
sollen: so muss ilire algebraische Summe = 0 seyn, und umgekehrt, so oft dieses ist, halten
dicse Krilte einander das Gleichgewicht. Um nun den allgemeinen Fall, wenn die auf den
Atom wirkenden Krifte unter was immer fir Winkeln mit einander verbunden sind, zu
erledigen, haben wir nur die §. 49 bereits ausgesprochene rein gcomotrische Aufgabe zulssen,
d. h. darzothun, dass zu jeder endlichen oder unendlichen Menge aus einem Puncic aus-
gehender Geraden, die nicht schon selbst in dem Verhiltnisse des Gegensatzes stehen, eine
und nur cinzige andere Gerade hinzugefiigt werden kinne, um cin System zu bilden, ‘welches
in diesem Verhiltnisse stchiet. Iliezu ist wieder nothig, zuerst zu zeigen, dass es mindestens
Eine Regel gebe, nach welcher sich aus gegebenen Geraden cine andere ableilen lasst in
ciner solchen Weise, dass die vier Bedingungen eintreten,  Diess ist nun gar nicht schwer;
denn jeder Geometer wird, ohne dass wir es ihm erst zu beweisen brauchen, einsehen, dass
den in Rede stehenden vier Bedingungen entsprochen werde durch ein jedes System von
Geraden, welches die Eigenschaft hat, dass wenn wir aus dem Puncte, aus welchem diese
Geraden ausgehen, eine Richtung ganz willkiirlich ams;élunen, und auf dieselbe (als cine
Achse betrachtet) Lothe (oder Ordinaten) aus den Endpuncten der gegebenen Geraden Cillen, die
algebraische Summe der ihnen zugehérigen Abscissen oder Projectionen immer =0 sey. Ein Geo-
meter wird wissen, dass ein System von Geraden die besagte Eigenschaft hat, sobald nur drei
nicht in Einer Ebene licgende Achsen angeblich sind, bei denen die Summe der simmtlichen
den gegebenen Geraden zugehdrigen Projectionen = 0 ist. Da die Beweise, wodurch diess
Beides dargethan werden kann, etwas weitliufig sind, und gleichwohl auf sehr bekannte Art
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{durch Hilfe der so genannten sphiirischen Trigonometrie) gefiihrt werden kénnen, so darf
ich mich ihres Vortrags hier wohl fitglich iiberheben. Fiir den besonderen Fall, wenn das
System nur aus drei Geraden bestehet, wie zur Begriindung des Lelrsatzes vom Kriften-
varallelsgramme hinreicht, ist der Beweis vollends sa elementarisch, dass ibn, ein jeder An-
finger trifft.

§. 55.

Haben wir aber erst dargethan, dass es wenigstens Eine Regel gebe, nach welcher cich
aus jeder gegcbenenMenge von Geraden, wenn sie nicht selbst schon ein System, welches den
vier Bedingungen genugthut, bilden, durch blosse Hinzufiigurig noch einer neuen Geraden, ein
solches System erzeugen lasse: dann eriibriget noch zu beweisen, dass es nicht nehrere,
sondern bloss eine enzige solche Gerade gebe. Und diess erweiset sich einfach durch fol-
gende Betrachtung :

1. Wenn eine endliche oder unendliche Menge aus einerlei Puncte ¢ hervorgehender
Geraden

4, B, C, z
cin System Dbildet, welches die vier bewussten Bedingungen erfiilll; und wir wihlen ganz
Dbeliebig drei micht in derselben Ebene liegende, aus o hervorgehende Achsen I, IL, I, auf
welche wir aus dem Endpuncte jeder Geraden Lothe herabfillen: so sind die Einfallspuncie
dieser Lothe, und somit auch die auf diesen Achsen liegenden Abscissen (die Projeoticncn
dieser Geraden) durch die gegebenen Geraden und durch die willkiirlich angenommene Lage
der Achsen bestimmt ; und umgekelrt sind, wenn diese drei Achsen uns gegeben werden, durch
die auf sic bezogenen Projectionen der Geraden diese Geraden selbst bestimmt. Legen wir
nimlich durch den Endpunct einer solchen Projection eine Ebene senkrecht auf ihre Achse:
so ist olfenbar, dass der Endpunct der Geraden, der diese Projection zugehort, in dieser
Ebene licge. Thun wir dasselbe mit der Projection, dic diesem Puncte auf der zweilen
Achse gehért; so muss dieser Punct in der Durchschnittslinie der beiden Ebenen liegen.
Verfahren wir eben so auch bei der dritten Achse, so ist der Punct, in welchem dic
erwihnte Durchschnittslinie die dritte Ebene schncidet (d. h. der Punct, der allen drei Ebenen
gemein ist) der gesuchte Endpunct der zu bestimmenden Geraden. Bezeichnen wir also die
zu der Geraden A gehérigen Projectionen auf die erste, zweite und dritte Achse beziehungs-
weise durch «!, %, a®; und cben so die zu der Geraden B gehorigen durch 41, 52, b3;
w. s. w.: so wird es, weil jede der Geraden
4, B, C, z
z. B. A nach einer allgemeinen, aus blossen Begriffen zusammengesetzten Regel bestimmbar
ist aus der Gesammtheit der iibrigen
B, C z
auch méglich seyn, die drei zu dieser Geraden gehorigen Abscissen a!, a2, @® nach einer
allgemeinen aus Dblossen Begriffen zusammengesetzten Regel zu beslimmen, aus der Gesammt-
heit der den iibrigen Geraden zugehérigen Projectionen

bl’ ],m, bfl-, cl, c2, cd; z1, 22, 23
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sofern nur die Lage der drei Achsen I, II, IIl auch noch gegeben wird. Weil aber die Achse
I jede beliehige Lage erhalten kann, so konnen auch die auf sie bezogenen Projectionen der
gegebenen Geraden

4, B, C, z
d. h. die Gréssen

al, b', ¢!, 21
alle beliebige, nur innerhalb gewisser Grenzen gelegene Werthe annehmen. Weil ferner bei
einer schon festgesetzten Lage der Achse I auch die Achse II noch jede beliebige, nur eben
nicht die der I entgegengesetzte Lage annehmen kann: so konnen bei einerlei

al, b1, o1, 21
noch die Grossen a2, b2, c2, 22
alle belicbige, nur gewisse Grenzen nicht iiberschreitende Werthe bekommen. Und weil
endlich auch, wenn I und I schon festgesetzt sind, noch der Achse III jede beliehige Lage
ertheilt werden kann, es sey denn nur nicht in der Ebene der I und II: so folgt, dass auch
bei einerlei al, b1, c1, 21

und <%, b2, c%, 22

noch die Grassen

a3, b3, ¢? 23
alle beliebige innerhalb gewisser Grenzen eingeschlossene Werthe annehmen kénnen, Hieraus
ergibt sich nun, dass die Grésse a! abhiingig sey nur von der endlichen oder unendlichen
Menge der Grossen

b1, 1
. M ’ *
keineswegs aber von den Gréssen
b2, oo, 22
noch von den Gréssen b3, ¢3, 23
und dass eben so dic Grosse «® nur aus den Grdssen:
be, co, 22
und die Grosse a® nur aus den Grossen
b3, ¢3, 23

bestimmbar seyn miisse, und dicss Alles immer mittelst einer allgemeinen aus blossen Be-
grillen zusammengesetzten Regel, sofern nur nebst den Geraden
B, C, z

noch die drei Achsen I, II, HI gegeben sind. Da nun, was von den Gréssen a?, a2, a3 so
eben gesagt worden ist, auch von den Grissen 1, b2, b3; ¢, ¢2, ¢3 u. s. w. gilt: so stellen
die drei Inbegriffe von Grossen

al, b1, 1,

at, b2, 2, 22

ad, b3, 3, 29
Systeme vor, denen die erste der drei Bedingungen, die zum Verhiltnisse des Gegensatzes
gehoren, ohne Zweifcl zukémmt.

H
H

2. Weil ferner das Gesetz, nach welchem eine jede der Geraden
4, B, G, z
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aus der Gesammtheit der iibrigen ableitbar ist, eine solche Beschaffenheit hat, dass die Ord-
nung, in der wir uns die letzteren denken, auf die Bestimmung der ersteren gar keinen
Einfluss ausiibt: so muss ecben diess auch von der Bestimmung der Grdsse a! durch die

Gréssen b1, o1, z!, und der Grésse a?
durch die Grossen: b2, c2, 22, und endlich der Grésse a3
durch die Gréssen: b3, c3, 23  gelten,
3. Welil iiberdiess, wenn wir die Gréssen
B, C, z

nur nach dem Gesetze der Stetigkeit &ndern, auch 4 sich nur nach dem Gesetze der Stetig-
keit indert; so darf auch, wenn sich die Gréssen

by, ¢t 2!
nur nach dem Gesetze der Stetigkeit 4ndern, die a! sich nur nach dem Gesetze der Stetig-
keit dndern; und eben dasselbe gilt von dem Verhiltnisse der

b, %, 22
zu a%, und der b3, 9, .28 2u 43
4. Also bilden die Grissen: at, b1, cl, z
und eben so auch die Grossen: a?, 0%, c%, 22
und endlich die Grossen: a3, 13, ¢, 23

Systeme von Grossen, welche die ersten drei Bedingungen eines Systems von Dingen, die zu
einander in dem Verhiltnisse des Gegcensatzes stehen, erfillen. Ist aber dieses, so folgt, dass
denselben auch die vierte Eigenschaft ecines solchen Systemes nicht mangelt. Denn weil die

Geraden A, B, C, VA
ein solches System sind, so konnen wir jede belicbige andere Menge von Geraden
A B, G

welche cin solches System untereinander Dbilden, zu ihnen hinzuthun, eder (falls sie unter
ihnen enthalten sind) sic daraus weglassen, immer mit dem Erfolge, dass das neue so zum
Vorschein kommende System abermals cin System des Gegensalzes seyn wird. Bezeichnen

wir also durch al, b ¢,
a% 0% ¥,
ﬂ:‘/ 3’ (3,
die den Geraden A B, G
entsprechenden Abscissengrossen bei den niimlichen Achsen I, II, III, welche bei dem Systeme
der Geraden 4, B, C, Z

zu Grunde gelegt wurden; so entsprechen auch jene drei Systeme von Grossen den ersten
drei Bedingungen cines Verhiltnisses des Gegensatzes, und somit gilt diess auch von den
Gruppen, welche zum Vorscheine kommen, wenn wir dieselben zu den Gruppen:

al, bY, c!, 21
2%, b?, 2, 22
ad, b3, &3, 23

Dbezichungsweise hinzuthun, oder nach Umstinden davon wegnehmen. Sonach erfiillt sich
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bei diesen Systemen auch die vierte zu einem Verhiltnisse des echten Gegensatzes erforder-
liche Bedingung, und es bestehen somit die Gleichungen

a' 4t 42 =0

a2 402+ 24 4 22=0

A+ P4t =0
d. h. das Gesetz, welches wir oben angegeben haben, ist in der That ein solches, das
zwischen den Geraden 4, B,C . Z
folglich auch zwischen allen Kriften, welche einander das Gleichgewicht halten sollen, jedesmal
statt finden muss. Wir haben somit die uns gesetzte Aufgabe, zu einer jeden gegebenen endlichen
oder unendlichen Menge an cinerlei Atome angebrachter Kriilte eine einzelne, die ihnen allen
gleichgilt, zu finden, so ferne sie einander nicht fiiv sich selbst schon das Gleichgewicht
halten (als in welchem Falle die resultirende = 0 ist) gelst. Man wiihle beliebig drei aus
dem gegebenen Atome ausgehende, nicht in derselben Ebene gelegene, also z. B. drei auf-
einander senkrechte Richtungen, oder (wenn man diess vorzieht) drei nicht in cinerlei Ebene
liegende Richtungen der gegebenen Kriifte sclbst zu Achsen, auf welche man Lothe aus den
Endpuncten aller derjenigen Geraden fillt, die uns die Richtungen und dic verhiltnissmis-
sigen Grossen der gegebenen Krilte vorstellen. Ist die (algebraische) Summe der durch diese
Lothe gcbildeten Abscissen auf der einen oder der andercn dieser Achsen — 0, so betrachte
man diess als ein Zeichen, dass der Endpunct der Geraden, weclche uns die gesuchte Resul-
tirende darstellen soll, in eincr durch den gegehenen Atom selbst auf diese Achse senkrecht
gesetzien Ebenc liege, und dass diese Resultirende somit — 0 sey, wenn dieser Fall bei
allen drei Achsen eintritt. Ist diese Summe nicht Null, so sctze man die senkrechie Ebene
auf dic Achse durch den Endpunct der Abscisse, die dieser Summe gleich ist. Die drei nach
solcher Vorschrift gesetzien Ebenen werden sich jedesmal in cinem und nur einem cinzigen
Puncte schneiden, und dieser ist der Endpunct der Geraden, durch welche die verlangte
mittlere Kralt dargestellt wird. In dem besondern Falle, wenn die gegebenen Kriifte alle in
einerlei Ebene liegen, ist ¢s, wie sich von selbst begreiflt, nicht néthig, drei in verschiedener
Ebene liegende Achsen za willen, sondern zwei in der Ebene der Krilte selbst gelegene
geniigen, und statt der auf dicse Achgen senkrecht gesetzten Ebenen geniigen blosse Lothe,
dic in derselhen Ebene auf ihr érrichtet werden., Wenn also — um mit diesem cinfachsten
Beispicle des Ardftunparallclegramms zu schliessen, — Dbloss zwer Kvilte oa, ¢b gegehen sind:
so wird dic aus ihnen entspringende mittlere gelunden, wenn wir aus b ein Loth 68 auf die
Richtung der ca, und aus @ cin Loth ee auf die Richtung der ¢b fillen; auf der Achse oa
eine Abscisse op, gleich der algebraischen Summe der beiden ¢z und o8, auf der Achse ob
aber chen so einc Abscisse e, gleich der algebraischen Summe der beiden ¢b und on
nehmen; worauf sich denn die aus den Puncten p, g auf op, ¢q errichteten Lothe in einem
Pancte ¢ schneiden, der dic verlangte Richtung und Grosse der mittleren Kralt durch die
zu ihm gezogene Gerade oc angibt. Dic Uebereinstimmung dieser Construction mit jener
durch das Parallelogramm brauchen wir nicht erst nachzuweisen,

—— R —
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nicht anwenden auf existirende Dinge, sondern nur auf ein Verhiltniss, das zwischen Wahr:
heiten an sich bestehet, gleichviel ob sie von irgend Jemand gedacht oder nicht gedacht wer-
den. Wahrheiten an sich stehen, ganz abgesehen davon, ob Jemand da ist, der sie und diess
Verhiliniss unter ihnen erkennt, in einem hdochsteigenthiimlichen Z hange, vermoge
dessen einige derselben der (objective) Grund anderer, diese die (objective) Folge jener heissen.
So wird z.B.kein Mathematiker liugnen, der objective Grund der Wahrheit, dass die Gleichung
z?— (a4 bzx+ab=0

die beiden Wurzeln ¢ und b hat, liege nebst andern in den Wahrheiten, dass Factoren in
verinderter Ordnung dasselbe, und zwei negative ein positives Product geben., Der Inbegriff
der simmitlichen Wahrheiten, zu welchen eine andere sich als ihre Folge verhilt, nenne ich
den vollstdndigen Grund derselben, wilirend ich cine oder ctliche allein einen blossen Theil-
grund von ihr nenne. Dieses Verhiltniss der Abfolgc, welches nur zwischen Wahrheiten an
sich bestchet, diirfen wir nicht verwechseln mit jenem der dbleitbarkeit (§. 3), das zwischen
Siitzen, gleichviel ob sie wahr oder nicht wahr sind, stait findet. Eine Wabrheit, die in dem
Verhiltnisse der Abhfolge zu gewissen anderen stehet, mag immerhin auch abletitbur seyn von
ihnen: so gilt es doch — welches ein fernerer Unterschied beider Verhilinisse ist — gewiss
nicht umgekebrt, d. h. nicht eine jede Wahyheit, welche aus einer oder mehreren andern er-
schlossen werden kann, stchet auch im Verhilnisse der 4bfolge von denselben. So lisst sich
der Satz, dass es zu je zwei Punclen @, b cinen dritten ¢ gibt, bei welchem die Entfernungen
ac=ab=bc sind, ohne Zwecilel erschlicssen oder ableiten aus dem Satze, dass zwei Kreis-
linien, die um die Puncte @, b miL cinem ilalbmesser — ab in einerlei Ebene beschrielen
werden, einander irgendwo schneiden; wie denn bekanntlich Zuklides (EL I, 1) sich des letz-
teren Satzes zu einem Beweise (einer blossen Gewissmachung, wenn sie ja nothig wire) fiir
den erstern bediente; dennoch diirfte es fiir Jeden, der den Begrilf der Abfolge sich recht
verdeutlichet hat, ohne Widerspruch ‘seyn, dass nicht der erstc Satz auf den zweiten, sondern
vielmehr der zweite auf den ersten sich objectiv griinde; denn nicht darum gibt es jenen
dritten Punct zu je zweien, weil die besagten Kreislinien sich schneiden, sondern umgekehrt
sie schneiden sich nur, weil ein solcher dritter Punct da ist.

S 9.

Wenn in der Wahrheit: U is¢, d. h. in einer Wahrheit, welche das Daseyn eines
Gegenstandes ¢ aussagt, ein (objectiver) Grund, der vollstindige, oder doch irgend ein Thal-
grund der Wahrheit: # ise, lieget: so nennen wir U die Ursacke, die vollsténdige, oder doch
irgend eine Thedursache von IV, und W dagegen die Wirkung von U. Ist U Ursache von
W und W von Z, so mennl man uneigentlicher Weise ¢/ auch die Ursache, nimlich die

wmittelbare von Z. Tm Gegensalze mit einer solchen mittelbaren heisst dann die eigentliche
Ursache auch eine unmuttclbare.

§. 10.
Die Beschallenheiten der Wirkung miissen aus jenen ihrer Ursache, aus der vollstin-
digen alle ableitbar seyn, vermittelst einer allgemeinen reinen Begriffswahrheit; oder mit an-

Abh, V. @
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dern Worten: die Ursache muss ihre Wirkung, die vollstindige vollstindig bestémmen in der
§. 4 crklirten Bedeutung.

§- 11,
Wenn also die Ursachen dknlick sind, so miissen es nach §. 7 auch die Wirkungen seyn,

§. 12.

Wenn die Wirkung nicht etwas zu aller, sondern nur etwas zu einer bestimmeen Zeit
Bestehendes, also eine blosse Perinderung ist — (welchen Fall wir in der Folge ausschliesslich
zu betrachten haben) — so muss aus der Ursache auch objectiv gefolgert werden kénnen,
warum sie eben zu dieser und keiner andern Zeit bestehe; d. h. die Ursache muss gleichfalls
nur zu derselben Zeit als wahre vollstindige Ursache bestchen oder wirken; die vollstindige
Ursache und ihre eigentliche und unmjttelbare Wirkung miissen also immer gleichzeitig seyn.
Sobald die vollstindige Ursache anféngt zu seyn, fingt sic auch an, zu wirken: denn ihr Seyn
ist Wirken. Fangt sie aber an, zu wirken, so fingt auch an, eine #%rkung zu seyn; und wie
im Gegentheil jene authort, muss auch diese aufhéren. Was etwa noch fortdauert, ist hich-
stens eine miltelbare Wirkung, nimlich eine Wirkung dessen, was bis zum letzten Augen-
blicke ihres Daseyns und Wirkens von der Ursache hervorgebracht worden ist und nun als
neue (Theil - oder vollstindige) Ursache gewisse neuc Wirkungen erzeuget. — Wenn man die-
sen Bebauptungen oft widerspricht und sagt, die Ursache gehe ihrer Wirkung insgemein vor-
her und dicse dauere noch fort, wenn jenc schon lingst zu wirken au[‘gchiﬁrt: so kommt diess
lediglich dalier, weil man entweder cinen blossen Z%kei! der vollstindigen Ursache als Ursache
schlechtweg betrachtet, oder dasjenige, was erst eine mittclbare Wirkung, cine Wirkung der
Wirkung selbst, und vielleicht erst cine Wirkung derselben in Verbindung mit noch andern
Dingen ist, wie cine unmittelbare Wirkung der Ursache ansicht; denn dass die cinzelnen Theile
cines Ganzen insgemein friiher da sind als dieses selbst, und dass die miltelbare Wirkung
erst zum Vorschein kdmmt, nachdem dic unmittelbare da ist, begreift sich ganz von selbst.

S 13.

Wenn dic Verinderung eines Dinges durch cine Zeit fortdausrt, d. h. wenn es wih-
rend dieser Zeit keinen auch noch so kurzen Zeitraum gibt, innerhalb dessen alle Beschaffen-
heiten des Dinges dic nimlichen verbleiben: so muss auch die Ursache dieser Veriinde-
rung durch jene ganze Zeit fortgewirkt haben. Ist aber diese Ursache selbst wihrend der
ganzen Zeit ohne Verindcrung geblicben, d. h. hat sie fortwihrend einerlei Beschaflenheiten
hehalten: so muss aus diesen und der Zcitdauer ihres Wirkens die Beschaffenlheit ibrer Wir-
kung objectiv ablolgen. Weil nun dic Zeitdaver eine Grisse hat, so muss auch an jeder in
ciner gewissen Zeitlinge zu Stande gekommenen Wirkung eine Grisse sich vorfinden, welche

wir aus der Grisse der Zeit, die ihre Ursache zu ihrer Hervorbringung brauchte, objectiv
erkliren.
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8- 14,
Da alle Zeitlingen einander &hnlich sind, so miissen auch Wirkungen, die von der-
selben oder auch bloss dhnlichen, nur in verschiedenen Zeitlingen wirkenden Ursachen her-
vorgebracht worden sind, einander dhnlich seyn (§. 10 7).

§. 15.

Die Grisse, die wir nach §. 13 an ciner jeden durch eine gewisse Zeit hervorge-
brachten Wirkung antreffen, muss von der Art derjenigen seyn, die, oder (was dasselbe
ist) deren Einheit sich durch keine Begrifle bestimmen lisst. Denn auch an ihrer Ursache
befindet sich, wenn sonst in keiner andern Bezichung, mindestens hinsichtlich der Zelinge,
die sie gebraucht hatte, eine Grosse, die sich durch keine Begrifle bestimmen lisst, die Zeit-
linge nimlich. So oft aber an der Ursache etwas durch blosse Begriffe nicht Bestimmbares
sich findet, muss sich ein solches auch an der Wirkung befinden, weil jenes sonst ohne Er-
lolg geblieben wire.

§. 16.

Wenn der Begriff, den wir von einer gewissen Ursache haben, kein anderer ist, als
eben nur der, dass sic Ursache sey; wenn wir somit von ihr nichts Anderes kennen, als
dass sie ein Wirkliches sey, das uns auf eine objective Art erklirt, warum cine Wirkung
von bestimnter Grosse in bestimmter Zeit zum Vorschein gekommen: so miissen wir auch
dieser Ursache selbst noch cine Grésse beilegen, und zwar eine solche, die oder deren Ein-
licit durch keine Begriffe hestimmbar ist. Diess muss geschehen, damit, wenn wir der Wir-
kungen von einerlei Art mekrere wahrnehmen sollten, welche in gleicher Zeit entstanden, doch
cine ungleiche Grosse haben, diese Erscheinung aus der verschiedenen Grosse der sie be-
wirkenden Ursachen erklirt werden kénne.

§- 17.

Ein Wirkliches, das nicht als cine hlosse Beschaffenkat an einem andern Wirklichen
bestchet, nennen wir cine Substanz, oder mit einem deutschen Worte allenfalls ein #esen.
Solche Beschaflenheiten einer Substanz, welche die Ursache sind, dass sie gewisse Wirkungen
hervorbringt, nennen wir ihre Krdfte; innerc oder dussere, je nach dem sie inmere oder
dussere Beschaffenheiten sind; immancnte oder transiente, je nachdem die Wirkung, welche
sie hervorbringen, in der Substanz selbst, oder ausserhallb ihrer sich befindet.

§. 18:
Simmtliche Krifte ciner verdnderlichen Substanz sind selbst nur PVerdnderungskrifte,
d. h. Krite, vermittclst deren sie Verinderungen entweder in sich selbst, oder in andern
verinderlichen Substanzen hervorbringt. Die Kraft zu schaffen, d. h. eine Substanz nicht
bloss zu verindern, sondern die Ursache ihres Dascyns selbst mu seyn, wohnt nur der einen
unverinderlichen und unvollkommenen Substanz der Gottheit bei.
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§. 19.

Verdnderliche Substanzen, dergleichen ausser Gott alle itbrigen, d. i. alle geschaffenen
sind, — konnen und miissen Veriinderungen auch in ihren eigenen Krdfen erfahren; und
sofern diese eine Grisse besitzen, ist es eine von der Naturwissenschaft gebotene Regel, zur
Erklirung jeder in der Welt wahrgenommenen Erscheinung vorauszusetzen, dass jede Ver-
dnderung in der Grésse (Zu- oder Abnahme) einer Kraft nur innerhalb einer bestionmten Zeit-
dauer erfolge, so zwar, dass ene Zetlinge, welche so klein werden kann; als man nur will,
auch einer Zu- oder Abnakme so klein, als man nur will, entspreche. Diese unter dem Namen
des Gesctzes der Stetighes bekannte Voraussetzung stiitzet sich meires Erachtens keineswegs
darauf, als wire es etwas an sich selbst Unmogliches, dass sie verletzet wiirde; denn warum
sollte es der Gottheit selbst unméglich seyn, durch ihr unmittelbares Einwirken eine gewisse
Kraft plétzlich zu steigern, und z. B. einem Atome, der bis zu dem Augenblicke 7 noch
ruhete, eine Bewegkraft zu ertheilen, die nicht erst dllmahlig wichst, sondern in jedem auf T
folgenden Augenblicke, so nahe er auch an 7 liegen mag, schon die bestimmte Grosse ¢
hat? — Nur abgesehen von Gott, dem unendlichen Wesen, diirfte kein anderes endliches
Wesen etwas der Art vermégen. Was ich jedoch hier mit Bestimmtheit zu behaupten wage, ist
nur so viel : Was uns auch immer erscheine, nie kénnen wir aus dem Erschienenen gendthiget
werden, auf eine stattgefundene Verletzung des Gesetzesa der Stetigkeit zu schliessen. Denn
offenbar kénnen wir doch auf den gednderten Grad der Kraft eines Wesens (auch unseres
eigenen Wesens) nur schli
Beobachtungen, aus deren einer wir den Grad dieser Kralt = a, und aus dcren anderen wir ihn

>

Zem schiitzen berechtiget wurden. Da aber zwischen zwei dergleichen Beobachtungen,

aus mind zwei zu einer verschiedenen Zeit gemachten

=1

deren jede schon fiir sich selbst eine gewisse Zeitdauer erfordert, jedesmal irgend eine Zwi-
schenzeil verfliesset: was konnte uns berechtigen zu der Behauptung, dass der Ubergang von
dem eincn zn dem andern Grade durch cinen sogenannten Sprung geschehen sey, d. h. dass
die in Rede stchende Kraft in jedem Augenblicke, der einem gewissen 7' voranging, noch
=a, in jedem aber, der auf ilm folgte, schon = gewesen wire? Kann aber die Voraus.
setzung eines Sprunges nie als nothwendig sich erweisen: so folgt schon, dass wir die Er-
klirung durch cin allmihliges, wenn auch noch so schnelles Zu- oder Abnchmen einer
Kraft immer als etwas unendlich Wahrscheinlicheres vorzichen miissen; da eine Kraflt, die
gross genug wire, um durch ihr Einwirken auf eine gegebene Substanz eine urplétzliche Zu-
oder Abnahme in ihren Kriften hervorzubringen, von einer ganz anderen Art (unendliche
Male grosser) seyn muss als alle iibrigen Krifte, welche dergleichen Verinderungen nur erst
allmihlig zu Stande bringen. Wir verstossen also durch die Annahme einer solchen Kraft
offenbar gegen den Grundsatz: Entia, oder auch genera, non sine neccesitate sunt multipli-
canda. Hiezu kommt noch, dass wir bei der Voraussetzung, in einer gegebenen Substanz sey
eine ihrer Krifte durch einen Sprung verindert worden, uns selbst des Kennzeichens berauben,
an welchem wir sonst erkenncn, dass wir dic ndmliche, nur verinderte, micht aber eine
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andere, an ihre Stelle bloss getretene Substanz vor uns haben. Denn dieses Kennzeichen ist
kein .anderes, als dass die Krifte und simmtlichen Bescha(fenheiten der Substanz, welche wir
in dem Angenblicke & vor uns haben, 'den Krifien und Beschaflenheiten, welche wir der in
dem Augenbliche 7 auf uns einwirkenden Substanz beilegen, um so niher kommen, je niher
wir die beiden Augenblicke & 'und 7 selbst an einandér riicken. Es ist also eine Art In-:
consequenz, wénn wir eine Substanz fiir dieselbe mit derjenigen, die frilher auf uns einge-
wirkt hatte, erkliren, und dabei doch nicht zugeben wollen, dass die Krifte, die wir an ihr
verschieden von dem ersten Zustande gewahren, in diesen geinderten Zustand allmihlig iiber-
gangen seyen.

S. 20.

Denken wir uns nunmehr eine einfache und ihrer beschrinkten Krifte wegen im
Raume befindliche *) Substanz, einen Atom, der seinen Ort (einen Punct) verindert, d. h. sick
beweget; also in einem gewissen Augenblicke 7" in dem Puncte @, in einem spitern U in dem
von a verschiedenen Puncte ) sich befindet. In welchen Orten derselbe zu jedem innerhalb
7 und U gelegenen Augenblicke gewesen, sey uns noch unbekannt; jedenfalls wird uns aber
erlaubt seyn, das Raumding, welches alle diese Puncte sammt & und b, sonst aber keinen
andern enthilt, die in dieser Zeit beschriebene Bahn des Atoms zu nennen, wenn wir nur
nicht sogleich voraussetzen, dass diese Bahn eine Linie sey. Das eigenthiimliche Verhalten
des Atoms sclbst, welches wir als die nichste Ursache davon, dass jene Bahn von ihm in
der bestimmten Zeit beschricben wird, d. h. dass «r gerade diese und keine anderen Orte
in den verschiedenen Augenblicken dieser Zeit einnimmt, nennen wir die von ihm beobach-
tete Geschwindigheit. Nehmen wir nun, weil dicses das Einfachste ; ist, zuvérderst an, dass
diese Geschwindigkeit wihrend der ganzen Zeit seiner Bewegung keine Veriinderung erleide,
so lisst sich alsbald darthun, dass und warum die beschriebene Bahn eine Linie und zwar
gerade Linie seyn miisse. Denken wir uns nimlich zwei innerhalh 7' und U gelegene

8
Augenblicke ¢ und u; so ist offenbar die zwischen ¢ und u beschricbene Bahn ein Theil der

eine

zwischen 7 und U beschriebencn; beide aber sind Wirkungen, die gleichen, nur durch ver-
schiedene Zeitlingen wirkenden Ursachen zugehéren; woraus mach §. 14 folgt, dass sie ein-
ander dhnlich scyn miissen. Die durch eine sich immer gleichbleibende Geschwindigkeit be-
schricbene Bahn ist somit ein Raumding, welches (weil ¢ und & wie immer angenommen
werden konnen) sich theilen lisst in eine unendliche Menge von Theilen, welche-dem Ganzen
dhnl ch sind. Es bedarf nicht erwiesen zu werden, dass dieses eine Eigenschaft sey, welche
nur der begrenzten geraden Linie zukdmmt **).

*) Wie das Eine aus dem Andern folge, kana ich hier nicht umstindlicher auscinander setzen. Es ergibt sich
aber aus den Begriffen von Zeit und HRaum, wie ich sie- anderwirts erklare.

*¥) Ich habe diesen Beweis schon einmal an einem Orle, wo man ihn picht suchen diirfie, nimlich io der
Schrilt: Die drei Probleme der Rectification, Complanation und Kubirung, Leipzig, 1817, in der Anmerkung
§. 12 vorgeiragen. Eben dasclbst habe ich auch §. 10 als ein Beispiel von der vielfilugen Anwendbarkeit
einer dort aufgestellten Methode, deren 1ch mich zur Lésung der auf dem Titel genannten drei Probleme
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§ 21.

Damit ein Grund sey, warum die gerade Linie, welche ein Atom beschreibt, der eine
unverinderte Geschwindigkeit behilt, nur eben in dieser und keiner anderen von den
unendlich vielen aus einem Puncte moglichen Ricktungen liege, muss die Geschwindigkeit
desselben eine eigene Bestimmung besitzen, die wir von dem, was sie verursachet, fiiglich
ihre eigene Richiung nennen diirfen; und damit ferner auch ein Grund da sey, warum jene
Linie in einer gegebenen Zeit gerade diese und keine andere Ldnge erreicht, muss die Ge-
schwindigkeil eine Bestimmung besitzen, die, weil sie den Grund einer Grosse enthilt, selbst
eine Grosse seyn muss, und somit fiiglich die Grisse der Geschwindigkeit genannt werden
kann. Somit hat jede Geschwindigkeit Beides, Richtung sowohl als Grosse; die sich gleich-
bleibende eine sich gleichbleibende Richtung und Grésse; die sich verindernde aber kann
sich entweder nur in ihrer Richtung, oder nur in ihrer Grdsse, oder in beiden zugleich
verindern; doch wird jedenfalls anzunehmen seyn, dass diese Verinderungen nur nach dem
Gesctze der Stetigkeit erfolgen.

§. 22.

Da alle Richtungen einander &hnlich sind, also nie eine durch blosse Begriffe be-
stimmt werden kann; da eben diess auch von allen Zeit- und Rawmlingen gilt: so muss,
weil in der Ursache immer eben so viele Stiicke wie in ihrer Wirkung unbestimmt Dleiben
miissen (§. 13), auch bei einer Geschwindigkeit Beides, sowohl ihre Richtung als ihre Grésse,
nie durch blosse Begrilfe bestimmbar seyn, sondern durch angemessene Anschauungen allein:
und zwar kann ilre Rickiung uns gegeben werden lediglich durch gewisse Anschauungen, die
eine im Raume befindliche Richtung, nimlich die der Geraden, welche der Atom beschreiben
wiirde, wenn er diese Geschwindigkeit eine Zeitlang beibehielte, bestimmen; ihre Grésse aber
kann uns gegeben werden lediglich durch gewisse Anschauungen, dic Beides, eine Zeitlinge
sowohl als eine Raumlinge bestimmen. Denn diese Grosse soll uns erkliren, welche Grosse
die gerade Linie hiitte, die der Atom in einer gewissen Zeit beschriebe, wenn er seine Ge-
schwindigkeit durch diese Zeillinge unverindert hehielte; sie bedarf also offenbar zu ihrer
Bestimmung einer Raumlinge sowohl als einer Zcitlinge.

bedieue, die beiden wichtigen Lehrsitze der Mechanik dargethan, dass wenn die von einem Atome beschrie-

driickt wird, die Geschwindigkeit dieses Atoms fiir jo-

bene Bahn durch eine Fuaction der Zeit = Ft
den Augenblick durch die erste, die ihn beschleunigende Kiaft aber durch die zweite abgeleitote Function
von Ft dargestellt wird. Den ferneren Satz aber, dass jeder von was immer fir nur dem Gesctze der
Stetigkeil gehorchenden Krillten getriebenc Atom eine einzige continuirliche, wie auch sonst immer gekriimmie
oder gebrochene Linie beschreibe, konnte ich weder dort, noch kann ich ihn hier heweisen, da er zum
Theilc auf der hier eben zu beweisenden Lehre von der Zusammensetzung der Krifte berubet, Indessen
wird der gelehrte Leser, wenn er sich mit der a. a. 0. §. 10 beschriebenen Methode bekannt gemacht hat,
den ungefiliren Gang dieses Beweises wohl von selbst errathen. Wer sich mit der blossen Gewissheii,
dass ctwas ist, begniigt, und nach dem objectiven Grunde, warum es ist, nicht fragt, fir den ist freilich das
wissenschafiliche Bediirfuiss fiir dergleichen Beweise noch gar nicht erwacht.
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§- 23.

Aendert sich eine Geschwindigkeit, es sey bloss in der Richiung oder Grésse oder
in Beidem: so bedarf es dazu, wie zu jeder Verinderung in etwas Wirklichem, einer Ursache.
Ich nenne nun die nichste Ursache, die eine Verdnderung in der Geschwindigkeit, d. h. in
dem Verhalten eines Atoms gegen den Raum, hervorzubringen vermag und, wenn sie allein
wirkt, auch hervorbringen muss, eine aneglgm/t oder, wo es keinen Missverstand veranlassen
kann, nur schlechtweg eine Krafl.

$. 24,

Wenn eine sich immer gleickbleibende Krafi durch eine bestimmte Zeitdauer auf einen
Atom ecinwirkt: so folgt aus §. 14 und 20, dass die Veréinderungen, welche das Verhalten
des Atoms gegen den Raum, d. h. seine Geschwindigkeit, erfihrt, ein Ganzes darstellen
miissen, das sich in eine unendliche Menge demselben &hnlicher Theile zerlegen lisst. In
den Richtungen dieser Geschwindigkeit also kann gar keine Anderung erfolgen; da ein Sy-
stem verschiedener Richtungen, davon ein Theil dem Ganzen ihnlich wire, eine Unméglich-
keit ist. Die Anderung aber, die diese Geschwindigkeit in ibrer Grésse erfibrt, muss in
gleich grossen Zeitlingen gleich gross, seyn, also mit der Zeit glachfirmig wachsen. Nehmen
wir an, dass der Atom friiher in Ruhe gewesen, so muss im ersten Augenblicke der Bewe-
gung die Geschwindigkeit Nu// seyn, und in den folgenden von Null aus stelig wachsen.

§. 25.

Um zu begreifen, und aus seinem objectiven Grunde zu begreifen, warum dic Ge-
schwindigkeit eines aus der Ruhe zur Bewegung gelangenden Atoms, auf welchen eine durch
cine gegebene Zeit sich immer gleichbleibende Kraft einwirkt, gerade diese und keine andere
Richtung erhalte, muss auch der Kraft einc eigenthiimliche Bestimmung beigelegt werden, die
als der nichste Grund, warum diesc Richtung in der Geschwindigkeit zum Vorschein kommt,
angeschen werden konne. Wir ncnnen diese Bestimmung die der Kraft beiwohnende Rick-
tung. Um 7u begreifen, warum diese von Null aus wachsende Geschwindigkeil in ciner
gewissen Zcit eine gewisse Grisse erreicht, muss der Kralt abermal eine cigenthiimliche Be-
stimmung beigelegt werden, die, weil sie das Entstehen einer Grisse erkliren soll, selbst cine
Grisse, die Grisse der Kraft seyn muss.

§. 26.

Aus dhnlichen Griinden, wie Richtung und Grésse ciner Geschwindigkeit sich nie
durch blosse Begriffe hestimmen lassen (§- 22), muss auch ‘die Richtung und die Grésse ciner
Kraft etwas Solches seyn, das sich durch keine blossen Begriffe bestimmen lisst. Wohl
aber wird die Ricktung einer Kraft bestimmt seyn, wenn wir die Richtung der Geschwindig-
keit, die sie durch irgend eine Zeit ihres Einwirkens auf einen Atom, sich immer gleich
bleibend, in demselben hervorbringt, bestimmen. Denn wir denken uns ja unter der Rich-
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tung einer Kraft eben nichts Anderes, als dasjenige Etwas, so macht, dass die von ihr
bewirkte Geschwindigkeit diese und nicht eine andere Richtung habe. Namentlich also kann
die Richtung einer Kraft durch die blosse Angabe einer im Raume befindlichen Richtung,
némlich’ derjenigen, in welcher die gerade Linie, welche der ihr iiberlassene Atom beschreiben
wiirde, liegt, auf das vollkommenste bestimmt werden. Ein anderes Bewandiriss hat es mit
der Grésse einer Kraft, welche wir durch die blosse Angibe der Grisse der Geschwindigkeit,
welche sie innerhalb einer gegebenen Zeit hervorrufen wiirde, noch keineswegs als ganz
bestimmt ansehen diirfen. Um nimlich eine Geschwindigkeit hervorzurufen, ist nicht nur
eine Kraft erforderlich, sondern auch er, der Atom selbst, der diese Geschwindigkeit anneh-
men soll, muss da seyn; so dass die vollstdndige Ursache von den eintrelenden Verinderungen
in dem Verhalten des Atoms gegen den Raum, d.h. in der Geschwindigkeit desselben, eigent-
lich in dem Zusammenseyn der Zweien, der Kralt und des Atomes, liegt (wobei es einerlei
ist, ob die Kraft einmal dem Atome inwohnt, ein andermal von aussenn hinzukémmt). Da
aber nicht alle Atome einander als ganz gleich vorausgesetzt werden diirfen; da es vielmehr
gewiss ist, dass auch nicht zwei Substanzen einander in allen ihren Beschaflenheiten gleichen:
so lisst sich gar wohl denken, dass verschiedene Atome unter der Einwirkung gleichgrosser
Krifte in gleichen Zeiten eine ungleich grosse Geschwindigkeit erreichen; bloss weil sie in
einer gewissen innern Beschaffenhclt, vermdge deren sie einer Verinderung ihres Verhaltens
gegen den Raum in einem ungleichen Masse widerstchen oder forderlich sind, cinander
ungleich sind. Wir mégen dicse innere Beschaffenheit eines Atoms, die macht, dass cine
gegebene Krafi in gegebener Zeit gerade nur dicse, und keine gréssere oder kleinere Ge-
schwindigkeit in ihm hervorruft, die Trdgheit, Massc oder Dichtigheit desselben, oder, wie
man sonst will, nennen: so bleibt es immer dabei, dass wir, um die Grisse einer Bewegkrait
zu bestimmen, nebst der Grosse der Geschwindigkeit, die sie in eciner gegebenen Zeit
einem Atome bewirkt, auch die hier in Rede stehende Eigenthiimlichkeit des Atoms, an
welchem diess geschah, beriicksichtigen miissen. Bei der Richtung ist dieses nur desshall)
unnéthig, weil die gerade Linie, welche der Atom beschreibt, wenn er der Einwirkung einer
sich gleichbleibenden Kraft durch eine bestimmte Zeitlinge ausgesetzt wird, immer die nim-
liche Richtung behilt, wie gross oder klein die einwirkende Kraft, und wie auch immer
seine Eigenthiimlichkeit seyn moge. Diese Richtung der Bahn also gibt uns hier Beides, die
Richtung der in ihm hervorgerufenen Geschwindigkeit sowohl als auch die Richtung der iln
treibenden Kraft zu erkennen.

§. 27.

Da die Trigheir eines Aloms eine solche Beschaffenheit desselben seyn soll, darin
der objective Grund liegt, warum eine Kraft von gegebener Grésse in gegebener Zcit eine
Geschwindigkeit von gegebener Grésse in ihm hervorruft, so muss sie selbst eine Grisse
seyn (§. 13); und es erhellet auf dhnliche Art, wie §. 22, 25, dass die Einheit oder das
Mass dieser Grosse durch keine Begriffe bestimmbar seyn diirfe. So lange wir iibrigens den
Begrill dieser Grossenbeschaffenheit nicht noch etwas genauer bestimmen, als es im vorigen §.
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geschal, bleibt sogar unentschieden, ob die Geschwindigkeit, die eine gegebene Kraft in
einem Atome hervorruft, mit seiner Trigheit wachse oder im Gegentheil abnehme. Der bis-
herige Sprachgebrauch fordert jedoch bei den Worten, die ich in Vorschlag brachte, das
Letztere, nimlich, dass man die Trigheit fiir um so grésser erklire, je kleiner die Ge-
schwindigkeit ist, die eine gleichgrosse Kraft in gleicher Zeit erzeugt. Und so wollen denn
auch wir, da es librigens gleichgiiltig ist, festsetzen, unter der Trigheit eines Aloms diejenige
Groéssenbeschaffenheit desselben zu verstehen, die im verkebrten Verhiltnisse steht mit der
Grésse der Geschwindigkeit, die eine Kraft von gegebener Grosse in gegebener Zeit in ihm
hervorrufen wiirde.

§. 28.

Als eine leichle Folgerung aus dem Bisherigen ergibt sich, dass es méglich sey, nicht
nur die Geschwindigheil, welche ein zu einem bestimmten Augenblicke in dem gegebenen Orte
a befindlicher Atom besitzt, sondern auch die auf ihn (cs sey von Innen, d. h. durch ihn selbst,
oder durch eine iussere Ursache) in diesem Augenblicke einwirkende Kraft durch eine aus
dem Punkt ¢ ausgehende Gerade in der Art anzuzeigen, dass die Rickiung jener Geschwin-
digkeit oder Kraft durch die Richtung, in der diese Gerade liegt, vollkommen, ihre Grésse
aber nur im Ferhdltnisse zur Grésse einer anderen Geschwindigkeit oder Kraft vermittelst
des Verhalinisses der Linge dieser Geraden zu einer anderen bestimmt wird.

8. 29.

Sicherlich liegt nichts Widersprechendes in dem Gedanken, dass ein und der niimliche
Atom zu ecin und derselben Zeit sich der Einwirkung nicht bloss einer cinzigen, sondern
mehrerer Krilfte ausgesetzt (inde; vielmehr lisst sich voraussehen, dass auf einen jeden Atom
fortwihrend mehrere, ja selbst unendlich viele Krifie, d. h. Ursachen einwirken, deren eine
jede, wenn sie fiir sich allein da wiire, innerhalb einer gegebenen Zeit eine gewisse Verin-
derung in seinem Verhalten zum Raume hervorbringen miisste. Denn da die stirksten (hier
freilich nicht weiter auseinander zu setzenden) Griinde dafiir sprechen, dass je zwei Atome
in gewissen Entfernungen cinander anrzichen, d. h. eine Kraft besitzen, die fiir sich allein wir-
kend cine annihernde Bewegung zwischen denselben hervorbringen wiirde; in andern Ent-
fernungen aber einander abstossen: so ergibt sich schon hieraus und aus der Wahrheit, dass
die Menge der Atome in der Welt cine unendliche ist, der Schluss, dass jeder Atom zu jeder
Zeit der Einwirkung einer unendlichen Menge von Bewegkriften nach den verschiedensten
Richtungen und von den verschiedensten Gréssen ausgesetzt sey.

§- 30.

Es ist aber eben die uns hier vorliegende Aufgabe zu bestimmen, was fiir ein Ver-
halten in Absicht auf den Raum, d. h. welche Geschwindigkeit ein Atom annehmen miisse,
wenn der Bewegkrifte mehrere, ja selbst unendlich viele zugleich auf ihn einwirken? Hier konnte
nun Jemand zunichst auf den Einfall gerathen, ob es nicht mindestens in dem Falle, wean

Abh, V, 2. 56
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diese Krifte einander alle gleick sind (die néimliche Richtung sowohl als Grésse haben), wenn
somit jedc fiir sich das nimliche Verhalten fordert, erlaubt sey, zu schliessen, dass diese Krifte
auch bei ihrem Zusammenseyn nur chen dieses und kein anderes Verhallen veranlassen werden;
ungefibr eben so, wie mehrere Beweise, die jeder fir sich zu demselben Schlussatze
fiihren, auch in Verbindung nur eben diesen und nicht einen anders lautenden Schlusssatz
geben? So ist es aber in der That nicht, aus dem einfachen Grunde, weil Krifte als Ursachen
ja etwas Wirklickes sind (§. 9), daher denn zwei oder mehrere derselben, die jede fiir sich
eine gewisse Wirkung crzeugen wiirden, in ihrem Zusammenseyn nothwendig etwas Anderes
als diese einfache Wirkung crzeugen miissen, da sonst die iibrigen bis auf Eine ganz ohne
Wirkung wiren. Doch wenn man erwiget, dass mehrere einander gleiche Ursachen nicht blos
eine einzige der cinzelnen Ursache gemisse Wirkung hervorbringen konnen, sondern auch
eben so viele einander gleiche Wirkungen hervorrufen miissen: so wird man vielleicht verlangen,
dass zwei oder mehrere einander gleiche Krifte, welche auf einen Atom wirken, auch zwei
oder mehrere einander gleiche Geschwindigkeiten in thm erzeugen sollten; was sich doch aber-
mals nicht, ohne einc Ungereimtheit zu begehen, erwarten lisst; denn ein und derselbe Atom
kann doch zu Einer Zcit nur Einen Zustand haben, somit auch nur Eine und nicht mehrerlei
Verhaltungsweisen gegen den Raum, d.h. Geschwindigkeiten &dussern. Es ist niimlich, wie wir
schon §. 26 erinnert, die auf cinen Atom ecinwirkende Kraft nicht die vollstindige Ursache
von den Verinderungen in seinem Verhalien gegen den Raum, sondern zu dieser gehort auch
noch sein ecigenes Daseyn. Nur also wenn zwei gleiche Kriifte auf nicht einen, sondern zwei
(einander iiberdicss noch gleiche) Atome einwirkten, liesse sich erst mit vollem Rechte
behaupten, dass die vollstindige Ursache zu einer Veréinderung in der Geschwindigkeit doppelt
vorhanden sey, und cben desshalb auch verlangen, dass eine doppelte Wirkung, d. h. hier
eine doppelte Veriinderung in der Geschwindigkeit erfolge. Ist aber, wic diess in unserer Auf-
gabe der Fall ist, nur ein cinziger Atom zugegen, auf den zwei gleiche Krifte wirken: dann
diirfen wir weder verlangen, dass dic Geschwindigkeit desselben die nimliche werde, die nur
eine einzige der heiden Krifte fiir sich erzeugt hiitte, weil sonst die andere Kraft gar keine
Wirksamkeit bewiese; noch diirfen wir begehren, dass zwei gleiche Geschwindigkeiten erschei-
nen, als wozu das Vorhandenseyn zweier Atome crforderlich wire. Was also eintreten miisse,
wird erst die fernere Betrachtung lehren.

§- 31.

Wie gross auch dic Menge und wie verschieden die Beschaflenheit der auf einen Atom
zugleich einwirkenden Krilte sein mogte: so ergibt sich schon aus §. 10 die erste Bestinmung
fiir das Verhalten des Atoms, dass alles dasjenige, was sich durch blosse Begrifle (ohne An-
schauungen) daran auffassen lisst, nach ciner allgemeinen aus blossen Begriflen zusammenge-
setzten Regel ablcitbar seyn miisse bloss aus demjenigen, was sich an den gegebenen Krilften
und ihrem Yerhiltnisse untereinander abermal nur durch Begriffe darstellen ldsst; weil immer
Alles, was an der Wirkung — auch einer entfernteren — durch blosse Begriffe vorstellbar
ist, bestimmbar seyn muss durch das, was an der Ursache durch blosse Begriffe vorstellbar
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ist. Wenn also z. B. bloss der Or¢, in welchem der Atom sich aufhilt, oder wenn bloss der
Zeitpunct, in welchemadie Einwirkung der Krifte auf ihn beginnt, oder wenn selbst die Riok-
tungen und Grissen dieser Krifte, oder die Grosse seiner Trigheit (Masse) sich dndert, jedoch
diess Alles nur in der Weise, dass alle durch Begrifle vorstellbaren Verhaltnisse diesclben ver-
bleiben: so darf auch in dem Verhalten des Atoms (in seiner Geschwindigkeit) sich nichts,
so durch Begriffe vorstellbar ist, verindern.

§- 32

Nicht minder einleuchtend ist folgende zweite Wahrheit, die uns behiilflich seyn wird,
das Verhalten des Atoms zu bestimmen. Die mehreren Krifte, welche auf ihn gleichzeitig
einwirken, nehmen einen Einfluss auf die Bestimmung seines Verhaltens lediglich nach ihrer
eigenen Beschaffenheit, Richtung und Grésse, keineswegs aber nach irgend ciner Ordrung, in
welcher wir sie uns etwa -denken mdgen, so dass z. B. Eine, die .wir uns als die erste vor-
stellen, auch bei gleicher Beschaffenheit auf die Bestimmung jenes Verhaltens anders cinflicssen
wiirde, als eine andere, die wir als zweite betrachten u. dgl. So folgt unmittelbar aus der Vor-
aussetzung, dass diese Krifte alle gleickzeitig cinwirken; da in dem Begriffe ciner blossen Be-
weghraft, wie wir ihn §. 23 bestimmten, durchaus nichts liegt, was uns berechtigen konnte,
noch einen andern Unterschied in ihrem Wirken anzunehmen, der sich nicht entweder aus
ihrer Richtung, oder aus ihrer Grésse, oder aus der Zeit und Zeitdauer ihves Wirkens ergibe.

§- 33.

Was sich an einem Systeme von Kriilten, welche auf einen Atom gleichzeitig cinwir-
ken, durch blosse Begrifc aullassen lisst (die Verhiltnisse unter ihren Richtungen und Gréssen),
das Alles lisst sich offenbar auch an dem Systeme der Geraden, durch welche diese Krilte
nach §. 26 dargestellt werden konnen, durch blosse Begriffe auffassen (durch die Angabe des
Verhiltnisses zwischen ihren Richtungen und Gréssen); sofern wir nur in dem Falle, wo etwa
zwei oder mehrere jener Krifte diesclbe Richtung und Grésse besilzen, bemerken, dass die
sie vorstellende Linie als eine doppelt oder mehrfach vorkandene anzuschen scy. Hieraus er-
gibt sich sofort folgende driste Wahrheit, welche fiir die Bestimmung des Verhaltens des Atoms
von grosster Wichtigkeit ist: Alles dasjenige, was sich an diesem Verhalten durch blosse Be-
griffe ausdriicken lisst, muss sich auch aus jenem blossen Liniensysteme beurtheilen lassen.

§. 34.

Durch Hiilfe dieser drei gewiss sehr einfachen und lcicht einzusehenden Walirheiten
sind wir bereits im Stande, das Verhalten, welches ein der Einwirkung mehrerer gleichzeitigen
Kriifte ausgesetzter Altom annehmen muss, in ciner unzihligen Menge von Fillen auf eme
objective Art, d. h. wie die Folge aus ihrem Grunde zu bestimmen. Es gibt, behaupte ich
némlich zuvorderst, Systeme von Kriften in jeder belichigen, ja selbst unendlich grossen
Menge, die so geartet sind, dass der Erfolg, welchen sie durch ihre Gesammtwirkung bei einem
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frither in Ruke befindlichen Atome erzeugen, kein anderer ist als dass die Ruhe, welche schon
ohne sie da war, noch ferner fortdauert. So namenuich wird, um gen einfachsten Fall, in
welchem das Gesagte statt findet, gleich zuerst anzufiibiren, ein Atom, der schonin Ruhe war,
in dieser Ruhe sicherlich verbleiben, wenn wir zu gleicher Zeit zwei Krilte anbringen, welche
einander an Grosse gleick, in ihren Richtungen aber cnigegengeserzt sind. Sollte hier néimlich
Bewegung ecintreten, so miisste (weil dieses ein Erfolg ist, der sich durch einen blossen Be-
griff auffassen lisst) irgend ein Punct als Ort, welchen der Atom nach einer gewissen Zeit
cinnimmt, oder auch nur eine Linie oder Richtung, in welcher er sich befinden muss, durch
blosse Begriffe ableitbar seyn aus dem Systeme jener zwei gleich langen und entgegengeselzt
liegenden Geraden, durch welche das hier in Rede stehende Kriiftensystem vorgestellt werden
kann, und zwar nach einer aus blossen Begriffen bestehenden Regel, in welcher jene Linien,
da sie einander gleich sind, auf eine ganz gleiche Weise erscheinen (§. 31 — 33). Dieses
ist aber, wie Jeder sieht, aus rein geometrischen Griinden unméglich; denn ausserhalb des
Punctes, darin sich der Atom zu Anfang befindet, d. h. aus welchem dic beiden einander
gleich langen und entgegengesetzten Geraden ausgehen, lisst sich durchaus kein anderer Punct,
auch keine Richtung oder Linie erdenken, Zu der es nicht eine andere, oder wohl gar noch
eine unendliche Menge anderer gibe, die véllig chen dasselbe durch Begriffe darstellbare
Verhiltniss zu dem vorliegenden Systeme haben.

§. 35.

Statt diesem Einen Beispicle andere folgen zu lassen, die Jeder sich von selbst aus-
zadenken vermag, wollen wir noch Eines beifiigen, welches erweisen soll, wie sclbst cine
unendlicke Mengc von Kréften so beschaffen seyn konne, dass sie die Ruhe eines Atoms, an
dem sie angebracht ist, nicht stére. Denkt man sich den Umfang eines Kreises zuerst in
eine beliebige Anzahl gleicher Theile, z. B. drei, getheilt; dann aber jeden dieser Theile und
Jjeden durch die Theilung erhaltenen neuen Theil immer wieder halbirt: so denkt man sich
offenbar eine unendliche Menge von Theilungspuncien. Denkt man sich also in den Mittel-
punct dieses Kreises einen Alom verlegt, und in jeder aus diesem Mittelpuncte nach einem
Theilungspuncte des Umfangs gehenden Richtung cine Kraft angebracht: so denkt man sich
cine uncndliche Menge von Kriften an Einem Atome. Nimmt man diese Krifte alle gleich
gross, so dass sie alle durch gleichlange Linien, etwa durch Radien des Kreises vorgestellt
werden konnen: so ist offenbar das System von Linien, das jenes Kriltensystem vorstellet,
abermal von der Art, dass sich kein ausserhalb dem Miuclpuncte desselben gelegener andere
Punct, auch keine aus demselben ausgehende Richtung oder Gerade durch blosse Begriffe
bestimmen lisst nach einer Regel, in welcher jene Geraden, da sie von gleicher Linge sind
und unter gleichen Verliiltnissen untercinander siehen, auf ecine glei he Weise ersch
Der Atom muss also in seiner Ruhe verbleiben.
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§. 36.

Von Kriiften, welche das §. 34 und 35 beschriebene Verhiltniss zu einander haben,
dass sie nimlich angebracht an ecinem in Ruhe befindlichen Atome diese Ruhe desselben
nicht storen, sage ich, dass sie enander das Gleichgewicht halten, oder sich aufheben.

§- 37.

Wenn Krifte einander das Gleichgewicht halten, also angebracht an einem in Rufe
befindlichen Atome diesc Ruhe nicht stéren: so werden sie auch, angebracht an einem in
Bewcgung befindlichen Atome, diese Bewegung oder seine Geschwindigheit nicht dndern. Denn
da wir uns unter den Kriften, von denen hier die Rede ist, durchaus nichts Anderes denken,
als mégliche Ursachen zu Veriinderungen in dem Verhalten eines Atoms hinsichtlich auf den
Ort; also von Allem, was ihre Einwirkung etwa im Innern des Atoms selbst noch hervor-
bringen konnte, oder wodurch sie selbst in seinem Innern erwecket worden seyn diirften,
ganz und gar absehen: so ist kein Grund vorhanden, den Fall des Gleichgewichts zwischen
solchen Krifien fiir einen anderen zu halten, als fiir den der giinzlichen Abwesenheit der-
selben. Ohne den Zusland cines Atoms hinsichtlich seines Verhaliens zum Raume abzuindern,
konnen wir also dergleichen einander das Gleichgewicht haltende Krilte anbringen oder auch
wegnehmen; jenes Verhalten sey Ruhe, oder es bringe Bewegung hervor, d. h. es sey eine
Geschwindigkeit.

§- 38.

Dass der §. 34 nachgewiesene Fall, wo das Zusammenwirken mehrerer Kriifte eine
schon [rither vorhandene Ruhe noch ferner unterhilt, nicht etwa bei einem jeden Zusammen-
treffen mehrerer Krifte an Einem Atome statt finde, brauchen wir wohl nicht eigens dar-
zuthun. Denn wenn wir zu ciner (endlichen oder unendlichen) Menge solcher Krifie, die
fiir sich sclbst cinander aulheben, noch eine einzige hinzuthun: so erbalten wir cin System
von Krilien, bei welchem nach §. 37 gewiss Bewegung erfolgt; weil das Verhalten des
Atoms cin solches seyn muss, wic es auch oline die einander aufhebenden Krifie seyn
wiirde, d. L. wie wenn dic lctzterwihnte Kraft einzeln da wiire, in welchem Falle sie noth-
wendig eine Wirkung, also eine gewisse Bewegung hervorrufen miisste.

§. 39.

Wenn ein Atom bis zu einem gewissen Augenblicke in Ruhe gewesen, von diesem
anzufangen aber sich der gleichzeitigen Einwirkung einer endlichen oder unendlichen Menge
sich immer gleichbleibender Kriifte ausgesetzt findet; so wird — nach Umstinden — nur
Eines von Beidem erfolgen: entweder der vorhin vorhandene Zustand der Ruhe verbleibt;
oder es tritt eine geradlinige Bawegnng ein, deren niichste Ursache eine in gleichen Zeiten
um gleich\'iel wachsende Geschwindigheit ist. Die Méglichkeit des ersten Falles ist durch das
vm.hergehende erwiesen; so wie auch, dass dieser Fall nicht immer stait finde. Wenn er
nun nicht statt findet, wenn also der frither vorhandene Zustand der Ruhe aufgehoben wird :
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so bleibt nichts Anderes iibrig, als dass der Atom scinen Ort #ndere, also in einer gewissen
Zeitlinge ¢ aus seinem urspriinglichen Orte 2 in einen anderen b gelange. Da aber alle
Zeitliingen einander &hnlich sind, so folgt, dass anch nach einer jeden kleineren oder gros-
seren Zeitliinge schon eine gewisse Ortsverh‘nderung vor sich gegangen seyn miisse, und nach
der Schlussart der §§. 14, 20 und 24 folgt, dass die Bahn des Atoms eine aus @ ausgehende
Gerade, seine Geschwindigkeit aber eine in gleichen Zeiten um gleichviel wachsende seyn
miisse, weil auch in der Ursache, deren niichste Wirkung dieser Wachsthum der Geschwin-
digkeit ist, nimlich in dem Beisammenseyn der gegebenen Krifte sich nichts mehr #ndert.

Jede gegebene endliche oder unendliche Menge von Kriften, welche durch eine
bestimmte Zeit hindurch sich immer gleichverbleibend auf einen frither in Ruhe befindlichen
Atom wirken, lassen denselben entweder auch jetzt noch in dieser Ruke, oder sie bringen
eine Bewegung hervor, die. auch durch eine einzelne sich immer gleichverbleibende Kraft in
derselben Zeit hitte erzeugt werden konnen. Denn eine Bewegung wic sie §. 39 beschreibt,
kann nach §. 24 jederzeit auch durch blosse Einwirkung einer einzelnen Kraft von angemes-
sener Richtung und Grosse hervorgebracht werden.

§. 41.

Eine solche einzefne Kraft, ingleichen auch ein solches System mekrerer Krifte,
welche die nimliche Wirkung mit einer andern cinzelnen Kraft oder mit einem ganzen
Systeme mchrerer Krifte hervorbringen, wenn sie dieselbe Zeit hindurch sich immer gleich-
bleibend an demselben Atome wirken, nenne ich den letztern gleichgeltend.

§. 42.

Zu jeder beliebigen Menge von Kriifien, die so beschaffen sind, dass sie einander
nicht das Gleichgewicht halten, gibt es nach §. 40 einc cinzelne, die ihnen allen gleichgilt;
dagegen kann eine einzelne Kraft niemal gleichgeltend seyn einer emzigen andern, nimlich
die in der That eine von ihr verschiedenc ist, also entweder cinc andere Richtung oder eine
andere Grosse besitzt. Denn nach §. 25 und 26 konnen wir ja eben nur dann sagen, dass
cine Kralt eine andere Richtung oder cine andere Grésse habe, wenn sie angebracht an dem-

selben Atome fiir sich allein in derselben Zeit eine Geschwindigkeit erzeugt, die eine andere
Richtung oder eine andere Grésse besitzt.

§. 43.

Zwei Krifte, welche einander das Gleichgawicht halten sollen, miissen in ihren Rick-
tungen einander en(gegengcsetzt, in ihren Grossen aber einander gleich seyn. Denn halten ab
und ac cinander das Gleichgewicht; so muss, wenn eine drittc Kraft 2§ angebracht wird,
nach §. 38 eine Verinderung in dem Verhalten des Atoms gegen den Raum erfolgen, vollig
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so, wie wenn diese Kraft af allein vorhanden wiire. Nehmen wir aber af gleich und ent-
gegengesetzt mit b an, so folgt aus §. 31, dass diese beiden Krifte einander das Gleich-
gewicht halten, und somit, abermal nach §. 38, weggelassen werden kénnen, ohne das Ver-
halten des Atoms zu storen. Dann aber bleibt nur die einzige Kraft ac zuriick. Also ist
das Verhalten des Atoms dasselbe, ob die Kraft af allein oder die Kraft ac allein angebracht
sey. Also miissen, nach §. 42, af und ac einerlei Richtung und Grosse, b und ac folglich:
entgegengesetzte Richtungen und gleiche Grossen haben.

§. 44.

Zwei Krifte also, welche nicht Beides zugleich, in ihren Richtungen entgegeng ,
und in ihren Grossen gleich sind, erzeugen immer eine Verinderung in der Geschwindigkeit
des Atoms, an dem sie gleichzeitig angebracht werden.

S 45.

Wenn daher eine endliche oder unendliche Menge sich immer gleichbleibender
Krifie an einem Atome gleichzeitig angebracht sind: so gibt es, wenn sie einander nicht
schon von selbst das Gleichgewicht halten, jedesmal eine einzelne, aber auch nur eine enzige
solche einzeln dastehende Kraft, die iknen allen das Gleichgewiche hilt; eben so gibt es auch
jedesmal eine enzelne, aber auch nur eine einzige solche einzelne Kraft, die thren allen gleich-
gilt; und diese zwei Krifte, niimlich die cinc, die allen das Gleichgewicht hali, und die
andere, die allen gleichgilt, sind unter einander gleich und entgegengesetzt. Durch die Be-
dingung also, dass cine Kralt einer gegebenen (endlichen oder unendlichen) Menge von
Kriften das Gleichgewicht halten; oder auch durch die Bedingung, dass sie ihnen gleich-
gelten soll, ist diese Kraflt nach Richtung und Grésse, d. h. vollstindig bestimme; und wenn
dic Findung ciner solchen Kralt zu ciner Aufgabe gemacht ist, so ist, wenn man.die Eine
gefunden, anch schon die andere, als ihr gleich und entgegengesetzt, gefunden.

§. 46.

Wenn eine endliche oder unendliche Menge von Kriiften einer gewissen einzelnen
gleichgilt: so wird, wenn wir die erstern als verinderlich betrachten, sie aber nur (in ihren
Richtungen sowohl als Gréssen) nach dem Gesetze der Stetigheit sich verindern lassen (§. 19),
auch jene einzelne nur eine dem Gesetze der Stetigkeit gehorchende Verinderung (in ihrer
Richtung oder Grosse) erfahren. Richten wir nimlich die Verinderung bei jenen ersteren
Kriften so ein, dass das Gesetz der Stetigkeit durch sie nicht verletzt wird: so nehmen wir
sie, in einer Weise an, wic wir sie in der Wirklichkeit antreffen konnen; mithin muss auch
die Kraft, die ihnen allen gleichgelien soll, in einer Weise sich vertindern, die in der Wirk-
lichkeit vorkommen kann; denn weil sic ihnen gleichgilt, so kann sie statt ihrer erscheinen.
Also miissen auch ihre Verinderungen nach dem Gesetze der Stetigkeit vor sich gehen.
Dasselbe gilt auch von der Krali, die den gegebenen das Gleickgewizhe halten soll; denn sie
ist ehen so gross, wie die gleichgeltende, nur ihr entgegengesetat,
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§ 47.

Wenn also Krifte in einer endlichen oder unendlichen Menge cinander das Gleich-
gewicht halten: so gelten folgende vier Stiicke:

1. Es gibt eine allgemein lautende und aus blossen Begriffen zusammengesetzte
Regel, nach welcher jede derselben aus der Gesammtheit der iibrigen vollstindig bestimmt
werden kann.

2. Diese Regel ist von jeder Ordnung, in welcher wir uns diese Kriilte etwa vor-
stellen mogen, so vollig unabhingig, dass immer die nimliche Kraft zum Vorscheine kommt,
welche in der Gesammtheit der iibrigen wir als die erste, die zweite u. s. w betrachten.

3. Wenn wir die gegebenen Kriilte bis auf eine als verinderlich betrachten, sie aber
nur nach dem Gesetze der Stetigkeit indern: so wird auch die Eine, dic durch den Umstand,
dass sie den iibrigen das Gleichgewicht hilt, bestimmt ist, nur nach dem Gesetze der Stetig-
keit sich indern.

4. Wenn endlich eine andere Menge von Krilten gleichlalls die Eigenschalt hat,
dass sie einander das Gleichgewicht halten: so kénnen wir sie zu der gegebenen Menge hin-
zuthun, oder — falls sie in dieser letztern schon als ein Theil vorkommen sollte, sie von
ihr wegnehmen, obne das vorhin statt gefundene Verhiltniss des Gleichgewichts zu stéren.

Das Erste folgt unmittelbar aus §. 45; denn weil die Kraft, welche ciner gegebenen Menge
anderer Kriilte das Gleichgewicht halten soll, durch den Begriff dieses Verhiltnisses zu den-
selben bestimmt und vollstindig bestimmt wird: so wuss es nach §. 5 allerdings irgend eine
reine Begriffswahrheit oder Regel geben, nach welcher sich jene aus dicsen ableiten lisst in
einer Weise, dass es keine zweite Kraft gibt, welche ein gleiches Verhiiltniss, wie das in der
Regel beschriebene, zu jencn andern Kriiften hitte. Das Zweite [olgt aus §. 32, das Dritte
aus §. 46, das Vierte endlich aus §. 37,

§- 48

Nach §. 33 wird also auch das blosse Liniensystem, durch welches eine endliche oder
unendliche Menge einander das Gleichgewicht haltender Krifte in der dort niher ange-
gebenen Weise dargestellt werden kann, folgende vier Beschalfenheitcn haben:

1. Jede von diesen Geraden wird sich aus der Gesammtheit der iibrigen nach einer
allgemein lautenden und aus blossen Begriffen zusammengesetzten Regel bestimmen, und zwar
vollstindig bestimmen lassen.

2. Und diese Regel wird von jeder Ordnung, in welcher wir uns diese Geraden etwa
vorstellen mdgen, so véllig unabhingig seyn, dass allemal die nimlichc Gerade zum Vor-
schein kommt, welche der ibrigen Geraden wir als die erste, die zweite u. s. w. ansetzen
mdogen.

3. Wenn wir die gegebenen Geraden bis auf Eine als verinderlich betrachten, sie
aber nur nach dem Gesetze der Stetigkeit in ihren Richtungen sowohl als Gréssen abindern:
so wird sich auch die Einc, die durch den Umstand bestimmt wird, dass sie mit jenen ein
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System von der hier eben beschriebenen Beschaffenheit bilden soll, nur nach dem Gesetze
der Stetigkeit verindern.

4. Wenn endlich irgend ein anderes Liniensystem die hier so eben zu beschreibende
Beschaffenheit schon fiir sich selbst besitzt, so wird es, hinzugefiigt zu dem gegebenen, oder
falls es ein Theil desselben wire, davon hinweggenommen, durch diese Hinzufiigung oder
Wegnahme ein neues Liniensystem erzeugen, welchem die hier in Rede stehende Beschaffen-
heit abermals zukémmt.

§- 49.

Durch dieses aus so einfachen und gewiss sehr einleuchtenden Vordersitzen ge-
wonnene Ergebniss sehen wir die mechanische Aufgabe, dasGesetz des Gleichgewichts zwischen
einer jeden endlichen oder unendlichen Menge an einem Atome gleichzeitig angebrachter Kriifte
zu finden, zuriickgefithrt auf eine rein gcometrische Aufgabe. Es gibt némlich in der That nur
eine einzige Gerade, die aus gegebenen andern durch blosse Begrille bestimmbar ist in einer
Weise, dass dabei alle vier §. 48 angegebenen Bedingungen erfiillet werden. Wird also diese
rein geometrische Wahrheit erwiesen, und wird zugleich eine Art, wie die besagte Gerade
aus der gegebenen Menge der andern zu bestimmen sey, aufgestellt und ihre Richtigkeit ge-
horig dargethan: so ist hiemit auch unsere mechanische Aufgabe in ihrer grossten Allgemein-
heit gelost und das mechanische Gesclz des Gleichgawichts zwischen jeder Delicbigen an einem
einzigen Alome angebrachten Menge von Krliften in einer Art crwiesen, die wohl den Namen
einer objectiven Begrindung dessclben ansprechen diirfle.  Denn es ist nicht zu bezweifeln:
wenn gewisse Krifte einander das Gleichgewicht halten, so licgt der allgemeinste und darum
auch der wahre und objective Grund davon nur chben darin, weil sie in cinem solchen Ver-
hiiltnisse zu einander stehen, das den vier oben angegebenen Bedingungen entspricht; und
dieses Letztere geschicht wieder nur darum, weil ihre Richtungen und Grissen von einer sol-
chen Art sind, dass die sie vorstellenden Geraden in dem besagten Verhiltnisse unter cinander
stehen, Da aber die geometrische Wahrheit, von der ich hier rede, bisher (so viel ich wiisste)
noch nirgends aufgestellt, um so viel weniger erwiesen worden ist: so geziemt es sich wohl,
hier auch noch cinen Beweis derselben zu versuchen. Auch wenn man diesen nicht ganz be-
friedigend finden sollte, wird man doch schwerlich die Richtigkeit sowohl als auch die Wich-
tigkeit des Satzes sclbst bezweifeln, und sohin auch ihm das Recht ciner Aufnahme in das
System der Geometrie fiiglich nicht abstreiten kénnen. Dann aber wird das Bediirfniss
entstehen, fiir dieses eigenthiimliche Verhiliniss zwischen Linien auch eine eigene Benennung
einzuliibren. Sollte ich nun ein Kunstwort vorschlagen : so wiirde ich, da das Wort Gleich-
gewiche doch allzu unpassend fiir die Bezeichnung cines rein geometrischen Verhiiltnisses er-
scheinen diirfte, den Ausdruck : Firidltniss des Gegensatzes, emplehlen; indem ich auf das-
jenige verweisen wiirde, was ich iiber dic Bestandtheile dicses Begrifles und die Nothwendig-
keit eincr Erweiterung dessclben schon an cinem andern Orte (in der Wissenschaltslchre §. 107)
gesagl.

57
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§- 50.

Den Anfang miissen wir auch hier mit dem einfachsien Falle machen. Es ist der-
jenige, wo die gegebenen Kriifte, wic gross auch ihre Menge sey, alle in cinerlei gerader Linie
liegen, also nur Eines von Beidem, cntweder cinerlei oder entgegengesetzie Richtungen haben.
Da ein solches Kriftensystem sich nach allen seinen durch reine BegiMle erfassharen Beschal-
fenheiten darstellen lisst durch ein System gerader Linien, die alle ausgehend aus demselben
Puncte theils in derselben, theils in entgegengesetzten Richtungen liegen; -diese aber und deren
simmtliche durch reine Begrifle erfasshare Verhiltnisse sich wieder darstellen lassen durch
ihre Dblossen bald als positiv, bald als negativ angenommenen Grésscn von ciner willkiirlichen
Einheit: so sieht man, dass die geometrische Aufgabe, auf welche wir die uns urspriinglich
vorlicgende mechanische Aufgabe zuriickgefiihrt haben, in diesem besonderen Falle gleichsam
von selbst wieder auf eine blosse .fufyabe aus der reinen Grissenlchre filhre, Es friigt sich
nimlich, was fir ein Verhiltniss zwischen einer jeden (endlichen oder unendlichen)Menge des
Gegensatzes fihiger Grossen obwalten miisse, wenn dabei folgende vier Bedingungen statt
finden sollen:

1. wenn jede derselben aus der Gesammtheit der iibrigen nach einer allgemcinen und
aus blossen Begrillen zusammengesctzten Regel bestimmt werden soll, so zwar, dass die zu
Grunde gelegte Einheit dabei ganz willkiirlich bleibt;

2. wenn ferner dicse Regel von jeder Ordnung, in welcher wir uns die Gréssen den-
ken, so vollig unabhiéingig seyn soll, dass immer die nimliche Grésse zum Vorscheine kommt,
welche der iibrigen Grossen wir als die erste, die zweite u. s. w. betrachten wollen;

3. wenn iiberdiess, so oft wir die gegebenen Gréssen bis auf cine als veriinderlich
bewrachten, jedoch nur nach dem Gesetze der Stetigkeit indern, auch die Eine, die durch
diese tibrigen hestimme wird, sich nur stetig versindere;

4. wenn endlich, so oft irgend ein anderes Grossensystem dieselben hier so eben
aufgezihlien Beschafienheiten hat, dieses zu dem gegebenen hinzugefiigt, oder falls es ein
Theil desselben wire, davon hinweggenommen werden kann, immer mit dem Erfolge, dass
das ncue so entstandene Gr
sich hat?

sensystem die hier beschricbenen Beschaffenheiten abermals an

Gibt es cin solches Verhiliniss und gibt es nur ein einziges solches Verhiltniss: so
ist cntschieden, dass Krifte, welche in eincrlei oder entgegengesetzten Richtungen liegend,
cinander das Gleichgewicht halten, nur eben in diesem und sonst keinem anderen Verhilt-
nisse zu cinander stchen miissen,

§- 51.

Vor Allem ist also nachzuweisen, dass es ein solches Verhiltniss zwischen Gréossen,
wie §. 50 gefordert wurde, in der That, und zwar bei jeder belichigen endlichen oder un-
endlichen Menge derselben gebe, Diess konnten wir nun freilich schon daraus schliessen,
weil uns die [vitheren Betrachtungen (§. 45) gelehrt, dass Krifte in jeder beliebigen Menge,
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wenn sie einander noch nicht das Gleichgewicht halten, durch die Ilinzufiigung nur einer
emzigen sehr leicht in ein System von Krilien, die sich das Gleichgewicht halten, verwandelt
werden kénnen: allein es ziemt sich nicht, eine Wahrheit der reinen Gréssenlehre aus Be-
trachtungen herleiten zu wollen, die der Mechanik angchéren; denn in Verhiltnissen, die Dhloss
zwischen Krdften statt finden, kann doch der Grund, warum gewisse Verhiltnisse zwischen
Gréssen iiberhaupt obwalten, sicherlich nicht liegen. Wir miissen also beweisen, dass es ein
solches Verhiiltniss, wie das §. 50 beschriebene, gebe, bloss dadurch, dass wir eines, das allen
dort geforderten Bestimmungen entspricht, auffiilbren. Und dazu brauchen wir nicht weit zu
suchen; die erste und einfachste Verbindungsart der Grissen, dicjenige, deren schon in dem
Begriffe der Grésse gedacht wird, weil ihre eigenen Theile aul diese Art nur zusammenhangen,
dic Verbindung zu einer Summe bictet uns das Verhiltniss, welches wir suchen, dar. Wenn
wir niimlich die Summe (die algebraische) dieser gegebenen Grossen nehmen, und um ein
Verhiiltniss der Bestimmbarkeit ciner jeden durch die iibrigen zu erhalten, welches von jeder
zu Grunde gelegten Einheit ganz unabhiingig wire, diese Summe der Null gleich setzen: so
erhalicn wir ein Verhiltniss zwischen diesen Gréssen, das allen vier oben angegebenen Be-
dingungen auf das Einleuchtendste eatspricht. Bezeichnen wir nimlich die gegebenen Grossen
von endlicher oder unendlicher Menge durch @, b, ¢, d, u. s. w., so ist offenbar durch die
Bestimmungsgleichung
a+b+c+ d4 .=0

jede derselben nach einer allgemein lautenden und aus Dlossen Begriffen zusammengesetzten

Regel durch die Gesammtheit der iibrigen bestimmt und vollstindig bestimmt, so zwar, dass
dic zu Grunde gelegte Einheit ganz willkiirlich bleibt. Denn wenn die Gréssen b, ¢, d u.s. w.
alle nur Einen Werth haben, so zeigt dic aus der obigen Gleichung sich ergebende
a=—0b+c¢c+d+ J)

dass aucli e nur einen ecinzigen Werth habe. Und da aus der obigen Gleichung sich auch
die folgende ’ B

a ¢ /

il G
fiir jeden Werth von @, der nur nicht Null ist, ergibt; so zeigt sich, dass dic Bestimmung
von a aus der Gesammiheit der tibrigen Gréssen b, ¢, d,... auch vollig unabhingig ist von
der gewiihlten Linheit.

Lben so offenbar ist, dass die Ordnung, in welcher die gegebenen Grossen gedacht
werden, auf dic Bestimmung ciner jeden aus allen iibrigen gar keinen Einfluss iibe, und
dass sich jede nur stctg dndere, wenn sich die ibrigen alle nur stetig dndern.

Wenn endlich das System der Grossen p, », = gleicherweise in diesem Verhilt-
nisse stehet, d. h. wenn

pt+r4+2z4+.. =0
so hat man auch durch Hinzufiigung dersclben an dem Systeme der Grissen, a, b, ¢, d, ...
4, ¥, @... ein System, das in demselben Verhiltnisse stehet, weil ja auch
”+b+5+d+..-.+y+v+n+.. =0

AT+



452 Bolzane, Versuch einer objectiven Begrindung der Lehre

ist; und wenn ein Theil der Gréssen a, b, ¢, d, ..z B. m, n, p, . . fiir sich in diesem
Verhiltnisse stehet, d. h. wenn

m+at+p4+...=0,

so hat man auch nach Weglassung dieses Theiles an den ibrigen Grossen a, b, ¢, d, !
¢, 75 . - ein System von demselben Verhiltnisse, weil unter dieser Bedingung ja auch
a+bt+ce+d+...+14+qg4+7+ =0
seyn muss.
§. 32.

Es eriibriget somit nur noch zu erwecisen, dass dieses Verhiltniss einer Summe gleich
Null das einzige sey, welches den vier Bedingungen entspricht. Diess zu erértern nehmen wir

1. dieser Grdssen zuvorderst nur drei #, y, z an: so muss wegen der ersten Bedingung
jede dieser Grossen z. B. z durch die beiden andern bestimmt seyn, so dass, wenn z, y
nur einen einzigen Werth ilaben, auch z nur einen einzigen Werth habe; und, wenn

das Verhilniss -Z dasselbe verbleibt, darf sich auch das Verhiltniss Z. nicht #ndern, weil
z z

dic dem Masse der Gréssen 2, y, 2 zu Grunde gelegte Einheit ganz willkiirlich bleiben soll.

Wir diirfen also
Z = ¥ A
z=s(%) )
. ¥ . . . y . NPT
schreiben, wo f (}—) fiir jeden Werth der Veriinderlichen = cine reale und einfirmige

Function bezeichnet, um deren nihere Bestimmung es sich noch handek.

2. Aus der zweiten Bedingung folgt durch den Umtausch der z, ¥

2 = z). (B
= =s() )
Also durch Verbindung von (A) und (B)
y
v (7)

¥ =
z z
s ()

oder, wenn wir zur Abkiirzung % — u schreiben,

1
=u. - C
fe=u.s(5) ©

3. Hieraus ergibt sich fir 2=—1,

S=)==/f(=1
also Sf(—1)=0 (D)
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Da aber fiir den bestimmtien Werth%:——l die Gleichung (A) in

- (—1) =0

z

iibergehet, also z—0 wird: so gibt es hier der Gréssen eigentlich nicht drei, sondern nur
zwei z, ¥, und es zeigt sich somit, dass das Verhiliniss, welches wir verlangen, zwischen

zwei Gréssen z und y nur statt finden konne, wenn Y- 1, d. h.z+y=0 ist. Fiir den
z

Fall also, dass der Gréssen nur zwei sind, ist das §. 51 angefiihrte Verhiltniss zwischen
ilmen in der That das einzig mégliche.

4. Setzen wir y =0, so sind von den drei Grossen z, y, z abermal nur zwei z und

. z .
z vorhanden, und es muss also nach dem so eben Erwiesenen —=—1 seyn; also ist, durch
z
Substituirung dieser Werthe in (A)
SO =—1 &
5. Vertauschen wir in der Gleichung (A) nicht, wie vorhin, z und y, sondern y
und z, weil nach der zweiten Bedingung auch diess erlaubt seyn muss, so wird

¥y = 2y = Y
L=/(H)=s*))
d. i w=f(fu) ()
6. Da diese Gleichung fiir jeden Werth von z statt finden, und nach der dritten

Bedingung stetig seyn muss: so crhalten wir durch Diflerentiation derselben, wenn wir die
gung g sey :
erste abgeleitete ciner Function / durch /¢ bezcichnen :

L=, (fw.flu
L=y Q. f (=1 (G)

7. Nehmen wir jetzt der Grosse wier: z, y, z, w, welche in dem geforderien Ver-
hiiltnisse unter einander stchen: so kénnen wir eine derselben, z. B. w, durch Beniitzung der
vierten (von uns bisher noch nicht beachteten Bedingung) auf eine doppelie Weise bestimmen.
Fiigen wir niimlich zu dem Systeme dieser vier Grossen, .z, ¥, z, w noch die zwei einander
gleichen und entgegengesetzten r und —7 hinzu: so muss, weil diesc zwei fiir sich allein
schon in dem verlangten Verhiltnisse stehen (nach 3), auch das System der sechs Gréssen

Also fiir 2= — [, vermige (D)

ry—7, 2, Y, z, w
in dem verlangten Verhiltnisse sich befinden. Setzen wir aber, die Grosse r sey gerade so

beschaffen, dass sie mit den zweien z, y ein System dreier Grossen von dem in Rede ste-
henden Verhiltnisse bildet; d. L. setzen wir

L=/ (@)



454 Bolzano, Versuch einer objectiven Begrindung der Lelre
so konnen wir z, y, » weglassen, und auch die drei noch iibrig bleibenden Gréssen —r, z, w

oder — o f (%), z, w )

bilden fiir sich ein System von dem geforderten Verhiltnisse. Nehmen wir dagegen die Grosse
7 so an, dass sie nicht mehr mit z und y, sondern mit # und z ein System dreier Grissen
von dem hesprochenen Verhiltnisse bildet; d. h. nehmen wir

T __ Vi (z )
z z -
50 kénnen wir z, z, r weglassen, und auch die drei noch iibrig bleibenden Grossen —r v,

w oder — x f (5), yow U]

bilden fiir sich ein System von der erwihnten Art. Nach der allgemeinen Formel (A) ergibt
sich also aus (H) folgende Gleichung fiir w

—z
- 7). -
= "/(x) f(:r f(%))
und aus (I) eben so die Gleichung
-y
z —_——
woraus durch Gleichsetzung, wenn wir Y — 2z und —}- — v schreiben,
z
— v
se s (FH)=rv-s

oder f “ ( ) /( )

8. Die letzte Glcichung gibt durch Differentiation nach », da # und » ganz unab-
héngig von einander sind:

ﬂf(—_v /u LS 'flu:/’ }_v") ﬁ

s (G = et ()t ] s

n

9. Aus (C) ist, wenn wir statt des dortigen u schreiben —

N
/G =502 .

Dieses mach u differenzirt, und mit — /o multiplicirt, gibt:

=) =)+ L) -
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Also durch Glcichsetzung von (L) und (N), wenn man mit z multiplicirt :
— ,/ v — —_ — [V Ve
se I S G =t ERD (5 @
10, Allein aus (M) ist durch Multlpllcamon mit v

rer (G == s (L)

welches verglichen mit (K) gibt:

/uf(%uv) :—uf(:'u/v)

Also durch Addition zu (0)
/r S — ) — Y ((—S
—m G =r s (F5)

(=) = — /v
PG = s (L)
Setzen wir nun v = — 1, also nach (D), fv = 0, so wird

—s (7)) =/1=n /0

oder

AISO Ilﬂch (G)
1 1_ =— 1.

11. Da diese Gleichung fiir jeden Werth von u gili, so kinnen wir statt /L auch &
u
selbst schreiben, und erhalten somit

Sle=—1,

fu=C —u

12. Dic Constante C zu bestimmen, bedarf es nur der Erinnerung, dass fiir u =0,
Ju = — 1 werde. Also 1sL

worans durch Integrirang

Se=—1—u
d. h. wenn es der Gréssen, welche in dem hier zu bestimmenden Verhiltnisse zu cinander
stehen, drei @, y, z gibt: so besteht unter ihnen kein anderes Verhiltniss als

Z=—1-4
z x
oder z 4y + =0

13. Somit hestitiget sich das Gesetz, dass dic Summe unserer Grissen immer =0 seyn
miisse, fiir die zwei Falle, wo ihre Anzahl zwei oder drei ist. Gilt aber diess Gesetz fiir eine
bestimmte Zahl z: so giltes auch noch fiir dic nichstgréssere n-+ 1. Denn sind a,b,¢, .. . .2, 9.z
eine Anzahl von (n 4 1) Grossen, und es gibt eine Grisse 7, welche mit den (» — 1) Grossen
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a, b, ¢, ..z ein System von » Gréssen bildet, die in dem hier besprochenen Verhiltnisse
unter einander stehen: so muss, weil fiir = Grossen unser Gesetz noch gelten soll,
a+ b4 ¢+ +z4+r=20

seyn. Wenn aber die (n - 1) Gréssen

a b oe,... 2y 2
ein System von der verlangten Beschaffenheit bilden: so miissen auch die (» - 3) Gréssen

a, b, c, Ly Yy I, Ty —T
ein System dieser Beschalfenheit bilden; weil die hinzugefiigten zwei 7 und — 7 fiir sich gleich-
falls ein solches System bilden. Da jedoch, wie schon gesagt, auch die n Gréssen a, b, ¢, ... 2,7
ein System dieser Art darstellen, so kénnen wir sic weglassen, und die noch iibrig bleiben-
den drei Grossen
y, 7, — T

miissen abermal ein solches System licfern. Daher muss

y+z—r=20
seyn. Diess zu der obigen Gleichung addirt, gibt

atbdot +aotytz=0

d. h. das angegehene Gesetz gilt auch fiir (n 4 1) Gréssen.

14. Somit gilt unser Gesetz, da es fiir = 2 und 2 =3 gilt, nach ciner bekannten
Schlussweise, fiir jede beliebige Anzahl von Gréssen. Dass es aber auch fiir jede ancndliche
Menge gelte, glaube ich so darthun zu konnen.

Es bezeichne uns

aboe. .Lmmn ...z
jetzt eine unendliche Menge von Gréssen, welche ein solches Verhiltniss zu einander haben, dass
sie den bekannten vier Bedingungen cutsprechen,  Somit muss jede derselben z. B. a bestimmbar
seyn durch die Gesammtheit der iibrigen, so dass man dic Gleichung ansetzen darf:
a=F (-« l,myn, . 2)
worin F cine einformige Function bezeichnet, in welcher die simmtlichen gegebenen Grossen it
Ausnahme der cinzigen a erscheinen. Vermége der vierten Bedingung aber muss das besagle
Verhiltniss, sofern es zwischen den Gréssen
a, b, ¢, l, my, n, .z
bestehet, auch zwischen demjenigen Inbegrille von Grdssen, welcher zum Vorscheine kommt,
wenn wir zu jenen noch die drei Gréssen
(e + m), —a, —m
hinzuthun, also zwischen den Grossen
(a+m), a, —a, b, ¢, Lm —mon ... 2
bestehen; weil jene drei hinzugekommenen nach dem bereits Erwiesenen selbst mit einander in
dem besagten Verhiltnisse stchen. Da aber eben diess auch von den zwei Grdssen a und — g,
und von den zweien m, —m gilt: so konnen wir vermoge derselben Bedingung diese auch
weglassen, und das in Rede stchende Verhiltniss muss auch bestehen zwischen den Grossen
e+mybeoovilym.. .z



von der Zusammensctzung der Krifte. 457

so dass wir also auch die Gleichung
at+m=F{b¢...0n...2
haben miissen, wo die Grosse m, welche zu e addirt ist, in der Function F herausgefallen ist.
Was wir so eben von der Grisse m bewiesen, dass sie nimlich aus dem Inbegriffe der Gréssen,
welche die Function F enthilt, weggelassen werden kénne, wenn wir statt.dessen sie mit der
Grosse a durch (algebraische) Addition vereinen, das gilt von allen in F erscheinenden Grossen,
und gilt von allen zugleich, ihre Menge sey, welche sie wolle, eine endliche oder unendliche,
weil keine derselben die andere wie das nachfolgende Glied einer Reihe die vorhergehenden
voraussetzt, da sie nicht etwa zu einer Reihe, sondern zu einer Summe mit a verbunden wer-
den sollen; der Begriff einer Summe aber gerade der ist, dass deren Theile in keiner Rang-
ordnung auftreten. Versetzen wir aber die simmtlichen in der Function
F (b, ¢, l, m, n, 2)
befindlichen Gréssen in das Glied linker Hand der Gleichung: so iibergehet der Werth dieser
Function in Null, weil der Fall, wo gar keine Grissen vorhanden sind, gleichgeltend ist mit
dem, wo diese Gréssen in dem gesuchten Verhiiltnisse stehen: somit erhalien wir durch Uber-
tragung der simmtlichen gegebenen Gréssen auf die Eine Seite die Gleichung
a+4b+ c+ + i+ m+n+ vt z=0
wodurch sich die Giiltigkeit unsers Gesetzes auch fiic den Fall einer unendlichen Menge von
Grossen darthut.
§- 53.

Es kime mir vor, als ob ich mich mit fremden Federn schmiicken wollte, wiirde ich
nicht erwihnen, dass ich die Reihe von Schliissen, durch welche die Natur der Function fu
im vorigen §. in den Nummern 7 — 12 Dbestimmt wird, nicht meinem cigenen Nachdenken,
sondern der Hiilfe cincs meiner chemaligen Schiiler, des Herrn Anton Ritter von Slvit: ver-
danke. Ich kann diess um so weniger verschweigen, je mehr ich es fiir meine Pflicht erachte,
diese Gelegenheit zu beniitzen, um aufl cinen vaterlindischen Gelehrten von so scliencn Ta-
lenten und so vielseitiger Ausbildung aufinerksam zu machen, und die Hoflnung auszusprechen,
dass dersclbe bei den ihm zu Gebote stehenden Mitteln vielleicht nur einiger Aulinuntcrung
von Seite unserer Gesellschaft bediirlte, um zu einer fruchtbringenden Thitigkeit in mehr als
einem wissenschaltlichen Fache angercget zu werden. In dem vorliegenden Falle geniigte es
meinem scharfsinnigen Freunde noch nicht, erwiesen zu haben, dass die im vorigen §. ange-
wandten Bedingungsgleichungen die Function fuz bestimmen, sondern er setzte sich auch noch die
fernere Aulgabe, zu zeigen, dass keine dersclben cntbehret werden konne. Zu dicsem Zwecke
bewics er, dass sclbst die letzte (K), welche man als die zusammengesetzteste am chesten noch
fiir zulinglich zur vélligen Bestimmung der fuz erachten méchte, in der That eine allgemeinere
Form gebe. Es sey mir crlaubt, seine Rechnung, da sie zur Vervollstindigung des wissen-
schaftlichen Bewcises der hicr in Rede stehenden analytischen Walrheit wesentlich gehéret,
mitzutheilen.

Die Bedingungsgleichung

Su. (=2 =/fv.[f __) (K)
Su fv
58
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i / u —
o =l G
welches durch Differenzirung nach u und v, wenn wir hinterher noch beziehungsweise mit

Fo und — lf)_muluphmen
GOl G+ s G ‘
- (7;) =su-£ () +f,—j () o)
oder fu .f(;u =—u.p —v" 5,_:.// (;u_”)

und durch Vertauschung von 2 und »

£ s G == G s (5
gibt. Diese zwei letzten Glexchungen geben, verghchen mlt
v (GG = (] )+§j“ ()
oder /* ( = =5 Ve—wpad = (S0 e ) S Ly — ol @
Aus (a) und (b) erhalten wir fiir den besondern Fall v = fu,
~ 1 (o) =/ - U +f/’/~ @
— o () = s AL ey ©
Also, wenn wir den Werth von — f/ <./TT/_';> ausf (((l)f 1)n (e) substituiren:
Se Sl L)
S ([ 2)
W E T D) 0

Aus (c) ist

F(FE) S U=
Vi “‘") S

u
und wenn wir fir —é—u‘ den Werth aus (a) substiluiren :
1
( S )

Sfuo —uflu=

CORVENG!

s [f( Dt G

Su —uffu=—
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und wenn wir im linken Gliede den Werth fiir #//u aus (f) substituiren:

Suf( _1)+//%”; SI—1) G =)
fu— A=0+/,(—1) =—/71,[/ )+fu/,( v)]

oder, wenn wir zur Abkiirzung fu=¢, und v=0y schrelben, nach einigen Reductionen:

o—ofo] A=t +r/ (—1)] _ flon)—ex-fler) (—})(—l-f;()—l)

Sle /’ —1) S(ex)
und wenn wir die Function .
fo—sfro_
Fa ¢
o Slon)—erfi(s1)
setzen, somit —m——:‘l’(”l)’

f(—x;—(i—_xg =2 —g(—1)

und endlich A=1)+f(—1) = g(—1)
SH(—1)
schreiben : ge.9(—2)=9(—1).9(vx)

Diese Gleichung nach & und y differenzirt, gibt bezichungsweise :
9'e.9(—x)=9(—1). 1.9/ (v1)
—gu.¢/(—p)=(@—1).0.9(sy)
daher durch Division: (
9o 1 (=)
go e 9(—7y)
welches nach ¢ integrirt, wihrend wir y als unverindert betrachten:
19/(—1)
9(—1)

log.go=C—

.log.e

gibt. Fiir s=1 findet sich die Constante

C=log. ¢ (1)
—1-9(—x)
A X
durch @ bezeichnen; und von den Logarithmen zu den Zahlen iibergehen:

also, wenn wir die von & unabhingige Grosse zur Abkiirzung durch m, und ¢ (1)

Ye—a.e™

=rdr G470 (GD]

Aber aus (a) ist fir v=u

‘/1

fu

f(jf—;) +f—u./’ ;,;—) e
also S (:;u - f’u =9 fu) (_u)
und f/u = -

58 *



460 Bolzano, Versuch einer objectiven Begriindung der Lehre

- Su—uflu

Da nun

=—Qou—a.u™

Slu
somit fu—[n+a.z™]f'u
so ist durch Substitution des vorigen Werthes von /“u in diese Gleichung:
1 Ymn
fu_.—[u-f-au"'].T-(_—u)m
—m__ g, pi-m
Se= VI TTma
findet. Diess also ist die allgemeine Form der Function fu, sofern sie aus der einzigen
Bedingungsgleichung (K) bestimmt werden soll; und man kann sich leicht auch auf directem
Wege davon iiberzeugen, dass diesc Form der Gleichung genug thue.

§. 34.

Wir hitten somit den allgemeinen, zur reinen Gréssenlehre gehdrigen, und auch in
mancher andern Beziehung ausser der gegenwiirtigen nicht unwichtigen Lehrsatz erwiesen,
dass es nur cin einziges Verhiliniss des Gegensatzes in der §. 49 erwihnten weiteren Bedeu-
tung, d. h. nur ein einziges Verhiltniss unter Grossen gebe, das den vier angedeutcten
Bedingungen entspricht, nimlich dasjenige, wobei die (algebraische) Summe dersclbern = 0 ist.
Wenn somit cine endliche ‘oder auch unendliche Menge von Kriften, welche in cinerlei
gerader Linie liegend an Einem Atome angebracht sind, cinander das Gleichgewicht halten
sollen: so muss ihre algebraische Summe = 0 seyn, und umgckchrt, so oft dieses ist, halten
dicse Krilte einander das Gleichgewicht. Um nun den allgemeinen Fall, wenn die auf den
Atom wirkenden Krifte unter was immer f{iir Winkeln mit cinander verbunden sind, zu
erledigen, haben wir nur die §. 49 bereits ausgesprochene rein geometrische Aufgabe zulésen,
d. h. darzuthun, dass zu jeder endlichen oder unendlichen Menge aus einemn Puncte aus-
gehender Geraden, die nicht schon selbst in dem Verhiltnisse des Gegensatzes stehen, eine
und nur ecinzige andere Gerade hinzugefiigt werden konne, um ein System zu bilden, welches
in diesem Verhiltnisse stehet. Hiezu ist wieder nothig, zuerst zu zeigen, dass es mindestens
Line Regel gebe, nach welcher sich aus gegebenen Geraden cine andere ableiten ldsst in
einer solchien Weise, dass dic vier Bedingungen eintreten.  Diess ist nun gar nicht schwer;
denn jeder Geometer wird, ohne dass wir es ihm crst zu beweisen brauchen, einsehen, dass
den in Rede stchenden vier Bedingungen entsprochen werde durch ein jedes System von
Geraden, welches dic Eigenschaft hat, dass wenn wir aus dem Puncte, aus welchem diese
Geraden ausgehen, eine Richtung ganz willkiirlich annehmen, und auf dieselbe (als eine
Achse betrachtet) Lothe (oder Ordinaten) aus den Endpuncten der gegehenen Geraden fillen, die
algebraischie Summe der ihnen zugehérigen Abscissen oder Projectionen immer =0 sey. Ein Geo-
meter wird wissen, dass ein System von Geraden die besagte Eigenschaft hat, sobald nur dre/
nicht in Einer Ebene liegende Achsen angeblich sind, bei denen die Summe der simmtlichen
den gegebenen Geraden zugehdrigen Projectionen — 0 ist. Da die Beweise, wodurch diess
Beides dargethan werden kann, etwas weitldufig sind, und gleichwohl auf sehr bekanate Art

woraus sich endlich
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{durch Hilfe der so genannten sphirischen Trigonometrie) gefiihrt werden kénnen, so darf
ich mich ihres Vortrags hier wohl fiiglich iiberheben. Fiir den besonderen Fall, wenn das
System nur aus dre. Geraden bestehet, wie zur Begriindung des Lehrsatzes vom Krdften-
parallelogramme hinreicht, ist der Beweis vollends so elementarisch, dass ihn ein jeder An-
fénger trifft.

§. 55.

Haben wir aber erst dargethan, dass es wenigstens Eine Regel gebe, nach welcher sich
qus jeder gegebenenMenge von Geraden, wenn sie nicht selbst schon ein System, welches den
vier Bedingungen genugthut, bilden, durch blosse Hinzufiigung noch einer neuen Geraden, ein
solches System erzeugen lasse: dann eriibriget noch zu beweisen, dass es nicht wehrere,
sondern Dbloss eine enzige solche Gerade gebe. Und diess erweiset sich einfach durch fol-
gende Betrachtung :

1. Wenn ecine endliche oder unendliche Menge aus einerlei Puncte ¢ hervorgeh:nder

Geraden
4, B, C, zZ
ein System bildet, welches die vier bewussten Bedingungen erfiilll; und wir wiblen ganz
beliebig drei nicht in dersclben Ebene licgende, ans o hervorgehende Achsen I, I, 1L auf
welche wir aus dem Endpuncte jeder Geraden Lothe herabfillen: so sind die Einfallspuncte
dieser Lothe, und somit auch die aufl diesen Achsen liegenden Ahscissen (die Proecrionen
dieser Geraden) durch die gegebenen Geraden und durch die willkiirlich angenommene Lage
der Achsen bestimmt ; und umgcekehrt sind, wenn diese drei Achsen uns gegeben werden, durch
die auf sic bezogenen Projectionen der Geraden dicse Geraden selbst bestimmt.  Legen wir
nimlich durch den Endpunct ciner solchen Projection eine Ebene senkrecht auf ihre Achse:
so ist offenbar, dass der limlpunct der Geraden, der diese Projection zugehdrt, in dieser
Ebenc liege. Thun wir dasselbe mit der Projection, die diesem Puncte auf der zweiten
Achse gehort; so muss dieser Punct in der Durchschnitislinie der beiden Ebenen liegen.
Verfahren wir eben so auch bei der dritten Achse, so ist der Punct, in welchem dic
erwiihnte Durchschniltslinie die dritte Ebene schneidet (d. h. der Punct, der allen drei Ebenen
gemein ist) der gesuchte Endpunct der zu bestimmenden Geraden. Bezeichnen wir also die
zu der Geraden A gehérigen Projectionen auf die erste, zweite und dritte Achse beziehungs-
weise durch a!, a?, a3; und cben so die zu der Geraden B gehorigen durch 01, 4%, b3;
n. s. w.: so wird ¢s, weil jede der Geraden
A4, B, C, z
z. B. A nach einer allgemcinen, aus blossen Begriffen zusammengesetzten Regel bestimmbar
ist aus der Gesammtheit der iibrigen
B, C z
auch mdglich seyn, die drei zu dieser Geraden gehorigen Abscissen e, a?, a® nach einer
allgemeinen aus blossen Begriffen zusammengesetzten Regel zu bestimmen, aus der Gesamumnt-
heit der den iibrigen Geraden zugehérigen Projectionen

b1, b2, b3; ¢1, 2, ¢3; z1, z2, z3

z%,
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sofern nur die Lage der drei Achsen I, I, III auch noch gegeben wird. Weil aber die Achse
1 jede beliebige Lage erhalten kann, so kénnen auch die auf sie bezogenen Projectionen der
gegebenen Geraden

4, B, C, z
d. h. die Grossen

al, bY, ¢, z1
alle beliebige, nur innerhalb gewisser Grenzen gelegene Werthe annehmen. Weil ferner bei
einer schon festgesetzten Lage der Achse I auch die Achse II noch jede beliebige, nur eben
nicht die der I entgegengesetzte Lage annchmen kann: so kénnen bei einerlei

al, b, b, 2t
noch die Grossen a2, b2, o2, 28
alle belicbige, nur gewisse Grenzen nicht iiberschreitende Werthe bekommen. Und weil
endlich auch, wenn I und II schon festgesetzt sind, noch der Achse LIl jede beliebige Lage
ertheilt werden kann, es sey denn nur nicht in der Ebene der I und II: so folgt, dass auch
bei einerlel at, b1, ¢, 21

und a2, 02, 2, 22

noch die Gréssen

a3, b3, ¢? 23
alle beliebige innerhalb gewisser Grenzen eingeschlossene Werthe annehmen kénnen, Hieraus
ergibt sich nun, dass die Grosse a! abhiingig scy nur von der endlichen oder unendlichen
Menge der Grossen

b1, ¢t
. , el

keineswegs aber von den Grossen

b2, 2, 2%
noch von den Gréssen b3, ¢3, 23
und dass eben so die Grisse «? nur aus den Grossen:

[,QJ 2, z2
und die Grésse a® nur aus den Gréssen

13, ¢3, 28

bestimmbar seyn miisse, und dicss Alles immer mittelst einer allgemeinen aus blossen Be-
griffen zusammengesetzten Regel, sofern nur ncbst den Geraden

B, C, z
noch dic drei Achsen I, II, Il gegeben sind. Da nun, was von den Gréssen a!, a2, ad so
eben gesagt worden ist, auch von den Grossen b1, b2, 635 ct, ¢2, ¢ u. s. w. gilt: so stellen
die drei Inbegriffe von Grossen

atl, b1, o1, 21,
a?, b2, ¢t 225
a3, b3, ¢3, 233

Systeme vor, denen die erstc der drei Bedingungen, die zum Verhiltnisse des Gegensatzes
gehoren, ohne Zweifel zukdmmt.

2. Weil ferner das Gesetz, nach welchem cine jede der Geraden
4, B, C, z
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aus der Gesammtheit der iibrigen ableitbar ist, eine solche Beschaflenheit hat, dass die Ord-
nung, in der wir uns die letzteren denken, auf die Bestimmung der ersteren gar keinen
Einfluss ausiibt: so muss eben diess auch von der Bestimmung der Grésse ! durch die

Grossen b1, 1, z', und der Grésse a2
durch die Gréssen: b2, c2, 22, und endlich der Grésse a3
durch die Gréssen: b3, ¢d, 23 gelten.
3. Weil iiberdiess, wenn wir die Grdssen
B, C, z

nur nach dem Gesetze der Stetigkeit #ndern, auch £ sich nur nach dem Gesetze der Stetig-
keit #ndert; so darf auch, wenn sich die Grissen

b1, ¢, 21
nur nach dem Gesetze der Stetigkeit ndern, die @! sich nur nach dem Gesetze der Stetig-
keit dndern; und eben dasselbe gilt von dem Verlilinisse der

b%) c!, ZQ
zu a?%, und der b3, 3, . 2% zu a4
4. Also bilden die Gréssen: at, b1, cf, z
und eben so auch die Gréssen: a%, 0%, 2, 22
und endlich die Gréssen: ad, b3, ¢*, 23

Systeme von Grossen, welche die ersten drei Bedingungen eines Systems von Dingen, die zu
einander in dem Verhiltnisse des Gegensatzes stehen, erfiillen. Ist aber dieses, so folgt, dass
denselben auch die vierte Eigenschalt ecines solchen Systemes nicht mangelt. Denn weil die

Geraden A, B, C, yA
ein solches System sind, so kénnen wir jede belichige andere Menge von Geraden
%A B, C

welche cin solches System untereinander bilden, zu ihnen hinzuthun, oder (falls sie unter
ihnen enthalten sind) sic daraus weglassen, immer mit dem Erfolge, dass das neue so zum
Vorschein kommende System abermals cin System des Gegensatzes seyn wird. Bezeichnen

wir also durch al, by
a% b2 ¢
ad, 03, ¢,
dic den Geraden €A B, C
entsprechenden Abscissengrissen bei den nimlichen Achsen I, II, 111, welche bei dem Systeme
der Geraden 4, B, C, . VA

zu Grunde gelegt wurden; so entsprechen auch jene drei Systeme von Gréssen den ersten
drei Bedingungen eines Verhiltnisses des Gegensatzes, und somit gilt diess auch von den
Gruppen, welche zum Vorscheine kommen, wenn wir dieselben zu den Gruppen:

at, b, ct, 21
a2, b, o2, 22
a3, b3, ¢3, 23

beziehungsweise hinzuthun, oder nach Umstinden davon wegnehmen. Sonach erfiillt sich
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bei diesen Systemen auch die vierte zu einem Verhilinisse des echten Gegensatzes erforder-
liche Bedingung, und es bestehen somit die Gleichungen

a' + et ..+ 2t =0

a? + b2 24 ..+ 22 =0

a4+ P4 f 22 =0
d. h. das Gesetz, welches wir oben angegeben haben, ist in der That ein solches, das
zwischen den Geraden 4, B, C, VA
folglich auch zwischen allen Kraften, welche einander das Gleichgewicht halten sollen, jedesmal
statt finden muss. Wir haben somit die uns gesetzte Aufgabe, zu einer jeden gegébenen endlichen
oder unendlichen Menge an cinerlei Atome angebrachter Kriifte eine einzelne, die ihnen allen
gleichgilt, zu finden, so ferne sic cinander nicht fiir sich selbst schon das Gleichgewicht
halten (als in welchem Falle die resultirende = 0 ist) gelost. Man wéhle beliebig drei aus
dem gegebenen Atome ausgchende, nicht in derselben LEbene gelegene, also z. B. drei auf-
einander senkrechte Richtungen, oder (wenn man diess vorzicht) drei nicht in einerlei Ebene
liegende Richtungen der gegebenen Krifte selbst zu Achsen, auf welche man Lothe aus den
Endpuncten aller derjenigen Geraden fillt, die uns die Richtungen und dic verhiltnissmis-
sigen Grossen der gegebenen Krilte vorstellen. Ist die (algebraische) Summe der durch diese
Lothe gebildeten Abscissen auf der einen oder der anderen dieser Achsen = 0, so betrachte
man diess als ein Zeichen, dass der Endpunct der Geraden, welche uns die gesuchte Resal-
tirende darstellen soll, in einer durch den gegehenen Atom selbst auf diese Achse senkrecht
gesctzten Ebene liege, und dass diese Resultirende somit = 0 sey, wenn diescr Fall bei
allen drei Achsen ecintritt, Ist diese Sunime nicht Null, so sctze man dic senkrechie Ebene
aul dic Achse durch den Endpunct der Abscisse, die dieser Summe gleich ist. Die drei nach
solcher Vorschrift gesetzien Ebenen werden sich jedesmal in cinem und nur cinem einzigen
Puncte schneiden, und dieser ist der Endpunct der Geraden, durch welche die verlangte
mittlere Kraft dargestellt wird. In dem besondern Falle, wenn dic gegebenen Krifte alle in
einerlei Ebene liegen, ist es, wie sich von selbst begreift, nicht nithig, drei in verschiedener
Ebenc liegende Achsen zu wiihlen, sondern zwei in der Ebene der Krifte selbst gelegene
geniigen, und statt der auf diese Achsen senkrecht gesetzten Ebenen geniigen blosse Lothe,
dic in derselben Ebene auf ibr errichtet werden. Wenn also — um mit diesem cinfachsten
Beispicle des Ardftnparallelegramms zu schliessen, — Dbloss zwe Krifte ca, ¢b gegeben sind:
so wird die aus ihnen entspringende miullere gelunden, wenn wir aus b ein Loth 48 auf dic
Richtung der ca, und aus ¢ ein Loth a« auf die Richtung der o fillen; auf der Achse oa
eine Abscisse op, gleich der algebraischen Summe der beiden ¢z und g, auf der Achse ob
aber eben so eine Abscisse ¢g, gleich der algcbraischen Summe der beiden ¢b und e
nehmen; worauf sich denn die aus den Puncten p, ¢ aul ¢p, og errichteten Lothe in einem
Puncle ¢ schneiden, der dic verlangte Richtung und Grésse der mittleren Kraft durch die
zu ihm gezogene Gerade oc angibt. Die Uchereinstimmung dieser Construction mit jener
durch das Parallelogramm brauchen wir nicht erst nachzuweisen,

—{ RIS
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