Uber die kinetische Theorie der Materie.

Von

Dr. Wilhelm Behaghel.

l. Einfache Systeme rotationsloser kugelformiger Atome
und Molekille.

Die Atom- und Molekulartheorie der Materie kann nach zwei
Richtungen hin mathematisch behandelt werden. Diese Richtungen
sind die Theorie der Geschwindigkeit chemischer Reaktionen und
die kinetische Theorie der Materie, im besonderen die der Gase
und Fliissigkeiten.

Beide Theorien gehen aus von der Anschauung, dal die Gase
und Fliissigkeiten aus einer sehr grofen Anzahl kleiner Korper,
den Atomen und Molekiilen, bestehen, die sich mit konstanter
Translationsgeschwindigkeit geradlinig im Raum bewegen.

StoBen Atome und Molekiile im Lauf der Zeit zusammen, so
sollen sie nach bestimmten Gesetzen ihre Bewegungsmomente oder
einzelne ihrer Atome gegenseitig austauschen.

Die kinetischen Theorien untersuchen, nach welchen Gesetzen
dieser Austausch erfolgt und nach welchen Gesetzen die Bewegungs-
momente und die Atome verteilt sind. Beide Theorien fithren auf
Differentialgleichungen, welche eine gewisse Ahnlichkeit unter-
einander besitzen.

Die Theorie der Geschwindigkeit chemischer Reaktionen 148t
sich mit verhdltnism#Big einfachen mathematischen Entwicklungen
vollstindig behandeln. Die kinetische Theorie der Gase und
Flissigkeiten ist dagegen gezwungen, die Hilfsmittel der mathema-
tischen Analysis in ihrem ganzen Umfang in Anspruch zu nehmen,

ohne eine vollstindige LoOsung aller Probleme geben zu konnen.
Berichte XXI. 2. 1
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In gegebenen, aus Molekiilen oder Atomen verschiedener Art
bestehenden Gasen und Fliissigkeiten werden im allgemeinen der
chemische und der physikalische Vorgang gleichzeitig nebeneinander
ablaufen und sich gegenseitig in gewisser Weise beeinflussen.
Keine der beiden Theorien vermag diese Verbindung der beiden
Vorgange fiir die ganze Dauer des Verlaufs und fiir jeden
beliebigen Anfangszustand vollstindig wiederzugeben und zu
verfolgen.

Die folgenden Abhandlungen versuchen zu zeigen, dall es
moglich ist, durch mathematische und chemisch-physikalische Kritik
der Gedanken von WILHELMY, GULDBERG und WAAGE, VAN'T HOFF
auf der einen, CLAUSIUS, BOLTZMANN und CLERK MAXWELL auf der
anderen Seite die Gegensiitze der Theorien auf ihren gemeinsamen
Ursprung zuriickzufiihren und von diesem ausgehend die chemische
und die physikalische kinetische Theorie der Materie einheitlich
darzustellen.

1. Der ZusammenstoB rotationsloser Kugeln von konstanter
Translationsgeschwindigkeit.

Wir legen unseren Betrachtungen zundchst eine sehr grofle,
endliche Anzahl n von Atomen oder Molekiilen in Gestalt voll-
kommen elastischer und vollkommen glatter Kugeln von gleicher
Masse m und gleichem kleinen, aber nicht unendlich kleinen
Radjus r zugrunde. Diese Kugeln bewegen sich mit konstanter,
geradliniger Translationsgeschwindigkeit in einem endlichen Raum
vom Volumen V, der allseitig von festen, vollkommen elastischen
und vollkommen glatten Wanden begrenzt wird.

Die Grofe und die Richtung der Translationsgeschwindigkeit
jeder einzelnen dieser n Kugeln sind fiir eine bestimmte Anfangs-
zeit gegeben. Die Geschwindigkeit einer dieser Kugeln und ihre
Richtung #ndern sich nur dann, wenn die Kugel nach den Ge-
setzen des Stofes vollkommen glatter und vollkommen elastischer
Korper mit einer anderen Kugel oder mit einer Wand zu-
sammenstoft.

Die Kugeln besitzen zur Anfangszeit keine Rotationsgeschwindig-
keit und konnen als vollkommen glatte Korper durch einen Zu-
sammenstol keine Rotationsgeschwindigkeit um irgendwelche Achsen
erhalten.
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Die Geschwindigkeit einer dieser Kugeln und ihre Komponenten
nach den Achsen eines in dem betrachteten Raume festen, recht-
winkligen Koordinatensystems bezeichnen wir vor und nach dem
Zusammensto mit

7?n2 + L 1)

und ¢n

Die Komponenten der Geschwindigkeit einer dieser Kugeln vor
und nach einem Zusammenstol geniigen den Gleichungen

g =§—1W =& +1W 2)

Wy=n—nWw Ny =1, +mW

=¢—nWw =02+ nwW.
W=1(§—&)+m(py—mn)+n( —7L), 3)

worin 1, m, n die Richtungscosinus der die Mittelpunkte der beiden
Kugeln verbindenden Centrilinie im Augenblick des ZusammenstoBes
bedeuten.

Fiir den vollkommen elastischen Zusammenstol zweier voll-
kommen glatter Kugeln von gleicher Masse und gleichem Radius
bestehen die Invarianten

mé, + mé, 4)
mn, + mm,
mC1 + Hl§2

S E LY+ Gt LY. 5)

Multiplizieren wir die Invarianten 4 der Reihe nach mit den
beliebigen Konstanten —az, — f,, — 7, und addieren die Produkte
und den Ausdruck

ma;® + mpBy? + my,?
zu Invariante 5, so erhalten wir die allgemeinste Invariante des
elastischen Stofes

o B — )+ — 8+ G —7)7] 6
+ 5 [E—a) + (e — B+ G —72)7)

1*
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Von diesen Invarianten 6 besitzt eine spezielle Form besondere
Wichtigkeit fiir die folgenden Untersuchungen.

Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat und die mittleren Quadrate
der Geschwindigkeitskomponenten aller n Kugeln werden durch
die Gleichungen

g =ni? 92 =nn? Z{*=nl? 7)
n n n
Spt=c=2 8)

gegeben. Wir wahlen die GréBen ay, S, 7» so, dab sie die Bedingungen

o, = Gcosk B.= Ccosp ¥y =G cosv 9)

a4 B+ y,t =2 =c? 10)
erfiillen.

Diese Form der Invariante 6 ist die allgemeinste Invariante
des vollkommen elastischen Stofes zweier vollkommen glatter
Kugeln, die im Augenblick des Stofles die Centrilinie mit den
Richtungscosinus

1=cosl m = cos it n = Ccos¥ 11)
‘besitzen.

Wir stellen uns die Aufgabe, zu untersuchen, nach welchem
Gesetz die Verteilung der Grofle und der Richtung der Geschwindig-
keiten auf die Kugeln sich andert, ob ferner ein bestimmter ein-
deutiger Endzustand existiert, welcher durch weitere Zusammen-
stoBe nicht mehr verindert wird, und wie die Geschwindigkeiten
in diesem Endzustand auf die Kugeln verteilt sind.

Diese Untersuchungen fiihren wir durch unter der Voraus-
setzung, daB die Gesamtheit der Kugeln den folgenden Bedingungen
geniigt.

Es werden aus dem Gesamtraum V beliebig kleine, aber immer
noch endlich kleine Volumelemente <V herausgegriffen, die eine
sehr groBle aber immer noch endliche Anzahl von Kugeln enthalten.
Dann lauten diese Bedingungen:

1a. Die Kugeldichte, d. h. die Zahl der Kugeln in der Volum-
-einheit, eines bestimmten Volumelementes 4V ist konstant.

1Db. Die Kugeldichte ist gleich in allen Elementen 4V des
Raumes V.
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2 a. Der Mittelwert der lebendigen Kraft der Kugeln eines be-
stimmten Elementes 4V ist konstant.

2b. Der Mittelwert der lebendigen Kraft der Kugeln ist gleich
in allen Elementen 4V des Raumes V.

3. Der Mittelwert der lebendigen Kraft der Kugeln einer be-
stimmten Geschwindigkeitsrichtung eines bestimmten Elementes 4V
ist gleich fiir alle Richtungen.

4. Die Bedingungen 1— 3 gelten fiir alle moglichen Einteilungen
des Raumes V in Elemente 4V und sind vollstindig unabhingig
von der Art wie die Einteilung vorgenommen wird.

Fiihren wir hier schon die erst spiter zu definierenden Be-
griffe Temperatur und Druck ein, so haben wir die Voraussetzung:
Im Raum V Desteht an allen Stellen gleiche Kugeldichte, gleiche
Temperatur und nach allen Richtungen gleicher Druck.

Zu den Voraussetzungen ist noch zu bemerken, daf nicht
notwendig die Verteilung der lebendigen Kraft um den Mittelwert
in einem bestimmten Element 4V fiir alle Richtungen die gleiche
oder symmetrisch sein mub.

2. Die Verteilungsfunktion der Geschwindigkeiten.?)

Befindet sich eine Kugel zur Zeit t in einem Volumelement dV,,
dessen Koordinaten zwischen den Grenzen

Xa, X, + dx,, 15)
Ya, Va1 AYa.
Za, Za, T 42z,
liegen, wahrend ihre Geschwindigkeitskomponenten zwischen die
Grenzen
§, &+ A8k, 16)
M M, T Ay
Go, Lk, + AL,
fallen, so sagen wir, die Kugel befinde sich gleichzeitig in dem
Volumenelement

AV, = dx,, AY,, d2,, 17)
und dem Geschwindigkeitselement
da)k = d§k1 dnkz dcka' 18)

1) Wir benutzen zur Bezeichnung endlicher Differenzen die fir
Differentiale iibliche Schreibweise, da fiir partielle Differenzen keine
gleich ibersichtliche Bezeichnungsweise moglich ist.



6 Dr. WiLHELM BEHAGHEL: [6

Das Volum V und der gesamte Geschwindigkeitsbereich @ werden
definiert durch die Gleichungen:

X2 Vo Z»

V= f[fclxal Aya, dza, 19)
C}§1CY1CZ1
o0 o0 oC
¢=f f fd'gkxdnkzdgkn' 20)
—00 —00 —00

Die Integralzeichen der beiden Ausdriicke 19, 20 vertreten die
Stelle von Summationszeichen.

Die Zahl der Volumelemente dV, und der Geschwindigkeits-
bereiche d@y ist sehr grof, aber nicht unendlich groS.

Wir machen die Annahme, es existiere eine Funktion
f(XBq) Yaz s Za:;; gkl’ "]k-z? Cks; t) 21)

der Koordinaten und der Geschwindigkeitskomponenten der Kugeln
sowie der Zeit, die angebe wie viele Kugeln sich in dem Einheits-
bereich des Volum-Geschwindigkeitselementes dV, d@y, zur Zeit t
befinden. Die Anzahl n,; der in diesem FElement enthaltenen
Kugeln ist also

Nax = £ dV, d@y. 22)

In dem Volumen V haben wir dann

n; = ff dV, déy 23)
\%

Kugeln, deren Geschwindigkeit in dem Bereich d&j liegt. Die
Gesamtzahl n aller Kugeln wird

n= fff dV, d@y. 24)
Vo
Es ist also
on __ % .
ng = b—d)k dwk Nak —-m dVa dwk. 25)

Die Anzahl n, aller Kugeln des Volumelementes dV, wird be-
stimmt durch den Ausdruck
on

1= v,

av, = f £ AV, day. 26)
74
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Nach Voraussetzung 1 a ist diese Zahl fiir alle Zeiten konstant.

Es ist also
dn, d
dt ~ dt

fdea day; = 0. 27)
@

Die Funktion f kann daher jedenfalls die Zeit nicht explizit
enthalten. Da ferner f fiir alle Volumelemente dV, den gleichen
Wert hat, konnen auch die Variabeln X, , ¥a,, Za, hicht in die
Funktion eingehen. Aus dem gleichen Grunde kann die Funktion f,
wenn sie &y, Mk, (i, tberhaupt enthdlt, diese Variabeln nur in
Form einer Invariante enthalten.

Nun ist aber ny, die Zahl der in dem Geschwindigkeitsbereich
d@) enthaltenen Kugeln, mit der Zeit verinderlich. Die Funktion f
mufl daher andere Variabeln enthalten, die mit der Zeit ver-
anderlich sind. Die einzige Ursache, die eine Kugel aus einem
Geschwindigkeitsbereich in einen anderen versetzen kann, ist ein
Zusammenstol zweier Kugeln. Die einzige Variable, die uns noch
zur Verfiigung steht, ist also die Zahl der Zusammenstife, denn
durch jeden Zusammenstof nimmt die Zahl der Kugeln um eine
Einheit zu oder ab.

Bezeichnen wir mit dxy und dyx die Zahl der in der Zeit dt
in der Einheit des Bereichs dV, d@; durch Zusammenstofie aus- oder
eintretenden Kugeln, so haben wir fiir die Zeiteinheit die Gleichung

dn dat dx dy
dtk - f 4 Va d0x = f [ 1* k}dVa Ad,. 28)

Integrieren wir diesen Ausdruck nach t und bezeichnen die
Anzahl der im Anfangszustand zur Zeit t=0 in der Einheit des
Bereichs da@y dV, enthaltenen Kugeln mit ax, so ist

ng = Pf[ak — X + ¥k AV, ddy. 29)
A%

Die Gesamtzahl n aller Kugeln des Raumes V erhalten wir
durch Integration von 29 iiber den ganzen Geschwindigkeitsbereich &
in der Form

n =fJ[ak—Xk -+ yk] dV,day. 30)
&
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Die in den Integranden enthaltenen Gréfen ax, xi, yi sind ganze
Zahlen. Thre numerischen Werte sind fiir die einzelnen Bereiche
d@r dV, gegeben und sind also Funktionen von &, 7y, Gk,
ohne daB es mdglich ist, diese Abhingigkeit als analytischen Aus-
druck mit den Variabeln &k, 7k, Lk, darzustellen. Denn wie wir
gesehen haben, kann ein solcher Ausdruck diese Variabeln nur
als Invariante, in diesem Falle als eine Konstante, enthalten.

Das Integral ist gleichbedeutend mit der Summe aller zu den
einzelnen Bereichen d@y dV, gehorenden ganzen Zahlen ax, Xy, Vk.
Bezeichnen wir diese Summen genommen iiber den Bereich & mit
a, X, vy, so ist

n= r[a—x—l—y] av,. 31)
A\

Wir haben hierdurch die Zahl der in einem Bereich d@, dV, ent-
haltenen Kugeln dargestellt als Funktion der Anzahl der Zusammen-
stofe, durch welche Kugeln des Bereiches ein- oder austreten. Diese
Zusammenstofe werden aber verursacht durch Zusammentreffen
der Kugeln des Bereiches d@y dV, mit den Kugeln aller anderen
in dem ganzen Geschwindigkeitsbereich @ enthaltenen Bereiche
d@ dV, des gleichen Volumelementes dV,.

Wollen wir allein die Zusammenstifle der Kugeln des Bereiches
d@y AV, mit denen eines bestimmten anderen Bereiches d@; dV, heraus-
greifen, so miissen wir die dem Bereich d®;dV, entsprechenden
Anteile ay), Xx1, Ve der GroBen ay, Xk, yr suchen. Wie wir die
Groflen a, x, y als Integrale von ayd@i, Xxd@dy, yipddg bestimmt
haben, so finden wir die GréBen ayx1, X1, Yy als deren partielle
Differentiale nach d@;. Wir haben also

0’

Ny = W ddy day =f[&k1— X1 + Ykl] ddy daydV, 32)
v

und

n= fff[am— Xy +- ykl] dédy d@y dV,. 33)

Voo

Durch die Angabe der beiden Bereiche, welchen die zusammen-
stofenden Kugeln angehéren, ist ein ZusammenstoS noch nicht
vollstindig definiert. Wir miissen noch angeben, welche Lage ihre
Centrilinie der Kugeln im Augenblick des Stofles besitzt.
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Liegen die Richtungswinkel dieser Linie fiir eine bestimmte
Kugel des Bereichs d@j; zwischen den Grenzen

Ay Dy Ay 34)
1”22 tu'Zz + d.ltzg
Vz;l vz;; + dyx;; )

80 sagen wir, der ZusammenstoB liege im Bereich

dd, = di,, dw,, dv,,. 35)

Wollen wir alle derartigen Kugeln unter den nx Kugeln des
Bereichs da@y dV, herausgreifen, so miissen wir diese Gréfe nach
d9, partiell differenzieren. Bezeichnen wir die dem Bereich
d¥, entsprechenden Anteile von ax, Xy, Yx mMit akr, Xkzs Ykz, SO
erhalten wir

ony 0%

Ny, = 39, = 3en 09, d@g 49, =f[akz— Xz + Vi | A0 49, AV,.  36)
v

Die gleiche Uberlegung fiihrt uns fiir die Anzahl der Paare von
Kugeln der beiden Bereiche day dV, und d@ dV,, die so zusammen-
stofen, daBl beide Kugeln im Bereich d, liegen, zu dem Ausdruck:

o 0%nm _ 0°n
N2 = 09,2 diwE 0@ 0,2

day doyd3,2? 36 b)

= f [aklz2 — Xkl YRlz"_] day d@ 43,2 aV,.
v

Fiir die Kugeldichte, d. h. die Anzahl der in der Einheit eines
der Bereiche dV,, diydV,, d@gdd, dV, usw. enthaltenen Kugeln
haben wir nach dem Vorhergehenden

v=a—x-+vy 37)
Vg =ar— Xx + Yk
Vizr = Q= Xkz T Yiz+

Die Zahl der in der Zeit- und Bereichseinheit stattfindenden
ZusammenstdBe, welche die Anzahl der Kugeln vermindern oder
vermehren, wird gegeben durch die partiellen Differentialquotienten
o dx v dy

3 at’ dy at usw. dieser GroBen.
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3. Die Veriinderung der Verteilungsfunktion
der Geschwindigkeiten.

Die StoBformel.

Eine Gesamtheit von Kugeln sei gegeben, welche den Voraus-
setzungen des ersten Abschnittes geniigen. Die Geschwindigkeits-
verteilung innerhalb eines Volumelementes dV, werde durch die
Funktionen 37 des zweiten Abschnittes dargestellt und sei fiir
einen bestimmten Anfangszustand und die Anfangszeit t =0 will-
kiirlich vorgeschrieben.

Im Antangszustand ist in einem bestimmten Geschwindigkeits-
bereich im allgemeinen nicht die gleiche Anzahl von Kugeln vor-
handen wie im Endzustand. Es konnen jedoch Bereiche vor-
kommen, die in beiden Zustinden die gleiche Kugelzahl besitzen,
und solche, die in einem oder beiden Zustinden iiberhaupt keine
Kugeln enthalten.

Wir teilen nun die Geschwindigkeitsbereiche in zwei Klassen.
In die erste Klasse ordnen wir sémtliche Geschwindigkeitshereiche
ein, deren Kugelzahl abnimmt. Zur zweiten Klasse gehoéren alle
iibrigen Bereiche.

Die Kugeldichte eines Bereiches d@y dV, der ersten Klasse
bezeichnen wir zur Anfangszeit mit ax, diejenige eines Bereiches
dw;dV, der zweiten Klasse mit by.

Die Kugeldichte beider Bereiche fiir eine beliebige Zeit sei vi

und v}’.

Den Gesamtbereich @ aller Geschwindigkeiten teilen wir ent-
sprechend den beiden Xlassen von Geschwindigkeiten in die
beiden Teilbereiche @, und @, derart, daf

=0, + Py
ist.

Durch jeden Zusammensto zweier Kugeln nimmt die Zahl
der in den zugehorigen Bereichen enthaltenen Kugeln im allgemeinen
um eine Einheit ab oder zu.

Wir haben zunichst zu untersuchen, welchen Einflu die ver-
schiedenen moglichen Paarungsfille zweier Kugeln verschiedener
oder gleicher Klasse auf diese Zu- oder Abnahme ausiiben.
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Versetzt ein Zusammensto zwei Kugeln aus Bereichen der
ersten Klasse d@pdV,, d@;dV, in Bereiche der zweiten Klasse
Ay, dV,, dy dV,, so ist die Kugeldichte dieser Bereiche vor dem
StoBe fiir einen beliebigen Zeitpunkt

ax — Xg + ¥k a—x1+
Pm~+ Xm— Ym bn+Xn— Yo

Durch den Stofl wird die Anzahl der Kugeln der beiden Einheits-
bereiche erster Klasse um je eine Einheit vermindert, die der zweiten
um eine Einheit vermehrt. Wir haben also nach dem Stof

ax—Xxk— 1+ ¥k aa—x1i—14wn
bll’l+X1n+1_yln bn+ Xn+ 1 — ¥n.

Die Summen dieser Ausdriicke genommen fiiber alle Bereiche
des Bereiches @ sind vor und nach dem Stof
a—x—+7Yy b+x—vy
a—x—2+4vy b+x+2—y.

Versetzt dagegen der Zusammensto zwei Kugeln zweiter Klasse
in die erste, so haben wir nach dem Stof

bm+ Xm—Ym—1 bn+Xn—yn—1
ag —xp +yx +1 ag—x1 +y1 +1
und die Summen
b4+x—y—2 a—x-+y-+ 2

In beiden Féllen wichst also die Anzahl der Kugeln der
Einheitsbereiche der einen Klasse durch derartige ZusammenstoBe
um ebensoviel wie die der anderen Klasse abnimmt.

Verlauft der ZusammenstoB so, dall zwei Kugeln der ersten
Klasse in der ersten Klasse verbleiben, so haben wir vor dem Stofl

ax — X% + ¥k a —x1 + ¥
am— X'mT ¥'m an —X'n + ¥,
nach dem Stol
ag— Xk —1+ ¥k a —x1—14+Yy"
an—X'm+¥m+1 ag —Xn+yn+1

fiir die Kugeldichte der entsprechenden Bereiche. Die Summe iiber
alle Bereiche erster Klasse hat vor und nach dem Zusammensto
den gleichen Wert

a—x'+y'
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Die Kugeldichte der ersten Klasse wird also durch solche
ZusammenstoBe nicht gedndert. Ebenso #ndert sich die Kugel-
dichte der zweiten Klasse

b+ X"-—-y”

nicht durch Zusammenst6Be, welche Kugeln aus Bereichen zweiter
Klasse in andere Bereiche zweiter Klasse versetzen.

StoBt ferner eine Kugel eines Bereiches erster Klasse mit einer
Kugel aus einem Bereich zweiter Klasse zusammen, so bleibt die
Kugeldichte der beiden Klassen ungeindert, einerlei ob die Kugeln
beide in Bereichen gleicher Klasse verbleiben oder beide in Be-
reiche der anderen Klasse iibergehen.

Wir haben nach dem StoB im ersten Fall die Kugeldichte

ag —x"y — 14 y"% b +x“ —y"1 —1

am—X"n+ vy +1 bp +x" +1—y"
und im zweiten

Ak __ka —1 _|_ Y“lk o + X“’] _ yml —1

b+ X+ 1—3"n an—x"p -+ y"n+ L

In beiden Fillen werden also die Summen
EL—X“' + ylll b + Xl“ _ ylll

durch den Zusammenstofl nicht beeinfluft.

Die letzte Moglichkeit endlich ist die, daB zwei Kugeln aus
Bereichen gleicher Klasse zusammenstoBen, von denen eine ihre
Klasse behilt, wihrend die andere sie verliert.

Die Kugeldichte zweier Bereiche erster Klasse ist

ag —ux —1 4 vy a—uy —1+4w
am—Wn+ V1 by + up + 1 — vy

Verldauft der Stofl in umgekehrter Richtung, so ist sie
ag —ux — 14 vi b+ —v —1
Am—Up + Vm+1 8y —Up -+ v -+ L.

Die Summen iiber alle Bereiche der beiden Klassen sind also

a—u—1-+v b+ut+l—v
und a—u-t+v+1 b+u—v—1.
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Fiir die entsprechenden ZusammensttBe, bei denen auf einer
Seite zwei Kugeln zweiter Klasse beteiligt sind, finden wir
a—s— 14t b+s+1—t
und a—s+t41 b+s—t—1.

Es gibt also zwoOlf verschiedene Mdoglichkeiten fiir Zusammen-
stofe, welche die Kugeldichte bestimmter Bereiche d@y dV, ver-
dndern, und die Zahl der Zusammenstofe ist daher eine Funktion
von zwolf Variabeln.

Fiir die Bereiche d@, dV,, d@;dV, haben wir als allgemeinsten
Ausdruck fiir die Kugeldichten

34_

V= 8x — Xk + Y — Uk + Vi — Sk + bk 38)
_xlk + ylk —_ Xlll( __I_ ylll{ I x'llk + .57-1111{

b
V= P+ Xm—Ym + Umn— Vm + Sm—tn
+x'mn =Y+ x'm— Vi'm+ X m—yn'.

Bei der Summierung iiber alle in den Bereichen &, und &y ent-
haltenen Einzelbereiche verschwindet die Summe der Variabeln

i

X'k, X%, X", ¥k, Y%, Y Es ist also die Gesamtdichte
1Y=9g—x+y—ut+v—s+t=a—z—w—r 39)
W=b+x—y+u—vi+s—t=b+z+w+tr

Ganz entsprechende Ausdriicke erhalten wir fiir die Zahl der
in dem Einheitsbereich der Bereiche d@y d¥. dV, enthaltenen Kugeln.

Wir schreiben sie
Yy, = Bk — Zke— Wiie— Tk — Z'kr— 2" — 2"k 40)

b
[ Pz + Zmx + Wz + Tine + 2'mz + 2°m2 4+ 200

Die totale Veranderung der Anzahl der in der Einheit des Bereichs
d@y dV, der ersten Klasse vorhandenen vi Kugeln in der Zeiteinheit ist

gleichbedeutend mit der Zahl der Zusammenstofle, welche diese Kugeln
in der Zeiteinheit durchmachen, und wird erhalten durch Differen-

tiation von vl‘: nach t. Sie ist also

d d

I vy = cﬁ[ak—xk‘FYk_uk‘i'Vk_sk+tk'—xlk+ylk] 41)

und entsprechend fiir die zweite Klasse:

d d
d_t V})n= d—t[bm+Xm_Ym+um—vm+Sm_tm+xlm—y’m]'
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Die Zahl der Zusammenstofe einer Kugel des Bereichs d@y dV,

mit allen Kugeln erster Klasse wird gegeben durch das partielle
Differential dieses Ausdrucks nach der Verdnderlichen, die zu dieser
StoBart gehoren. Wir erhalten z. B., wenn beide Kugeln durch
den Zusammenstol in die zweite Klasse versetzt werden,

i dxi __dxx 42)
Oxi dt ~ dt

und hieraus durch eine zweite partielle Differentiation nach d@; die
Zahl der ZusammenstoBe zwischen Kugeln der Bereiche ddy dV, und
d@; dV, wihrend der Zeiteinheit:

d  dxx o dxi

At e at 422)

Ganz entsprechend finden wir die Stofzahl in der Zeiteinheit

der Kugeln der Bereiche da,dV, und d&, dV, in der Form:

d me___ dymn
dt 0@, dt °

421)

Die Ableitungen fiir die anderen StoBarten bieten keine

Schwierigkeiten.

Fiir die Anzahl ~d§1{—tkl der Zusammenstofe der Kugeln der

Bereiche d@; dV, und d&); dV, in der Zeit- und Volumeinheit,
konnen wir noch einen zweiten Ausdruck angeben. Diese Zahl

ist

proportional den Zahlen »;d@; und vf d@, der in der

Volumeinheit dieser beiden Bereiche enthaltenen Kugeln. Sie muf
also auch dem Produkt v » d@xd® dieser Zahlen proportional

sein.

Da dieses Produkt stets positiv ist, setzen wir den Pro-

portionalititsfaktor gleich —k;i. Wir haben dann:

dx N
o '-dftk—l = — ki (ar— Ze—Wi—Tk—2'%) (1 —21— W1 — 11— 2z") d@, Ay
und entsprechend: 43)
_ dYmn

dt

='-—k2mn(bm +zn+ W+ T+ Z‘m)(bm’i" Zn+Wn+TIn+ Zlm) d@y, d@y.
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Integrieren wir diese Gleichungen doppelt iiber die Bereiche
@, und Py, so wird nach leichter Umformung:

d ’x o
— dt ff b(;)kadil day dw) 44:)

Dq Dy

=—k f f(ak — 2z — Wy — Uy —2'%) (4 — 21— W, — 11— 2) d@y ddy

(pa ([)b
d 0%y .
— E—f f _btbmrbfn Ao, dwn
&y Py
=k f f(bm + Zmt+Wm + Tm+Z‘m) (bn+2zn+wn+10+ Zln) Ay ddy
Dy Pn

Die GroBen k,x;, kemn haben fiir einen bestimmten Zeitpunkt
konstante fiir die verschiedenen Bereiche numerisch gegebene Werte.
Nach dem Mittelwertsatz treten bei der Integration Mittelwerte k,
und k, dieser Grioflen vor das Integral, die Funktionen von t sein
konnen.

Aus 44 erhalten wir:
dx

—F=—kl(a—z—w—r) (a—z—w—r) 45)

Y bzt w—D)(btztwoT)

ds
dz d 9 9
und : Frak %E(x—y)=kl(a—z—w~r) —Xk, (b+2z+w-1)% 46)

DaB die Integration in dieser Form zulissig ist, zeigt folgende
Uberlegung. Da die Buchstaben k und 1 nur eine doppelte Be-
zeichnung fiir dieselben GroBen sind, konnen wir in dem Doppel-
integral 1 durch k ersetzen und es in das Quadrat eines einfachen
Integrals umwandeln. Es ist also:

f Vi (1&')42 = (v2)?,

a _a ~ py
ef ka W Aoy doy =

(I)a, q’a, Q’a
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Aus den beiden Gleichungen 43 erhalten wir unmittelbar

dzig _ d
dt — dt

[®1— Y mn] =kim(ax — 2k — Wi —Te—2c—2"c—2"%)?  47)
—komn (bm + Zm 4+ Wi+ o+ 2 20 Z‘“m)?'

Durch die zur Variabeln y gehorenden Zusammenstée verlieren
die beiden Klassen der einen Kugelkombination ebensoviel Kugeln
wie die Klassen der anderen Kombination gewinnen. Es ist daher

Ayt — dYmn
dt dt

und
d d dzig

At (Xkl—Ymn) = at (Xkl — V) = —a

Gleichung 47 bezieht sich auf alle iiberhaupt stattfindenden
ZusammenstoBe der ersten Kombination. Um hieraus eine Gleichung
zu erhalten, die sich nur auf diejenigen ZusammenstéBe bezieht,
bei denen im Augenblick des Stofes die Centrilinie der beiden
Kugeln im Bereich d&, liegt, miissen wir Gleichung 47 zweimal
nach d+, differenzieren. Wir erhalten die Gleichung

d
— Zple=Ky1a (8 — Zie— Wie— Thr— 2%z ) 2 48)

dt
—kzmn(bmz+ Zmx+ Wi+ Tm+ Zlmz) 2
die wir auch direkt hitten aufstellen konnen.
Nach dem gleichen Verfahren lassen sich die den anderen

Kombinationen entsprechenden Gleichungen aufstellen. Wir erhalten
also die beiden Systeme von Differentialgleichungen :

e e = Ky ¥, 7, — Kemn V?nz VEZ 49)
E‘Wkoﬂ:kako ”;7_ ng — Kkymn ng ”EZ
% Tkl = Kkl sz ”la, — Kgim 75, ng
——Z'kowr = Kixo V;z ”}; — Ksim V?x VEM

dt



17] UsEr D12 KINETISCHE THEORIE DER MATERIE. 17

und
gy (a—r—w—)? — I (b + 2+ W +1)? 50)
%V=k3(a—z—w—r)(b+z—l—w+r)—k4 (b+z+w+1)?
%: K, (80— 2 — W —1)? — Ky (a— 72— W —1) (b2 WT)
%___1{7(3_Z_W_r)(b+z+w+r)—-k3(a—z—w—1“)(b +z+w+1)=0.

Das Gleichungssystem 49 enthidlt eine Gleichung mehr wie
System 50, da das der letzten Gleichung von 49 entsprechende
Integral identisch verschwindet.

Die beiden Systeme von Differentialgleichungen 49 und 50
enthalten das vollstindige Gesetz, nach welchem sich die Kugel-
dichte der Bereiche ddyxd@;dd, dV, und dV, mit der Zeit dndert.

Eine besonders einfache Gestalt erhdlt das System 50, wenn
wir die im allgemeinen nicht notwendige Voraussetzung ks = kg
machen und

z4+wtr=2% a=A b=B 51)
k; +k =K, k, +k, =K,
setzen. Dann erhalten wir durch Addition die Gleichung:
dz 0 2
d_t=K1(A_Z) —K, B+ 7). 52)

4, Der Endzustand der Geschwindigkeitsverteilung.

Zur Entscheidung der Frage, ob ein eindeutig bestimmter End-
zustand der Geschwindigkeitsverteilung existiert, ist es erforderlich,
das Integralsystem der Differentialgleichungen des vorhergehenden
Abschnittes zu untersuchen.

Wir fithren die Integration zunichst an einer Gleichung von
der Form der vereinfachten Gleichung 52 aus.

Diese Gleichung sei

%=k1 (a—x)'—k, (b + x)* 53)

Berichte XXI, 2. 2
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Ein Endzustand wird erreicht, d. h. die Verteilung der Ge-
schwindigkeiten wird nicht weiter verindert durch weitere Zu-
sammenstoBe, wenn die rechte Seite von Gleichung 53 verschwindet.
Dieses Verschwinden entscheidet aber zugleich auch iiber das
Vorhandensein und die Lage der singuldren Punkte der Differential-
gleichung.

Die Gleichung

k (a—x)? —k,(b+x)?2=0

hat zwei reelle Wurzeln, von denen nur eine ¢; in dem Intervall
—b<lx<a 54)
liegen kann. Denn zeichnet man die beiden Kurven

y=k (a—x)*
¥ =Xy (b +)°

in ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, so sieht man sofort,
daB sie in diesem Intervall sich nur einmal schneiden, also nur
einmal den gleichen Wert der Ordinate annehmen konnen.

Wir haben daher fiir Gleichung 53 die Zerlegung und Um-
formung
ik 1

[r T 55)

Das vollstindige Integral der Differentialgleichung 55 hat die
Gestalt:
1

t= m []g (e — x) —Ilg (Ot2 — X)] -+ const. 56)

Nun brauchen wir aber das vollstindige Integral gar nicht
zu kennen. Denn alle Werte von x auBerhalb des Intervalls

—b<x<a

haben keinen physikalischen Sinn. In dem Augenblick, wo die
Variable x eine der Grenzen erreicht, ist eine der beiden Klassen
von Kugeln vollstindig verschwunden. Der Vorgang ist daher zu
Ende und 148t sich nicht iiber diese Grenzen hinaus verfolgen, da
die GroéBen a—x und b + x wesentlich positiv sind.

Wir konnen uns also auf das partikuldre Integral beschrinken,
welches zu dem in diesem Intervall liegenden einfachen singuldren
Punkt x = ¢, gehort.
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Dieses partikuldre Integral erhalten wir, wenn wir Gleichung 55
nach dem LAURENT’schen Satz in eine Potenzreihe nach Potenzen
von (¢; —x) entwickeln.

Nach diesem Satz haben wir fiir eine Funktion f(z) die Ent-
wicklung

)=  Gogrt

worin die Koeffizienten durch die iiber einen bestimmten Kon-
vergenzkreis genommenen Integrale

o= [

Die Koeffizienten unserer Reihe sind also die Integrale

C—1
Z—0

Fetc(z—a)tcy(z—a)? +

gegeben werden.

dx
o= fk (@ —x) (@, —x) "+

Da nach bekannten Sitzen der Funktionentheorie alle Glieder
mit negativen Exponenten der Reihe mit Ausnahme des ersten ver-
schwinden, finden wir:

dt &_1
dx oy —

+ao+a1(0'1_x)+a2( 2 —X)? 4. ... 57)

Das Integral dieser Reihe hat die Gestalt:
t=rclg (o, —x)+co +¢; (0 —x) ¢y (2 —x)2 4. . .. 58)

Die gleiche Reihe erhalten wir auch aus dem Integral 56 durch
Entwicklung von lg (¢, —x) nach positiven Potenzen von (a; —x).
Diese Entwicklung ist jedoch nur ausfiihrbar, solange die Bedingung

o —x<ap—0

erfiillt ist. Die Reihe 58 dagegen ist ganz allgemein giiltig.

Durch Inversion der Reihe 58 erhalten wir ein partikulires
Integral der Gleichung 53 von der Form:

o —X= bl e—mt + b2—2mt + 59)

Die Reihe der rechten Seite von 59 verschwindet fiir t =oc und

verhdlt sich an diesem Punkt wie die Exponentialfunktion.
2
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Fiir die Verteilung der Geschwindigkeiten existiert also in dem
physikalisch realisierbaren Intervall der Variabeln ein eindeutiger
End- oder Gleichgewichtszustand, der durch Zusammenst6fe nicht
weiter veradndert wird.

Dieser Endzustand entspricht der Zeit t = co,

Der Wert von (¢, —x) ndhert sich mit wachsender Zeit
asymptotisch dem Wert Null. Der Wert ¢, der Verinderlichen x
ist also ein Grenzwert, dem sie sich beliebig ndhert, ohne ihn
auch bei iiber alle Grenzen zunehmender Zeit jemals zu erreichen.

Der Wert «, der Variable x kann nicht i{iberschritten werden,
denn nach Gleichung 58 entspricht jedem Wert von x grifer als e,
eine imaginire Zeit.

d=< , .
Der Differentialquotient d—}t( ist in dem Intervall

0<x<leq

stets positiv,

Der Wert der Veriinderlichen x n#hert sich daher der Grenze e,
stetig wachsend. Jede Geschwindigkeitsverteilung wird nur
einmal erreicht und durchschritten. Ein wiederholtes Vorkommen
der gleichen Verteilung findet nicht statt. Hine bestimmte Kugel
kann jedoch eine bestimmte Geschwindigkeit beliebig oft annehmen.

Die Geschwindigkeit, mit der sich die Verteilung ihrem End-
zustand n#hert, nimmt mit wachsender Zeit fortdauernd ab, denn
der zweite Differentialquotient

ik d
Gr=—2lk G—x) 4k (b+x)] -

ist stets negativ, da der in der Klammer stehende Ausdruck in dem
ganzen Intervall sein Zeichen nicht wechselt.

Auch fiir die Integration des vollstindigen Systems von
Differentialgleichungen:

%———kl(a—z—w—rﬁ—k.z(b—l-z—l—w—1—1")2 60 a)
dw

—dt—=k3(a—z—w—r)(b+z—l—w+r) —k,(b+z+w+r)?

dr

= ky(a—z—w—r)? —kg(a—z—w—r1) (b+z+w+r)

haben wir zunichst die Nullpunkte des Gleichungssystems
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k(a—z—w—r)?—k,(b+z+w+r)?2=0 60D)
ks(a—z—w—r)(b+z+wt+r)—k(b+z+w+r)2=0
k(a—z—w—r1)—ks(a—z—w—r)(b+z4+w+1r)=0
zu suchen. Durch eine einfache Umformung erhalten wir
kkk(a—z—w—r)® (b+z+w+r) 60c¢)
—kkkb+z+wtr)Pd(a—z—w—r)=0.

Eine leichte geometrische Darstellung zeigt auch hier, daf
die Gleichung 60c¢ in dem Intervall

—b<lz4+wt+r<a 61)
nur eine einfache reelle Wurzel o besitzt, die also die drei Einzel-
gleichungen 60Db gleichzeitig befriedigt.

Da jede der Gleichungen 60b in diesem Intervall nur eine
einfache Wurzel hat, miissen sie alle den gemeinsamen Faktor
C—z—W—r=0—1%
besitzen.

Sind £, (Z), f,(Z), f3(Z) Funktionen ersten Grades ohne Null-
punkte in dem Intervall 61, so kOnnen wir das System 60 in
folgender Form schreiben:

dz

o= (e—7)1(2) 62)
dw

v o (a—7)1,(Z)

dr

at = (60— Z) i3 (Z)

Setzen wir f; +f, + f; ={, so erhalten wir durch Addition:

dz
—=(a— Z). 63
o= (e—71@) )

Die Funktion f(Z) kann in dem Intervall 61 als Summe posi-
tiver Grofen ebenfalls nicht verschwinden.

Aus 63 und den beiden letzten Gleichungen von 62 bilden
wir das folgende System von Differentialgleichungen

dt 1
az. (e—17z)1(z) 64)
dw £ (2)
az ~ 1(z)
dr  £(Z)

az - 1(z)
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Entwickeln wir diese Gleichungen nach dem LAURENTschen
Satz nach Potenzen von (¢—Z), so erhalten wir die Reihen

dt c_ -
ﬁ=ale+Cm+Cu («—2Z) + 65)
dw

az = Cg0 + Coq (0 —7Z) +

dr

ﬁ=cso+ca1(a—z)+

Das zu dem singuliren Punkt ¢ =7 gehorende partikulire
Integralsystem der Differentialgleichungen 64 hat die Gestalt:

t=alg(e—2Z)+a,+a, (e—2Z)+ 66)
W= ayq + 8y, (¢ —Z) +
r= a4, + a4, (¢ —7Z) +

Die Inversion des ersten Integrals ergibt (¢« —Z) als Potenz-
reihe von e—mt
¢—Z=c e mfcetmb |, .,

Setzen wir diese Reihe in die beiden letzten Integrale ein, so
erhalten wir
W =0y + Cpy €70 4 ¢pp @7 -,
r=q; + C3; e - cgp 672 |-,

und hieraus schlieBlich 67)

z=0; ¢ e M 4 ¢ e72mE

Das System 67 ist ein partikuldres Integral der Differential-
gleichungen 60 und hat die gleichen Eigenschaften wie das Integral
der einfachen Gleichung 53.

Es existiert also ein eindeutig bestimmter Endzustand, dem
sich die Geschwindigkeitsverteilung des Kugelsystems mit iiber alle
Grenzen wachsender Zeit beliebig anndhert, ohne ihn je zu er-
reichen.

Die Variabeln z, w, r ndhern sich ihren Grenzwerten ¢,, a,, o,
stets wachsend, da ihre Differentialquotienten in dem betrachteten
Intervall stets positiv sind. Jeder Zustand der Geschwindigkeits-
verteilung wird also nur einmal erreicht und durchschritten.

Die Geschwindigkeit, mit der sich die Variabeln dem End-
zustand néhern, braucht in diesem Falle nicht notwendig stetig
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abnehmend zur Grenze Null zu gehen. Die zweiten Differential-
quotienten, wie z. B.
a2z , dz
e = 1@ (e—12) —f(Z)]E
konnen moglicherweise in dem Intervall ihr Zeichen wechseln, da
die KlammergroBe als lineare Funktion einen Nullpunkt in dem
Intervall besitzen kann. Die Geschwindigkeit wichst in diesem
Fall bis. zu einem Maximum und ndhert sich dann erst stets ab-
nehmend der Grenze Null.

Es ist noch zu entscheiden, ob auch fiir das Gleichungssystem 49
ein Endzustand existiert, bei dem alle Gleichungen desselben gleich-
zeitig verschwinden.

Das System 50 wird aus dem System 49 durch Integration erhalten,
indem wir iiber alle Werte der Variabeln summieren. Wir haben
die Gleichungen des Systems 49 so formuliert, dal ihre rechten
Seiten wesentlich positiv sind. FEine Summe aus lauter positiven
Summanden kann nur dann verschwinden, wenn alle Summanden
gleichzeitig verschwinden. Da die Summe 50 der Gleichungen 49
verschwindet, existiert ein eindeutig bestimmtes Wertsystem der
Variabeln, welches die rechten Seiten der Gleichungen 49 zum Ver-
schwinden bringt.

Es besteht also ein System von Werten oy,, fn. usw., welches
den folgenden Gleichungen geniigt:

klkl (a'kz_ akz) (a]x_ 0‘lz) A kzmn (bmz + ﬁrnz) (bnz + ﬂnz) =0 68)
kaxo (akz“‘ akx) (box+ ﬁoz) — K4mn (bmz -+ {gmz) (bme + ﬂnz) =0
ks (a-kz_ akz) (alx_ alz) — Kgim (aiz - aix) (bmx + !gmx) =0
k7ro (akz"“ O‘kz) (box+ ﬂoz) — kgim (aiz —_— aiz) (bmx + ﬂmz) = 0.

Fiir alle moglichen Kombinationen verschiedener Bereiche
day dV, existieren entsprechende Gleichungssysteme.

Im allgemeinen sind jedoch die Variabeln z, w, r, z' nicht alle
gleichzeitig positiv, sondern es konnen beliebig viele darunter auch
negative Werte haben. Im ganzen sind 16 verschiedene Kombina-
tionen von Vorzeichen moglich. Wir fassen daher die Einzelgleichungen
aller derjenigen Kombinationen verschiedener Bereiche d@ydV, zu-
sammen, welche die gleiche Vorzeichenkombination der Variabeln
enthalten. An Stelle des einen Systems von Differentialgleichungen 50
erhalten wir dann 16 verschiedene Systeme.
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Fiir die Vorzeichenkombination

Z=z—w-+r—7z

wird zum Beispiel das zugehorende System :

L (imz b w—r b g)t =Ky (0 bz —w kT —z)? 70)
—%=k‘3 a'—z4+w—r+2z) +z—w+r—z)
—¥, (0 +z—w+r—2z)?
%:k‘5 (a—z+w—r+2z)V —k;(a—z4+w—r+2z) b4z
—w+r—z)
d

~—d%l=k"., @'—z+w—r+z)yb'+z—w+t+r—2z)
—ky(@—z+w—r4+2z)0'+z—wt+r—2z)

Die letzte Gleichung verschwindet hier nicht notwendig, da 2z’
nur dann sicher den Wert Null hat, wenn iiber alle Bereiche
summiert wird.

Innerhalb jedes einzelnen Systems kann man die eben aus-
gefiithrte Zerlegung vornehmen, da die rechten Seiten der Gleichungen
alle positiv sind. Es existieren also 16 Systeme von Werten der
Variabeln, welche die 16 Gleichungssysteme gleichzeitig zum Ver-
schwinden bringen.

Es ist noch zu zeigen, wie sich die Differentialgleichungen
dieses Abschnitts und ibhre Integrale gestalten, wenn wir an ihre
Stelle Differenzengleichungen und deren Summen setzen.

An Stelle der Systeme von Differentialgleichungen 65 betrachten
wir das folgende System von Differenzengleichungen:

At C

TZ=T:1Z—+01°+011(a_Z)+ 71)
4

A—Zz‘"czo + Co (6 —7Z) +

A

Trz=030+ cgy (¢ —7Z) +

Aus der ersten dieser Gleichungen erhalten wir:
Z Z

t Z
24t=c_12£+cmzz/z+ ey N(e—2Z)d%+4.... 72)
0 o

o o
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Nach der Formel von EULER ist, wobei die Differenzen nur den
Wert 1 oder ganzzahlige Werte annehmen kOnnen:

b b
St(x) 4x = f H(x)Ax+A, [H(b) — £ ()] A+ Ay[F(b) — £(a)] dyx  73)
T A [ (b — £ (a)] Ay -+

Die Grofen Ay sind durch die Beziehungen

B
A, =—B Ak=k—1§

mit den BERNOULLI'schen Zahlen verkniipft.

Wir haben also:

Se—xpax=fe—xrasta, f@—xp—al+ 79

4+ n4, [(e—x)P1—o2 1 4 n(n—1)(n—2) A, |(e—x) 3 —ar—3] ...

X Ux dx
Tl bt P
0

o

e R (=

A, 1 1
]

o

Fithren wir die Integrationen aus, so erhalten wir:

x 75)
2 (a—xPdx= o _1|_ T (e—x)H 4 ay(e—x)+ay_q(e—x)2~14 ... 8,

dx . b, b,
«—x 1g (¢—x) + o + a—x +(a—x
b,
=+

(a—x)

T

0

Setzen wir die Ausdriicke 75 in die Gleichungen 72 ein und
fassen die Glieder entsprechend zusammen, so wird:

C—11

t=. -+ +c 0t cilg (e—Z) ey (e—Z)+ ... 76)

a__.

W = Cyg + Cpy (¢ —7Z) + Cgp (¢ —7Z)* +
I'= Cgo + Cgy (¢ —7Z) + €35 (¢ —7Z)% +
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Die erste Gleichung 76 ergibt:

1 1
e—mt — | [ (a_Z)2+C_1 ((Z—Z) +CO - Cq (a—Z)-’- 77)

und
(e—Z)®e Mt =c) + ¢, (@—Z)+ ¢ (e —Z)2 + 78)

Die Reihe auf der rechten Seite von 78 hat fiir alle Werte
<z
einen bestimmten endlichen Wert. Es ist also das Produkt auf

der linken Seite stets endlich und
lim [(@—Z)°e ™t = ¢;.

=0
t=o00

Setzen wir daher als neue Variable
T = (a—z)®emt
s0 erhalten wir aus 78
Z=a+c¢, T+c, T2+ ..
und

W =0y + Co; T + €y T? +

r=0tg; + ¢y T 4 C3, T2+ 79)

z=ay +c;; T+, T2+

Auch fiir das System der Differenzengleichungen 71 existiert
also nur eine eindeutige LOsung.

Die Eigenschaften dieser LoOsung sind die gleichen wie bei
dem entsprechenden Integralsystem der Differentialgleichungen 65.

Der Beweis, dal das System von Differentialgleichungen 49
eine eindeutige LOsung besitzt, 148t sich auch in folgender Weise
fithren :

Die Variabeln zy, usw. sind die Summen von Variabeln zy,,
Zkl'%, Zxl4» Usw., die sich auf alle moéglichen Kombinationen von
Bereichen day dV, beziehen. Es ist also die Kugeldichte

a
‘ka
a
1

= 8y — 2Zxlor — EWile — 2Tilene — Ik

V), = Al — ZZpne — IWina— Zliems — 2z,
Betrachten wir jetzt das System der Gleichungen, die der
ersten Gleichung von 49 entsprechen, fiir die Variabeln zgp.:, Zii»,
Zli? o Greift man eine dieser Variabeln z. B. zy: heraus und
gibt allen anderen Variabeln beliebige konstante Werte, so sieht
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man, daB zu jeder derartigen Annahme ein Wert der Variabeln
Zx1+» existiert, welcher die rechte Seite der zugehérigen Gleichung
zum Verschwinden bringt. Das Entsprechende gilt fiir die anderen
Variabeln. Es gibt also nur ein Wertsystem dieser Variabeln, das
alle diese Gleichungen gleichzeitig befriedigt. Die Gleichungen
miissen daher einen gemeinsamen einfachen Faktor besitzen.
Schreiben wir diesen Faktor:

o— 20'1 ZRl‘e — 2012 Wkl — 2(‘,'3 Tklo2 — 26'4 Z‘kl’zf =a—X

und fassen die Gleichungen gehdrig zusammen, so erhalten wir
die Gleichungen

c}i}f =c(e—X){(X)
dzyee .

dat =c (a_X)fl (X)
9204 _ (e —x)1, (X) usw.

Die weitere Behandlung der Gleichungen bietet keine Schwierig-
keiten und fithrt zu dem oben ausgesprochenen Ergebnis. Ent-
sprechende Gleichungssysteme erhalten wir fiir die Variabeln
Wile?y Thklst, Z'klzne

5. Die Verteilungsfunktion fiir den Endzustand.

Der Satz von der Energieverteilung.

Die Untersuchungen der vorausgehenden Abschnitte ermoglichen
es fiir den Endzustand, dessen eindeutige Existenz wir bewiesen
haben, noch eine zweite Darstellung der Verteilungsfunktion zu
finden.

Setzt man

B, = % [(6k, — € cos Ay, )2 4 (1, — C COS 4, )2 + (L, — T o8 W,,)%|  81)

80 nehmen die Invarianten 6 fiir die dem Gleichungssystem
49 entsprechenden Kombinationen von ZusammenstdBen folgende
Gestalt an
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By, + B, =E,, +E, 82)
Ei% + E}))Z = EII:IZ + Elt)lx
E, +E, =E, +E,
E!, +E) =E! +E].
Wir haben ferner gesehen, dal ein Wertsystem der Unbekannten

existiert, welches die rechten Seiten der Gleichungen 49 zum Ver-
schwinden bringt. Es ist also:

ki (akx _akx) (ale —_ a]x) = Komn (bmz -+ (gmz) (bnx -+ (gnz) 83)
ksko (akz —_ akz) (box -+ lgoz) = kymn (bmx + Bmx) (bnx -+ (gnz)

ks (3kz "—akz) (alz - alx) = Kgim (aix — Otiz) (bmx + Igmz)

koko (akx - akz) (boz -+ 180%) = Kgim (aix - aix) (bmz + ﬁmx)-

Wir haben daher, wenn wir z. B. die zweiten Gleichungen von
82 und 83 betrachten, folgende Beziehungen:
b
E;, +E,=c¢ 83)
(akz_ akz) (boz + lgoz) = Cq.

Wihlen wir eine Konstante cyg, so, daB
¢, 1gcxo = —lgc,
ist, so wird:
1g (Bkr— i) 4 1g (box + Box) =1g ¢,
Ef, 1g cxo + Ep, 1g oxo=—Ig c,.

Da die beiden Glieder jeder dieser Gleichungen vollkommen unab-
hingig voneinander sind, aber paarweise zu den Bereichen déy d3,
und d@,d¥, gehdren, diirfen wir schlieBen:

Al — Ol = Ciro 6 By, 84)

Dos + or = oo 6 Ex,
Den Ausdruck 85)
o —E;, _ o % [(Exi— € cos A,,) 24 (s — & cos )2 + (Sri— E cos 7)) %]
bezeichnen wir als die Energiefunktion derjenigen Kugeln, deren
Energie in dem Bereich d@y,dV, liegt und die im Augenblick des

ZusammenstoBes in dem Bereich dJ, ihrer Oberfliche von einer
anderen Kugel beriihrt werden.
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Die Grenze, welcher sich die Kugeldichte des Bereichs d@y d3, dV,
im Gleichgewichtszustand nihert, ist proportional der Energiefunktion
des Bereichs d@y,dd, dV,.

Die Wahrscheinlichkeit, da sich irgendeine bestimmte Kugel
in dem Einheitsbereich des Bereichs déy d3, dV, befinde, wenn der
Gleichgewichtszustand erreicht ist, ist gleich dem Ausdruck 84
geteilt durch die Gesamtzahl » der Kugeln.

Diese Wahrscheinlichkeit

1

m
Cro  — & _ R
> (A — o) = —:}‘3 e g 2 (Exi—Ecosi,,)

erreicht ein Maximum fiir die Werte
Sr,==0Ccosh, M, =Ccosp, Lk, =7CcosV,

der Variabeln. Diese Werte sind also die wahrscheinlichsten Werte
und die Geschwindigkeit ¢ ist die wahrscheinlichste Geschwindigkeit.

Die Grofle ¢ ist durch die Gleichung

m

m —
52— 2
co= c
2 2

definiert worden.

Die mittlere Energie der v im Einheitsbereich des Elementes
dé d3, AV, enthaltenen Kugeln ist im Endzustand auch die wahr-
scheinlichste Energie jeder einzelnen dieser Kugeln.

Durch Integration iiber die Gebiete @,, @, und & erhalten
wir hieraus:

— g2
V2 =g —qa= fckoe kz qé A3, 86)
Py O
— R
W=b+a= Cko € 0% A, dd,.
2N

Da die Verschiedenheit der Integrale auch hier nur eine Sache
der Bezeichnung ist, konnen wir diese Gleichungen zusammenfassen.
Machen wir noch von dem Mittelwertsatz Gebrauch und setzen fiir
einen Mittelwert der Konstanten cy, die Konstante ¢, so wird:

v=a+b=cffe_Ek”dcﬁkd3z. 87)
D 6
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Fiir die beiden Integrationsbereiche @ und & haben wir die
Grenzen

(—o0, —o0, —o0) < (§, 7, 0 < (00, oo, o0) 88)
(0, 0, 0) <4, u, ) <(m, 7, m).

Es ist also:
X r — % [(gkx —é COSle)g + (nkz_ Gcosnulz)z + (Cka_ ¢ COSan)z]

—00o o dgk; d’?kz dgkx dlxl d[“fxg dvz, . 89)

Nach einer bekannten Formel aus der Lehre von den be-
stimmten Integralen findet man:

+oo _%('gz__gg@ cos,,) o %G%osglx,
fe d§= ; C
—o0

und hieraus

+oo —&cosh,,)?

i

—00 o

- b4
dédh,, = Vz—” f dh,,.
m

Aus Integral 89 erhalten wir daher:

Q8.
y=c¢ 87r f f f da,, du., ar,, 90)

und die Kugeldichte des Raumelementes dV, wird schlieflich:

873
Y= cn“V -~ 91)

Die Reihenfolge der Integrationen darf nicht vertauscht werden.
Die Bereiche day d¥, AV, sind Unterteilungen der Bereiche d@i dV,.
Die Reihenfolge dieser Teilungen ist nicht vertauschbar, da fiir
Bereiche d&, AV, kein dem System entsprechendes Gleichungssystem
aufgestellt werden kann. Die Vertauschung der Reihenfolge der
Integrationen hat also keinen physikalischen Sinn.

Lassen wir auch hier an die Stelle von Differentialen und
Integralen Differenzen und Summen treten, so bleibt das Ergebnis
das gleiche. Nach dem Satz von EULER ist:
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(§k1 Gcoshy,)? too -—%@kl—écosh)?

2 e Agkl Alzl= fe d_E]hdlzx:

Y

Der Wert der Summe ist also gleich dem des Integrals.

Die Gleichungen 85 lassen sich benutzen zur Bestimmung von
Mittelwerten irgendwelcher GroBen, die allen Kugeln eines be-
stimmten Bereiches zukommen, einerlei ob diese Grofen ihrem
Wert nach oder als Funktionen der Geschwindigkeitskomponenten
gegeben sind.

Den Mittelwert P der GroBen P erhalten wir z. B. aus der

Gleichung:
+oon +ooz -
— —E ” - —_ .
= [ e ™™ amcas = opu [ [T amas,
—00 o — Qo0 o
— |83
vP=c’Pmn3V 87
mn
¢P = ¢' P
in der Form:
_ too=x
VP = f f — B 46, a9,. 92)
Pm
—00 0

Die Konstante ¢’ muB von neuem berechnet werden und ist
nicht etwa identisch mit der aus 91 folgenden Konstanten c¢, da
die Integranden der beiden Integrale ganz verschiedene voneinander
vollstindig unabhingige Funktionen sind.

6. Systeme rotationsloser Kugeln, deren Trauslations-
geschwindigkeiten eine gemeinsame Komponente besitzen.

Die bisherigen Untersuchungen bezogen sich auf Systeme von
Kugeln, welche im Ganzen genommen ruhen. Wir betrachten nun
ein System von Kugeln, das sich in einem mit einer gewissen
geradlinigen Translationsgeschwindigkeit ¢ mit den Komponenten



32 Dr. WiLuELM BEHAGHEL: [32

u, v, w sich bewegenden Gefil befindet. Simtliche Kugeln sollen
auler der Geschwindigkeit, mit der sie sich relativ zu den Winden
des Gefiles bewegen, noch die gleiche Geschwindigkeit wie dieses
selbst besitzen.

Die Geschwindigkeitskomponenten einer bestimmten Kugel seien:

u’l“gn 93)
V4
W+Cn-

Durch den Austausch von Kugeln zwischen benachbarten
Raumelementen 4V wihrend der Zeit 4t findet auch hier keine
Ubertragung von Kugeldichte, Bewegungsgr6Be und lebendiger
Kraft von einem Element zum anderen statt.

Definieren wir die Grofen a@;, f., y» durch die Gleichungen:

o, = gcosk B, = Gcosu y, = Gcosw
(1,12-}—{9#2-{—71,2:62:(‘7
Bt Tt = =2,

so erhalten wir wie in Abschnitt 1 mit Hilfe der Geschwindigkeits-

komponenten
wuto, v+B, win 94)

aus den Invarianten des elastischen StoBes zweijer Kugeln eines
gleichméBig sich hewegenden Systems

mu+4&)+m@u-+5,)
m (v+mn)+m(v+1)
S+ )+ (v )+ (W L) +

m

+ 5 2+ 8)+ (v +8)* + (w4 L)
die allgemeinste Invariante
%2‘[(51 — )+ (p, —Ccosu)? 4 (§; —Ecos»)?] +

+ —21—2[(52 —Gcosh)?+ (n,—cosu)? + (£, — Ceosy)?]

fir Kugeln, die im Augenblick des Stofes eine Centrilinie mit den
Richtungswinkeln A, g, v besitzen.
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Die Energiefunktion

B — g [ — Beosk) (s,

¢eospy, )+ (L, — T eosr,,)?| 96)

ist fiir das ruhende und fiir das bewegte System die gleiche, ganz
unabhiingig von dem Wert der allen Kugeln gemeinsamen Ge-
schwindigkeitskomponenten u, v, w.

Alle Ergebnisse, die wir fiir den Austausch und die Verteilung
der Geschwindigkeiten der Kugeln eines ruhenden Systems erhalten
haben, gelten unveridndert fiir ein mit konstanter Translations-
geschwindigkeit beliebig bewegtes System.

Bringt man das ein bewegtes System enthaltende Gefaf} plotzlich
zur Ruhe, so befinden sich zwischen Ebenenpaaren senkrecht zu
den drei Koordinatenachsen ganz verschiedene Betrige von Be-
wegungsmoment. Die Erfahrung zeigt, dab sehr rasch durch die
Reflexion der Kugeln an den Winden des Gefalles ein Ausgleich
erfolgt und dal in dem zur Rube gebrachten System die abso-
luten Mitielwerte der Komponenten des Bewegungsmomentes nach
allen Koordinatenrichtungen gleich sind.

Wir betrachten die vollkommen elastische und vollkommen
glatte Wand als ein Haufwerk vollkommen elastischer Kugeln,
deren Eigenschaften im ersten Abschnitt definiert wurden. Diese
Kugeln sollen fiir sich ein ruhendes oder ein schwach bewegtes
System bilden, deren gemeinsame Geschwindigkeitskomponenten im
Vergleich zu denen des eingeschlossenen Systems verhaltnismiBig
klein sind. Die Gesetze des elastischen Stofles gelten auch fiir die
ZusammenstiBe zwischen Kugeln der Wand und denen des ein-
geschlossenen Systems. Diese ZusammenstiBe erfolgen unter den
verschiedensten Lagen der Centrilinie der zusammentreffenden
Kugeln. Da die Kugeln, welche die Oberfliche der Wand bilden,
keine Ebene in mathematischem Sinne vorstellen, konnen die ein-
geschlossenen Kugeln bis zu einem gewissen Betrag in die
Zwischenrdume zwischen den duBlersten Kugeln der Wand eindringen.

Die Kugeln der Wand sollen durch ein System von Kriften
so miteinander verbunden sein, daf alle Bewegungsmomente, die
einer Kugel der Oberfliche der ruhenden Wand durch eine innere
Kugel mitgeteilt werden, an derselben oder einer anderen Kugel
der Wand wieder an die Oberfliche treten und wieder an dieselbe
oder eine andere innere Kugel abgegeben werden. Wihrend der
beliebigen Zeit 4t verliert und gewinnt die ruhende Wand den

Berichte XXI, 2. 3



34 Dr. WiLHELM BEHAGHEL: [34

gleichen Betrag von Bewegungsmoment und ihre KEnergie bleibt
ungeindert.

Wird das bewegte System zur Ruhe gebracht, so werden von
den Winden nach den drei Achsenrichtung verschiedene Betrige
von Bewegungsmoment reflektiert. Innerhalb der einzelnen Volum-
elemente AV bleiben die Summen der Komponenten des Bewegungs-
moments der verschiedenen Achsenrichtungen konstant. Es kann
daher kein Ausgleich zwischen den Richtungen stattfinden.

Die Hypothese rotationsloser Kugeln erlaubt also nicht, die
durch die Erfahrung gegebenen Eigenschaften von Atom- und
Molekiilsystemen zu erkliren. Wie in einer spadteren Abhandlung
gezeigt werden wird, gelingt die Erklirung durch die Annahme
rotierender, vollkommen glatter und vollkommen elastischer Kugeln.

Freiburg i. B., August 1914.

7. Beziehung zwischen Energie und Volumen.
Die Zustandsgleichung.

Bei den Untersuchungen der ersten Abschnitte haben wir an-
genommen, dafll das Volumen V des Raumes, welches die Kugeln
enthilt, konstant und die Winde des einschlieBenden Gefifles un-
beweglich seien.

Lassen wir die Moglichkeit zu, das Volum durch Verschiebung
der Winde zu vergriBern oder zu verkleinern, so wird bei dieser
Verschiebung entweder Arbeit nach auBlen abgegeben oder Arbeit
von aullen geleistet. Der Energieinhalt des Raumes, die Summe
der Energien aller Kugeln, wird durch diesen Vorgang um
den dieser Arbeit entsprechenden Energiebetrag vermindert oder
vermehrt.

Es ist zu untersuchen, welche Beziehungen zwischen dem
Energieinhalt und dem Volum des Raumes bestehen.

Der Raum sei ein Parallelepiped mit vollkommen elastischen
und vollkommen glatten Wanden, dessen Seiten den Koordinaten-
ebenen parallel sind und sich parallel den Koordinatenachsen ver-
schieben lassen. Die Winde seien parallel ihrer eigenen FEbene
derart ausdehnbar, daB bei ihrer Verschiebung keine Liicken in der
Begrenzung des Raumes entstehen.
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Die Voraussetzungen des ersten Abschnittes erginzen und ver-
vollstandigen ‘wir durch die folgenden Voraussetzungen :

3. Der Mittelwert der Energie der Kugeln einer bestimmten
Geschwindigkeitsrichtung eines bestimmten Elementes AV wird im
Gleichgewichtszustand gleich fiir alle Richtungen.

4a. Der absolute Mittelwert der Komponenten des Bewegungs-
momentes nach den Achsenrichtungen der Kugeln eines bestimmten
Elementes AV ist gleich fiir alle Achsen.

4Db. Der absolute Mittelwert der Komponenten des Bewegungs-
momentes nach den Achsenrichtungen der Kugeln ist gleich in allen
Elementen AV .des Raumes V.

4c. Die Summe der Komponenten des Bewegungsmomentes
der Kugeln nach jeder einzelnen Achsenrichtung verschwindet fiir
die Kugeln eines jeden bestimmten Elementes AV.

Alle diese Voraussetzungen sind enthalten in der etwas wm-
fassenderen Voraussetzung :

In allen Elementen AV des Raumes V sind gleichviele Kugeln
von bestimmter Geschwindigkeit und bestimmter Geschwindigkeits-
richtung enthalten. Die Summe der Komponenten des Bewegungs-
momentes nach den Achsen der Kugeln eines jeden Elementes AV
verschwindet. Die Summe der lebendigen Kraft der Kugeln eines
jeden Elementes AV ist konstant. Der Mittelwert der Komponenten
nach den Achsenrichtungen des absoluten Bewegungsmomentes und
der Mittelwert der lebendigen Kraft sind gleich in allen Elementen
AV des Raumes V.

Wir denken uns im Inneren des Raumes V drei zur x-Achse
senkrechte Flichen errichtet, deren gegenseitiger Abstand 4x, sei,
und Dbeschrinken uns zun#chst auf die Annahme, die Anordnung
der Kugeln sei derart, daB alle Kugeln ohne ZusammenstoBe die
Strecke zwischen je zwei dieser Flachen durchlaufen konnen.

Nach den Voraussetzungen wird durch die Bewegung der
Kugeln wihrend eines Zeitelementes 4t kein Uberschull von Masse,
Bewegungsmoment und Energie in positiver oder negativer Richtung
durch irgendeine Flache hindurchgetragen.

Bezeichnen wir die Anzahl und die Geschwindigkeitskomponenten
der im Verlauf der Zeit 4t in positiver bzw. negativer Richtung
durch die mittlere Fliche gehenden Kugeln mit n’, n*, §,, —§" usw..

so besteben die Gleichungen:
3%
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mr&, —mX&, =0 97)
n’ n*

mXy, —mn =0
" v

mXf, —m2{% =0
n' n'

Wird die Fliche nicht verschoben, so bestehen diese Gleichungen
unverandert wahrend des ganzen Zeitraumes t,.

Sind nur Kugeln einer bestimmten Geschwindigkeitsrichtung,
die alle die gleiche Geschwindigkeit 4= ¢; und die gleiche
x-Komponente - E;, besitzen, in dem Raum V vorhanden und
bestimmt man 4x, und A4t, so, dal die Beziehung

Ax, = & 4t 98)

besteht, so haben nach Ablauf der Zeit 4t, alle n; urspriinglich in
dem Raum zwischen der ersten und der zweiten Fliche vorhandenen
Kugeln mit positivem '§~;{ die zweite Fliche durchschritten. Das
Entsprechende gilt fiir die zwischen der zweiten und dritten Flache
enthaltenen Kugeln von negativer Geschwindigkeitsrichtung. Mit
den Kugeln ist auch das ganze urspriinglich vorhandene Bewegungs-
moment, welches von den positiven bzw. negativen Geschwindigkeiten
herriibrt, durch die mittlere Fléiche gefiihrt worden.

Behalten wir die Richtung der Geschwindigkeiten Dbei, nehmen
aber an, die Werte &, der xKomponenten der Geschwindigkeiten
der einzelnen Kugeln seien so um den Wert & verteilt, dafl

2D1a§xag=nzé‘fz_ﬁ=llz§7.2 99)
a

wird, so geben im Verlauf der Zeit 4t; nicht alle urspriinglich
vorhandenen Kugeln durch die mittlere Fliche hindurch, wohl aber
eine Zahl von Kugeln, die dieser gleich ist.

Von den n;, Kugeln, welche die Geschwindigkeit &, besitzen,
verlaBt nur der durch den Bruch

§1Pl

&

Njq

bestimmte Teil whhrend 4t; den Zwischenraum. Diese Kugeln
liefern zu dem Gesamtbetrag des Bewegungsmomentes den Teilbetrag

gla

Nig === M &35,
&
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Summieren wir iiber alle a, so erhalten wir

m . o
313,61, = mym ;.

& ®
In dem Zeitelement 4t, durchliuft ein Betrag von Bewegungs-
moment die mittlere Fliche, welcher gleich ist dem urspriinglich
in dem Raum zwischen je zwei Fliachen enthaltenen Bewegungs-
moment positiver bzw. negativer Richtung.

Die n; = ¥nia Kugeln, deren Geschwindigkeit symmetrisch um

a ~
die Geschwindigkeit &, verteilt sind, lassen sich also ersetzen durch
die gleiche Zahl n; solcher Kugeln, welche alle die gleiche Ge-
schwindigkeit E; besitzen.

Fiir jede beliebige andere Geschwindigkeitsrichtung mit dem
beliebigen Richtungskosinus cos4 gilt der gleiche Satz. Die durch
Gleichung 99 bestimmte Zeit 4t;, ist jedoch verschieden fiir die ver-
schiedenen Werte von 4.

Setzen wir n= X¥n; und bestimmen wir die Geschwindigkeit g
1

durch die Gleichung

Zn1§~12=n§;2=n§2, 100)
2

50 konnen wir die eben durchgefiihrte Betrachtung wiederholen fiir
die einzelnen Werte von & in Beziehung auf . Bestimmen wir
4%, und 4t, durch die Gleichung

dx, = E 4, 101)

und beachten, daf g2 gleich ist dem mittleren Geschwindigkeits-
quadrat aller Kugeln, fiir welches eine einfache Rechnung den Wert
5 &2

S =3

ergibt, so konnen wir das Ergebnis folgendermafen zusammenfassen :

Ist der gegenseitige Abstand x; dreier aufeinanderfolgender
Flichen durch Gleichung 101 gegeben und das mittlere Geschwindig-
keitsquadrat '§~2 aller n zwischen je zwei Flichen enthaltenen Kugeln
mit positivem bzw. negativem Bewegungsmoment durch Gleichung 100
bestimmt, so haben nach Ablauf der Zeit «t; der gleiche Betrag
von positivem bzw. negativem Bewegungsmoment die mitilere
Fliche durchschritten, wie zu Anfang des Zeitelementes 4t; in
dem Zwischenraum zwischen je zwei Flichen enthalten war.
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Lassen wir die Annahme fallen, dall keine Zusammenstofe
zwischen den Kugeln stattfinden, so bleibt dieses Ergebnis unver-
indert bestehen.

StoBen zwei Kugeln derart zusammen, dal} ihre Centrilinie im
Augenblick des StoBes die Richtungskosinus cosi, cosy, cosv be-
sitzt, so hat die Projektion des Abstandes 2r der beiden Mittelpunkte
der Kugeln auf die x-Achse die Linge 2rcosi. Die Dauer des
ZusammenstoBes sei 4t und die Geschwindigkeit &, durch die
Gleichung

2rcos A= &, 4t
bestimmt. Der Zusammenstol bewirkt, daBl an einem bestimmten
Ort in einem bestimmten Zeitpunkt die Komponente des Bewegungs-
moments m &', verschwindet und an einem in der x-Richtung um
die Strecke 2vcosi entfernten Ort in einem um das Zeitelement At
spateren Zeitpunkt durch die Komponente des Bewegungsmoment
m&”, ersetzt wird. Bestimmen wir aus den Gleichungen

At At = dt

e & At = &, At

das Verhiltnis von At und At“ und teilen das Zeitelement At in
diesem Verhéltnis so erhalten wir einen bestimmten Zeitpunkt, den
wir als den Augenblick der Anderung des Bewegungsmomentes
betrachten. Die Kugel bewegt sich nach dieser Auffassung bis zu
diesem Zeitpunkt mit der Geschwindigkeit §',, nach diesem Zeitpunkt
mit der Geschwindigkeit &“,.

Das durch die Gleichung 101 bestimmte Zeitelement At, , teilen
wir so in die Unterelemente At Aty ., in deren Verlauf
keine ZusammenstoBe stattfinden, dafl der Zeitpunkt jedes Zusammen-
stolles mit dem Anfang oder dem Ende irgendeines dieser Unter-
elemente zusammenfillt. Fiir jedes Zeitelement At', erhalten wir
durch die Gleichung

Ax'y = EJFD)A t'n
ein Element Ax',, deren Summierung die Gleichung 101

Ax, = «:‘}_Atl
ergibt. Die Gleichung 101 ist also unabhingig davon, ob Zu-
sammenstobe wihrend des Zeitelementes At; stattfinden oder nicht.

Wird die mittlere Fliche durch eine ruhende vollkommen glatte
und vollkommen elastische Wand ersetzt, so werden die Geschwindig-
keiten der im Verlauf der Zeit At;, diese Wand treffenden Kugeln
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in der Weise umgekehrt, dafl ebensoviel Bewegungsmoment gleicher
GroBe aber umgekehrter Richtung von der Wand wéahrend 4t
zuriickgeworfen wird, wie die Wand in dieser Zeit erreicht.

Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten der ankommenden und
der zuriickgeworfenen Kugeln mit &, und &%, so gelten die
Gleichungen 98 unverindert fiir eine ruhende vollkommen elastische
Wand.

Die Sachlage indert sich wesentlich, wenn der Raum zwischen
der Wand und einer der beiden anderen Flichen durch eine Ver-
schiebung der elastischen Wand vergroBert oder verkleinert wird.

Eine derartige Verschiebung kann nicht bewirkt werden, ohne
dall Bewegungsmoment von den Kugeln auf die Wand oder in
umgekehrtem Sinne {ibertragen wird.

Wird die elastische Wand in der x-Richtung verschoben, so
verschwindet die rechte Seite der ersten der Gleichungen 97 nicht
mehr. Setzen wir diese Gleichung in die Form:

mr&, —mI&, =m48, = —mZg8",,
n n* n’ n
50 erhalten wir fiir das bei einer Verschiebung positiver bzw. negativer
Richtung auf die elastische Wand in der Zeiteinheit iibertragene
Bewegungsmoment die Gleichungen:

i dclr A'guj‘
n ¥ —- = 4X' —mX——=—4dX" 102)
! n 4t n 4t ’
mIdp, =0 —mIdy, =0
n' n“
mY¥ 4L, =0 —m XA =0,
n n

Bewegen sich die Wand und das Bewegungsmoment der Kugeln
in gleicher bzw. entgegengesetzter Richtung, so erreicht in der
durch Gleichung 101 bestimmten Zeit At, ein kleinerer bzw. groBerer
Betrag von Bewegungsmoment die bewegte Wand als urspriinglich
in dem betrachteten Zwischenraum enthalten war,

Wird die Wand mit der Geschwindigkeit

dx
2 = 103
At © )
verschoben, so 148t sich fiir jeden beliebig vorgeschriebenen Wert
von C und ¢ und fiir jeden Wert von 4x; immer ein Wert von 4t

berechnen, derart daB im Verlauf dieser Zeit </t von der bewegten
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elastischen Wand ein Betrag von Bewegungsmoment zuriickgeworfen
wird, der gleich ist dem ganzen urspriinglich in dem Zwischenraum
von der Dicke 4%, enthaltenen Betrag. Da dieser Betrag im Ver-
lauf dieser Zeit die Strecke Ax; + Ax durchlaufen muB, erhalten
wir aus der Gleichung

Ax,

Ity

dt= dx,; + JIx

tir die Zeit 4t die Beziehung:
J—J"f'— = -2 ¢ 104)
t V 2
Die Kugeln, welche im Verlauf des Zeitelementes At von der
ruhenden oder von der bewegten Wand zuriickgeworfen werden,
koénnen wir ersetzen durch die gleiche Zahl von Kugeln, die alle
das gleiche Bewegungsmoment m E‘,, bzw. m§~“v besitzen. Erfiillen
diese Kugeln vor und nach dem Sto auf die Wand die Voluma V*
und V“, in denen die Energiedichte P’ und P vorhanden ist, so
haben wir fiir die ruhende Wand die Gleichung

Plvl_Pu Vll — 0. 105)

Wird die Wand verschoben, so dndern sich Energiedichte und
Volum und wir erhalten

4(P'VY) = — 4(P"V*) = 4E. 106)

Wir betrachten jetzt den Fall, dafl die beiden der yz-Ebene
parallelen Wiande des Raumes V mit entgegengesetzt gleichen,
sonst beliebigen Geschwindigkeiten verschoben werden.

Die Zeit 4t bestimmen wir durch die Gleichung 104 so, daB
4dx; dem urspriinglichen Abstand dieser beiden Winde und V dem
Anfangsvolum des Raumes gleich ist. Die Untersuchung beschrinken
wir zundchst auf diejenige Wand, welche von den in positiver
Richtung sich bewegenden Kugeln getroffen wird.

Die totale Verinderung des Energieinhalts in der Zeiteinheit
wird dargestellt durch die Gleichung:
4@'V) _ 4dE
46 4t

Diese Veranderung ist gleich dem Effekt einer Kraft oder gleich
der in der Zeiteinheit von dieser Kraft geleisteten Arbeit. DBe-
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zeichnen wir die in der x-Richtung genommene partielle Ditferenz
mit dyx (P'V'), so erhalten wir die partielle Anderung des Energie-
inhalts :

4dE Ax A (P V) Ax

Jx At Jx T 107)

Die beiden Seiten dieser Gleichung enthalten das Produkt einer
Kraft mit einer Geschwindigkeit.

Die erste Gleichung 102

4%, AR
x = J4X' = "=
m n’ At AX

enthilt die Veranderung eines Bewegungsmoments in der Zeiteinheit,
also eine Kraft. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung

N 5.4
mit ——,
At
dx 48, Ax 48 Adx
) =JX'— = —— '
™ a At IX At dx At 108)

so erhalten wir Produkte von der gleichen Art wie in Gleichung 107
oder wieder den Effekt einer Kraft.

Gleichungen 107 und 108 beziehen sich auf denselben Vorgang,
die Verschiebung der Wand um die Strecke 4x im Verlauf der Zeit «t.
Da der Effekt fiir die beiden Gleichungen gleich ist, konnen wir
die beiden Ausdriicke fiir diesen Effekt einander gleich setzen.

. 4x . . .
Lassen wir den Faktor TS auf beiden Seiten fort, so erhalten wir

die Gleichung
o 45 dy (P'V)
mJY ==
w 4t Aax

109)

deren rechte Seite lediglich eine Umformung der auf der linken
Seite stehenden Verinderung des Bewegungsmomentes enthilt.

Die Austiihrung der Differenz des Produktes ergibt
J(Plvl)::tPld'\",'l:FVAJPI=_/‘/VAAPi

= £ (PF 5 AP AV F (Vb AVY S

und

‘Itlv __/ ‘ __] P'
mS—;t =4+ ((PF 4\ P)—— v ~FVF 5 L v
"
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Setzen wir

L dE Ay &, AV dp &, P
N - = AN — P =
M= g TSN gy TMT Jb
s0 konnen wir die Gleichung 109 in die beiden folgenden zerlegen:
Ay &, AV 1 AV ‘
.}.‘—' T— —_ = J : 9 rd
mE= v 4+ (P'F g I P) x 1094)
dp &', JP! 1 A, P’
A = g 4 V) =
m " P dt =T (‘ + 9 X Al ) Jx

Das obere bzw. untere Vorzeichen entspricht der positiven bzw.
negativen Verschiebung der Wand, welche von den positiven Be-
wegungsmomenten getroffen wird.

Die x-Komponente &', der Geschwindigkeit einer bestimmten
Kugel erfahrt wihrend 4t den Zuwachs F 4&.. Fir den konstanten
Mittelwert

gV F A

dieser Geschwindigkeit und die Verschiebungsgeschwindigkeit der
Wand haben wir die Beziehung

N e T ) =a@F 4 110)

Multiplizieren wir die beiden Gleichungen 109 und 110, so er-
halten wir zunéichst

o1 L dE APV dx
N | C :l' = R R
:|:11]n-‘0‘,(5::|:24/_.) o= i~ T

Nach dem WMittelwertsatz kann die Konstante o, dieses Aus-
drucks durch den vor das Summenzeichen tretenden Mittelwert o
ersetzt werden. Eine einfache Umformung ergibt

Ta m &2 _ Ay (-P“i, Ax
2 o 4t 4dx At
und weiter
,m 45,2 A (P'VY dx :
Toen'y 4 T Ax At 111a)

Fiir die andere der yz Ebene parallele Wand des Raumes V,
welche von den negativen Bewegungsmomenten getroffen wird, er-
halten wir die Gleichung

L AENE A (PN dx
T an S P it 111b)
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Nun ist aber die Gesamtzahl aller Kugeln
n=2n'=2n"

und ihre Energiedichte

P =P+ P
aulerdem haben wir
c‘ o2 +_ g, cu 2 __ 2?2
und Vi=Vi=Y.

Die Addition der Gleichungen 111a und 111Db ergibt also:

m 45 4 (PV) dx

an = =
+ 2 4t Ax At

112)

Auch hier 148t sich die totale Gleichung in partielle zerlegen

m 4/\ & A\, 4V dx

— )~7'7 77‘ ke
o uv ax — EWFPF , 4<P) dx ar M2

Fan

Lassen wir die beiden Teilvorginge nicht gleichzeitig an beiden
Winden, sondern nacheinander an einer Wand ablaufen, so erhalten
wir das gleiche Ergebnis.

Die Ableitung des durch Gleichung 112 dargestellten Gesetzes
beruht wesentlich auf der Verwendung endlicher Differenzen. Es
wird gezeigt, dall eine endliche Zahl von Bewegungsmomenten, die
sich mit endlichen Geschwindigkeiten hewegen, in einer bestimmten
Zeit eine bestimmte endliche Strecke durchliuft. Diese Zeit muf
ebenfalls eine endliche GriBe sein, denn eine endliche Strecke kann
in unendlich kleiner Zeit nur von einer unendlich groBlen Ge-
schwindigkeit zuriickgelegt werden.

Aus den beiden letzten Gleichungen 112 ergibt eine einfache
Rechnung

:Fn% 42'17% —0 113)
m A%7,2
Ty 4 =0

Durch die Verschiebung der zur x-Achse senkrechten Wand
in der x-Richtung, wird lediglich die x-Komponente der in dem
Raum V enthaltenen Bewegungsmomente verdindert. Es miiite daher
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moglich sein, der Komponente in dieser Richtung jeden beliebigen
Wert zu erteilen, ganz unabhingig von dem Wert der Komponenten
der beiden anderen Richtungen. Die Beobachtung zeigt jedoch,
daB ein Ausgleich zwischen den verschiedenen Richtungen stattfindet,
und daf} die Hypothese rotationsloser, vollkommen elastischer Kugeln
das Verhalten des Kugelsystems nicht vollstindig beschreiben kann.

Wollen wir unter Aufrechterhaltung dieser Hypothese die Be-
obachtung wiedergeben, so miissen wir gleichzeitig drei zu den drei
Achsen senkrechte Wandfidichen mit den gleichen Geschwindigkeiten

Ax Ay Az

o= == 14

A At At 114)
verschieben, um zu erreichen, daBl die Komponenten des Bewegungs-
moments parallel den drei Achsen in gleicher Weise verindert

werden.

Wir erhalten so das Gleichungssystem

« m AE2 A (PV) 4dx y
oMo T4 T Ax M 115)
« m A2 _ Ay(PV) Ay
TNy T T 4y
- m AC: A, (PV) Az
25 2 At 4z At
und hieraus durch Addition die Gleichung
¢ m A —  — w5 APV
+ ? n é* 7“— (§,,2 + 4 Cv 2) = _-’t—- 116)

Diese Differenzengleichung formen wir durch Einfithrung neuer
Bezeichnungen um. Wir setzen die mittlere Energie proportional
einer GroBe, die wir Temperatur nennen. Es sei also

m = m-—-, R
(J:.’ +77: +k1“)"—T ‘=¥T- 117)

Ferner sei die Zahl von N Kugeln mit dem Namen Mol be-
zeichnet, derart dafl
yN=n wird. 118)

Aus Gleichung 116 erhalten wir hierdurch

AT A(PV)
@R = 119)
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Die Summation dieser Gleichung iiber den beliebigen Zeitraum t
ergibt:

avRT =PV + const. 120)

Bestimmen wir die Konstante dadurch, daB nach Definition

Temperatur T und Energiedichte P gleichzeitig verschwinden, so

erhalten wir:
avRT = PV. 121)

Der Faktor « hingt davon ab, in welcher Weise die Wand
bewegt wird und ist fiir jeden besonderen Fall verschieden.
Wir konnen uns von diesem individuellen Faktor befreien, wenn
wir den Quotienten der Gleichungen 119 wund 121 bilden wund

erhalten die Gleichung

AT v
4P 4 ——Av\f, 122)

T P

welche ganz unabhingig von der Art wie die Wand verschoben
wird stets richtig ist.

Die Summierung der Gleichung 122 iiber die Zeit t fithrt wieder
auf Gleichung 121 zuriick.

Setzen wir fiir das Produkt RT die Bezeichnung @, die
Wirmemenge heiBlen soll, so konnen wir die Gleichung 122 auch

in der Form
4Q AV AP
schreiben.

Leitet man die Bewegung der Wand so, dal stets

a=1
ist, so erhilt man das Gesetz von BOYLE-MARIOTTE
PV = vRT. 124)

Diese Bedingung ist erfiillt, wenn die Geschwindigkeit C der

Wand der Geschwindigkeit & stets gleich ist.
¢
Ve

Sind diese beiden Geschwindigkeiten von entgegengesetzter
Richtung, so bietet die Ausfiihrung nur experimentelle Schwierig-
keiten. Ist die Geschwindigkeitsrichtung gleich, so ist diese Ge-
schwindigkeit eine Grenze, die praktisch nie erreicht werden kann,

oy

C=
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da in diesem Falle bei endlichem Ax, das Zeitelement At unendlich
grofl sein miifite.

Aus Gleichung 122 geht hervor, daB die Temperaturinderung
nicht durch die Arbeit, sondern durch den Effekt eindeutig be-
stimmt wird. Wird eine bestimmte gleiche Arbeit in verschiedenen
Zeiten mit verschiedenen Effekt auf ein Kugelsystem iibertragen
oder von ihm geleistet, so ist die Temperaturanderung verschieden.

Aus den Versuchen von JOULE ist bekannt, dafl das mechanische
Aquivalent der Wirme durch Kompressionsversuche an Gasen aus
der aufgewendeten Arbeit nicht eindeutig bestimmt werden kann.

Freiburg i. B., August 1915.

8. Die kinetische Theorie der Materie nach CLAUSIUS,
CLERK MAXWELL, BOLTZMANN und GIBBS.

Nach dem Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten von CLERK
MAXWELL und BoLTZMANN wird die Anzahl der Kugeln mit Ge-
schwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen:

3 E4 a8 125)
n und 7+ dy
£ £+ ak
gegeben durch den Ausdruck
ae— @8+ 409 d§dpat. 126)

Die Gesamtzahl aller Kugeln iiberhaupt, deren Geschwindigkeits-
komponenten zwischen den Grenzen —oo und +oo liegen, wird be-

stimmt durch das Integral:
oo OO OO

? 2/e2 ) oy
nchj fe_'a S+ 71"+ &) gz ay ac. 127)
e e

00— OC— 00
Die Ausfithrung des dreifachen Integrals ergibt:
/7\ 3
n=a (]
«a
und die Konstante a hat den Wert:

a=n (Vjv); 128)
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Zur Bestimmung der Bedeutung dieser Konstanten schligt
BorrzmMANN den folgenden Weg ein. Durch die Substitution:

& =rsind cosl 0<r< oo 129)
7 = rsind sinl 0<I9<m
L =rcosd 0<(<2rm

wird das Integral transformiert in die Form:

oo 7 27

22
n:afffe “X 2 ging dr d9 al. 130
e/ e
o v 0

Hieraus wird durch Integration nach ¢ und {

g 22 VY \®
n=4mr/ rle T qr = a (—l )
¢ [43

v

Von den n Kugeln ist zwischen den Grenzen r und r 4 dr die
Anzahl :

_a? r?

y=4damwrle dr 131)

enthalten. Die Wahrscheinlichkeit, daf die Geschwindigkeit einer
bestimmten Kugel zwischen diesen Grenzen liegt, ist also:

3
1% 4a 2,2
= l‘ze sy dr.
n V=

Diese Wahrscheinlichkeit besitzt, wie eine einfache Rechnung
zeigt, fiir
r= 4+ .
44
ein Maximum. Nach MAXWELL und BoLTzMANN ist daher dieser
Wert der Geschwindigkeit ihr wahrscheinlichster Wert und die
Konstante « der reziproke Wert der wahrscheinlichsten Ge-
schwindigkeit.

Dieser SchluB ist nicht einwandfrei. Durch die Substitution
haben wir die urspriingliche Einteilung des Raumes in gleiche
parallelepipedische Elemente d&dndf transformiert in eine solche
in konzentrische Kugelschalen 47 1?dr, deren Gréfe mit wachsendem
r wachst.

Die Wahrscheinlichkeit, dall eine Kugel in der Volumeinheit
einer Kugelschale vom Radius r und der Dicke dr liege, hat den Wert
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o 2.2 o\”
("*) e %Y Dieser Ausdruck hat fiir r = 0 den Maximalwert ( )

Y 3

und fallt mit wachsendem 1 von diesem Weri stets abnehmend bis
. . . . 1

zur Grenze Null. Ein zweites Maximum an der Stelle r = + o

ist nicht vorhanden.

Die Wahrscheinlichkeit, daf eine Kugel in einer der Kugel-
schalen 4z r?dr von verinderlicher GréBe liegt, hat den Wert
a\? 2 5.2 1 4a
(——) 4nr?e” “ U drund fiirr= +— den Maximalwert ——— dr.
V= o e} =
Eine Kugelschale vom Radius Null hat den Imhalt Null und
enthilt keine Kugeln. Eine Kugelschale vom Radius r = co und
der Dicke dr enth#lt ebenfalls keine Kugeln, da die Zahl der
Kugeln in der Volumeinheit mit wachsendem r sich der Grenze
Null ndhert. Zwischen diesen beiden Kugelschalen mufl also
eine Schale sich befinden, in der die Zahl der Kugeln und ihre
‘Wahrscheinlichkeit ein Maximum hat. Wie MAXWELL und BOLTZMANN

1
finden, ist dieses die Schale vom Radius r = :1:7.

2. Die Verteilung der Geschwindigkeiten nach dem Gesetz von
CLERK MAXWELL und BOLTZMANN ist aus physikalischen Griinden
nicht stabil.

(e o)

Der Integrand des Gauss'schen Integrals @ (x) = f e X dx
besitzt fiir den Wert x = 0 ein Maximum und fallt fiir groBere oder
kleinere Werte der Variabeln auBerordentlich rasch gegen Null ab.
Wie die folgende Zusammenstellung zeigt, liefern nur die dem
Wert Null der Variabeln x benachbarter Werte nennenswerte Bei-
trige zu dem Werte des Integrals.

@ (0,1) 0,113 Vg
(0,2) 0,223
(0,3) 0,329
(0,4) 0,428
(0,5) 0,521
(1,0) 0,843
(2,0) 0,995

(o) 1,000.
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Bestimmen wir nach dem Gesetz von MAXWELL und BOLTZMANN,
wie viele der n Kugeln Geschwindigkeitskomponenten zwischen
den Grenzen

—2 i<t —2<n<<+2 —2<I<l+e
oder Geschwindigkeiten ¢ = J£24 7242 in dem Bereich
— 3,46 <c <+ 3,46
besitzen, so finden wir die Kugelzahl
. 42 42 42
— 22 -
a= () o f [ fem @ Pagagar
—2—2—2

n = 0,9953n = 0,985n.

Die Summe der absoluten Werte der Geschwindigkeiten aller
dieser 0,985 n Kugeln ist kleiner als 3,46.0,985n. Fiir die mittlere
Geschwindigkeit ¢ der iibrigen 0,015 n Kugeln haben wir, wenn
wir die mittlere Geschwindigkeit aller n Kugeln z. B. zu 3190 m/sec
annehmen, folgende Ungleichung:

3190 n— 3,46-0,985n < 0,015n¢ < 31901
3186,6 <C 0,015 ¢ << 3190
212 444 < ¢ < 212 666.

Die mittlere Geschwindigkeit dieser 0,015 n Kugeln muf} also
212,5 km/sec betragen, um die mittlere Geschwindigkeit aller
n Kugeln auf 3,19 km/sec zu bringen. Die #uBersten Grenzen ihrer
Geschwindigkeiten sind Null und 425 km/sec.

Wir haben also nach dem Verteilungsgesetz von CLERK MAXWELL
und BOLTzZMANN eine Gesamtheit von Kugeln mit der mittleren
Geschwindigkeit 3,19 km/sec, die besteht aus einer ganz iiberwiegend
grofen Menge ruhender oder langsam bewegter Kugeln, zwischen
denen eine verschwindend kleine Anzahl auBerordentlich rasch be-
wegter Kugeln sich befindet.

Eine derartige Verteilung bietet der anschaulichen Erklarung
des statischen oder dynamischen Druckes dieser Kugeln grolle
Schwierigkeiten. Fiir Vorginge wie Diffusion oder chemische Re-
aktion ist eine anschauliche Vorstellung kaum mehr moglich.

Berichte XXI, 2. 4
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3. Die Bestimmung von Mittelwerten gewisser GroBen, die den
einzelnen Kugeln der Bereiche dd; zugehdren, mittels des Ver-
teilungsgesetzes nach MAXWELL, BOLTZMANN und GIBBS ist mathe-
matisch nicht einwandfrei.

Die Zahl der Kugeln ist nach CLERK MAXWELL und BOLTZMANN

oo OO OO

V~afff —a?(E+ P +Cg)d§dnd[

—00—00—

Die Summe ihrer Geschwindigkeitsquadrate wird dargestellt durch
o0 OO0 OO

v?:afffc?e—“2(§z+’72+§2)dgdndg. 133)

—00—00—00

Der Quotient der Integrale ist der Mittelwert der Geschwindig-
keitsquadrate. Es ist also:

o0 OO OO

fffc 2g— ¢ (E*+ 17+ 07) d§dnat

o —00—-00 —00
Cc

134)

oo OO OO

fffe—“2(§2+’72+§2) dgdn L.

—00—00—00

Die Auswertung ergibt:

CLERK MAXWELL und BoLTZMANN nehmen an, daB die Konstante
in den beiden Integralen den gleichen Wert a hat. Es handelt sich
jedoch um die Berechnung der Integrale zweier vollstindig ver-
schiedener Funktionen. Wir miissen daher fiir das zweite Integral
eine Konstante b aus der Gleichung

oo OO0 OO

ve? = bf'ffc?e_a?(g?_l"f'l_ &%) dgdndg

—00 —00--00

bestimmen und erhalten das in Abschnitt 6 hergeleitete Ergebnis.
Die SchluBlweise von MAXWELL und BOLTzZMANN fiihrt dagegen zu
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dem Ergebnis, daB die wahrscheinlichste und die mittlere Energie
nicht zusammenfallen.

Ganz entsprechend erhalten sie fiir die mittlere Geschwindig-

keit den Wert
T=_2 .
a]/;

4. Die im dritten Abschnitt durchgefiihrte Ableitung der Gesetze,
welche die Verinderung der Geschwindigkeitsverteilung bestimmen,
hat #uBerlich eine gewisse Ahnlichkeit mit der Form, in der diese
Ableitung von CLERK MAXWELL und von BOLTZMANN (Vorlesungen
iiber Gastheorie I. 4) gegeben wird.

GGegen ihr Verfahren bestehen unter anderem folgende Ein-
wendungen. BOLTZMANN gelangt zu Systemen von Gleichungen
von der Form:

%dw de =(ff’f’1 s’gcosddw'dw’, dA —fff1 s? g cosd dw dw, di,

worin die Integration iiber alle dwdw, dA zu nehmen ist.

a. In diesen Gleichungen sind die beiden Seiten nicht von
gleicher infinitesimaler GroBenordnung, obgleich die Gleichungen
hergeleitet werden indem zwei verschiedene Ausdriicke fiir die
StoBzahl aufgestellt und einander gleichgesetzt werden. Hierzu
miissen beide Ausdriicke von gleicher Gréfenordnung sein und es
mubB auch auf der linken Seite ein Integral

of
>0 dw dw, dA dt

stehen.

b. In den Ausdriicken ff, dwdw, und £, dw'dw’, ist der
Unterschied nur Sache der Bezeichnung. Wird iiber alle dw dw,
und dw’'dw’, integriert, so sind diese Summen identisch. Die
rechten Seiten der (leichungen von BOLTZMANN verschwinden also
identisch fiir jeden beliebigen Zeitpunkt.

c. Die Kugeln zweier Bereiche dw, dw;, die so zusammen-
stoBen, daB ihre Centrilinie im Augenblick des StoBes im Bereich d4
liegt, befinden sich nach dem StoB in den Bereichen dw’,dw’,.
Es brauchen aber nicht umgekehrt alle diejenigen Kugeln, die

durch den ZusammenstoB in die Bereiche dw, dw, eintreten, vor
4k
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dem StoB den Bereichen dw’, dw‘, angehért und einen StoB mit
einer Centrilinie des Bereiches diA durchgemacht zu haben. Die
Kugeln konnen vielmehr aus den verschiedensten Bereichen dw",
dw®, aA', dA" usw. stammen, fiir welche im allgemeinen

dw dw, di z dw" dw", di’

sein wird. Das Gleiche gilt auch fiir die Bereiche dw’dw’, di.
Die beiden Glieder der rechten Seite der Gleichung BOLTZMANNS
miissen daher durch Summen &hnlicher Ausdriicke ersetzt werden.

5. Die kinetischen Ableitungen der Zustandsgleichung unter-
lassen es, zu zeigen, daB das Kugelsystem bei einer Anderung von
Volum und Druck sich so verhilt, wie wenn tatséchlich alle in den
betrachteten Raum enthaltenen Kugeln zu der auf das System hierbei
iibertragenen oder von ihm geleisteten Arbeit ihren Beitrag ge-
leistet hitten.

Die meisten dieser Ableitungen beriicksichtigen nicht, dal} die
auf die einzelnen Achsenrichtungen entfallenden Anteile der Arbeit
wesentlich partielle Differentiale sind.

Freiburg i. B., August 1915.

9. Zusammenfassung.

Ein System rotationsloser, vollkommen elastischer und voll-
kommen glatter Kugeln, die sich mit konstanter Translationsge-
schwindigkeit in einem geschlossenen Raum mit vollkommen
elastischen und vollkommen glatten Wianden bewegen, besitzt die
Invarianten :

m§; + mé, 4)
m, + mmn,
mC1 + mCQ
AR AT R AR AN 5)
m Y — B (. —y2 .
D) (& —e)?+ (g, — )% + (& — 1) 6)

+ % [(82 — 02)® + (M — Bi)® + (Eo — 74)°].
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Werden aus dem Gesamtraum V beliebig kleine, aber immer
noch endlich kleine Volumelemente AV herausgegriffen, die eine
sehr grofle, aber immer noch endliche Anzahl von Kugeln ent-
halten, so soll das System den folgenden Bedingungen geniigen:

1a. Die Kugeldichte oder Zahl der Kugeln in der Volumeinheit
eines bestimmten Volumelementes AV ist konstant.

1Db. Die Kugeldichte ist gleich in allen Elementen AV des
Raumes V.

2a. Der Mittelwert der lebendigen Kraft der Kugeln eines be-
stimmten Elementes AV ist konstant.

2b. Der Mittelwert der lebendigen Kraft der Kugeln ist gleich
in allen Elementen AV des Raumes V

2 c. Der Mittelwert der lebendigen Kraft der Kugeln einer be-
stimmten Geschwindigkeitsrichtung eines bestimmten Elementes AV
wird im Gleichgewichtszustand gleich fiir alle Richtungen.

3a. Der absolute Mittelwert der Komponenten nach den Achsen-
richtungen des Bewegungsmoments der Kugeln eines bestimmten
Klementes AV ist gleich fiir alle Achsen.

3Db. Der absolute Mittelwert der Komponenten des Bewegungs-
moments nach den Achsenrichtungen der Kugeln ist gleich in allen
Elementen AV des Raumes V.

3c. Die Summe der Komponenten des Bewegungsmomentes der
Kugeln nach jeder einzelnen Achsenrichtung verschwindet fiir die
Kugeln eines jeden bestimmten Elementes AV.

4. Die Bedingungen 1—3 sind vollstindig unabhingig von der
Art wie die Einteilung des Raumes V in Elemente AV vorgenommen
wird und gelten fiir alle moglichen Einteilungen in endlich kleine
Volumelemente VA.

Wird der Raum V gleichzeitig auf zwei oder mehr verschiedene
Arten in Elemente AV geteilt, indem z. B. die Ecken der Elemente
der einen Teilung mit deén Mittelpunkten der Elemente der anderen
Teilung zusammenfallen, so gelten die Bedingungen 1—3 fiir jede
dieser verschiedenen Einteilungen.

Unterschreitet die GroBe der Elemente AV eine von der Kugel-
dichte des Raumes V abhingende untere Grenze, so tritt an Stelle
der statistischen Behandlung des Kugelsystems die mechanische
Behandlung der einzelnen Kugel.

Befindet sich eine Kugel zur Zeit t in einem Volumelement

AV, = dx,, dys, dz,, 17)
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zwischen den Grenzen

Xa, Xa, + dXa, 15)
Ya. Ya. 1+ AYa.
Za, Za, + dzﬂ';:t

liegen die Komponenten ihrer Geschwindigkeit in dem Geschwindig-
keitselement
d(‘l')k = d‘Skl (1171;,_. deﬂ 18)
zwischen den Grenzen
1 o 16)
Mo, T + A7
Ce, G, + Aly,,

und wird die Anzahl der Kugeln in dem Einheitsbereich des
Volum-Geschwindigkeitselementes dV, d@y mit f bezeichnet, so ist
die Anzahl n,; der in diesem Element enthaltenen Kugeln

Ny = £dV, d@y. 22)

Die Zahl der Kugeln in dem Volum

Xa Y2 Z2

AY =fffdx“‘ dy,, dz,, 19)
KI;’l Ex
betragt
nx =ff dVa d('l'.'l]; , 23)

diejenige in dem Bereich

ocC o0 ©o
Q f f fdgkx dnk: d§li;; 20)
o —c0 —00

n, =fdea d@y. 26)

Die Gesamtzahl der Kugeln ist

n= f f £AV, da. 24)
Vo
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Es bestehen die Beziehungen

ng = ——bb:; av, ng = bba)nl Ay 26)
a N
0%n i
Ny = m dV, day. 25)

Die Funktion f ist eine mit der Zeit t verinderliche GroBe und
hingt ab von den numerischen Werten der Geschwindigkeits-
komponenten &, , Mx,, lx,, sie enthilt jedoch keine dieser GroBen
als explizite Variable.

Die Funktion f enthilt als Variable die Anzahl der Zusammen-
stoBe, durch welche Kugeln in den Bereich dV,d@; ein- oder
austreten.

Wird die Zahl der Kugeln zur Anfangszeit mit a, die Zahl der
Zusammenstdfe durch welche Kugeln des Bereiches wihrend des
Zeitraumes t ein- oder austreten, mit x und y bezeichnet, so ist

£l
ny =J (ax — Xk + yx) AV, 29)
A%

n=f(a—x+y)dVa. 30)
A%

Die Zahl der Kugeln des Bereiches dV,d&y;, welche im Lauf
des Zeitraumes t durch Zusammenst6Be mit Kugeln des Bereiches
dV,d®; den ersten Bereich erreichen oder verlassen, ist

0?2 N~
ny = Wgﬁu diy 3 = f(am — x4 Yi) dV,. 32)
A"

Im allgemeinen ist
agl = A Xg1 = Xk ¥ = ¥Yik.

Liegt die Centrilinie zweier Kugeln der Bereiche dV, d@; und
dV,d@d, im Augenblick des ZusammenstoBes im Bereich

49, = di,, du,, dv,,

[SF]
[
~

zwischen den Grenzen
/‘Lzl lzl + dlzl ")’4)
['tzi Al'lz‘l + dAuZz
vz;; 'Vz; + dyz;;



56 Dr. WiLHELM BEHAGHEL: [56

so ist die Zahl der Kugeln des Bereiches dV, d®y, welche im Lauf
des Zeitraumes t durch Zusammenstofe im Bereich d&. mit Kugeln
des Bereichs dV,d@; den ersten Bereich erreichen oder erlassen

_ 0’ng d*n o .
M= S5 = e 59, doy day dd, 36Db)

Ngle = f (A1
v

Die Kugeldichte oder die Zahl der in der Einheit der Be-
reiche dV,, d@dxdddV,, doxdddd2dV, zur Zeit t enthaltenen
Kugeln ist

XKlze + Yklx‘l) doy day d3, 2 dV,.

v=a—x+7Yy 37)
Vi1 = a1 — X1 + Ykl
Viler = Akl — Xkl T Vil
Die Zahlen der in .der Zeit und Bereichseinheit stattfindenden
Zusammenstofe, welche die Kugeldichte vergroBern oder verkleinern,
. o dx ov d
sind Sx at und W%
Die Geschwindigkeitsbereiche werden in zwei Klassen geteilt.
In die erste Klasse werden alle Bereiche eingeordnet, deren Kugel-
dichte abnimmt, in die zweite Klasse die, deren Kugeldichte un-
veriindert bleibt oder zunimmt.
Die Kugeldichte eines Bereiches d@y dV, der ersten Klasse fiir die

Anfangszeit und fiir eine beliebige Zeit werden mit a; und »;, die-

jenigen eines Bereiches d@;dV, der zweiten Klasse werden mit b

und v}’ bezeichnet.

Der Bereich @ aller Geschwindigkeiten zerfillt entsprechend
den beiden Klassen von Geschwindigkeitsbereichen in die Bereiche
@, und Py, derart, dal

&=, + b,
ist.

Es gibt zwolf verschiedene Paarungsfille fiir die Zusammen-
stofe von Kugeln verschiedener Klassen. Diese Moglichkeiten sind
in einfacher Bezeichnung

aa = bb
aa =ab
‘bb = ab
aa = aa
bb = bb

ab = ab.
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Die Kugeldichten der Bereiche d@ydV,, d@;dV, sind Funk-
tionen von zwolf Variabeln. Ihr allgemeinster Ausdruck ist:

a
¥, = ar— Xg + Y — Uk + Vi — Sk + tx 38)
— X'k + ¥ — X%+ ¥ — X%+ ¥

b
=ht+xi—y1+m—vi+s—1t
+ X’I _ y‘l + x“l _ y”l + X“‘I _ yml

Nur die drei ersten Paarungsfille verindern die Verteilung der
Kugeldichte im Bereiche dV,. Es ist daher:

Yi=9—x+y—ut+v—s+t+t=a—z—w—r 39)
W=b+x—y+u—v4+s—t=b+z+w-tr.

Die Zahl der Zusammenst6Be in der Zeit- und Volumeinheit
der Kugeln des Bereiches d@;dV, der ersten Klasse mit allen
Kugeln erster Klasse, welche beide Kugeln in die zweite Klasse
versetzen, ist

M dxx __ dx 1)

ox; dt o ds ’ .
diejenige mit den Kugeln des Bereiches d@; dV, allein

d 0xy _  dxyg

dt 0@  dt 422)

Die Zahl der ZusammenstoBe in der Zeit- und Volumeinheit
der Kugeln der Bereiche d@yxdV, und d@, dV, ist proportional den

beiden Zahlen vf; dayr und v}’ dd; der in der Volumeinheit ent-
haltenen Kugeln dieser beiden Bereiche. Es ist daher

dxy d 0%

— W —_ — E W dwk dwl _— klkl ’/k 1 dwk dw] . 43)

Die Zahl aller ZusammenstdBe iiberhaupt der Kugeln aller
Bereiche erster Klasse ist

_— 0%x di) = —k 202 Gy, d@ 44)
dt bwl 6w1 1= 1 v v, d@y di)
Dy, Dy

_ dx \e

—a =k (a—z—w—r)2 15)
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Fiir die ZusammenstofBe, die Kugeln zweiter Klasse in die erste
versetzen, ist

— ii’llt“l = — Komn ¥227 Ay Aoy 43)
—%=—k2(b+z+w+r)2. 45)

Durch die zur Variabeln y gehdrenden ZusammenstoBe ver-
lieren die Klassen der einen Kugelkombination ebensoviel Kugeln
wie die Klassen der anderen Kombination gewinnen. Es ist:

_Ayk _ d¥mn

dt dt

d _d _ dzy
T (Xk1— Yumn) = T (xr1—yr) = &

Die Zahl aller Zusammenstofe in der Zeit- und Volumeinheit
der Kugeln der Bereiche d@; dV,, d@dV,, d@,, dV,, do,dV, ist:

dzin

b 1~ . -
at v, day, ddy,. 47)

o b
=k ¥}, ¥} d@y A —Komn ¥,

Die Zahl der ZusammenstoBe dieser Kugeln, bei denen die
Centrilinie der Kugeln im Augenblick des StoBes im Bereich dJy
liegt, ist

b ~

" a a ~ ~ b ~
— Zre = ki v, v, dOxd@) —Kkomp ¥, ¥y, dGn d@,.  49,1)

dt

Die Veréinderung der Verteilung der Geschwindigkeiten der
Kugeln des Geschwindigkeitshereiches @ auf die einzelnen Klassen
wird dargestellt durch die beiden Systeme von Differentialgleichungen :

3:=k1(a—z—w——r)'-’ —k,(b+z+w-1)? 50)
dw 2
Ad?=ks(a—z—w—r)(b-{—z-i—w-i—r) -k, (b+z4+w-H1)?

dr

T ky(a—z—w—r)? —ks(a—z—w—r) (b+z+w+r)
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d a ~ ~ b 1)) ~ ~
—— il = ki ¥y, V), @k d@, —komn ¥, ¥y, A0 Ay 49)

dt mz ' nz
d 2 b g~ aa b b o1~ an
Ewkozz=k3ko Viw Vor d@yg d@y — Kynn Yo Vnw déay, daq

d 2 a ~ ~ a b ~ ~
dt Tl = Ksil View Vi ddyx d@) — Kgim Vie Ymn da; ddy,

d a b 3. 3. a b
’Ez‘koz’=k7ko Vir Vo d@y d@y — kgim Vi Vmn d@; day,.

Die rechte Seite des ersten Gleichungssystems hat in dem
Intervall

—b<lz+wtr<la 61)

eine einfache reelle Wurzel a.

Das Gleichungssystem kann daher auf die Formen

dz
at = @=L (2) 62)
d .
T = @—2)5(2)
d
5 = @—2)14(2)
und
dt 1
Az (a—27Z)f(Z) 64)
dw _ £, (Z)
az ~  £1(2)
dar _ 1,(2)
az. — 1(z)

gebracht werden.

Das partikuldre Integral der zweiten Form, welches zu dem
singuliren Punkt & gehort, hat die Gestalt:

t=al1g(a—7Z) -+ a,,+ a, (ca—Z)+ 66)
W= 99 + 29y (¢ —7Z) +
r= ag¢ 1 23, (@ —Z) +

Durch Inversion dieses Integralsystems erhilt man ein Integral
der ersten Form des Differentialgleichungsystems in der Gestalt
z=0, ¢y e M 4 ¢ eT2mt L 67)
w=a, + Coy e—mt + Cog e—2mt +
r =0 4 [ e—mt -+ Csq e—2mt +
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Es existiert ein eindeutig bestimmter Endzustand, dem sich die
Geschwindigkeitsverteilung des Kugelsystems mit iiber alle Grenzen
wachsender Zeit beliebig ann#hert, ohne ihn je zu erreichen.

Die Variabeln z, w,r ndhern sich ihren Grenzwerten o, a,, o
stets wachsend. Jeder Zustand der Geschwindigkeitsteilung wird
nur einmal erreicht und durchschritten.

Die Geschwindigkeiten ﬁ, d_w, E, mit denen sich die

dat’ dt’ dt
Variabeln z, w, r ihren Grenzwerten nihern, erreichen von ihrem
Anfangswert ausgehend einen Maximalwert und nihern sich dann
mit iiber alle Grenzen wachsender Zeit stets abnehmend dem Grenz-
wert Null. Der Maximalwert braucht. nicht notwendig aufzutreten.

Auch das zweite System von Differentialgleichungen besitzt ein
partikulidres Integralsystem, dessen Eigenschaften mit denen des
ersten Systems iibereinstimmen.

Setzt man an Stelle der Systeme von Differentialgleichungen
Systeme von Differenzengleichungen, so existieren Systeme von
Summen, deren Eigenschaften mit denen der Integralsysteme iiber-
einstimmen.

Der Ausdruck: 85)
m - - - ]
e B — e 5 [(Ea—Ecos k) +(me—Ecos ) + (s —Teos v,)7]

wird bezeichnet als die Energiefunktion derjenigen Kugeln des

Bereiches ddy dV,, die im Augenblick des ZusammenstoBes in dem

Bereich d+, ihrer Oberfliche von einer anderen Kugel beriihrt werden.

Die Grenze, welcher sich die Kugeldichte des Bereiches

dey; dV, dd, im Gleichgewichtszustand ndhert, ist proportional der
Energiefunktion dieses Bereiches

—E;, 84

Ay~ Az = Cko € ko )

—E°.

box -+ o= Cio © 0%

Die Wahrscheinlichkeit, daB sich im Gleichgewichtszustand
irgendeine bestimmte unter allen ¥ Kugeln im Einheitsbereich des
Bereichs d@; dV, dd, befindet, ist

¢ — a
ko e Ekz .
y

Diese Wahrscheinlichkeit erreicht ein Maximum fiir die Werte

Sk, =€cosk, m,=cCcosM, Cx, = CCOSV,,.
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Die GroBe € ist definiert durch die Gleichung
m

z2__ M =5
5 C 5 ¢

Die mittlere Energie aller Kugeln ist im Gleichgewichtszustand
auch die wahrscheinlichste Energie der einzelnen Kugeln.

Der Bereich @ aller moglichen Centrilinien zweier Kugeln wird
Dbestimmt durch die Grenzen:

(0, 0, 0) < (A, i, ¥) << (m, =, 7).

Die gesamte Kugeldichte der Bereiche @ und @ im Gleich-
gewichtszustand ist:

‘V=cffe_Ekz d5)1;d3x- 87_)
D O

57/ 873
v=cn3]/m3 91)

Werden an Stelle der Differenziale und Integrale Differenzen
und Summen gesetzt, so bleibt das Ergebnis ungeindert.

Die Bestimmung des Mittelwertes irgendwelcher GréBen P, mit
denen die einzelnen Kugeln im Gleichgewichtszustand behaftet sind,
durch die Gleichung

yP =c¢ ffP e B day dg, 92)
b o

fiihrt zu dem trivialen Resultat

yP=c¢'Pp [fe_Ek” da, d&zz%va
® 6

wobei Py, eine nach dem Mittelwertsatz zu berechnende Konstante
bedeutet.

Ein System von Kugeln, die aufler ihren den Bedingungen 1—4
geniigenden Geschwindigkeiten alle noch ein und dieselbe konstante
Translationsgeschwindigkeit besitzen, hat dieselbe Invariante fiir den
Zusammensto zweier Kugeln und dieselbe Energiefunktion wie
ein ruhendes Kugelsystem.

Die Verdinderung der Geschwindigkeitsverteilung und die
Verteilung im Gleichgewichtszustand eines gleichmillig bewegten
Kugelsystems gehorcht den gleichen Gesetzen wie diejenige eines
rubhenden Kugelsystems.
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Wird von einem Kugelsystem unter Verinderung des Volumens
des einschlieBenden Raumes und der FEnergiedichte Arbeit nach
auBen geleistet oder von auBlen aufgenommen, so 1iBt sich immer
ein Zeitraum At bestimmen, innerhalb dessen ein dem in dem Raum
enthaltenen Betrag von Bewegungsmoment gleicher Betrag an der
Arbeitsleistung sich beteiligt hat.

Die nach den verschiedenen Achsenrichtungen geleisteten
Arbeiten sind partielle Differentiale.

Der statische Druck des Kugelsystems ist eine skalare GroBe
und proportional der Energiedichte.

Der dynamische Druck des Kugelsystems ist ein Vektor und
gleich dem Produkt aus dem statischem Druck und einer Volum-
anderung in bestimmter Richtung.

Die Zustandsgleichung des Kugelsystems hat die Form
PV=avRT 121)

und hiingt ab von der Geschwindigkeit, mit der die Anderung des Volums
und des Druckes erfolgt. Ist diese Geschwindigkeit stets gleich der ver-

G
dnderlichen Geschwindigkeit ﬁ, so geht die Zustandsgleichung

in die dem Gesetz von BOYER-MARIOTTE entsprechende Form

PV=yRT. 124)
iiber.

Die Zustandsgleichung des Kugelsystems unabhingig von der
Geschwindigkeit der Anderung von Volum und Druck hat die Form

AT _ AP | AV

T—P+V

122)

Die Temperatur des Kugelsystems ist proportional der mittleren
Energie seiner Kugeln.

Die Temperaturinderung des Kugelsystems wird nicht durch
die geleistete Arbeit, sondern durch den geleisteten Effekt eindeutig
bestimmt.

Strabburg i. E., Mai 1916.
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