Zur Eotvésschen Drehwaage
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Zusammenfassung

Es wird das allgemeine Prinzip

angegeben, nach welchem die Attraktionsmassen am Gehinge der
Eotvosschen Drehwaage bemessen und angeordnet sein miissen,
damit sie als Gradiometer zur Messung des horizontalen Gradienten

der Schwere dienen kann.

Das allgemeine Gehinge der Eotvosschen Drehwaage besitzt
bekanntlich eine obere und eine untere Masse, die an dem horizon-
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talen Balken befestigt sind. Fig. 1
stellt dieses sogenannte Gehinge
II. Art im drehbaren Gehiuse im
Schnitt dar. Im Gleichgewichts
zustand ist sein Torsionsmoment
f, das ist das Produkt aus Tor-
sionskonstante  des Aufhinge-
drahtes und dem Torsionswinkel
) — Do, um welchen es unter
dem Einfluf} der Schwerkraft aus
der torsionsfreien Null-Lage 9
gedreht wird, f = ©- (% — 99)1.)
dem Drehmoment der Schwer-
krifte gleich. Dieses [ift sich
durch einen Ausdruck darstellen,
der vier kennzeichnende Diffe-
rentialformen und vier bezeich-

nende Integrale enthilt. Die Gleichgewichtsbedingung lautet:
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Darin ist W die Potentialfunktion der Schwerebeschleunigung,
o das Azimut des Gehiuses auf der Seite der tieferen Masse, ge-
messen von der Nord- = x-Richtung iiber die Ost- = y-Richtung.
Die £-Richtung ist die des horizontalen Balkens, 7 die der dazu
horizontalen Senkrechten und ¢ die des Lotes im Gehingeschwer-
punkt oder angenihert in der Balkenmitte. £, #, { sind Koordi-
naten der Massenpunkte des Gehinges.

Die vier Integrale sind iiber alle Massen des Gehinges zu er-
strecken, also iiber den horizontalen Balken, die obere und die
untere Attraktionsmasse. In erster Anniherung kann man den
Balken gegeniiber den beiden Massen vernachlissigen und diese
selbst als punktférmig auffassen.

Dann hat den Definitionen entsprechend die obere Masse die

Koordinaten £1 — halbe Balkenlinge — — 1
N1 =0
& =0
Fiir die untere Masse ist
E:s = +1
ne = 0

s — Hohendifferenz der Massen — h,

Setzt man diese Werte in die vier Integrale ein, so werden sie

' 2 2 2 2

} € —7") dm =( £ —n 1)-m1+(<5 o YJ2)~m2:((-l"’)-0?)'m+(12-02) ‘m
=2 m 1? = » = Trigheitsmoment des Gehinges,

Ig“’]dm =& M m +& M my =0

Ingm :gl Cl.m]_‘_iz :2 m2:1'0 m+lhm
=m-1-h

I“I]Cdm = Gem + & omy =0

Die Edtvossche Drehwaagegleichung fiir das Gehinge II. Art ist
demnach



EOETVOESSCHE DREHWAAGE: 227
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Da v die Schwerebeschleunigung g W, in der z-Richtung
z
y OW
, TV 2 oy
ist,sostelle 77— = Wax — = die Zunahme der Schwere-
0X 0z OX X

beschleunigung in der x- oder Nordrichtung bei einer Verschiebung
von 1 cm, das heifit die Nordkomponente des horizontalen Schwere-
oW

d —
deneen 4 g XV T g
gradienten dar; entsprechend ist 5y bz yz >y by
die Ostkomponente (Figur 2).

Lo . ) W oW

Die beiden Differentialausdriicke 7— — 7  Wyy — Wk«
>y? o x*
bzw —_ . . d .

und >x by Wy hingen eng mit den Kriimmungen r der

Niveauflichen des Schwerepotentials der Erde zusammen.

Aus 5 Messungen in 5 Azimuten der Waage erhilt man
5 Gleichungen mit den 5 Unbekannten Wyy — Wiy, Wxy, Wy,
Wy 2z, Sound kann diese berechnen.

Das Eotvosgehinge I Art ist ein gewohnliches Coulomb-
Cavendish-Gehinge (Figur 3). Die beiden Massen haben die Ko-
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ordinaten £1 = — 1 und & =1 _1
I = 0 e =0 7
¢ = 0 Co =0

so dafl die 4 Integrale die Werte annehmen

[ dm—2m 1o £ Co am—0

J& 7-dm =0 f7-¢ dm—0
und die Drehwaageglelchung die Form hat: T
1 b*W ig.3.
f=1( — Yo)==» - 5 + sin 2« - b
y
5 W srw | p——
3.) —— ) + cos2ax —
ox* OXOy
In ithr kommen nur die mit den Kriimmungen der Niveauflichen
der Schwere zusammenhingenden Groflen cilv — bV:I:Wyy—Wxx
y? X
>*W . .
und e Wxy und die Null-Lage 9, vor, so dafl 3 Azimut-
xdy

stellungen zu ihrer Bestimmung geniigen. Da die Drehwaage I. Art
nur Kriimmungen der Niveauflichen mifit, heiflit sie auch Kriim-
mungsvariometer.

Von den 4 Integralen der allgemeinen Drehwaagegleichung 2)
bleiben beim Edtvosgehinge II. Art das erste und dritte endlich,
das zweite und vierte werden Null, wihrend beim Gehinge erster
Art nur das erste endlich ist und die drei anderen zu Null werden.
Es liegt nahe, ein Gehinge zu konstruieren, fiir welches die Glei-

chungsglieder mit den Ausdriicken bW — '5,',VY = Wyy — Wiy
oy* ox’

W

und e Wyxy wegfallen und diejenigen mit den Ausdriicken
X oy

d? d ?

OW o8 W o8 = Wy, stehen bleiben. Ein
dxdz  dx dy 0z by

solches Gehinge mifit Grofle und Richtung des Gradienten der
Schwerebeschleunigung und heiffit Gradienten-Variometer oder
Gradiometer. Shaw und Lancaster-Jones haben im Mining Mag.,
Mai 1929, unter dem Titel ,, The Gravity Gradiometer® ein ge-
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eignetes Gehinge angegeben, dessen drei gleiche Massen auf den
Ecken eines gleichseitigen Dreieckes angeordnet sind und dessen
horizontaler Balken gabelférmig von den Winkelhalbierenden ge-
bildet wird, in deren Schnittpunkt der vertikale Stiel des Gestinges
zum Torsionsdraht fiihrt (Figuren 4 und 5).

Unter Verwendung der fritheren

Ma M, Bezeichnung ist .
- 1 1
1 —1 &2 £
T Ty
my 0 7 YVig  +lva
Tigh. perspexe. "' Ty P T
Li= —h Zo = 0 0
i f(E — ) dm -0
[ &% dm 0
4
[ £ ¢ dm 4+ mhl
fig5 Grundvigs
3 s j 4 ¢ dm 0
4.)
32 2
f T( — 90) == m hl w cosoc—{msinoc
_dy oz OX 0z

Die Messung in drei Azimuten liefert aus dieser Gradiometer-
Gleichung drei Gleichungen mit den drei Unbekannten %o — Null-

2

Lage des Gehinges, YW o Wy, =—— X — Nordkomponente
dX 9z dX

und —— = = Wy, == Y — Ostkomponente des horizon-

talen Gradienten der Schwere.

Das Gradiometer von Shaw und Lancaster-Jones ist nur ein
Sonderfall eines allgemeineren Gehingeprinzips, nach welchem be-
liebig viele Gradiometerformen angegeben werden koénnen. Wie
gezeigt, geht die allgemeine Drehwaagegleichung in die Gradio-
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metergleichung iiber, wenn die drei Integrale [ (@ — ) dm,
{ €4 dm | 4 ¢ dm Null sind und das Integral f £ dm  0ist. Im
Folgenden sind dafiir einige Beispiele gegeben, deren Zahl sich
beliebig vermehren lifit. Fiir diese Gehingeformen gilt ganz all-
gemein die Gradiometergleichung

f —7 ( — %) = m-h 1 Wy, + cos o — Wxz+ sin «
Beispiel 1 Das Gehinge besteht aus drei Massen m1 =
2 m2 — 2 m3, von denen die zwei gleichen m2 und m3 in einer
horizontalen Ebene angeordnet sind, wihrend die dritte (m1) ihnen
gegeniiber einen Hohenunterschied h besitzt (Figuren 6 und 7). Der
Grundrif} ist ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Abmessungen aus
den Figuren 6 und 7 und den angegeben Zahlen zu entnehmen sind.

D ma

4 m, =2m, = 2m, =2 m

2 D =: Torsionsdraht

S = Tragerstab des Gestells

OF =l
54" 44’ 8"

Fm, =1 V2
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m, — 2m m, == m m, = m
& —1 £ 1 & — 1
o= 0 e == 1+ v2 hy = —1- v2
i, = —h T, — 0 Cy =0

Daraus ergibt sich
J@E =) dm = (=1 =0*) my +(r-aV2?)m, +

(F—1v2y)my=2mP —m-1* —mB=0

JE-n. dm=(=D:o0- m, +1-1- V2Zm, +1. (=1 V2). m,
=0+ V2 m) —V2Zml:=0

[« 7. dm=(—1) - (—h)m, +1- 0+ m, +1- 0o my =mhl

[+ dm =0

f=7(%—9%) = mhl Wy, cosa— Wys -+ sin a_
= 4m h;liWyz’COSm—sz'Sinai
:—M—h—4—1— Wyz+ cos & — Wy« sin «

M = 4 m = Gesamt-Attraktionsmasse

Beispiel 2: Das Gehinge trigt vier gleich grofle Massen,
von denen zwel in einer Horizontalebene liegen; die beiden anderen
sind gleich weit unterhalb und oberhalb dieser Ebene angebracht.
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Die Horizontalprojektion der 4 Massen ist ein Quadrat, dessen
Diagonalen den Projektionen des Gestinges entsprechen (Figuren
8 und 9).
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Grundiss -
m, m, m; = 1Immy
1, 1, 1, = 1,
— 1 £, 0 | == 0
ur 0 = —1 Ty 0 Un 1
I . 0
2 2

Daraus ergeben sich die 4 Integrale
G — +*) dm 0
| £ dm 0
[€- dm ~— mhl

|{Y‘ dm = 0
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Es ergibt sich auch fiir dieses Gehinge die Gradiometergleichung.

Beispiel 3 Verkiirzt man den horizontalen Balken auf
die Hilfte und macht die daran sitzenden Massen viermal so grofi,

so dall I, 1, 21, 21,
und m, m, 4 m, 4m,
so ergibt sich wieder die Gradiometergleichung.
Beispiel 4 Eine weitere Form wire zum Beispiel:
1, I, 21, 21,
m, m, 4 m, 4m,

Beispiel 5 Unter Verwendung von 6 gleichen Massen
entsteht ein Gradiometer, wenn sie an den Ecken eines Sechseckes
so in einer schrigen Ebene angeordnet werden, dafl die Horizontal-
projektion ein regelmifliges Sechseck ist.

Setzt man das Verfahren fort, so lifit die Extrapolation den
Schlufl zu, dafl z.B. eine schrig gestellte Ellipse, d.h. also ein
Ellipsenreifen, dessen Horizontalprojektion ein Kreis ist, als Gradio-
metergehinge verwendet werden kann. Eine nochmalige Erweite-
rung fihrt schliefflich zur Ellipsenscheibe als Gradiometergehinge.

Allen Gradiometergehingen ist gemeinsam, dafl an dem nor-
malen Drehwaagebalken symmetrisch zu beiden Seiten weitere
Attraktionsmassen angebracht sind, die man der Einfachheit halber
als Quermassen bezeichnen kénnte.

Der Gedanke, in der allgemeinen Drehwaagegleichung 2) das
dritte Integral nicht verschwinden zu lassen, wohl aber das erste,
zweite und vierte, kann in der Form abgewandelt werden, dafl die
drei ersten Integrale zu Null gemacht werden, wihrend das vierte
endlich bleibt. Auf die Durchfithrung dieser Moglichkeit wurde im
Vorstehenden verzichtet.



