109

AUFLOSUNGSMETIIODE

riR

ALGEBRAISCHE BUCHSTABENGLEICHUNGEN
MIT EINER EINZIGEN UNABHANGIGEN BUCHSTABENGROSSE.
Vox

Dr. IGNAZ HEGER.

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM 26. JUNT 1856.

Vorbemerkung.

Die vorliegende Abhandlung enthilt die Auseinandersetzung einer allgemeinen Auflosungs-
methode fiir jenc algebraisehen Gleichungen yon der Form: ['(x, @) = 0, welehe nebst der
Unbekannten = noeh eine zweite Buehstabengrdsse @ in sieh sehliessen. £ (z, @)
bedeutet cine algebraisehe Function der zwel Buehstabengrissen x und @ von der Gestalt:
S [Ha* o*], stellt also cin Polynom vor mit Gliedern von der Form Zla* 2"

Gleiechungen dieser Art ergeben sieh dem mathematisehen Forseher ungleieh hidufiger als
numerisehe, d. h. als jene, weleh¢ nur die Unbekannte z in sieh sehliessen und dureh
bestimmte Zahlwerthe derselbgén erfiillt werden. Bei den meisten geometrisehen und
meehaniselien Problemen ist eine £urve, oder eine Fliche, oder ein anderes analoge Gebilde
zu erforsehen, gegeben dureh eme gewdhnliehe oder ecine Differentialgleiechung. Licgt eine
gewdhnliehe Gleiechung vor, se’kann diese nur eine Buehstabengleiehung sein, aber keine
Zahlengleiehung, denn die letzteren bestimmen nur vereinzelte Punkte, aber keine
ausgedehnten GebildeSIlat man hingegen eine Differentialgleichung vorliegen, so handelt
es siell zunidchst um ihre Integration, nnd diese erfordert sehr oft, als untergeordnete Rechnungs-
operation, die Anflosung einer hoheren algebraischen Gleichnng, die jedoch nur bisweilen eine
Zahlengleichung, bei weitem ofter cine Buehstabengleichung ist. Man gelangt also bei sehr
vielen Problemen theils dircet, theils indirect zu Buchstabengleiehungen und es erseheint
demnach eine allgemeine Auflésungsmethode fiir dieselben von Wichtigkeit.

Es miisste auch Wunder nehmen, wenn ein so wiehtiger Gegenstand, wie der hier

erwilnte, bisher ganz unbeaehtet, oder aueh nur die darauf beziiglichen Untersuehungen




110 Ignaz Heger.

erfolglos geblicben wiren, da doch fast jeder Analyst, der sich mit geometrischen oder mecha-
nischen Problemen beschaftigt, zu solchen Gleichungen gelangt, die sich dann meist, wie ein
unitbersteigliches Hinderniss, der weiteren Forschung in den Weggstellen. Lin so wichtiger
Gegenstand konnte, der Natur der Sache nach, schon von den Mathematikern der Hltesten Zeit
nicht unbeachtet bleiben. Es finden sich auch schon die ersten Versuche zur Auflésung solcher
Gleichungen in den Werken von Newton, Stirling, Crammer, Lagrange und Anderen,
und thre Untersuchungen iiber diesen Gegenstand waren auech nicht ohne Erfolg geblieben.

Wir wollen sie hier in Kiirze aufzihlen:

Die allerersten Versuche dieser Art, die mehr sind, als ein blosses Probiren und zufilliges
Errathen, und bereits cin geregeltes Verfahren darstellen; finden sich in den Werken Newton’s.
Sie beziehen sich nur auf den allereinfachsten IFFall, nimlich auf die Auflésung einer Buch-
stabengleichung mit einer einzigen iiberschiissigen Buchstabengrisse. Das
dabei ecingeschlagene Verfahren geht darauf hinaws, die Wurzeln in Reihenform ab- oder
aufsteigend zu entwickeln, findet sich aber dort nur in den allgemeinsten Umrissen skizzirt.
Das eigenthiimlich Neue bei dieser Methode 1st eine geometrische Construction, die den
Schliissel zur Auflgsung bildet und mit demeNamen: ,analytisches Parallelogramm®
belegt wurde. Diese geometrische Construétion wurde hierauf in mancherlei Problemen der
analytischen Geometrie mit vielem Nutzen angewendet. Beispiele solcher Anwendungen
und auch eine ausfithrliche Auseinandersetzung der Newton'schen Methode findet man in den
Werken: Stirling, Lincae tertii ordinis und noch genauer in: Crammer, Introduction a
lanalyse de lignes courbes algebriques.

Diese geometrische Constructfon Newton’s wurde spiiter von De Gua in einer hichst
unwesentlichen Weise verbesserts und nun mit einem neuen Namen: ,analytisches Dreieck
belegt (Usage de I'analyse de Decartes etc.).

Eine wichtigerc und bemerkenswerthe Anderung bewirkte Lagrange und zwar, indem
er erstens: die bisher unerlissliche geometrische Construction Newton’s durch ein rein ana-
lytisches Verfahren ersetzte, zweitens: die Entwicklung der Wurzeln in Form von Kettenbriichen
bewerkstelligte. Die erste’dieser beiden Anderungen war eine wesentliche Verbesserung, da man
jetzt durch eine hinlduglich einfache Rechnung und Vergleichung zum Ziele gelangte, wozu
sonst nur die geometrische Construction fiihren konnte, aber auch die zweite war von wesent-
lichemNutzen, da ndan vermittelst der Entwicklung in Kettenbriichen auch jene Geniige leisten-
den Werthe, die infform eines algebraischen Bruches miteimem geschlossenen Polynome im Zihler
und im Nenner@rscheinen, in geschlossener I'orin durch eine endliche Anzahl von Rechnungs-
Operationen ermitteln konnte, wihrend dieselben in absteigender oder aufsteigender Reithenform
nicht in geschlossener Form darstellbar sind. Hiemit hatte also die Auflssungsmethode
Newton's einen solchen Grad der Vollkommenheit und Ausbildung erlangt, dass man die in
Form von geschlossenen Polynomen oder eines algebraischen Bruches erscheinenden, kurz die
geschlgssenen rationalen Geniige leistenden Functionen fiir eine algebraische Buchstaben-
gleichung mit einer einzigen iiberschiissigen Buchstabengrisse durch ein geregeltes Verfahren
sich verschaffen konnte. Dicses Verfahren war zwar auch geeignet, die incommensurablen
Wurzeln in Gestalt unendliclier Reihen absteigend oder aufsteigend geordnet, oder in Form
eines unendlichen Kettenbruches darzustellen, aber man hatte kein sicheres Mittel sich von der
Convergenz solcher Reilien zu iiberzeugen, da alle damals bekannten und zur Verfligung

gestellten Kennzeichen tinzulinglich waren.
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Ubrigens war diese Autlésungsmethode noch mancherlei Vervollstindigungen bediirftig,
wenn sie den praktischen Anforderungen geniigen sollte. Dahin sind alle jene Untersuchungen
zu zililen, welche iiber die Unterbrechung der Stetigkeit Aufschluss geben, denen die Geniige
leistenden Functionen der Buchstabengleichung unterliegen, und namentlich alle darin€rschei-
nenden Nenner und Irrationalgrisssen ans Tageslicht bringen. Diesclben bilden einen sehr
wichtigen Theil der allgemeinen Auflosungsmethode, seil nur mit ihrer Hilfe gewisse Eigen-
schaften der Geniige lcistenden Functionen klar eingeschen werden konnen. #Noch einen
andern und nicht unwichtigen Vortheil gewéhren diese Untersuchungen, denn gnit ihrer Hilfe
gelingt es bisweilen, die geschlossene Form der Geniige leistenden Funetiongh zu gewinnen.
Von all’ diesen nutzbringenden Untersuchungen und ihrer zweckmiissigen Anwendung ist nieht
die leiseste Andeutung in den erwihnten Werken zu finden.

Spiter beschiftigte sich Fouricr sehr angelegentlich mit diesem &egenstande und wir
haben, gewissen Andeutungen in scinem Werke nach, allen Grund gu glauben, dass er eine
allgemeine Auflosungsmethode fiir soleche Gleichungen und Zwar nicht blos fiir eine
cinzelne (Hleichung mit einer einzigen itberschiissigen Buchstabengrgsse, sondern auch mit einer
be]iebig grossen Anzahl von solchen. und auch fiir Systeme von mghreren solchen Gleichingen
gefunden habe. Leider sind die Ergebnisse dieser Untersuchungen, gleichwie viele andere von
ibm aufgefundenen Schitze des Wissens fiir uns verloren gegangen. Aber auch in seinem
Werke findet sich keine Andeutung jener eben frither erwdhnten Untersuchungen iiber die
Unstetigkeit der Geniige leistenden Functionen.

Endlich wurde derselbe Gegenstand von Petzvalsgenauer behandelt. Bei seinen Unter-
suchungen iiber diec lincaren Differentialgleichwngen gelangte derselbe nicht nur zu
einer Reihe von Integrationsmethoden fiir dieselbengsondern fand auch Auflssungsmethoden
fiiv eine algebraische Gleichung, welehe nebst der Unbekannten x noch andere constante
Parameter beherbergt. Dicser Fund war auch einial der Gegenstand seiner iffentlichen Vor-
trige an der Wiener Universitit, und die Grundziige dieser Methode finden sich in seinem
Werke: ,Integration der linearen Differeptialgleichungen® niedergelegt. Diesen zuletrt
erwihnten Arbeiten verdankt diese Abhandlung ihr Entstehen. Is wurde mir nimlich erst
spiater kund, dass schon Fourier, wiewghl auf cinem andern Wege, denselben Gegenstand
behandelt hatte, wie sich dies in seidem Werke: .Analyse des équations détermindes
angedeutet findet, in welches dieser grosse Mathematiker xeine Untersuehungen iiber Gleichun-
gen niederlegen wollte. Leider ist dgr grosste Theil hicrvon fiir uns verloren gegangen, weil
die Herausgabe des zweiten Bandes durch seinen Tod vereitelt wurde. Der erschienene crste
Band enthilt gliicklicher Weise gine kurze iibersichtliche Darstellung: ,Exposée synoptique«
des Gesammtinhaltes. Hieraus @un ist ersichtlich, dass das vierte Buch dieses Werkes cine
allgemeine Auflssungsmethode fiir Buchstabengleichungen und Systeme voun
solchen enthalten sollte. Daselbst sind in gedriingter Kiirze die Grundziige dieser Methode
auscinandergesetzt; allein sic scheinen bisher selbst gelehrten Lesern ganz und gar unver-

stindlich geblieben zu sein, vermuthlich wegen der ganz cigenthiimlichen Behandlungsweise
dieses Gegenstandes, und wiren cs vielleicht auch fiir mich geblieben, wenn ich nicht durch
die auf cinem idhnlichen Gedankengange gegriindeten Untersuchungen Petzval's iiber dic
linearen Differcntialgleichungen zu ihremn Verstindnisse geleitet worden wire. Es ist mir auch
gelungen, die Methode Fourier's zur Auflssung von Buchstabengleiechungen und Systeme
von solehen genau in derselben Weise wicder aufzufinden, wie sie cinst dieser grosse Analyst
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selbst, seinen eigenen Andeutungen nach, gehabt haben mochte. Es lag dies zwar so eigentlich
nicht in der urspriinglichen Absicht; ich ging vielmehr, so wie jeder ahdere an meiner Stelle,
auch darauf aus, auf diesem wemg betretenen Felde wo moglich eimges Iigenthum zu gewin-
nen und glaube wirklich einiges gefunden zn haben; in der Mehrzadil der Fille jedoch geschah
es, dass ich zwar meinte, cinen eigenen Fund gethan zu haben upd dann, Fourier’s Exposée
synoptique zur ITand nehmend, zu meiner Uberraschung gewahr ward, wie derselbe darin
bereits angedeutet war, mit wenigen, aber so bezeichnenden Worten, dass kein Zweifel iibrig
bleiben konnte, FFourier habe dasselbe Dbereits selbst besessen. Ich fand mich dadurch
nur noch mehr bestimmt, in dieser Abhandlung, welelic einen Theil dieses IFundes zum
Gegenstande hat, genau den von Fourier eingeschiagenen Weg beizubehalten. Es ist
dies keineswegs blos ein Opfer, welehes man den Manen dieses grossen Mannes bringt,
ich hege ‘viehnchr die Uberzeugung, dass diesesDarstellungsweise zugleich die allge-
meinste von allen sei, indem sie nicht blos auf ¢mme einzige Buchstabengleichung mit einer
einzigen iiberschiissigen Buchstabengrisse Anwendung verstattet, sondern allgemeine Giltig-
keit besitzt, wie gross auch die Anzahl der Gleichungen und der iiberschiissigen Buchstaben-
gréssen sein mag. _

Das in dieser Abhandlung geliste Probdem stellt, wie aus diesen Bemerkungen ersichtlich
ist, nur den einfachsten IFall dar. Die darih auseinandergesetzte Auflosungsmethode verstattet
aber eine allgemeine Anwendung auf beliebig gestaltete algebraische Buchstabengleichungen
und Systeme von solchen mit belichig vielen iiberschiissigen Buchstabengrdssen. Dieser
Abhandlung sollen aueh mehrere gndere nachfolgen, welche die complicirteren Probleme
behandeln, wodurch die Theovriegder algebraischen Buchstabengleichungen eine
erschoptende Darstellung gewinmen wird. Diese Rethe von Abhandlungen wird, wie schon
erwahnt, zum grossten Theile als eine Wicderherstellung der von Fourier zuerst aufgefun-
denen, aber durch seinen Toddeider verloren gegangenen allgemeinen Auflssungsmethode fiir
Buchstabengleichungen anzusehen sein; ob und wie weit mir dies wirklich gelungen ist oder
nicht, mag jeder Leser durch Vergleichung meiner Arbeit mit dem oberwidhnten Exposée
synoptique selbst entscherden.

Wir halten es noeh fiir unerlisslich, einige wenige Worte iiber die m Rede stchenden
Auflosungsmethoden vorauszuschicken, um Missverstindnisse zu vermeiden. Die Auflgsung
ciner Gleichung odér eines Systemes von mehreren solchen ist nie als Zweck, sondern nur als
ein Mittel zum Zsvecke anzusehen. lat ndmlich die Behandlung irgend cines Problemes zu
einer Gleichungs gefiihrt, so handelt es sich darum, aus derselben jene Schlussfolgerungen
abzuleiten, dies zur Beantwortung der gestellten I'ragen dienen. Eine Auflosungsmethode, die
diesem prakgischen Zwecke entsprechen soll, muss daher eigentlich in der Iivdrterung jener
Iigenschaften bestehen, die in der Gleichung zwar schon niedergelegt sind, aber in einer viel
zu biindigen, und desshalb fiir uns unverstindlichen Weise. Wire es moglich, diese Kigen-
schafte aus der Gleichung selbst schon zu ersehen, so wire eine Auflosung derselben iiber-
fllissig" und nur ein zweckloser Umweg. Weil aber diese unmittelbare Einsicht in der Regel
nicht moglich ist, so wird man sich bemiihen miissen, dureh gewisse Operationen diesen Zweck
zu erreichen. Die Methode nun, welche durch ein regelmissiges Verfahren zu dieser Einsicht
fiihrt, belegen wir mit dem Namen einer Auflosungsmethode. Indem wir hier von dem prak-
tischen Werthe ausgehen, werden wir eine Auflosungsmethode an und fiir sich verwerfen,
wenn sie fiir die Unbekannte zwar einen Geniige leistenden Werth Liefert, aber in einer Gestalt,




Auflosungsmethode fiir algebraische Buchstabengleichungen ete. I3

welche die wissenswerthen Eigenschaften ebenso und vielleicht noch in einem grisseren Masse
verhiillt, als die Gleichung selber. Wir erwihnen hier nur die Cardanische Formel fiig die
Gleichung des dritten, und die ihr dhnliche fiir jene des vierten Grades als einen solchen Tall.
Wir werden daher keineswegs zunichst auf geschlossene Formen der Wurzeln Jagdamachen,
und fiir uns konnen unendliche Reihen denselben und mitunter eimnen viel hoheren Werth
besitzen, wenn sie die leichte Beantwortung der gestellten Frage ermiglichen. Di¢ Auflssung
ciner Gleichung wird eher als ein Discutiren der wichtigen Eigenschaften der Géntige leisten-
den Werthe anzusehen sein. Ein solehes Discutiren Fisst sich, der Natur der Sgche nach, nicht
mit cinem ecinzigen Schlage vollenden, sondern zerfillt in eine Anzahl yon Partialunter-
suchungen und zwar in eine um so grissere, je mehr verschiedene Eigensehaften zu erirtern
sind, je complicirter das Problem ist. Bs geniigt desshalb nicht, die Wurgeln einer Gleichung
nur in eier cinzigen Form darzustellen, sondern man ist gendthigety'sie sich in mehreren
verschiedenen Formen zu verschaffen, weil cine jede cinzelne Formein der Regel nur eine
cinzige Eigenschaft aufzukliren vermag, iiber alle iibrigen Ligensthaften aber keinen Auf-
schluss gewihrt. Nur in den allereinfachsten Fillen geniigt es, di¢ Wurzeln in einer einzigen
Form zu besitzen. In dem hier behandelten Probleme sind dic Greniige leistenden Werthe der
Unbekannten 2 Functionen von ¢ und die Auflgsungsmethode hat demnach solche Functionen
aufzustellen und ihre wichtigen Ligenschaften aufzudecken. dMan erreicht diesen Zweck durch
die nachfolgenden Untersuchungen:

Erstens: Man entwickelt die Geniige leistenden Fugietionen in Form ciner absteigend
nach Potenzen von ¢ geordneten Reihe und erhilt hierdurcl Aufschluss tiber ibr Verhalten fiir
sehr grosse Werthe von a.

Zweitens: Man cruirt alle jene endlichen Werghe von «, fiir welche die Geniige leistende
Funetion einer Unterbrechung der Stetigkeig unterliegt.

Drittens: Man cntwickelt die Geniige leistenden Funetionen in Reihenform, aufstei-
gend geordnet nach Potenzen ciner Grosse @ =, wo a einen jener speciellen Werthe von «
vorstellt, welchem ecine Unterbrechung der Stetigkeit entspricht, und die durch die vorher-
gehende Untersuchung ermittelt sind. Auf” diesem Wege gelangt man zur Kenntniss aller
Nenner und Irrationalgrissen, diedn den Geniige leistenden Werthen erscheinen. Man
wird dadurch oft noch iiberdies in der Stand gesetzt, cine cinfache und geschlossene Form
aufzufinden.

Wir haben hier offen bekannt,sdass die in Rede stechenden Auﬂiisungsmethoden.Vorzijg-
lich auf Reihenentwicklungen basirt seien, und geschlossene Iormen nur nebenher gesncht
werden, wenn sic ohne weitliufige Rechnungen erhalten werden knnen. Es stcht zu erwarten,
dass dieses offene Gestindniss bei den meisten Lesern statt als eine Anempfehlung zu gelten,
gerade das Gegentheil bewirkén diirfte. Man pflegt meistentheils in Rethenentwickelungen nur
ein unbequemes Verfahren #u erblicken, und entschliesst sich erst dazu, wenn geschlossene
Formen durchaus den Diengt versagen. Bet vielen Lesern mag sogar der Zweifel rege werden, ob
denn doch diese Auflgsungsmethode cine neue sei, da bekanntlich mittelst der Taylor'schen und
Mac-Laurin’schen Formel die Entwickelung explicirter und implicirter Functionen in Reihen
gelingt. Wir haben auch die volle fberzeugung, dass diese Auflosungsmethode nur allmihlich
sich Geltung verschaffen werde, bis eine klare Vorstellung iiber den praktischen Zweck der-
selben wird Platz gegriffen haben, dann aber kein Zweifel mehr bestehen kimne, dass sie alles
leiste, was man verniinftigerweise von ihr zu fordern berechtigt ist.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl, XII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. P
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Der leichteren Ubersicht wegen ist die Behandlung des vorliegenden Problemes in vier
Abschnitte getheilt worden:

Der erste Abschnitt lehrt die absteigend nach Potenzengvon @ geordnete Reihen-
Entwickelung.

Der zweite Abschnitt zeigt, wie die anfsteigend naclgPotenzen einer Grisse
a— a geordnete Reihen-Entwickelung einzuleiten ist und zwar diir beliebige aber bestimmte
Zahlwerthe von a.

Der dritte Abschnitt enthdlt die Untersuchungen, die auf die Unterbrechung der
Stiatigkeit bei den Geniige lcistenden Functionen Bezugohaben, ferner die Ermittlung aller
Nenner und Irrationalgriéssen, dic in den Wurzelsi erscheinen. Ls sind dort auch die
Grundziige jener Untersuchungen aufgefiihrt, welche bisweilen zu geschlossenen Formen der
der Wurzeln fithren. $

Der vierte Abschnitt hat die Bestimmungsdes Erginzungsgliedes und die Unter-
suchungen iiber die Convergenz der unendlichen Réihen zum Gegenstande, zu welchen man bei
der Auflosung meistentheils gelangt. Dort findew die gelehrten Methoden ihre wahre Begriin-
dung und Rechtfertigung. Ferner geschicht doft Iirwilnung von der geometrischen Bedcutung
der verschiedenen Entwickelungsweisen, ingbesondere ihrer Anwendbarkeit zur Bestimmung
Asymptoten bei Curven von einfacher Krijgimung.

Die vorliegende Abhandlung umfasst nur die beiden ersten Abschnitte.

Entwickelung der Wurzeln in Form einer nach absteigenden Potenzen der unabhingigen
Buchstabengrisse geordneten Retihe.

Einleitung.

Im I'olgenden ist einé Methode auseinandergesetzt, die Wurzeln einer algebraischen
Gleichung zwischen zwei Buchstabengrissen in cine Reihe zu entwickeln, geordnet nach
abstetgenden Potenzen der unabhiingigen Buchstabengrisse. Die gegebene Gleichung ist:

P=0.

P bedeutet cine Summe vou Gliedern von der Form Ifafz'. « stellt die unbekannte oder
abhingige, ¢ dig unabhingige Buchstabengrisse vor, 1, @ und ¢ sind bestimmte Zahlwerthe.
Diese I'orm def” Gleichung ist eine sehr allgemeine. In ihr ist dic ganze und rationale alge-
braische Gleiehung als specieller Fall enthalten. Sind ndmlich alle a und t ganze, positive
Zalhlen, digwNullwerthe mit cingerechnet, so lisst sich das Gleichungspolynom stets auf dic
folgende Form bringen: )

By 2" + Ay A, "o Az b A =0
A A

die allgemcine IForm £l o besitzen. Wir suchen hier eine Funetion von a, die die Eigenschaft

und i dieser bedeuten /I - e oo A, Ay selbst wieder Polynome, deren Glieder
m? m—19 m—2 9 1) 0 } 9

besitzt, anstatt  in das Polynom P substituirt, dasselbe in einen identisch, d. h. fiir jeden

beliebigen Werth von e sich auf Null reducirenden Ausdruck zu verwandeln. Wir verfiigen
= S

jedoch im Voraus iiber die Florm dieser Geniige leistenden Function, und setzen sie in Gestalt

cines nach absteigenden Potenzen von ¢ geordneten Polynomes voraus:
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= fihlq ‘0 fy G & 4 hpaPels) vab S
in welchem zwischen den Exponenten die Relation:
&E>6>6>. .. .. YA
besteht und die Gliederanzahl entweder cine endliche oder unendliche sein kann.

Eine solche willkiirliche Voraussetzung der Ifunctionsform fordert allerdings einerseits
ihre Rechtfertigung., andererseits aber eine geniigende Motivirung. Von der Ergteren dispen-
siren wir uns vor der Hand, indem wir spéter ohnehin zeigen werden, dass eine sglche Intwicke-
lungsweise der Wurzeln stets zulissig und die dabei erhaltene meistentheils wnendliche Reihe
fiir gewisse geniigend grosse Werthe der unabhingigen Buchstabengrissese convergent sei.
In Bezug der Letsteren wollen wir hier nur erwihnen, dass man dée Auflosungen der
Gleichungen des ersten und die der binomischen héheren Grades schon seit langer Zeit in
solcher Form zu suehen gewohnt sei, und zu diesem Behufe die bekanyten Regeln zur Division
und zum Wurzelauszichen besitze. Die im Folgenden behandelte Meghode wiirde daher schon,
insoferne sic eine Verallgemeinerung dieser beiden Regeln darstellf hinreichend motivirt sein.
Wir wollen uns auch jetzt mit dieser Motivirang begniigen, und werden spiter, wenn wir diesen
Gegenstand mehr werden erortert haben, {iber den Zweck und dic eigentliche Bedeutung ciner

solehen Iintwickelungsweise die ngthigen Bemerkungen folgen lassen.
Dadureh, dass wir  in dieser Form auffassen, wird das Problem wesentlich veriindert.

In der That, da nun z als dic Summe von Gliedern von Form ha® aufgefasst wird, treten an
die Stelle der einzigen Unbekannten 2, deren mehrere, fiimlich einem jeden einzelnen Gliede
haf dieser Reihe entsprechend, deren zwei: der Exponent & und der Coéfficient 4. Wire dem-
nach z eine aus 7 - 1 solchen Gliedern zusammengesetze Reihe, wie die folgende:
hoa® 4 ha® 4+ hya® 4o ... = I

so wiren an die Stelle der cinen Unbekanntendr deren 27+ 2 an der Zahl getreten. Aber
diese Vergrosserung der Anzahl der Unbekanuten ist hier, weit entfernt ein Nachtheil zu sein,
vielmehr ein Vortheil, denn diese neuen Unbekannten sind keine Functionen von ¢ mehr,
sondern Zahlen.

Durch die iiber die Funetionsform won x gemachte Voraussetzung ist daher das Problem
in ein wesentlich verschiedenes verwandelt worden. Da der Natur der Sache nach « eine

;. . 9 N [ ~ 79 A
bestimmte Function von @ bedeutet, s6 werden die 27 - 2 Grissen:

Cian) |2 el e
T T, S T— )

27 4+ 2 Bedingungsgleichunges zu erfiillen haben, da nur auf solche Weise diese Grissen
ihrem Zahlwerthe nach vollkémmen bestimmt sein kénnen. ISs ist andererseits bekannt, dass
die Gleichung =0, als nach x einem hheren Grade angehdrig. mehrere und in der Regel
von einander verschiedeng Auflssungen zulasse, und dass demnach nicht cin einziges, sondern
mehrere verschiedene Systeme von Zahlwerthen fiir diese 27 - 2 Grissen sich werden auf-
finden lassen. IMieraus wire man schon geneigt zn vermuthen, dass die zur Bestimmung dieser
Grissen dienenden Gileichungen, namentlich fiir die dem Anfangsgliede /,¢®% zukommenden
Grossen &, und 4, von hoherem Grade sein werden. Allein wir werden zu unserer mnicht
geringen Uberraschung sehen, dass die Exponenten &, &, &,.... &, stets nur durch Gleichungen
des ersten Grades gegeben sind, wihrend allerdings die zur Bestimmung von Ay, /2, . . . . . s

P
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dienenden Gleichungen von hoherem Grade sein konnen; und trotzdem entspricht doch im
Allgemeinen eimer Gleichung hoheren Grades nach z nicht ein einziges System von Werthen
&, &, & .....&, sondern deren mchrere. Dieser scheinbare Widéerspruch wird sich aber
alsbald beheben, wenn wir die Bedingungen kennen lernen, wel¢hen die Iixponenten &,, &,.
& .. ... & entsprechen miissen. Diese Bedingungen sind ganz eigenthiimlicher Art, so zwar,
dass der erste Exponent & (gelegentlich aueh die spiiteren &, & ... .. ) nicht eine einzige und
bestimmte Gleichung, sondern im Gegentheile so viele Bediggungen zu erfiillen hat, als das
Polynom P Glieder von der Form I a®z* besitzt. Von all’ diesen Bedingungen ist eine einzige
eine Gleichung, alle iibrigen aber Ungleichungen. :

Um sich von der Natur dieser Bedingungen eine ¥orstellung maclien zu kénnen, denke
man sich aus einem jeden cinzelnen Gliede [ a®x* des Gleichungspolynoms P cine lineare
Functiona-- 1 &, abgeleitet. Man erhilt, dermassen vegfahrend, so viele verschiedene Functionen
vom ersten Grade nach &, als Glieder im GHleichungspolynome bestehen. Substituirt man nun
anstatt & beliebige Werthe, so werden diese Fuictionen der Reihe nach bestimmte, aber in
der Regel giinzlich von einander verschiedene Werthe erlangen. Nur fiir gewisse Werthe von
€, werden zwel, gelegentlich auch mehrere dieser Functionen gleiche Werthe besitzen. &, ist
nun, um als ixponent im Anfangsgliede vonsz zu gelten, so zu wihlen, dass zwei oder mehrere
dieser Functionen gleiche Werthe aufweigén. Man wiirde dieser Bedingung auf mehrere ver-
schiedene Arten gentigen konnen, in dersRegel auf so viele verschiedene Arten, als Combina-
tionen zu Amben zwischen diesen lingaren Functionen moglich sind, und es wiren demnach
in der Regel eben so viele verschiedene Werthe von & zulissig. Allein die hier erwihnte
Bedingung ist nicht die einzige, die man zu erfiillen hat, man muss noch iiberdics Sorge
tragen, dass alle {ibrigen Functignen kleinere oder doch wenigstens keine grisseren Werthe
erhalten, als die zwel einander gleichgesetzten. Durch diese hinzutretende Bedingung erweisen
sich viele jener durch Gleighsetzen von zwei beliebigen Iunctionen a --ré&, gewonnencn
Werthe &, als unbrauchbay, weil fiir dieselben eine oder mehrere der itbrigen IPunetionen
grossere Werthe erlangeny und es tritt dadurch cine Verringerung ihrer Anzahl ein. Nichts
desto weniger bleiben meistentheils mehrere verschicdene Werthe von &, iibrig, so zwar, dass
durch diese neue Bedihgung nur gewisse der erwihnten Combinationen zu Amben sich als
brauchbar erwecisen.

Wir lernen hiemit ein Problem kennen, eigenthiimlich in soferne, als die zu suchende
Grisse nicht ein¢’ bestimmte Gleichung, sondern nebst einer mit einer gewissen Unbestimmt-
heit versehenen Gleichung noch eine Anzahl von anderen Bedingungen zu erfiillen
hat, die nichf durch Gleichungen, sondern durch Ungleichungen ausgedriickt sind. Zur
Auflésung dieses Problemes werden wir durch eme geometrische Construction gelangen; aber
eigentlich fgelisren alle derartigen Probleme, in welchen Bedingungen vorkommen, die nicht
durch Gleichungen allein, sondern durch Ungleichungen ausgedriickt werden, In ein eigenes
Gebietsund erfordern eine cigenthiimliche Behandlungsweise. In soferne ist daher die Bestim-
mung’ des Exponenten & von der Auflosung von Ungleichungen abhingig. Dass wir dieselben
hier’von einer geometrischen Construction abhiingig machen und auf solche Weise die Analyse
der Ungleichungen umgehen kénnen, verdanken wir dem giinstigen Umstande, dass wir eine
eine einzige Unbekannte € zu bestimmen haben, und diec Abhiingigkeit der hier in Betrachtung
kommenden Functionen dieser Grisse, nimlich die der verschiedenen a-+-1é& durch Linien
in der Ebene darzustellen vermigen. Ubersteigt jedoch die Anzahl dieser Unbekannten die
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Zahl zwei, so sind solche geometrische Betrachtungen nicht mehr miglich, und man besitzt
kein Mittel, die Auflésung von Ungleichungen zu umgehen. Wir geben hier der geometrisehen
Auflsungsmethode nur darum den Vorzug vor dem viel vollkommeneren und in Wahrheit
bequemeren analytischen Verfahren, weil wir die Theorie der Ungleichungen, deren Wichtig-
keit sich hier zum ersten Male ergibt, nicht als bekannt vorauszusetzen berechtigt sind, und
weil die geometrischen Constructionen, so zu sagen, eine populdre Darstellung®der Natur
solcher Probleme und des zu ihrer Auflosung dienenden Verfahrens abgeben. Wir werden in
der That darauf hinweisen, wic hier bei der geometrischen Construction Scheitt fiir Schritt
genau dasselbe geschieht, wie bei der analytischen Auflosungsmethode.

In der Regel werden die verschiedenen Auflgsungen x, in der erwihntes Form aufgestellt,
sich schon in dem Anfangsgliede %,a% von einander unterscheiden und es gehdrt zu den
Ausnahmstillen, dass wwei oder mehrere Auflssungen dasselbe Anfangsglied %,a% gemein-
schaftlich besitzen. Mit der Besimmung der Anfangsglieder wirdsdemnach meistentheils
jede einzelne Auflésung schon isolirt und von allen iibrigen untegschieden sein. Schreitet
man nun zur Bestimmung der nachfolgenden Glieder, so wird §ich zu einem bestimmten
solchen Anfangsglicde nur eine einzige Reihe von Folgegliedern ergeben. Wir ersehen
also hieraus, dass die Bestimmung des Anfangsgliedes dic Trennung der Wurzeln bewerk-
stellige, wilrend die .Bestimmung der Folgeglieder die Approximation vorstellt, analog
dem ber Zahlengleichungen eingeleiteten Verfahren, welches gleichfalls in zwei Theile zerfillt,
ndmlich in die Trennung der Wurzeln und in das cigentliche Approximationsverfahren. Da
nun die Bestimmung der Anfangsglieder einen ganz anderen Zweck erfiillt als die Bestimmung
der Folgeglieder, so wird auch das zur Bestimmung der Anfangsglieder dienende Verfaliren,
der Natur der Sache nach, ein ganz anderes und complicirteres sein als dasjenige, welches die
Folgeglieder liefert, und es zerfallt daher die Reiliesder nachfolgenden Untersuchungen in zwei
Hauptabtheilungen. Tn der ersten wird von der Bestimmung der Anfangsglieder gehan-
delt, wihrend die zweite die Bestimmung des Folgeglieder lehrt.

I. Bestimmung des Anfangsgliedes.

GARE

Das Anfangsglied /,a% enthalt zwel Grossen, nimlich den Exponenten & und den Cosf-
ficienten /,, die ihrem Zahlwerthe nach zu bestimmen sind. Die Bestimmung des Anfangsgliedes
wird daler in zwei Theile zerfallen, nimlich in die Bestimmung von &, und in die von %, Eine
Jede dieser beiden Grijssen hat gewisse Bedingungen zu crftillen. Sind uns diese Bedingungen
bekannt, so werden wir gucl ihre Zahlwerthe anzugeben im Stande sein, und der nichste
Schritt, den wir zu thunshaben, besteht in der Erérterung dieser Bedingungen. Iaben wir dann
diese Bedingungen aufgefunden, so werden wir noch anzugeben haben, wie man diese Bedingun-
gen erfilllen und so zu den Zahlwerthen von &, und %, gelangen konue; denn, wie schon
bemerkt wurde, sind zwar & und %, durch Gleichungen gegeben, allein diese Gleichungen
lassen sich nicht unmittelbar bilden, sondern es fiihrt erst cine eigenthiimliche Untersuchung
zu denselben.
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Zu den Bedingungen, welche die beiden Grossen &, und %, zu erfiillen haben, kann man
auf schr verschiedenen Wegen gelangen. Wir wiihlen hier den von Fourier betretenen Weg
der directen Substitution, d. h. wir substituiren cine absteigend georduete, mit dem
Anfangsgliede 7, a® versehene Reihie anstatt  in das Gleichunggpolynom P, wobei %, und &,
unbestimmte Zahlen vorstellen, und untersuchen, fiir welche Wezthe der unbestimmt gelassenen
Griossen & und %, dieses Substitutionsresultat in seinem erstenmit der hochsten Potenz von «
verschenen Gliede auf Null gebracht werden kinne. Wir gleben dieser Ableitungsweise den
Vorzug vor allen iibrigen, weil wir so unabhingig von allgn Lebrsitzen, die zur allgemeinen
Theorie der Gleichungen gehdren, zu den gesuchten Bedingungen gelangen und andererseits
dabel den Vortheil geniessen, iiber die Beschaffenheit dor mit bestimmten Zahlwerthen verse-
henen Grissen a und r keinerlei beschriinkende Anndhmen zu machen. Diese Bedingungen
gelten daher nicht blos fiir ganze, rationale und geschlossene Polynome P, sondern auch fiir
solche, denen diese Kigenschaften fehlen.

Schreiten wir nun zur Ausfihrung dieser Sgbstitution. Eine kurze Uberlegung zeigt, dass
sich dieselbe nur bis zu eciner gewissen Weit¢ hin wird ausfithren lassen, so lange iiber den
Zahlwerth des Iixponenten &, keine bestimmfe Verfligung getroffen ist. In der That hat man
dic statt  genommene Reihe zuerst in jedeg einzelne Glied des Gleichungspolynoms zu setzen
und wird dabei aus einem jeden solchen GHede I/ ¢z einen mehrgliedrigen Ausdruck erhalten,
der gleichfalls nach absteigenden Potengen von « geordnet ist, und ein Anfangsglied von der

Form:
(1) Hh,* a7

besitzt. Weiter als bis hicher ldgst sich die Substitution nicht ausfiihren, ohne dem &, cinen
bestimmten Werth zu ertheilengdenn der nichste Schritt besteht in der Summirung aller dieser
verschiedenen Ausdriicke, welehe den einzelnen Gliedern des Gleichungspolynoms entsprechen,
und lhiezu ist es nothig, dicaverschiedenen Glieder von der Form (1) in Bezug auf die in ihnen
erscheinenden Potenzen ¥on ¢ mit einander zu vergleichen. Gesetat, & whre mit cinem
bestimmten Zahlwerthe Serschen, so wiren es auch die Gradzahlen a + &, und man kénnte
ohme alle Schwierigkeit entscheiden, welches der verschicdenen Glieder von der Form (1) die
hochste Potenz von g besitzt. So aber, da der Zahlwerth von & noch unbestimmt ist, kann eine
solche Vergleichung der Gradzahlen a + 1 &, nicht unternommen und daher auch die Substitu-
tion nicht weiter sgefithrt werden. Allein gerade diese nur bis hicher und nicht weiter aus-
gefithrte Substitution gibt die Bedingungen an, welchen bei der Wahl von &, entsprochen
werden muss.oWie eben bemerkt wurde, handelt es sich nun zunéichst darum, die verschiedenen
Gradzahlensa + r&, mit einander zu vergleichen und unter ihnen die grosste auszuwihlen.
Der Erfolg® einer solchen Vergleichung kann jedoch ein doppelter sein: Entweder findet sich
nimlich @inter denselben eine cinzige solche, mit dem grissten Zahlwerthe versehene Gradzahl;
oder esskommt dieser grisste Zahlwerth zweien oder mehreren derselben gemeinschaftlich zu.
Der grsterwithnte Fall wird sich hiufiger zutragen, wihrend der zweite nur fiir specielle Werthe
von &, eintreten kann. Die Unterscheidung dieser zwei Fille ist fiir den Gang der weiteren
Substitution und fiir die Form des hochsten Gliedes im Substitutionsresultate %) von Wichtig-
keit. Findet sich nidmlich eine einzige Graduzahl der verschiedenen a + ré&, mit dem grissten
Zahlwerthe versehen, so wird sich bei der Summirung der Ausdriicke, welche den einzelnen
Gliedern des Gleichungspolynoms entsprechen, nur ein einziges Glied vorfinden, welches @ in
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der hochsten Potenz besitzt, und da dasselbe die Form (1) besitzt, so wird der Cogfficient
M}y, mit dem diese hochste Potenz von e multiplicirt erscheint, stets von Null verschiéden
ausfallen, so lange %, von Null verschicden ist. In einem solchen Falle ist daher an ein fdenti-
sches Nullwerden des Substitutionsresultates I’) nicht zu denken, weil wenigstens dieshéchste
Potenz von « stets einen von Null verschiedenen Coéfficienten ILA) besitzen wird. Solche
Werthe vou &,, welche einer einzigen der Gradzahlen a + pé, den grisstenZahlwerth
ertheilen, sind demnach nicht geeignet, anstatt & im Anfangsgliede h,a® gesetzt” zu werden.
Ist hihgogen &, so gewiihlt, dass der grisste Zahlwerth nicht einer einzigen, gondern zweien
oder mehreren der Gradzahlen a + 1€, gemeinschaftlich zukommt; so sindsauch zwei oder
mehrere der Glieder (1) vorhanden, welche dieselbe und hichste Potenz vong besitzen; bei der
nun einzuleitenden Summirung der einzelnen Ausdriicke stellen sich diesctben zu cinem einzi-
gen mit der hischsten Potenz von @ versehenen Gliede des Substitutionsresultates 1, zusammen.
Der Coéfficient dieser hischsten Potenz von « ist demmach ein zwei- oder mehrgliedriger Aus-
druck , ndmlich die Summe von zwei oder mehreren Gliedern von dér Form I/ h}. Jetzt ist es
aber auch miglich, diesen Coéfficienten der Nulle gleich zu machefi durch:von Null verschie-
dene aber zweckmissig gewihlte Werthe von A, Wir sind auf?solche Weise schon zu den
gesuchten Bedingungen gelangt, welchen die mit &, und %, bezgichneten Grissen im Anfangs-
gliede hya® geniigen miissen. Wir haben auch gesehen, dass die Wahl jeder dieser beiden
(iréssen einen eigenthiimlichen Zweck erfiillt: die zweckmisgige Wall des Exponten &, bewirkt
nimlich, dass zwei oder mehrere Glieder des Gleichungspolynoms zu dem mit der hochsten
Potenz von a versehenen Gliede des Substitutionsresultates I, einen Bestandtheil liefern, so
swar, dass der Coéfficient dieser hichsten Potenz vongein zwei-oder mehrgliedriger, 4,
enthaltender Ausdruck wird, der daher ecine Redygtion zuldsst, wenn man dem £, einen
bestimmten Zahlwerth ertheilt. Die zweckmissige Wahl der zweiten, mit /4, bezeichneten
Grosse bezweckt, dass bei dieser, zufolge der Walil von &, miglich gewordenen Reduction im
Coéfficienten des hochsten Gliedes im Substitutionsresultate derselbe den Werth Null erlangt.
Wir finden hier unsere frither gemachten Befnerkungen bewahlrheitet: & nimlich, so wie A,
sind aus Gleichungen zu zichen; allein iw” Bezug auf diese Gleichungen waltet noch cine
Unbestimmtheit.
Die Gleichung

te)]
o . . = o .- - o L . .
der Gradzahlen a + 1é,, welche, wie wian sieht, lncare Functionen von & sind, einander gleich

sein miissen. Trotzdem ist es dennochidenkbar, dass fiir & mehrere Zahlwerthe erhalten werden

welche &, licfert, ist immer vom ersten Girade, weil sie besagt, dass zwel

konnen.

Die Miglichkeit mehrerer prauchbarer Zahlwerthe fiir & hat eben in der erwiihnten
Unbestimmtheit ihren Grund, ga der Grossen a4 &, so vicle als Glieder des Gleichungs-
polynoms vorhanden sind, al§o mit Ausnahme der binomischen Gleichungen stets mehr als
zwei; und man wird daher miehrere Gleichungen des ersten Grades aufzustellen im Stande sein,
welche die verlangte Gleighleit zweier linearer I'unctionen a + ¢, aussprechen und daher auch
mehrere Werthe fiir &, fiiden. Ist eine bestimmte solehe Gleichung aufgestellt, und der ihr ent-
sprechende Werth von &, bestimmt, so ist hiemit auch zugleich die Gleichung bestimmt, welche
hy lefert. Der aus dieser Gleichung des ersten Grades gezogene Werth von &, ertheilt nimlich
zweien, gelegentlich aber auch mehreren linearen Functionen a + &, denselben grossten
Werth. Dieser grisste Werth ist zugleich der Bxponent von ¢ im ersten Gliede des Substitu-
tionsresultates P, so lange man noch nicht den Werth von 4, specialisirt hat. Der Coéfficient,
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mit dem diese hochste Potenz von ¢ multiplicirt erscheint, ist ein zwei- oder mehrgliedriges
Polynom, welches %, in verschiedenen Potenzen enthilt, und ldsst sich auf eine sehr einfache
Weise bilden. Dicjenigen I'unctionen a + 1&, ndmlieh, welche eciierlei und grossten Werth
erlangen, entsprechen gewissen Gliedern des Gleichungspolynomés P

Setzt man nun in der Summe der so bezeichneten Glieder des Gleiehungspolynoms anstatt
a und z die Werthe 1 und 7%,, so geht dadurch ein in der Regel zwei-, gelegentlich aber mehr-
gliedriger %, enthaltender Ausdruck hervor, welcher eben det gesuehte Coéfficient dieser hich-
sten Potenz von a im Substitutionsresultate ist.

Diese Regel ergibt sich unmittelbar aus der Betraehtung der Form (1), welche eben das
hiehste Glied des aus M a*x* hervorgelienden Substitufionsresultates ist. Iis ist nun nur noch
nothig, diesen z, enthaltenden Ausdruek der Nulle gleich zu setzen, so hat man die dem erwéhlten
&, entsprechende Bestimmungsgleichung fiir das zugehorige %, Diese Gleichung ist maclh 4,
meistentheils von hsherem Grade, und es ist daher moglich, zu einem einzigen Werthe von &,
mchrere zugehorige k, zu finden. Wir ersehen also hicraus, dass sowohl der Werth von &, als
die zugehorigen Werthe von /%, bestimmt sindy” wenn man durch Gleichsetzen zweier lincarer
Funetionen a - r&, von einer bestimmten Gléichung des ersten Grades in &, ausgegangen ist.
Die bei der Wahl dieser Gleichung bestechénde Unbestimmtheit bewirkt daher, trotzdem dass
sie nur dem ersten Grade angehort, dig@ Moglichkeit verschiedener &, deren jedem wieder
bestimmte 7, in ciner gewissen Anzahl angehéren. Die Unbestimmtheit der Gleiehung in &,
erstreckt sich aber keineswegs so weilt, dass man nur belicbige zwei der linearen Functionen
q + &, einander gleichsetzen diirfte, um einen brauehbaren Werth fiir & zu erhalten; die
Wahl der beiden einander gleichusetzenden Functionen a + 1 &, ist vielmelir durch weitere
Bedingungen von eigenthiimlichér Art beschriinkt. Fs ist niimlich nicht hinreichend, dass &, so
gewihlt werde, dass zwei oder mehrere lincare Funetionen gleieh werden, sondern
die gleichgesetzten Furfctionen miissen zugleich den grossten Werth besitzen.
Wollte man daher, um zy@allen mégliehen versehicdenen Werthen von & zu gelangen, die
lincaren Functionen zu j¢ zweien auf alle denkbaren Weisen einander gleichsetzen, so miisste
hinterher erst eine Untersuchung der so gewonnenen Werthe fiir &, folgen, welche zu entsehei-
den hiitte, ob keine dér iibrigen lincaren Funetionen a + r&, einen grosseren Werth erhiilt als
die zwel cinander gleichgesetzten. Diese Untersuchung wire mit jedem einzelnen der gewon-
nenen Zahlwerthefvon & vorzunchmen, und nur jenc von ihnen, welche dicser Bedingung ent-
sprechen, sind als brauehbare Werthe von &, anzusehen, alle iibrigen aber nicht.

s verstehit sich woll von selbst, dass dieser Weg, zu den Werthen von &, zu gelangen,
nicht der beguemste und kiirzeste sei, weil in der Mchrzahl der Fille bei cinem solehen Gleieh-
setzen zweier ganz willkiirlich erwillter linearer Functionen die nachtrigliche Untersuchung
des gewonnenen Werthes denselben als unbrauchbar bezeichnen wiirde. Wir wollen daher zu
einem direeten Verfahren sehreiten, welches gleichzeitig auf alle Bedingungen Riicksicht
nimmt; und welches ohne alle Umwege und fruchtlose Versuehe zu allen miglichen Werthen
vongg, fithrt. ITaben wir diesen Zweck erreicht, so wird auch die Aufstellung der entsprechen-
den Gleichungen in /,, wie wir bereits geschen haben, keinerlei Unbestimmtheit und Schwierig-
keit unterliegen. Wie schon frither bemerkt wurde, gehirt dieses Problem eigentlich in das
Gebiet der Auflésung von Ungleichungen. Wir werden auch spiter uns dariiber deut-
licher erkldaren. Vor der Iland aber versuchen wir dureh geometriselie Constructionen zur Auf-

lésung zu gelangen.
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Das Problem ist folgendes: s ist ein Polvnom [I” gegeben, Dbestehend aus melgeren
(liedern von der Form [7Ta*z®; aus den Exponenten a und r eines jeden cinzelnen gblchen
Gliedes bilde man eine Function von &, nimlich die a 4 r&,. deren Bildungsweise wén selbst
ersichtlich ist; nun sollen jene Zahlwerthe von &, angegeben werden, welehe untersall diesen
verschiedenen Functionen zweien oder mehreren denselben gleiche, allen dbrigen aber kleinere
Werthe ertheilen. Diese Bedingungen sind es, welche & zu erfiillen hat. Betraghten wir nun
&, als Abscisse, die linecare Function a -+ r&, = 7 als zugehdrige Ordinate, so ld8st sich fiir jede
lincare Function die zwischen & und 7 bestehende Abhiingigkeit durch eineflinie, und zwar
durch eine gerade Linie darstellen. Diese gerade Linie stellt die Gesampitheit aller Punkte
auf der Ebene dar, deren Coordinaten & und # in derjenigen Abhiingigkeif zu einander stehen,
wie sie die Gleichung

p=a - &
zwischen ihnen feststellt. Fiir jede einzelne lineare Iunction, gewissermassen also fir jedes
einzelne Glied a2 ergibt sich cine bestimmte solche Gerade, adgo fiir alle die verschiedenen
linearen Functionen cin ganzes System solcher Linien, deren jede eine andere Lage besitat.
Hier in der verzeichneten Figur ist es nicht schwer zu sehen, avelche der linearen I'unctionen
fiir einen gewissen Bereich der Werthe von & den grissten Werth besitzt.

Um hievon ecine deutliche Darstellung zu geben, wihlen wir ein Beispiel, ndmlich die

Gleichung
art + at 4 2® + @' — ' — Pz LRaxr L P —a=0.
[ [ ¢ d e f g 3 ‘
Die linearen Functionen der einzelnen Glieder&ind folgende:
Wa:-l"4757 7/7/:4"::7 )7:357 7/d_—'2 28,
7. = 2§, =2+& 9,1 + & 7=2, oS

Das durch diese Gleichungen bestimmte System von Linien ist in Fig. 1 dargestellt. Jede
Linie ist mit denselben Buchstaben bezeichaet, welche den entsprechenden y und den corre-
spondirenden Gliedern des Gleichungspolyhoms angefiigt sind. In dieser Zeichnung schen wir
alsbald, dass fiir alle mijglichen Werthefvon & nur drei Linien die oberste Lage einnehmen,
nimlich fiir £<C0 ist dic mit % bezeichnete Linie die am hichsten gelegene, fiir jene Werthe
von & die zwischen 0 und + liegen die Linien o und fiir grissere € als 4 die Linie . In den
Durchschnittspunkten A und B, welchen die Werthe & = 0 und & == - entsprechen, ist cs
nicht mehr eine einzige Linie, welehe das grosste 7 besitzt, sondern es sind deren mehrere. Im
Punkte 4 schneiden sich drei Lifien, nimlich die 2. £ und d; sie besitzen alle drei dort dieselbe
hichste Lage, allen dreien engspricht dieselbe grisste Ordinate y = 2, withrend alle iibrigen
Linien kleinere Werthe fiir 3hre Ordinaten liefern. Wir schliessen hieraus, dass wenn man
anstatt z in das Gleichungspolynom eine absteigend geordnete, mit dem Anfangsgliede Za’ =1
beginnende Reihe substifiiirt, ein Substitutionsresultat hervorgeht, in welchem «* die hochste
darin erscheinende Potenz von ¢ ist, und dass dieses mit @® versehene hochste Glied des Sub-
stitutionsresultates sich aus drei Bestandtheilen zusammensetzen werde, welche aus den dreéi

durch die Linien %, £ und d bezeichneten Gliedern: a?, — a®x, ¢°x® hervorgehen. Der in diesem
) 7 ? (=]
héchsten Gliede erscheinende Coéfficient ist demnach ein Trinom, namentlich das folgende:
) P
1— 7+ 7

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl, q
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welches. der Nulle gleichgesetzt, die quadratische Bestimmungsgleichung:
2 el
P—h +1=0,
und demmach die zwel imaginiiren Werthe

ho=+(1£ V—3)

2

liefert. Wir haben somit zwei verschiedene Anfangsglieder gder nach absteigenden Potenzen
von a geordneten Reihenentwickelung von  kennen gelernt, sie sind:

xy=+(1+4 14 ~§) und x, = +§l -_;1/3\,.

Wenden wir uns nun zn dem zweiten Durehschnittspunkte B. Dort schneiden sich die
zwel Linien ¢ und a, sie besitzen dort, d. h. fir &= dieselbe und grisste Ovdinate y =3,
wihrend alle iibrigen Linien gleichfalls kleinere Qxdinaten aufweisen. Wir schliessen hieraus
auf ein Anfangsglied von der Form /,a:. Di€ zur Bestimmung des Coéfficienten 7, die-
nende Gleichung ist aus den durch die Liniew ¢ und @ bezeichneten Glieder a*x* und ax

abzuleiten und 1ist folgende:
RS S ===()

Diese Gleichung ist vom vierten Ggade und besitzt die Wurzeln: 0, V-—1, — Ve T
Wir erhalten also zwei neue Anfangsglieder von x, ndmlich:

x, =V —a

xy =V -—a.

Es darf hier nicht befremden, dass diese Bestimmungsgleichung in 2 dem vierten Grade
angehort, in Wahrheit aber par zwei brauchbare Werthe fiir 4 liefert: Fassen wir nimlich die
vier verschiedenen Anfanggglieder zusammen, so kiénnen wir alle vier dadurch angedeuteten
Wurzeln unbeschadet mip einem Anfangsgliede wie 2,ai beginnend ansehen, nur muss dann
der Coéfficient %, den deiden zuerst aufgefundenen Auflgsungen eutsprechend den Werth 0
bekommen, und so Liitten wir die Bedeutung der zwei gleichen Nullwurzeln dargethan. Wir
sehen an diesem Beispiele, dass es sich um das Auffinden bestimmter Durchschnittspunkte
handelt, die aber«on den am hochsten gelegenen Linien des verzeichneten Systemes gebildet
werden.

In der Figur bestchen noch unziihlig viele Durchschnittspunkte, aber sie sind fiir das-gegen-
wirtige Probfém, ndmlich fiir die Bestimmung des Anfangsgliedes der absteigenden Entwickelung
ohne allen Werth. Das, was wir also hier noch zu geben haben, ist ein Verfahren. diese am hich-
sten gelegenen Durchsehnittspunkte aufzufinden. IHierzu werden uns folgende Bemerkungen
leiten: Zavischen je zweil solchen unmittelbar anf einander folgenden Durchschnittspunkten liegt
als Verbindungslinie cin abgegrenztes Stiick einer Geraden. In unserem Beispiele gehirt dieses
Stiigk 4B der mit d bezeichneten Linie an. Wiren mehrere Durchschnittspunkte vorhanden,
so wiirden mehrere solche Verbindungslinien bestehen. Jede solche Verbindungslinie zwischen
zwei niachstgelegenen Durchschnittspunkten ist das Stiick einer Geraden im Systeme, welche
dort die hochste Lage elunimmt und das griosste s aufweist. Alle diese Stiicke reihen sich
an einander, und bilden eine zusammenhiingende gebrochene Linie. Fiigen wir zu diesen abge-

grenzten geraden Linienstiicken noch jene zwei Linienstiicke hinzu, deren cine sich von dem
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am meisten links gelegenen Durchschnittspunkte in der Richtung der negativen & deren andere
aber von dem am meisten rechts gelegenen Durchschnittspunkte in der Richtung der positiyen €
gleichfalls ins Unendliche sich erstreckt, und welche in diesen Bereichen dic hichste Lage ein-
nelmen, so erginzen sich diese zwel nach einer Richtung hin abgegrenzten, ungeh der
andern aber uunbegrenzten Linien mit den frither erwihnten Verbindungslinied zweier
nichster Durchschnittspunkte zu einer gebrochenen Linie, die sich von £ oo bi®é—= + >
ansdehnt. In unserem Beispiele ist diese gebrochene Linie die hADBa. Sigf vereinigt in
sich jene Linicnstiicke des verzeichneten Systemes, welche die grossten Ordinatgn 7 aufweisen,
und ist aus einer endlichen Anzahl von geraden Stiicken zusammengesetzt, di¢ in den Durch-
schnittspunkten an einander stossen. Die beiden Endstiicke dieser gebrochewen Linie sind nach
einer Richtung hin unbegrenzt, alle iibrigen Mittelstiicke sind aber nach¥beiden Richtungen
begrenzt. Diese gebrochene Linie gibt ein Bild von der Abhiingigkert, ingvelcher der Exponent
7 der hischsten Potenz von a, die im Substitutionsresultate /%, erscheint, smd der Ixponent & des
Anfangsgliedes der anstatt « substitnirten Reihe zu cinander stehen.

Wir ersehen hieraus, dass diese zwei Grossen nicht in einegi stitigen Zusammenhange
zu einander stehen, im Gegenthetle besteht eine bestimmte Abhingigkeit nur innerhalb gewisser
Grenzen, iiberschreitet man diesen Bereich, so tritt eine neug Relation zwischen ihnen auf.
Wir haben auch den Grand hievon bereits kennen gelernt, wad diese Iirscheinung findet darin
thre Erklirung, dass das mit der héchsten Potenz von a versehene Glied des Substitutions-
resultates je nach dem dem &, im Anfangsgliede von « @rtheilten Zahlwerthe- bald aus dem
cinen, bald aus einem anderen Gliede des Gleichungspofynoms J? hervorgeht. Die gebrochene
Linie gibt von diesem [”rberspringon von Glied zu Gdied ein klares Bild und gibt auch Auf-
schluss iiber die Art und Weise, in weleher diesesdUberspringen geschieht. Die gebrochene
Linie weist nimlich cine eigenthiimliche Gesctzmissigkeit in der Aufeinanderfolge der sic

zusammensetzenden Linienstiicke aus. Ubergehen”wir nimlich von & = — oo durch alle mog-
lichen Zwischenstufen zu € = -+ oo, also vongkleineren & zu immer grosseren, so wird sich

zeigen, dass die Linienstiicke in solcher Weis¢ auf einander folgen, dass diejenige den Anfang
macht, welcher das kleinste 1 entspricht, d. hs jene [inie, die mit der Abscissenaxe den kleinsten
Winkel einschliesst, und dass die nachfolgénden Linien immer grissere r aufweisen, also stets
grissere Winkel mit der Absecissenaxe einschliessen. Man gelangt also so zur Wahrnehmung,
dass sie steigend nach r geordnet ersfheinen. Bei dem gewdhlten Beispiele findet man diese
Bemerkung bestitigt. Es ist auch lei¢ht einzusehen, dass es sich so verhalten miisse, denn von
zwei verschiedenen » = q - r& wigd bei wachsendem & diejenige raseher wachsen, welche das
grisssere 1 besitzt, so zwar, dags wenn eine gewisse lineare Funetion 7 =a 4 r£ fiir cin
bestimmtes & den grossten Wegth erhalten hat, fiir grissere & nur dicjenigen Functionen sie
erreichen und iibérsteigen kénnen, welchen ein grosscres ¢ und demgemiss ein raseleres
Wachsthum cigen ist. Die gebrochene [inie wird folglich nach links diejenigen Linienstiicke
aufweisen, die die kleinstgh, nach rechts aber jene, welche die grossten Winkel mit der Abs-
cissenaxe einschliessen, snamentlich werden die beiden Endstiicke den beiden IFunctionen mit
den extremen Werthen von r, und zwar das linke Ende der mit dem kleinsten 1, das rechte
Ende aber der mit dem grissten r verschenen Function entsprechen. Zufolge dieser Anorduung
der Linienstiicke, dass auf ein bestimmtes derselben nur immer cin solches folgen kann,
welches einen grissseren Winkel mit der Abscissenaxe einschliesst, wird diese gebrochene Linie
ihre Conecavitit nach auf-, ihre Convexitit nach abwirts wenden (wenn es uns gestattet ist

q*
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diese nur bei krummen Linien gebriduchlichen Bezeichnungen auf gebrochene auszudehnen).
Wir ersehen hieraus, dass, wenun wir von den kleinsten Werthen ven & zu immer grisseren
tiberschreiten, und zwar durch alle moglichen Zwischenstafen das grisste 7 sprungweise von
einer Geraden des Systemes zu einer anderen, jedoch mit einem grijsseren p versehenen iiber-
geht. Ein solcher Sprung findet immer Statt bei den Fckpuwkten der gebrochemen Linie.
Bei diesem Ubergange von den kleinsten & zu den grisstenszeigt sich aber, dass nicht alle
Linien des verzeichneten Systemes an der gebrochenen Linied'heil nelimen, sondern nur einige
derselben. Von einigen derselben ist es schon von vorne lrer ersichtlich, dass sic niemals das
grosste 7 aufweisen kinnen. Isrgeben sich niimlich mehgere parallele Linien, wie die @ und 6,
dic dund ¢, fund g, £ und 7, in dem erwihute Beispiele, so behilt von solehen parallelen
Linien die eine stets die hchste Lage gegen alle iibrigen; man kann demnach die Zeichnung
in allen solchen Iillen dadurch vereinfachen, dags man von solchen parallelen Linien nur
diejenige beibchiilt, welche unter ihnen stets das grissste » ausweist, alle tibrigen aber auslisst.
Dies wird geschehen, wenn man von denjenigen Functionen a -+ £, welche dasselbe ¢ aber
verschiedene a ausweisen, nur eine einzige, nignlich die mit dem grissten a verschene erwihlt,
und ihr entsprechend die Gerade im Systeme gerzeichnet. So wiirde in dem erwihlten Beispiele,
welches auch so geschriebeu werden kann;
(2) (a4 Vo' + 24 (- — (@ —2a) x -+ (a*—a) =0

die Beriicksichitigung der linearen Fungtionen:

p=1-+4¢ 3 S3& y=2+

Lo

vollkommen hinreichen. Diese lingaren Ifunctionen sind aus den Gradzahlen der Unbekannten
x und der mit ihnen multiplicirtei Polynome in @ gebildet. Durch diesen Vorgang werden also
gewisse lineare Ifunctionen begeitigt. Iicraus folgt aber keineswegs, dass alle iibrig bleibenden
linearen I'unctionen wirklichyan der gebrochenen Linie einen Antheil nehmen. nur lisst sich
dariiber nicht ohne eine weitere Untersuchung entscheiden. So sehen wir z. B. in demn gewiihlten
Beispiele, dass nur vier derselben, niimlich die: 2, 24&, 2+2&, 144& zu dem grossten
Werthe gelangen, und (daher zur gebrochenen Linie einen Bestandtheil liefern, wihrend die
3& in der ganzen Awsdehnung der Werthe von & unter diesem grissten Werthe bleibt, und
daher unter der gebtochenen Linie verliuft. Die lineare Function 2 -+ & nimmt fiir kein end-
liches Interval, sondern nur fiir den cinzigen Werth & = 0 an der gebrochenen Linie Antheil.

Die linearen IFunctionen lassen sich daher in drei Abtheilungen theilen: 1. solche, welche
ein Linienstiicle zur gebrochenen Linie liefern, 2. solche, welche nur einen Punkt und zwar
cinen Iickpunkt geben, und 3. solche, welche an der gebroclienen Linie gar keinen Antheil
nehmen. Wie sich die linearen Functionen emtheilen, eben so trennen sich die Glieder des
Gleichungspolynoms in drei Gruppen. Den ersterwihnten linearen Ifunctionen entsprechen
nimlicl jene Glieder des Gleichungspolynoms, deren jedes fiir ein bestimnites Intervall der
Werthe & das hichste Glied des Substitationsresultates liefert, hingegen die zuletzt erwilnte
Abgheilung von linearen Functionen entspricht allen jenen Gliedern des Gleichungspolynoms.
welche fiir keinen, wie immer gewiihilten Werth von & die hichste Potenz von @ im Substitutions-
resultate abgeben; i der Mitte zwischen beiden, und an der Grenze derselben, stehen jene

(+lieder, deren lineare Functionen der zweiten Abtheilung zugezihlt wurden. Diese liefern
nur fiir einen speciellen Zahlwerth von & gleichzeitig mit anderen einen Bestandtheil zum
hischsten Gliede des Substitutionsresultates. Substituirt man anstatt z in das Gleichungs-
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polynom eine absteigend geordnete Reihe, deren Anfangsglied %,a® ist, und ertheilt man dem
g, alle denkbaren Werthe, indem man von dem grossten beginnt und zu immer kleineren, durch
alle méglichen Zwischenstufen herabsteigt, so wird sich zeigen, dass anfangs das mit der
hochsten Potenz von @ versehene Anfangsglied des Substitutionsresultates aus dethjenigen
Gliede des Gleichungspolynoms hervorgeht, welches z in der hichsten Potenzs und falls
mehrere solche sich vorfinden sollten, unter diesen wieder dasjenige, welches ¢ inder hichsten
Potenz enthilt, dem also das grosste r, und unter diesen wieder das grosste a eptspricht. Dies
dauert so lange fort, als man sich oberhalb desjenigen Werthes von & befindet, der dem am
meisten nach rechts gelegenen Eckpunkte in der gebrochenen Linie entspricht. Kommt man
endlich auf diesen speciellen Werth von &, so liefert dieses nach z hochstesGlied noch immer
ein mit der hichsten Potenz von ¢ verschenes Glied zum Substitutiofisresultate, allein es
tauchen noch ein zweites, gelegentlich auch mehrere Glieder auf, w#lche gleichfalls einen
solchen Bestandtheil mit derselben hichsten Potenz von a liefern. Digse Bestandtheile, in der
Regel zwei, manchmal aber auch mehrere an der Zahl, setzen nun das hochste Glied des
Substitutionsresultates zusammen, wihrend es frither nur aus emmem¢einzigen Gliede hervorging.
Verringert man diesen specicllen Werth von & um eine beliebig Kleine Grisse, so bleibt von all
diesen Gliedern, welche die hochste Potenz lieferten, nur einseinziges iibrig, und zwar unter
ihnen gerade dasjenige, welches das kleinste r besitzt. Dieses Glied liefert nun wieder fiir ein
endliches Intervall der Werthe & das hochste Glied des Substitutionsresultates ganz allein.
Dieses Intervall erstreckt sich auf der Abscissenaxe von dem eben verlassenen Eckpunkte der
gebrochenen Linie bis zum nichsten Eckpunkte. Erreteht man endlich, diesem zweiten Lck-
punkte entsprechend, den an der unteren Grenze dieges Intervalles liegenden Werth von & so
tritt eine dhnliche Lrscheinnng auf wie frither. Fiir diesen speciellen Werth von & geht nimlieh
wieder das hichste Glied des Substitutionsresultates nicht aus cinem einzigen, sondern aus
zweien oder mehreren Gliedern des Gleichungspolynoms hervor. Auf solche Weise iibergeht
die Rolle, das hdchste Glied des Substitutiongresultates zu liefern, von Glied zu Glied des
GleiChungspolynoms sprungweise. Der Spruyg findet immer Statt, wenn & einen Eckpunkt der
gebrochenen Linie erreicht, so zwar, dass dort diese Rolle von mehreren Gliedern des
(tleichungspolynoms iibernommen wird. sAuf solelie Weise wandert diese Rolle vom hichsten
Gliede des Gleichungspolynoms sprungweise zu stets mniedrigeren, endlich bis zu dem
niedrigsten. Von der Art dieser Waztderung, so wie tiber die Stelle, wo diescr sprungweise
Wechsel der Rollen stattfindet, gibtetlie gebrochene Linie Aufschlnss.

Wie wir gezeigt haben, lassest sich alle auf das Anfangsglied der absteigenden Entwicke-
lungsform von z beziiglichen Ffagen aus dem verzeichneten Systeme von geraden Linien
beantworten, indem man die Burchschnittspunkte der am hochsten liegenden Linien ins Auge
fasst. Die durch diese Durchéchnittspunkte gehende gebrochene Linie gibt iiber die Form des
hischsten Gliedes im Substitutionsresultate P, die néthigen Aufschliisse. Is gehort auch keines-
wegs zu den schwicrigens Aufgaben. diese Dnrehschnittspunkte und die gebrochene Linie aus
dem verzeichneten Systeme abzuleiten. Das hiezn einzuleitende Verfahren ist im Wesentlichen
folgendes: Begiunen wir mit derjenigen Geraden, deren (leichung y=a+ ¢ das grosste r
aufweist, also mit derjenigen, welelie mit der Abscissenaxe den grissten Winkel einschliesst,
und schreiten wir auf ihr in der Richtung der negativen & vor, bis wir einem Durchschnitts-
punkte begegnen. Bei diesem Durchschnittspunkte angelangt, bemerken wir den zugchirigen

Werth von &: derselbe ist ein brauchbarer Exponent fir das Anfangsglied 4, e¢®und zwar unter
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allen der grosste, und notiren zugleich alle Geraden, die sich dort schneiden, oder vielmehr
die ihnen zugehirigen Glieder des Gleichungspolynoms; sie liefern dee Bestimmungsgleichung
fir die zugehdrigen Coéfficientenwerthe voun 4, Nun verlassen wir diese zuerst betretene
Gerade und erwihlen dafiir die sie schneidende Gerade, oder, falls mehrere solehe vorhanden
wiren, unter ibnen die mit dem kleinsten ¢ verschene — diese péimlich bildet das anstossende
Stiick der gebrochenen Linie — und schreiten auf ihr in der angegebenen Richtung der negativen
&wieder so lange fort, bis wir abermals einem Durchschnittspnukte begegnen, wo wir uns gerade so
wie beim ersten benchmen. Auf solche Weise gelangen svir der Reihe naeh zu allen Durch-
schnittspunkten, und das Verfahren schliesst sich endliclf von selbst, weil wir zuletzt zu einer
Linie kommen, die keinen Durchschnittspunkt in der angegebenen Richtung mehr aufweist. Bei
diesem Verfahren ergeben sich die Werthe von & afle, und zwar in fallender Reilienfolge.
Gleichzeitig werden auch die Bestimmungsgleichsingen fiiv die zugehdrigen Coéfficienten
erhalten, die meistentheils binomisch sind. Man Konnte dieses Verfahren auch cutsprechend
modificiren, so dass man, am linken Ende der gebroclienen Linie beginnend, die Werthe von
&, in steigender Reihenfolge bekime.

1is ist wohl von selbst einleuchtend,o'dass dies micht die einzige Constructionsweise
sei, welche zu dem verlangten Ziele fiihyt, im Gegentheile lisst sich sehr leicht die An-
zahl der miglichen Constructionsweisendangeben. In der That handelt es sich stets immer
nur um ecine graphische Darstellungs der durch die Gleichungen 7 =a -} 1& festgestell-
ten ADbhdngigkeit. Allein man kionwte diese vier Griossen a, r, & und 7 unter cinander
die ihnen hier angewiesenen Bedetitungen vertauschen lassen, und wiirde dadurch zu an-
scheinend verschiedenen, vielleight sogar in gewisser Hinsichi bequemeren Constructionen
gelangen.  Wir wollen hier uns jedoeh mit geometrischen Constructionen mnicht linger
befassen, sondern im Gegentheile dieselben so bald als miglich verlassen und durch ein
analytisches Verfaliren ersefzen, welches jedenfalls alle geometrischen Constructionen an
Bequemlichkeit und Kiirze® iibertrifft. Wir hatten iiberhaupt keine andere Absicht, als durch
ein geometrisches Bild die Klarheit zu erhthen, um das analytische Verfahren, welehes wir

nuu auseinandersetzen werden, auschaulich zn machen.

%

Um die analytische Verfahrungsweise abzuleiten, haben wir nur jeden einzelnen geome-
trischen Vorgafig durch die entsprechende analvtische Operation zu ersetzen. Wir beginnen
also damit, ags den cinzelnen Gliedern des Gleichungspolynoms P auf die bekannte Weise die
linearen Functionen a -- p & abzuleiten, wobei wir gleich, wie in der Zeichuung die parallelen
iiberfliissigen Linien beseitigt wurden, diejenigen lincaren Functionen zu bilden unterlassen,
welche €imem Gliede entsprechen, welches mit einem anderven dieselbe Potenz von x gemein-
schafthch hat, aber eine niedrigere Potenz von @ ausweist. Dies werden wir am schnellsten
erreithen, wenn wir, wie im Beispiele (2) geschehen ist, die Potenzen von « als Factoren sondern,
und als zweiten Factor, gewissermassen als Coéfficienten, das damit multiplicirte Polynom nach
absteigenden Potenzen von a georduet hinschreiben. Dadurch sind unmittelbar diejenigen
Glieder ersichtlich gemacht, welche bei gleicher Potenz von x die hochste von e besitzen. Die
so gebildeten linearen Functionen ordne man absteigend nach den Zahlwerthen von 1, ja man
wird sic schou in soleher Weise geordnet erhalten, wenn das Gleichungspolynom nach absteigen-
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den Potenzen von z geordnet ist. Nun beginnt einregelmissiges Untersuchungsverfahren, analog
dem Fortschreiten auf der gebrochenen Linie in der Richtung der negativen & bis zum ®rsten
sich darstellenden Durchschuittspunkte. Diese Untersuchung beginnt mit der ersten degauf die
angegebene Weise geordneten linearen Funetionen, und bezweckt die Ermittlang sund Ver-
gleichung der den Durchschnittspunkten dieser Linie mit den iibrigen im Systeme efitsprechen-
den Werthe von & Von all diesen Werthen 1st der grosste auszuwihlen und alstixponent &
zu notiren, gleichzeitig sind alle jene Glieder zu bezeichnen, deren lincare Fupétionen diesen
Durchschnittspunkt bilden helfen, weil aus ihnen die Bestimmungsgleichung ffir 4, hervorgceht.
Zu diesem Ende subtrahirt man diese erste lineare Funetion der Reithe nach.won allen iibrigen,
setzt jeden dieser Unterschiede, welche alle € in sich enthalten, der Nulle gleich und sucht die
Geniige leistenden Werthe von & Von all diesen Gentige leistenden Werthen bestimmt man
den grissten und bezeichnet ihn als brauchbaren Werth von &,. Um diesBestimmungsgleichung
fiir das zugehorige %, zu bilden, notirt man jene Glieder des Gleichudigspolynoms, welche der
subtrahirten lincaren Function und jener anderen entsprechen, aus welcher eben jener Rest
hervorgegangen ist, der gleich Null gesetzt, das grosste & geliefert hat. Ist dieser grosste
Werth & mehrmals erhalten worden, so sind alle diesc entspfechenden Glieder zu notiren.
[Tiemit ist nun eine Untersuchung geschlossen und es kommit eine nichste Funection an die
Reihe, welche derselben Untersuchung unterworfen wird. Adlein man geht nicht zur nichst-
folgenden, hier zur zweiten linearen unetion iiber, da es sich treffen kann, dass dieselbe gar
nie den grossten Werth erlangt und somit auch an dgr gebrochenen Linie keinen Antheil
nimmt. Die vorhergegangene Untersuchung der crsten linearen Function lchrt aber schon
dariiber das Nothige, denn sie zeigt zugleich an, welchg Function in dem angrenzenden Bereiche
den grisssten Werth besitzt und demnach zunichst der Untersuchung zu unterzielien ist. Diesc
Function findet sich nimlich unter den bereits nogirten vor, welehen der gefundene Werth von
& als Auflosung des der Nulle gleichgesetzten Unterschiedes entspricht. Sollten mehrere solche
zugegen sein, so ist unter ihnen die mit dem deinsten r verschene, also die spiteste diejenige,
welclie nun an die Reihe kommt. Die bisherdge Untersuchung hat auch gelehrt, dass alle hieber
vielleicht in der Reihenfolge iibersprungenen Functionen niemals zum gréssten Werthe
gelangen, und sie konnen daher bei jeder tveiteren Untersuchung unberiicksichtigt bleiben. Man
wird daher mit dieser fiir die unmittellbar nichstfolgende Untersuchung bezeichneten Funection
gerade so verfaliren, wie mit der ersggn, sie nur mit den darauffolgenden FFunctionen eombi-
nirend. Dieses Verfahren fithrt vonaelbst zu den verschiedenen zu untersuchenden Functionen,
und schliesst sich, hinreichend oft*wicderholt, gleichfalls von selbst, wenn sie zur letzten der-
selben geleitet hat. Auf solche Weise gelangt man durch ein emnfaches combinatorisches Ver-
fahren zu allen miglichen Wexthen von & und zu den entsprechenden GGliedersummen, und hat
nur noch die Substitution @ 2= 1, x =k, in dieselben auszufithren und diese Ausdriicke gleich
Null zu setzen, um zugleich auch die zugehorigen Werthe von %, durch Auflésung von Zahlen-
gleichungen zu finden.

Wir wollen nun ag® der frither behandelten Gleichung dieses analytische Verfahren zeigen.
Die Gleichung ist:

(@EENS 2% p S8 @ — I et (@ =— 2 @)% - d"— @ — U}

die linearen I'unctionen sind daher folgende:

144 , 36 , 2426 ., 24& , 2
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1. Untersuchung der I"'unection 1+ 4& Die Differenzen, der Nulle gleichgesetzt.

geben die Gleichungen:

1 — £= 1—26=0 , 1—8=0 ¢ 1-—4£=0,

?

welchen die Werthe € = — 1, 4, 4. 4 cntsprechen. Uunter ihuen ist &€ = -} der grisste und

somit zu notirende Werth von &. Ilhm entsprechend besitzen die zwei linearen Functionen
1+ 4¢ und 2 4+ 2 ¢& gleiche, alle iibrigen aber kleinere Werthe. Hicraus folgt daher die
Bestimmungsgleichung fiir den zugehirvigen Coéfficienten /4, aus den beiden Gliedern

ax' + &’ 2® und ist folgende:
b+ W =0.

Sie liefert zwei brauchbare Werthe /= + V&1 und = -~V —1, ferner zwei Null-
wurzeln, welche nur besagen, dass noch zwei Xuflosungen bestehen, die jedoch mit ciner
nicdrigen Potenz von @ beginnen. I8s ist hiermit zugleich die lineare Funection 2 + 2 £ fiir die
nichstfolgende Untersuchung bezeichnet.

2. Untersuchung der Function 2%+ 2&. Dic Differenzen sind gleich Null gesetzt

folgende:

=0

LAY

g -
-—-;:() s -3

)

beide liefern denselben Werth € = 0. Idieraus folgt, dass fiir £==0 dic drei lincaren Functionen :
2 4 2£ 2 + & und 2 den grissten Werth gemeinschaftlich besitzen. Der Werth & =0 ist zu
notiren, so wic die Summe der drei Glieder ¢*2® — ¢*2 4+ o Die Bestimmungsgleichung fiir

den zugehorigen Coéfficienten isg:
WE—h41=0.

. ol . b= o | —

Ihr entsprechen zweisWerthe, nimlich Ay=—+ (1 4+ 3V —3) und 2 =+(1—V —3).

Wir gelangen also hicr aut dem analytischen Wege zu deuselben Anfangsgliedern, wie friiher
durch geometrische Constructionen. Sie sind folgende:

=V _—u
Ty V_u
e (R et
s ey SRy

Iis ist vielleicht nicht unerspriesslich, hier an dicsem Beispiele eine bequemere Art, diese
techmungen zu Papier zu bringen, anzufiihren.

Sic.gst in diesem Schema dargosto]lt:
(a4 Dt + 2+ (& — 1) &* — (& —2d) z + & —a =0.

Lirste Reilie von Quotienten :

— 2 + 1 + 1 + L

1 o 3 1

unter ihnen ist 3 am grissten und somit zu notiren.

Ziweite Reihe von Quotienten:
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also O der zweite und letzte zu notirende Werth von &,

Die Bestimmungsgleichungen fur /4, sind:

s e —)

0 /1,2~ /I Sle= 1) 4

)
|

fur

¥y
I

fir &,

Dabei ist die Rechnung auf den kleinsten Raum zusammengepresst. und die Bil-
dutig der linearen IFunetionen umgangen. Die Bildung der Quotientest geschiehit nach
einem einfachen unmittelbar ecrsichtlichen Gesetze.
Zihler die Differenz des lxponenten vou « ist, erhalten durcli Subgraction dieses Iixpo-
nenten im untersuchten Gliede von dem ini machfolgenden. Der Nenner aber stellt die
im entgegengesetzten Sinne erhaltene Differenz der Exponenten vowx dar. In jeder solchen
Reihe wird die grisste Zahl bezeichnet und hicrauf die Bestiminungsgleichung aus den
entsprechenden Gliedern, dic hier gleichfalls in die Augen fallen, abgeleitet. Darunter
Defindet sich dic zweite Reilie, eutsprechend der zweiten dei dem Gliede o’z begin-

nenden Untersuchung.

Sie sind ndmdich Briiche, deren

S 4.

Wir haben in dem Vorhergelienden eine Methode auseinandergesctzt, die Anfangsglieder
fiir dic absteigende Entwickelung von 2 in Reihenform zu bestimmen, und sind, durch geome-
trische Betrachtungsweisen geleitet, zu einer Construction und spiter zu einer analytischen
Regel gelangt, welche die Gleichungen fiir denglxponenten & und fitr den Coéfficienten 7,
liefert. Diese Methiode stimmt mit jenem Verfalugn iiberein, welches die bekannten Regeln zur
Division und zum Wurzelausziehen vorschreiben, und es erscheint somit, wie zu erwarten stand,
dic Auflsungsart der Gleichungen des erstei Grades und der binomischen hiheren Grades als
cin specicller Ifall des hier behandeltensVerfahrens. s 1st zugleich ersichtlich, dass dort
diese cigenthiimliche Untersuchung. wie sie lier auscinandergesetzt wurde, iiberfliissig
erscheint, weil nur eine einzige (leighung des ersten Grades zur Bestimmung von £, vor-
liegt, und daher jene Unbestimmtheiténicht bestelit. welche diese Untersuchungen nothweudig
maclite,

I2s bleibt uns nun noch iibrigfzu zeigen. in wie ferne unsere frifhere Bohauptung wahr sei,
dass die Bestimmung des Wegthes von &, von der Auflésung eines Systemes lincarer
Ungleichungen abhingig s¢i und dass iiberhaupt zwischen der Auflosung von Buchstaben-
gleichungen und der Theorie der Ungleichungen ein inniger Zusammenhang bestche. Es
wurde von uns anfinglich gur Bestimmung der Werthe von & eme geometrische Construction
gebrancht, bestehend aus ginem Systeme sich verschiedenartig schneidender Geraden. Das ganze
Verfahren bestand dortiin dem Abscheiden ciner gebrochenen Linie, welche aus den héchst-
gelegenen Linienstiicken zusammengesetzt war. Diese gebrochene Linie begrenzt einen Theil
der Itbene, welche sieh oberhalb simmtlicher Linien des verzeichneten Systemes befindet, und
die Gestalt eines Polygones besitzt, welches sich nach oben, und zu beiden Seiten ins Unend-
liche ausdehnt, nach unten zu aber chen diese gebrochene Linie als Begrenzungslinie besitzt. Die
Punkte, welche in diesem Polynome liegen, weisen simmtlich grossere Ordinaten 7 auf, als alle

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. r
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Punkte der verzeichneten Geraden die dassclbe & besitzen, so zwar, dass sic ein System von
Ungleichungen crfiillen, deren jede die Form

>0+ L€

besitzt. Fincr jeden Geraden des Systemes, also jedem einzelnen Gliede H a2 des Gleichungs-
polynomes entspricht eine solche Ungleichung. Es ist leicht einzuisehen, dass dieses System von
Ungleichungen, deren Anzahl gleichkommt der Auzahl der Glieder im Gleichungspolynome,
und deren Ableitungsweise aus den Exponenten a und ¢ dér cinzelnen Glieder crsichtlich ist,
diesen abgegrenzten Theil der Ebene bestimmt; denn jederin diesem Polygone licgende Punkt
und nur diese erfiillen alle diese Ungleichungen.

Zu den Auflgsungen dieser Ungleichungen sind dic auf der gebrochenen Linie liegenden
Punkte cigentlich nicht mehr zu zihlen, weil sie anstatt eincr Ungleichung die entsprechende
(Gleichung

n== P Lé
erfiillen. In Bezug dieser Kigenschaft nun koutien wir sie als Grenzwerthe der Auflisungen
betrachten, da sic in der Mitte stchen zwischen den Geniige leistenden und widersprechenden
Punkten. Die Punkte der gebrochenen Linie zeigen aber ein doppeltes Verhalten. Die Punkte
in der Mitte einer Polygonseite liegen nupauf einer cinzigen Linie des Systemes, aber oberhalb
aller iibrigen; sic verwandeln daher eine cinzige Ungleichung in cine Gleichung und erfiillen
alle iibrigen Ungleichungen. Hingeged die Eckpunkte der gebrochenen Linie liegen gleichzeitig
auf zwel, gelegentlich auf mehrere®t Linien des verzeichneten Systemes, und oberhall aller
iibrigen. Diese Eckpunkte verwandeln daher zwei, manchmal auch mehrere Ungleichungen in
Gleichungen, wihrend sie die iibrigen erfiillen. Wir kommen hiedurch zu der Uberzeugung,
dass man Dbei einem Systemervon Ungleichungen nicht wie bei den Gleichungen blos mit
(xeniige leistenden und mit widersprechenden Werthen zu thun hat. Nebst den Auflésungen
and den widersprechgnden Werthen bestchen hier noeh die Grenzwerthe, die
zwischen beiden die Mitt¢ halten. Als Grenzwerthe bezeichnen wir ndmlich alle jene Werthe
der Unbekannten, welehe cine oder mehrere Ungleichungen zwar nicht mehr, aber die
entsprechenden Gleichungen erfiillen. Die Grenzwerthe theilen sich wieder in mehrere
Abtheilungen. Dieirenzwerthe erfiillen niimlich ausser den Ungleichungen eine gewisse
Anzahl von Gleickungen, in die sie die Ungleichungen verwandeln. Nach der Anzahl dieser
(xleichungen (ingo weit sic simmtlich von einander verschieden sind) lassen sich die Grenzwerthe
in Orduungen cintheilen. Es ist klar, dass die Anzahl dieser von cinander versehiedenen
Gleichungeny'nicht die Anzahl der im Systeme von Ungleichungen enthaltenen Unbekannten
iiberschreitén kann, weil bekanntlich bel Gleichungen nicmals die Anzalil derselben die der
Unbekangiten iibersteigen darf. Hier, wo nur zwei Unbekannte (£ und 7 nfimlich) bestchen,
werden'daher gleichfalls nur Grenzwerthe der ersten und der zweiten Ordnung vorkommen.
Die Grenzwerthe der ersten Ordnung sind durch die Polygonseiten, dic der zweiten Ordnung
dur¢h die Ecken des Polygons dargestellt. Iis ist nach diesen Iirkliirungen klar, dass nur die
Grenzwerthe der hischsten, hier zweiten Ordnung in endlicher Zalil, vorhanden sind, da jede
Unbekannte cinen bestimmten Zahlwerth bekommt, durch die gleiche Anzahl von Gleichungen.
Alle anderen Grenzwerthe sind in unendlich grosser Anzahl vorhanden, und ihre Aufzihlung
daher unmoglich. Sie bilden aber zusammenbingende uund abgegrenzte Gebilde, mit ciner

bestimmten Anzahl von Dimensionen. In dem geceoenwiirticen Falle stellt das Polygon die
oo o te)
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Auflésung des Systemes linearer Ungleichungen mit zwel Unbekannten vor und ist ein Gebilde
von zwei Dimensionen, entsprechend den zwei Unbekannten & und 7. Dieses Polygon ist zustichst
begrenzt von einer Anzahl von Seiten, nimlich abgegrenzten geraden Linien. Dies¢ Linien
sind die Grenzwerthe der ersten Ordnung, und besitzen um eine Dimension wenigeriveil eine
Unbekannte durch die auftretende Gleichung schon bestimmt ist. Diese Polvgouseiten sind
wieder abgegrenzt durch die Eckpunkte oder die Grenzwerthe der zweiten Ordnang, Gebilde
von Null Dimensionen, da zwei Gleichungen keiner der zwei Unbekannten mehr ginen Spielraum
fiir ibre beliehige Wahl gestatten. Da nur die Grenzwerthe der héchsten @Grdnung aufzihl-
bar sind, so ist es cigentlich immer nur ihre Bestimmung, um dic es sichibei der Auflosung
eines Systemes linearer Ungleichungen handelt. Wie dieselben durch ein einfaches combinato-
risches Verfahren ermittelt werden, wurde eben frither gezeigt, nur gelangten wir zu diesem-
Verfahren auf einem anscheinend ganz verschicdenen Wege, ndmlich durch geometrische Be-
trachtungen. Das (tesagte diirfte hinreichen, um zu zeigen, dass die Bestimmung des Exponen-
ten & im Anfangsgliede eigentlich von der Aufldsung cines Systemes von Ungleichun-
gen zwischen zwei Unbekannten € und » und namentlich von de¥Bestimmung dev Grenz-
werthe zweiter Ordnung abhingig sei.

Es ist hier gewiss mnicht iiberfliissig, dem Leser cinen kurzen Uberblick zu geben
tiber die Art, wie das so cben erledigte Problem von versclfiedenen Mathematikern behandelt
wurde.

Der erste gliickliche Versuch, dieses Problem zu grledigen, findet sich in den Werken
Newton’s. Derselbe nahm zu einer geometrischen Copstruction seine Zuflucht und belegte die-
selbe mit dem Namen: yanalytisches Parallelogramm¢. Das Verfahren ist dabei folgen-
des: Man denke sich auf der Iibene zwei orthogonate Coordinatenaxen angenommen, und nun
cinem jeden einzelnen Gliede /laz* des Gleichungspolvnomes P cinen Platz auf derselben
angewiesen, indem man 1t als Abscisse und a alsydie zugehtrige Ordinate eines Punktes ansicht.
Hat man in solcher Weise fiir ein jedes einzelne Glied des Gleichungspolynoms den entspre-
chenden Punkt oder Platz construirt, so hatdnan zuletzt eine gewisse Anzahl vou Punkten auf
der Ebene zerstreut, und nun verbinde maai dic dussersten dieser Puankte durch gerade Linien,
Jedoch dermassen, dass ein geschlossenes Polygon mit lauter auswiirts springenden Winkeln
entstelit, ausserhalb dessen kein Punkg sich befindet. Die construirten Punkte liegen nun alle
entweder im Innnern dieses Polygoxs oder auf seiner Begrenzung und diese letzteren sind
entweder Iekpunkte des Polygonegioder licgen auf einer Polygonseite. Mit ITilfe dieses Poly-
gones nun lassen sich alle Anfangselieder der Wurzeln der Gleichung bilden und zwar sowohl
in absteigender wie in aufsteigepider Iintwickelungsform. Will man « absteigend nach Potenzen
von 2 entwickeln, so hat mas nur jene Polygonseciten zu berticksichtigen, welche die obere
Begrenzung des in Rede stehenden Polygones bilden. Jede solehe Polygonseite bezeichnet
gewisse Glieder des Gleichungspolynomes, diejenigen nidmlich, deren Punkte auf dieser Poly-
gonseite liegen oder ih#e Eckpunkte bilden. Die Summe aller dieser Glieder Ha*a*, welche
einer bestimmten Polygonscite angehiren, gleich Null gesetzt, licfert eine partielle Gleichung,
und die Auflésung derselben nach x eine gewisse Anzahl von Anfangsgliedern. Die Auflosung
dieser partiellen Gleichungen, wiewohl sie Buchstabengleichungen sind, lisst sich ohne
Schwierigkeit nach denselben Methoden bewerkstelligen, welche fiir numerische Gleichungen
gelten. Jede obere Polygonseite liefert eme solche partielle Gleichung und dicse wieder gewisse

Anfan gsglieder.




=
.
=z )
185

[gnaz Ileger.

Diese von Newton angewendete Construction ist der Form nach wohl wesentlich ver-
schieden von der hier auseinandergesetzten, unterscheidet sich von #hr aber nur darin, dass
und a die Rolle von & und 7 tibernommen haben.

Spiiter wurde die von N ewton angewendete Methode: dassanalytische Parallelo-
gramm von De Gua in einer hischst unwesentlichen Weise mpodificirt und mit einem neuen
Namen: analytisches Dreieck belegt. Der Grund dieser sReform war das Unrichtige der
Benennung Parallelogramm. Die Glieder eines Gleichungspélynomes werden namlich, in der
eben frither angegebenen Weise durch Punkte auf der IEbgne bezeichnet, nur dann cin Paral-

n 3113

lelogramm formiren, wenn wirklich alle Potenzen, &%) a,é0, . . . .. T Gy e e ot
in allen mdglichen Weisen combinirt erscheinen. Wiirdew nicht alle diese Combinationen, sondern
nuralle jene derselben erseheinen, welche die Gesamuitgradzahl m nicht iibersteigen. so witrden
die Punkte ein rechtwinkeliges Dreieckbilden. Diegtvar die Veranlassung znr neuen Benennung :
analytisches Dreicek. Sie ist aber eben soghnrichtig wie die friihere, weil die Punkte in
der Ibene jedes beliebige Polygon formires kénnen.

Wichtiger waren die darauffolgenden Bestrebungen von Lagrange. Derselbe ersetzte die
erwihnte Construction dureh ein rein afalytisches Verfahren, welches wir in §. 3 aus-
cinandergesetzt und an einem DBeispiele in” Anwendung gebracht haben. Iiemit hitte dieses
Problem iiberhaupt seinen vollkommene Abschluss gefimden, wenn man eben nur den sehr
speeiellen Fall emer cinzelnen Buchgfabengleichung mit nur zwei Buchstabengrissen zum
(tegenstande gewihlt hitte. Allein iiber diese Grenze hinaus verlieren alle bisher erwihnten
Methoden ihre Wirksamkeit. :

Fourier aber ging noch weiter und behandelte dieses Problem von dem allgemeinsten
Gesichtspunkte ausgehend und® verschaffte dadnrch der von Newton und Lagrange fir
einen schr specicllen Fall entwickelten Methode den Ilshepunkt der grossten Allgemeinhert, so
zwar dass sie in gleicher Weise sowohl auf einzelne Gileichungen wie auch auf Systeme von

beliebig vielen Gileichungeén mit einer oder mit einer beliebig grossen Anzahl von {iberschiissi-

g
gen Buchstabengrossen ilire Anwendung verstattet. Aus den hinterlassenen Andeutungen dieses
grossen Mathematikers™ gelit hervor, dass derselbe zwei neue Wege zur Behandlung dieses
Problemes gefundenghat. Irstlich nimlich eine geometrische Construction, welche von der von
Newton angewentleten verschieden ist und auch iiber die Natur des Problemes ein neucs
Licht verbreitet. Siec wurde von uns im Vorhergehenden erortert in ihrer Anwendung auf den
hier behandeltesi speciellen Fall einer einzigen Gleichung mit nur zwei Buchstabengrossen «, .
Dieselbe verstattet aber eine Verallgemeinerung auch auf andere Gleichungen und Systeme
von zwel sofehen, so lange die Giesammtzahl der darvin erscheinenden Buchstaben die Zahl drei
nicht iibersteigt. Sie verliert aber gleichfalls ihre Anwendbarkeit vollkommen, sobald mehr
als drei Buchstaben erscheinen. Um nun auch diese complicirteren Fiille der Auflésung zuging-
lich zw machen, hat I"'ourier dieses Problem unabhingig gemacht von jeder geometrischen
Betrachtung und ecin rein analytisches Verfahren an seine Stelle gesetzt, welches auch selbst
liber dic Anzahl drei hinaus ins Unbegrenzte Giltigkeit hat. Dieses analytische Verfahren ist
wesentlich neu und, wie man mit Rechit behaupten kann, selbst in seinen cinfachsten Grundziigen
der bestchenden Analysis fremd, und wurde von ihrem Erfinder mit der Bezeichnung: Analyse
der lincaren Ungleichungen belegt. Diese bictet den allgemeinen Schliissel fur alle Bueh-
stabengleichungen und Systeme von solehen. Alle fritheren Bestrebungen von Newton und
Lagrange sind cigentlich nur cine schr specielle Behandlung dieses allgemeinen Problemes.
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Die zuerst erwitlinte, von Fourier herrithrende Construction hat auchkeineswegs den
Zweck, wirklich angewendet zu werden, indem dic analvtische Behandiung weit bequemer ist,
allein sic bereitet den Leser durch die Betrachtung der speciellen Ifille vor zum bessexen Ver-
stindnisse des complicirten Falles und sciner allgemeinen Behandlung mit Hilfe der Analyse
der linearen Ungleichungen. Von diesem Gesichtspunkte soll auch der Leser die im
Vorhergehenden gegebene Darstellung betrachten, um sich keinen irrigen Begaiff von dem
Werthe der von Fourier herrithrenden Arbeiten zu bilden.

8. 5.

Wir wollen nun die Bestimmungsgleichung fiir den Coéfficienten zgnoch eincr genaueren
Betrachtung unterzichen und daran einige fiir dic Folge wichtige Bemerkungen kniipfen.
Diese Bestimmungsgleichung leitet sieh ab aus gewissen Gliedern sfles Gleichungspolynoms,
denjenigen niimlich, welche fiir den Dbestimmten Werth von & zd dem hichsten Gliede des
Substitutionsresultates cinen Bestandtheil liefern. Diese Gleichéng ist in der Regel cinem
hiheren Grade angehrig, weil in ihren Gliedern die Unbekafinte %, zu denselben Potenzen
erhoben erscheint, wie die Unbekannte « in den entsprechenden Gliedern des Gleichungspoly-
noms. Ist die urspriinglich gegebene Gleichung I’ = o gang’und rational, so ist es auch diese
Bestimmungsgleichung fiir 7, und liefert daher in der Regel so viele Werthe dieser Grosse, als
ihre Gradzahl Einheiten enthilt. Unter diesen Auflssungen kimnen alle jene, welche von Null
verschieden sind, als hrauchbare Coéfficientenwerthe angenommen werden und es ergeben sich
auf solehe Weise cben so viele verschiedene Anfagasglieder, entsprechend der gefundenen
Gradzahl &, als diese Bestimmungsgleichung von N ull und von einander verschiedene
Auflosungen zulisst. Sehr oft treten aber mehpere Nullwerthe fiir %, auf, und zwar jedesmal
dann, wenn noch ein kleinerer Werth von & bestéht. Die Anzahl dieser Nullwerthe /,, welche in
ciner gleichen Anzahl Faetoren % ihren Grund hat, welche im ersten Theile der Bestimmungs-
gleichung erscheinen, kommt dann stets glejch der Anzahl der Auflosungen, welclie mit cinem
niedrigeren significativen Gliede bei ders Reihenentwickelung beginnen. Nur wenn & unter
allen moglichen Werthen den kleinstew” besitzt, weist die Bestimmungsgleichung in % keine
Nullwurzeln auf. Von grisserer Widhtigkeit als die Nullwurzeln, ist fiir die wirkliche Auf-
l6sung die Beriicksichtigung gleich#r Wurzeln 4, Zeigt die Gleichung in 7 solche gleiche
Wurzeln, so schliessenn wir hierags auf ein Anfangsglied, welches zwei oder melhreren Auf-
lssungen gemeinsehaftlieh zukopimt, wie die spiteren Untersuchungen darthun werden. Die
Anzahl dieser im Anfangsglied® iibereinstimmenden Auflésungen wird durch die Anzahl der
gleichen Wurzeln angegebens Dass das Auftreten solcher gleicher }Vurzc]n hy wirklich zwel
oder mchrere Auflisungen fanzeige, welche dasselbe Anfangsglied gemeinschaftlich besitzen,
werden wir erst spiter naehzuweisen im Stande sein. wo wir zeigen werden, dass man bei der
Bestimmung der I'olgeglieder entweder zu dem cinen Anfangsgliede melrere Systeme von
Iolgegliedern, oder zu dem einen Anfangsgliede nur eine einzige Reihe von Iolgeglicdern
oder wenigstens eine geringere Anzahl solcher findet, die aber alle durch Gleichungen hisheren
Grades mit gleichen Wurzeln gegeben sind. Im ersten Ifalle bestchen also wirklich mehrere
Auflssungen, die dasselbe Aufangsglied gemeinschaftlich besitzen, und die sich erst in den
Folgegliedern von ecinander unterscheiden, im zweiten jedoch ldsst sich erweisen, dass diese

cinzige Auflosung nicht nur der Gleichung == 0, sondern auch einer oder mehreren der daraus
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abgeleiteten, nimlich den if:o, %; =o0 u. s. w. Geniige leistet. womit der Beweis herge-
stellt ist, dass P==o0 gleiche Wurzeln besitze. Das Auftreten gleisher Wurzelwerthe fiir 7,
hat auch, wie wir spiter zeigen werden, auf die Bestimmung dér Iolgeglieder Einfluss.
Wihrend sonst jedes derselben durch die Auflésung von Gleichungen des ersten Grades erhal-
ten wird, ist hier die Auflosung einer Gleichung hoheren Gradeg erforderlich, deren Gradzahl
mit der Anzahl der gleichen Wurzeln. #, iibereinstimmt. Diese Gleichung hiheren Grades
liefert zu dem gemeinschafilichen Aufangsgliede %,e® dieczugehorigen ersten Folgeglieder
hya® und zwar entweder deren mehrere und von einander erschiedene, oder es ergeben sich
unter ihnen wieder gleiche. Sobald nur von einander ¥erschiedene Folgeglieder und keine
gleichen mehr erhalten werden, ist jede einzelne Auflésung gesondert, nur geschicht dies nicht
durch das Anfangsglied, sondern erst durch das zweite &lied der Entwickelung, und das weitere
Verfahren zur Bestimmung der iibrigen Glicder ist jetzt das gewihnliche, beruhend auf der
Auflosung von Gleichungen des ersten Grades. éSind jedoch unter den erhaltenen Iolge-
gliedern gleiche, begriindet in dem Auftreten gleicher Wurzeln #,; so sind die ihnen entspre-
chenden Auflésungen x noch nicht getrennt wnd die weitere Bestimmung der IPolgeglieder
hidngt noch von einer Gleichung hiheren Gfades ab. Auf solche Art bewirkt das Auftreten
gleicher Wurzeln 4, eine Veriinderung des sveiteren Approximations-Verfahrens, welches sich
erst dann in das gewohuliche verwandelf, wenn durch Bestimmung einer hinreichenden An-
zahl von Aufangsgliedern der Reihe diefTrennung der Wurzeln o erfolgt ist.

Da wir iiber die Beschaffenheit ger Exponenten a und p in den einzelnen Gliedern des
Gleichungspolynomes keinerlei Beschivinkung getroffen haben, und daher unsere Untersuchun-
gen auch fir gebrochene und irraionale solehe Gleichungspolynome gelten, so miissen wir
auch beztiglich dieser, besondersder letzteren einige Bemerkungen folgen lassen. Erscheinen
nimlich unter den Exponenten & auch gebrochene Zahlwerthe, so kann es sich treffen, dass die
Bestimmungsgleichung in % igrational ist, und ihr gelegentlich gar keine Auflésung zukomnmt,
weil man verhalten ist, diefWurzelgrosse in ihrer bestimmten Bedeutung zu nehmen, keines-
wege aber die Berechtigung besitzt, ihr alle moglichen Bedeutungen zu ertheilen, oder mit
andern Worten, die entsprechende rationale Gleichung in allen thren Auflgsungen zu beniitzen.
In einem solchen Falle lisst sich daher wohl ein den Bedingungen entsprechendes &, aber
kein Werth von %, auffinden, und es besteht demnach fir diesen Werth von &, keine Auflosung
xz. Wir gelangen @auf solche Weise zu der Linsicht, dass irrationale Buchstabengleichungen
mitunter keine Auflosung zulassen, genau so wie dies bei den irrationalen Zahlengleichungen

der Fall ist.

S 6.

R

Dieallgemeine Regel zur Bestimmung der Anfangsglieder fiir die absteigende lintwicke-
lung ist> sonach folgende: Mau ordne das Gleichungspolynom I” in erster Instanz absteigend
nach Potenzen von z, d. h. man bringe dasselbe auf die Form:

Axn - Ay - Aga™ + ... ... s s =2k
die Potenzen 4,, A,, A, . ... 4, aber ordne man gleichfalls nach Potenzen von « absteigend.
Nun bilde man aus einem jeden solchen Bestandtheile:

ViR eI S (¥, (—y ]
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des (Hleichungspolynomes oder vielmehr nur aus den Exponenten a und 1 ihres mit der hichsten
Potenz von a versehenen Gliedes:

e IS Y Ay [ i SR W EE XY

eine lineare Ungleichung durch das hier von selbst einleuchtende Verfahren:

s

>0 L€, 0> nE, PGt hE e G-
und suche nun dic diesem Systeme von Ungleichungen entsprechenden GrewZwerthe der
zweitén Ordnung. Hat man dieselben alle gefunden, — wir wollen sie hier mit:¢ &) , & , &,
..... EM oy w5y oo v pd” bezeichnen — und gleichzeitig fiin® jeden solchen
Grenzwerth diejenigen Ungleichungen, welche in Gleichungen iibergehen, oder vielmehr
die ihnen correspondirenden Glieder des Gleichungspolynomes [/ notirf, so hat man nur
noch einem jeden einzelnen Grenzwerthe entsprechend eine numerischeGleichung zu bilden
und aufzultsen. Man substituirt ndmlich in die entsprechenden und #chon notirten Glieder
Ha*x* des Gleichungspolynomes, welche dem eben hervorgehobenen Grenzwerthe an-
gehiren, x=~5, a=1, summirt sic dann und setzt dicse Summe gleich Null, so hat
man dic gesuchte numerische Gleichuug in 2 und 16st nunedieselbe auf. Die von Null
verschiedenen Wurzeln sind brauchbare, zu dem hervorgehobgnen Grenzwerthe &, gehirige
Werthe von 4, Vollfihrt man diese Untersuchung der Reihefnach fiir alle frither ermittelten
Grenzwerthe, so erhilt man cine Reihe von zusammengehirigen Werthen der beiden Grissen
&, und A,:

" g1t (s)
50’7507C07"" )

’ 7" 111 (~)
By us Bia R LS I,

und dieselben liefern nun unmittelbar die Anfangsglieder:
gl W RS G S

der verschiedenen Wurzeln « fiir die absteigende Intwickelungsform.
Die Auflésung der oberwihnten linearen’Ungleichungen:

£

77>ﬂl+r15,'f/>ﬂz+l‘25777>“3+1’-35’ """ 77>am+xmg

bewerkstelligt man nach ciner allgeminen Regel durch ein combinatorisches Verfahren,
welches von einer Ungleichung zur nichstfolgenden weiterschreitet, gerade so, wie wenn man
sie als combinatorische Elemente hetrachten und aus ihnen alle moglichen Amben bilden
wollte. Man subtrahirt nfimlich, it der ersten von ihnen > a, 4 r, € beginnend , die in ihr
crscheinende lineare Function @+ 1€ der Rethe nach von allen in den darauffolgenden
Ungleichungen vorkommendensFunctionen:

('(2—-;—)'25. \13 *‘I;;E) a-l +l‘.157 ©c © o020 “ﬁl—i—rmg

und erhilt demgemiiss eing Reihe von Differenzen:

/

Ay —— 1y + (r,- "1‘1)5 Al ol (1.3"—x1)€7 all—ali"i" (1.4' xl)é gooe e e Ap—0 + (X —1)

Iy

und durch Nullsetzen derselben eine Reihe von Gleichungen, welche nach & aufgelost die
Werthe liefern:

—a, Gy —a, A — 0y

Ly — 1y rp—ry By—ry tn —F1




136 lgnaz Leger.

Von diesen bestimmten Zalilen sucht man die grossten. Diese stellen den ersten Werth
&, vor. Man kann entweder nur einen cinzigen, bisweilen aber mchrere gleiche darunter
finden. Gleichzeitio bezeichnet man jene Glieder des Gleichunggpolynomes, welche diesem
grissten Quotienten entsprechen. Thre Summe Y[I1a%2*] filhrt auffdie friiher erwihnte Weise,
nimlich durch die Substitution ¢=1, x =/ zur Bestimmungsgleichung in 7.

Nachdem nun dieses Rechnungsverfahren abgeschlossen ist, welchem die erste Ungleichung
7> a,+1,& als Ausgangspunkt gedient hat und das sich gymbolisch auf die Bildung aller
Amben aus diesem ersten combinatorischen Elemente mite allen nachfolgenden zuriickfiihren
lisst, erwiihilt man hicrauf eines der spiteren combinatorischen Elemente zum Ausgangspunkt
eines dhnlichen Verfahrens, aber nicht das unmittelbarwichste zweite, sondern nach Umstin-
den bald dieses, bald ein viel spiiteres. Den Iingerzeig hiezu gibt die friihere Untersuchung.
Das letzte Glied I a*a* in der crsten dem &, cmtsprechenden bezeichneten Gliedersumme
E’[[I a*x*] oder vielmehr die demselben entsprechefide lincare Function a - r€ hat nun an die
Stelle des ersten Gliedes //; ¢ z** und der ersten linearen Function a, 4 1,& zu treten, und
wird nun in gleicher Weise von allen darauffolgenden linearen Functionen subtrahirt und hier-
aus durch Nullsetzen der erhaltenen Differenzen die entsprechende Quotientenrcihe abgeleitet,
und unter diesen wieder die grissten gesucht. Diese stellen €7, vor und bezeichnen nebst dem
hier als Ausgangspunkt beniitztén Gliedesnoch ein oder mehrere spitere Glieder zum Zwecke
der Bildung der Bestimmungsgleichungdin 27, Das letzte dieser bezeichneten Glieder aber ist
der Ausgangspunkt fiir die nichstfolgende Combination zu Amben. In solcher Weise wird das
combinatorische Verfaliren fortgesetzt, bis alle Illemente erschopft sind, was daun eintritt,
wenn das I, ¢* z* unter den bezgichneten Gliedern auftritt, denn dieses ware der Ausgangs-
punkt fiir ein ferneres Combiniregl, wenn nicht eben die Illemente erschopft wiiren.

Dic zu verrichtenden Rechnungen hiingen somit zusammen, ungefihr so wie die Glieder
ciner Kette. Sie beginnen bed der ersten Ungleichung und endigen bei der letzten. Die dabei
gewonnenen Werthe von £ésind in diesem Falle absteigend geordnet.

Esbraucht woll kaumbemerktzu werden, dass das Aufschreiben derlinearen Ungleichungen.
so wie jenes der jedesmaligen Differenzen nicht nothwendig, sondern dass man alsogleich die
Quotienten zu bilden i Stande sei, indem hier nur eine einzige Unbekannte &; erscheint.  In
der That entsprechert den Gliedern :

L gl e Ol e R Rw, £ \s ...plln

die zwei Reithen®von IExponenten :
o B = i R

IJ?xZ'xEE?“"' Y

und es ist avohl hinreichend, nur einen Blick auf die Quotienten:

Qo — @y Ao — 0y T Ay
o TR e DR
rz"—li Ya—r Yo — 1y

zu werfen, um alsogleich eine Regel zu finden, wie sie unmittelbar daraus abgeleitet werden
konnen. Man subtrahirt nimlich das erste Glied a, von allen spiteren Gliedern der ersten
Reihe, 1, von jenen der zweiten, schreibt diese zwel Differenzen selbst wieder in Reihenform
und bezichungsweise unter cinander, so braucht man nur zwischen zwei solche unter einander
stehende Differenzen den Bruchstrich zu zichen und das Zeichen — vorzusetzen, um alsogleich
die gesuehten Quotienten zu haben. Die grissten unter ilmen &', hat man zu suchen und irgend
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wie zu bezeiehnen, so wie die in derselben Verticalreihe befindlichen Glieder des Gleichungs-
polynoms nebst dem allerersten. Fiir die nichste Wiederholung dieses combinatorischen Ver-
fahrens erwithlt man nun die letzte dermassen bezeichnete Vertiealreihe, und bildet aus glen in
dieser und allen spiiter erscheinenden a und r wieder eine Quotientenrcihe, findet de¥massen
&', eine andere Summe von bezeichneten Gliedern, und eine bestimmte Verticalreihe als Aus-
gangspunkt fiir das nichstfolgende combinatorische Verfahren u. s. w., bis sich die’Rechnung
von selbst schliesst.

Wir lassen nun hier éine Reihe von Beispielen folgen, an denen wir die Béstimmung der
Anfangsglieder nach der cben auseinandergesetzten Methode vornehmen wollen :

1 etes BEls paels

dat—3a°xr + 4d'd’ —3a'x 4 [2¢' — 3a® + 3] =D

erste (Quoticntenreihe: f, 7), —;, % unter ihnen 1st der erste f =6 der gfosste und liefert £,==6;
zweite Quotientenreihe: i —; —*, unter ihnen ist der erste 1 =1 dep grosste und liefert £==1:
dritte Quotientenreihe : ;, —23, unter thnen ist der erste T =0 fer griosste und liefert £,=-0;
vierte Quotientenreihe: -ij, liefert £, = — 3.
Dem Werthe & == 6 entsprechen die bezeichueten (lieder: Ha* — 3a2®
und die Bestimmungsgleichusig: 5hyt— 31l =0;
diese liefert den Werth: hy = z
und das Anfangsglied: o s %a‘i;
dem Werthe & — 1 entsprechen dic bezeichneten Glieder: — 3 a®x® - 4’ 2*
und die Bestimmungsgleichung: = 3 h® - 45, — 0
diese liefert: - b, == i
und das Anfangsglied: x, = ; a:
dem Werthe &= 0 entsprechen die bezeichneten Glieder: 40’ #*—3a’x
und die Béstimmungsgleichung: 45 —3h,=0:
diese liefert: hy = }
und d&s Anfangsglied: ol T?':
dem Werthe & = -3 entgprechen die bezeiehneten Glieder: —3 a2 - 2 4*

und die Bestimmungsgleichung: 3hy+2=0;

diese liefert: hy = =

tir 2

und das Anfangsglied: s ==
Ziweites Beispiel:

&2’ — 2ax’ 4 (3a+ 2)at—(8a’ + 4)2’ —104°x* + Yaz 4+ 9 =0

o —i L
L 2 3 g

—

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XII. Abhandl. v. Nichtmitgl. =
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2 1— B8RS =0
ko= By — 1 =g S

52702:"2@%7[__14_‘// _3]@&7[__1- ‘/_;3]“%

£, - 1, —8h°—1042+ 9% +9=0
ree Y

1 3 3

R R

Drittes Beispiel: [
(42 + 1)a* + (3a®*—2a+ 1)g*—6aw + 3=0
1

1

2

——
1
1

E&=1,4h’+ 342=0
3

foy — =

3
Ly =—= - 2 ¢
35 1,3h*—6h +3=29
hy==1 eine doppelte Wurzel
z, =~ dieses Anfangsglied ist zweien Wurzeln 2 gemeinschaftlich.

Vientes Beispiel:
0a*—20a 4 5)2* + (—10a® + 300> —16a— 5)x* +

3
3

2 4 (——ba + 5)x' +(1

+ (ba*—20af4 150+ 10a—06)x + (—a® + ba*—bHa’—ba* + 6a) =0
1
1

—

oo R

E =1, b —bh'+ 10k — 10k + 5k —1=0
iy =1 ist eine fiinffache Wurzel dieser Gleichung,

x, = « ist dalier allen fiinf Auflésungen gemeinsehaftlich.

II. Bestimmung der Folgeglieder.

8 7.

Nachdem nun die Bestimmung der Anfangsglieder gezeigt wurde, bleibt noch der zweite
Theil unseres Problemes, nimlieh die Bestimmung der Folgeglieder iibrig. Wir wollen uns
zunichst damit besehéftigen. Bekauntlieh fithrt das friiher auseinandergesetzte Verfahren zu
einer Reihe von Anfangsglicdern, und da in der Regel ein jedes einzelne derselben einer cin-
zigen Auflosung x entsprechen wird, so ist zu cinem jeden Anfangsgliede auch nur eine einzige
Reihe von Folgegliedern gehirig, die daher alle nur dureh Gleiehungen des ersten Grades, also
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durch Division erhalten werden. Dies wird der gewdhnlichste Fall sein. In speciellen Fillen
jedoch kann es sich treffen, dass zwei oder mehrere Auflgsungen ein und dasselbe Anfangsglied
gemeinsehaftlich besitzen. Wir haben schon friiher erwihnt, dass diese Krscheinung jedesmal
durch gleiche Wurzeln 7, angezeigt werde, und werden diese Behauptung im Folgenden zu
erweisen Gelegenheit finden. Fiir jetzt wollen wir nur bemerken, dass einem solchen,smehreren
Auflssungen gemeinschaftlich zukommenden Anfangsgliedé mehrere Systeme son Iolge-
gliedern zukommen werden, dic iibrigens in den ersten Gliedern mitunter iib€reinstimmen
kénnen, so dass die vollstindige Trennung der Wurzeln erst bei einem sgiteren Gliede
erfolgt; ja es kann sich treffen, dass die Gleichung I’ =0 zwei oder mehreresgleiche Wurzeln
x besitzt und daher, wie weit man auch die Entwickelung treiben wollte, niemals eine Trennung
dieser Auflosungen ecintritt. Man ersicht hieraus, dass die Bestimmung<der I'olgeglieder in
gewissen Ansnahmsfillen wohl eine complicirtere Untersuchung erheischen, in den gewdhn-
lichen Fillen jedoch eine sehr einfache Gestalt annehmen wird. Die Beéstimmung eines Folge-
gliedes beruht gleichfalls auf der Bestimmung der Zahlwerthe zweier Grossen, namlich des
Exponenten & und des Coéfficienten 2. Die Bestimmung dieser beiden Grissen wird von der
Erfiillung gewisser Bedingungen abhingig sein, deren Aufsteltung keinerlei Schwierigkeit
unterliegt. Diese zwei Grissen sind ndmlich offenbar dazu zu vegrwenden, um im Substitutions-
resultate, nachdem vermoge der zweckmiissigen Wahl des Anfangsgliedes %% die hichste
Potenz bereits eine Reduction auf Null erfahren hat, ein ihnliches Verschwinden auch bei dem
Gliede mit der nichst niedrigeren Potenz von « herbeizufighren. Diesem Zwecke entsprechend
wird sowohl fiir & als fiir 2, ein bestimmter Zahlwerth entfallen. Man kann die Erorterung
und neue Ableitung dieser Bedingungen ersparen unddieses Problem gewissermassen auf das
frithere, nimlich auf die Bestimmung des Anfangsgliedes zuriickfiihren.
Dies wird durch folgende Transformation geliigen: Setzt man

(3) xr =2, 2,

wober unter z, das bereits bekannte Anfangsglied ciner Auflosung z, unter 2’ jedoch die
Summe aller F olgeglieder zu verstehen ist, dnd substituirt nun diesen Werth anstatt z in das
Gleichungspolynom P; so geht hieraus ciné neue Gleichung hervor, welche anstatt der Unbe-
kannten z die neue Unbekannte 2 enthil’ Da nun 2 offenbar die Summe aller auf z, folgenden
Glieder bedeutet, so wird das Anfangsglied von 2 eben das gesuchte Glied %, ¢® sein. Man
wird also nach dem Dbereits bekannten'Verfahren nur das Anfangsglied von 2’ aus dieser neuen
(+leichung zu bestimmen haben, umszu dem gewiinschten Ziele zu gelangen. Anf soleche Weise
nun wire durch eine leicht ausfiihrbare Transformation der Gleichung P =0 in eine andere,
und durch Anwendung der friilier exponirten zur Bestimmung des Anfangsgliedes dienenden
chel unser vorliegendes Prgblem zur Lisung gebracht, denn genau 50, wie die einmalige
Transformation von z in 2’ zZu dem zweiten Gliede 4, ¢® fithrt, wird cine nochmalige Wieder-
holung dieses Verfahrens,getzt aber auf 2 angewendet, das dritte Glied liefern u. s. w. Allein
wir werden bald sehen, dass. wiewohl die angegebene Transformation allerdings zum Ziele
fihrt, mit der Angabe derselben noch keineswegs das Problem vollkommen erledigt sei, und
zwar aus folgenden zwel Griinden: Erstens zeigt sich, dass die transformirte Gleichung nach
2’ von demselben Grade sei, wie die gegebene nach #, und man wird demnach bei der Bestim-
mung des Anfangsgliedes von #' nicht ein einziges solches, sondern deren mehrere und in der
Regel von einander verschiedene finden, wihrend der Natur der Sache nach, doch nur ein

g%
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einziges derselben das gesuchte Folgeglied %, a* vorstellen kann. Zweitens: Abgesehen von
dieser Vieldeutigkeit, welche sich bei der Betrachtung der gefundencs Anfangsglieder von 2
ohne alle Schwierigkeit von selbst beheben wiirde, so dass dann kein Zweifel mehr obwaltet,
welches derselben cigentlich das gesuchte Glied %, ¢® ist, so hiimgt dieser Verfalirungsweise
cine Anzahl von unniitzen Rechnungen an, ein Nachtheil, der hier viel fiihlbarer ist, weil sie
sich bei der Bestimmung eines jeden einzelnen Entwickelungsgliedes wiederholen. Wenn dalier
bei der friiher gelehrten Bestimmung der Anfangsglieder vt = die migliche Vercinfachung
des Verfahrens vielleicht als eine ziemlich unerspriessliche’ Arbeit angesclhien werden kénnte,
so gilt dieses keineswegs hier, wo sich die unniitzen Rechhungsoperationen bei jedem einzel-
nen Gliede wiederholen, und daher'bei Vermeidung dergelben die Krsparniss bedeutender und,
so zu sagen, fiir die praktische Ausfiihrbarkeit unerldsslich ist. Wir kiénnen daher mit der
Angabe dieser Transformation und der Hinweisungsauf das bekannte Verfahren zur Bestim-
mung der Anfangsglieder das Problem keineswegs® als erledigt, sondern eben nur als in den
allgemeinsten Grundziigen angedeutet betrachten.

Der zuerst erwithnte Punkt, der einer Aufklirung bedarf, betrifft die dem 2 anhiingende
Mehrdeutigkeit. Diese Mehrdeutigkeit findet i der Substitutionsgleichung

H

re=x, +

ilre Erkldarung, denn diese Gleichung besagt keineswegs, dass 2 cben jene Summe von Folge-
gliedern bedeute, dic wir zunichst dafunter zu verstelien geneigt wiren, sondern iiberhaupt
einen Ausdruek, der, zu z, addirt, eimen Geniige leistenden Werth z der Gleichung P = 0
liefert. Da nun nieht ein einziger selcher Werth von %, sondern deren mehrere und meist von
einander verschiedene bestehen, sso werden auch chben so viele und gleichfalls von einander
verschiedene @’ vorhanden sein; und es darf daher nieht iiberraschen, dass die transformirte
Gleichung nach 2’ dieselbe Gradzahl, wie die urspriinglich gegebene P=0 nach x ausweist.
Da wir aber nicht beabsichtizen diese Zusitze 2/ zu suchen, sondern von ihnen eben nur jenes
«' zu kennen wiinschen, welches wir urspriinglich darunter memten, und das die Summe der
zu dem bereits gefundenen z, gehorigen Folgeglieder darstellt, so sind wir verhalten, diese
Erklirung auch in umSere Rechnung einzufiihren und nur eben dieses specielle 2/ in seinem
Anfangsgliede %, a* gt bestimmen. Dies wird dadureh geschehen, dass wir zu der Substitutions-
gleichung noch cing fernere Bedingung hinzufiigen, durch welche dem ' jene Mehrdeutigkeit
benommen und dasselbe auf eben jene specielle Bedeutung zuriickgefiihrt wird, und zwar
dadurch, dass wir erkliren, =’ sei ein Ausdruck von niedrigerem Grade nach «, als z,, Wir
werden dahersdie Ungleichung
Eo > 61

noch zurSubstitutionsgleichung (3) hinzufiigen.

Lsfist wohl leieht einzuschen, dass nur unter dieser Bedingung die Summe der Glieder:

R U W, S

nach absteigenden Potenzen von @ geordnet erscheinen wird, wihrend alle tibrigen i/, die mit

cinem grisseren & in ihrem Anfangsgliede verschen sind, sich dem «, nicht riickwirts anftigen
lassen, ohne der bei allen unseren Untersuchungen geltenden Ordnungsweise zu widerspreehen.
Diese hinzugefiigte Bedingung bewirkt daher die beabsichtigte Abscheidung des cigentlich

gemeinten Folgeglicdes von den iibrigen Zusitzen 2/, die keine weitere Beriicksichtiguny
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verdienen. Diese Bedingung besagt, dass man die mittelst der Substitution (3) abgeleitete trans-
formirte Gleichung nicht in Bezug auf alle ihre Anfangsglieder zu untersuchen habe, sondern
dass diese Untersuchung nur auf einen beschriinkten Bereich der Werthe von & auszudéhnen
sei. Wir werden daher bei der transformirten Gleichung die Construetion der gebrechenen
Linie, um die es sich bei der Bestimmung der Anfangsglieder bekanntlieh handelt, ni¢ht in der
vollen Ausdehnung der Abscissenaxe & vornelmen, wie dies frither der Fall war, sondern wir
werden uns auf ein bestimmtes Gebiet beschriinken, gegeben durch die Ungleichung: & = &.

Dieses Gebiet erstreckt sieh von & = -—o0 bis & =¢; und nur in diesef Ausdehnung
werden wir die gebrochene Linie entwerfen, weil nur in dieser Ausdehnung brauehbare Werthe
fiir & erhalten werden kinnen. Nur in dieser Ausdehnung wird die Bestimmgung der Anfangs-
glieder von 2/ etwas Neues lehren in Bezug der Auflosung @, wihrend, wie wir gleich zeigen
werden, in dem {ibrigen Bereiche der Werthe & eine solehe Untersuchungsnur Bekanntes liefern
knnte. In der That sind durch die vorhergegangene Untersuchung die yérsehiedenen Auflssun-
gen z, welehe der Gleiehung P = 0 entsprechen, in ihren Anfangsgliedern bekannt. Auf solehe
Weise sind alle jene Auflisungen, welchen das Anfangsglied @, =/h,a% gemeinschaftlich
zakommt, geschieden von allen tibrigen.

Fiigen wir nun zu den versehiedenen Auflisungen x dasdAnfangsglied 2, mit entgegen-
gesetztem Zeichen hinzu, so verwandeln sie sich simmtlich inglie entspreehenden #. Bet dieser
Verwandlung zeigen nun jene Auflssungen z, welche das Anfangsglied z, besitzen, ein ganz
verschiedenes Verhalten von den iibrigen, welchen es nichtzukommt. Bei den mit dem Bestand-
theile z, versehenen Auflésungen x wird der subtractiwshinzugefiigte Bestandtheil —a, den
gleichen positiven heben, und das Ubrigbleibende ist dic Summe der auf z, folgenden Glieder,
die simmtlich noeh unbekannt sind. Hingegen bei &den anderen Aufldsungen z, welehe den
Bestandtheil z, gar nicht besitzen, wird ein solchessAdufheben nieht stattfinden. Ist nimlich das
Anfangsglied von 2 mit einer hiheren Potenz won a versehen, als das Anfangsglied z,, so
wird dieses erstere zugleich anch dem ' angghoren. Findet das Entgegengesetzte Statt, so
beginnt 2 mit dem Anfangsgliede z, Fs kasin sich aber auch treffen, dass das Anfangsglied
von z und x, mit derselben Potenz von « aber mit verschiedenen Coéfficienten versehen sind,
danu beginut 2 mit der Differenz diesex®beiden Anfangsglieder. Das auf solche Weise her-
vorgeliende 2 besitzt somit entweder dasselbe Anfangsglied, wie das in Rede stehende x, oder es
beginnt mit — x, oder endlich mit der differenz beider. Wir ersehen hieraus, dass die Anfangs-
glieder von 2’ bei allen Auflisungen z, welehen der Bestandtheil «, in ihrer absteigenden
Entwiekelungsform nieht zukommt bereits bekannt sind, und dass demnaclt auch die iiber den
Bercich € - ¢, ausgedehnte Bestimmung der Anfangsglieder in der transformirten Gleiehung
nichts Neues leliren kinne. Wir gelangen auf solche Weise zugleich zu einer Vercinfachung
der Untersuchungsmethode, itdem wir schon im Voraus gewisse Untersuchungen beseitigen,
von denen wir wissen, dass tie nur Bekanntes liefern, und tiberhaupt eine strenge Grenze auf-
gefunden haben, wie weit sie auszudehnen sei. Mit dieser Begrenzung der Untersuchung
ist noch ein weiterer Vogtheil und eine nicht nnbedeutende Vereinfachung der Rechnung ver-
bunden, da es nun gestattet ist, nur einen Theil der transformirten Gileichung zu beriicksichti-
gen, und die iibrigen Glieder unberiicksichtigt zu lassen. Iis wird folglich auch gestattet
sein, nur eben diesen Theil der transformirten Gleichung zu bilden: denu bekanntlich zerfillt
man bei der Bestimmung der Anfangsglieder die Gleichung in Theile, und zieht aus einer
solchen Partialgleiehung das gesuchte Anfangsglied. Iis wird daher iiberfliissig sein, zur




142 Ignaz IHeger.
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Bestimmung des Folgegliedes £, ¢ die transformirte Gleichung in 2’ vollstindig zu entwickeln, und
vielmehr hinreichen, nur jene Partialgleichung zu bilden, aus der %, ¢% gezogen werden kann.
Wir schen also, wie durch die Beseitigung der Mchrdeutigkeit vén 2’ zugleich der zweite
angefiithrte Punkt, ndmlich die miglichste Vereinfachung des Rechaiungsverfahrens, wenigstens
bis zu einer gewissen Weite hin seine Iirledigung findet.

gengl

Wir haben bisher der Substitutionsformel (3) unsere Aufmerksamkeit zugewendet und
aus ihr alle unserc Schliisse gezogen, die Bezug hatten auf die Anfangsglieder von z'. Wir
kénnten nun auf dem Wege der directen Substitution yon z, + 2’ anstatt  in das Gleichungs-
polynom P die ncue Gleichung in «' wirklich ablgiten, und an ihr die Besthnmung der
Anfangsglieder vornchmen. Es wiirden sich dabei die chen gemachten Bemerknngen bestitigen.

Wir zichen es aber vor, von der angegebenen Substitution und den auf solche Weise
abgeleiteten neuen Gleichungen in 2 ganz und gar abzusehen, und die Bestinmung der Folge-

glieder auf dem directen Wege, dureh Substitution einer Reihe:

iy SRS
anstatt « abzuleiten, indem wir die Bediggungen erdrtern, unter welchen die zweckmissige
Wahl der Werthe von &, und /%, cine wejtere Reduction auf Null in dem Substitutionsresultate
herbeifithrt. Wir geben dieser Ableituggsweise vor jener anderen, auf die Transformation der
Gleichung gestiitzte den Vorzug, weil cinerseits sie die allgemeinere ist und eine deutlichere
Iiinsicht gewihrt, anderersecits aber, weil man i der That niemals zur Bildung der trans-
formirten Gleichung in ' zu schyéiten Ursache findet. Unsere friitheren Untersuchungen beziig-
lich der Bestimmung der Anfangsglieder von « beziehen sich ndmlich zunichst nur auf
Gleichungen von der Form S{/[a®x*| = 0, wobel aber a und ¢ keineswegs ganze und positive
Zahlen bedeuten miissen; substituirt man aber in eine solehe Gleichung =z, 4 @/, so wird,
wenn negative oder gebréchene Werthe von p erscheinen, die neue Gleichung diese Form
keineswegs mehr besitzen, so zwar, dass die friiher gelehrte Bestimmungsweise der Anfangs-
glieder nicht mechr anwvendbar erscheint. Man wire dadurch bemiissigt, entweder solche mit
negativen oder gebrechenen Werthen von r verschene Gleichungen ganz aus der Betrachtung
streichen, oder diedBestimmung der Anfangsglieder frither auch auf anderc Formen der alge-
braischen Gleichungen als die bisher betrachteten, anszudehnen. Wir finden uns veranlasst,
weder das cing; noch das andere zu thun, sondern zichen es vor, den Untersuchungen jenen
(rrad der Allgemeinheit zu lassen, den sie bereits Dbesitzen.
Der Weg, den wir einzuschlagen gedenken, ist folgender:

_ Wir gubstituiren in das Gleichungspolynom . anstatt « eine Reile, absteigend geordnet
nach Pogenzen von «, deren hschstes Glied 2,¢% durch die fritheren Untersuchungen angegeben
1st, und deren zweites Glied %,¢® mit noch unbestimmten Werthen %, und &, versehen erscheint.
Wir @rhalten dadurch ein gewisses Substitutionsresultat, dessen hichstes Glied, zufolge der
getroffencn Wahl des Anfangsgliedes 4, ¢®, sich auf Null reducirt und daher wegfillt. Aber es
bleiben trotzdem noch von Null verschiedene Glieder iibrig. Es soll nun angegeben werden,
welche Werthe von £, und &, in dem nunmehr mit der hochsten Potenz von e versehienen
Gliede ecine Reduction auf Null herbeifiihren. IHier ist stillschweigend die Bedingung €, < &,
niedergelegt und wir werden daher auch nur das verlangte Folgeglied 74, ¢% crhalten,




Auflisungsmethode fiir algebraische Buchstabengleichungen. etc. 143

keineswegs aber die Anfangsglieder der verschiedenen Zusitze ', von denen frither Erwihnung
geschah. Der erste Schritt dieser Substitution:

(4) x=hya% 4+ ha¥ ... ..
bestcht in der Entwickelung von z*. Diese gelingt in den zwel ersten Gliedern ohne Sehwicrig-
keit, und hat die Gestalt:

(5) 2 =ht @b 4+ rht T h otV L

Jedes einzelne Glicd Ha** des Gleichungspolynomes I liefert daher einen gach absteigen-

den Potenzen von ¢ geordneten Bestandtheil, wie:
(6) Hatar — Hh'.a* o+ r Hhf b g To=0Fa L L.

dessen zwei erste Glieder bekannt sind. Die Summe aller dieser Bestandtheile liefert das dem
substituirten Werthe (4)‘entsprechende Substitutionsresultat. Um dasselbe in abstcigend geord-
noter Form zu erhalten, hat man diese verschicdenen Bestandtheile smit gehoriger Riicksicht
auf dic méglichen Reductionen zu summiren. Das hichste Glied davon ist bereits von eciner
fritheren Untersuchung her bekannt. Wir gehen nun daran, das n#aghst nicdrigere, zweite Glied
zu bilden, und werden so zu jenen Bedingungen gelangen, welche die noch unbestimmt gelas-
senen Grossen &, und b, zu erfiillen haben, und die dazu verwendet werden sollen, den Cogf-
ficienten dieses nichst niedrigeren Gliedes auf Null zu bringen. Wir beginnen mit der Bemer-
kung, dass dic zweiten Glieder der erwihnten Bestandtheile, welehe die Form:

(") ):][720”—1721.a“+’50“50+51

besitzen, beim Summiren derselben eine ihnliche Rediiction erfahren werden, wie dies bei den
crsten Gliedern Hhfa*—*% der Fall war, und zwarctir jeden beliebigen Werth von &, und A,.
In der That ist & so gewihlt, dass von den vegschiedenen Gradzahlen a - ré&, zwei oder
mchrere gleich und am grossten ausfallen. Diesen speciellen Werthen von a und x entspricht
dic Summe der bezeichneten Glieder [T a*zd. Jedes derselben liefert ein zweites Glied von
der Form (7) und in all’ diesen Gliedern erséhieint dieselbe Potenz gt tr&—h+h Diese Glieder
setzen sich daher zu einem cinzigen zugammen, welches als Coéfficienten die Summe der
Cosfficienten dicser einzelnen Glieder enghilt. Dieser Coéfficient erscheint als die Summe von
(liedern dic alle die Girosse A, als Factor aufweisen, und besitzt die Form:

by 2[x Byt ]
wihrend der Codfficient der hochsten Potenz im Substitutionsresultate die Form:
2 [y [0

besass. Diese Summen sind Suf dieselben Werthe von r und /I auszudehnen, die durch die
gebrochene Linie dafiir angggeben werden. Man sicht hieraus, dass es in der Regel gelingen
wird, unter den verschiedenen zweiten Gliedern (7) diejenigen, welche @ in der hiochsten Po-
tenz besitzen, ohne Schwierigkelt anzugeben, denn die gebrochene Linie, die zu dem Werthe
von &, und 720 cefiihrt hat, gibt dic entsprechenden Glieder a2 an, aus welchen sie abzu-
leiten wiren. Es ist andercrseits ersichtlich, dassdie Summe 2 [). 1Ihy=] durch einmaliges Differen-
tiiren nach A, aus X [ /[ ;'] abgeleitet werden konne und man wird daher, um diec Summe der héch-
sten Glieder aus der Gruppe der r 2L by hy a5 TE 4y erhalten, nur den fiir noch unbestimmt
gelassenc %, bereits bekannten Coéfficienten der allerhgehsten Potenz im Substitutionsresultate,
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[ k) ndmlich, einmal nach £, zu differentiiren und der so erhaltenen Summe ¥[x /14,"'] noch
den Factor h,a*t*&—&+% beizufiigen haben. Wir haben oben gesagt, dass es in der Regel
auf diesec Weise gelingen werde, denn es gibt Ausnalmsfille, welcl@ diesen Vorgang vereiteln.
In der That wird meistentheils Xxr /74" ~*] von Null verschieden ausfallen, weil %, der Glei-
chung X[/ /"] =0 entsprechend gewiihlt ist. Wenn aber diese Bestimmungsgleichung gleiche
Wurzeln Dbesitzt, und das erwihlte %4, eben einen solchen gléichen Wurzelwerth darstellt, so
ist die ganze Reihe der friiheren Schlussfolgerungen unzuligsio, und sie erweisen nur, dass in
cinem solchen speciellen Falle nicht nur die héchsten ¢Glieder von der Form 1 h)a*t*%
sondern auch die der zweiten Form x /1A —*h a*t*%%+& sich aufheben.

Diese Moglichkeit des Auftretens gleicher Wurzela 4, ist es, die unsere folgenden Unter-
suchungen in einem nicht geringeren Masse complieiren und uns zur Unterscheidung schr vieler
Ausnahmsfille zwingen wird. Wir werden mit dem@infachsten FFalle beginnen, niimlich wo /,
nur cine einfache Wurzel darstellt, und eine geavisse Regel fiir die Auffindung des I'olge-
gliedes 4, ®i ermitteln. Diese Regel verliert ihra*Giltigkeit, wenn %, eine doppelte Wurzel ist,
und es tritt an ihre Stelle cine neue Regel, dic gleichfalls unbrauchbar wird, wenn %, eine
dreifache Wurzel bedeutet u. s. w. Daraus,ass hier schr viele einzelne Ausnalimsfille vor-
kommen, und jeder derselben eine cigencVerfahrungsseise erheischt, mdchte man woll im
Voraus mit einer gewissen Peinlichkeit dém nun IFolgenden entgegen sehen. Allein der Leser
wird sich tiberzeugen, dass diese verscliedenen Regeln nicht so heterogen seien, dass eine jede
derselben einzeln dem CGredichtnisse €ingepriigt werden miisste; sie werden im Gegentheile
eine grosse Ahnlichkeit besitzen, und sich in eine einzige, allgemein giltige Regel vercinigen
lassen.

Beginnen wir also mit dem gewdhnlichen und einfachsten Falle, wo %, eine einfache
Wurzel der Gleichung

E[ AW =0

bedcutet und daher X[xr /74| von Null verschieden ansfillt. In einem solchen Falle ist, wie
wir gezeigt haben, das dirch Summirung der verschiedenen zweiten Glieder (7) hervorgehende
hichste Glied folgendes:
T =" o e 1

wobei die Summirung auf dieselben Combinationen r und /7 auszudehnen ist, wie in der bereits
fir & bekannten’Gleichung X[//2*]=0. Nun licgt uns noch eine zweite Untersuchung ob,
namlich zu entscheiden, welches von denjenigen ersten Gliedern /4. a**t*% das hiichste
seiner Gradezahl nach sei, nachdem man die bei der Summirung sich tilgenden beseitigt hat.
Man wird dazu ohme alle Schwierigkeit gelangen, indem man das bereits bekannte Anfangs-
glied %,e® in das Gleichungspolynom £ anstatt 2 substituirt und alle dabei méglichen Redue-
tionen ausfillirt. Auf solche Weise findet man das hchste Glied, welehes wir mit §,a% anzei-
gen wollen, und kann nuu versichert sein, dass das héchste von Null verschiedene Glied des

Subgtitutionsresultates nur aus den zwei Gliedern

5 p oo S RV L S i i ks

hervorgehen kinne, weil alle {ibrigen, wic immer aussehenden Glieder erwiesener Massen von
" o 7 o ?

niedrigerer Ordnung sind. Jetzt ist es nicht schwer, die Bedingungen anzugeben, welche die noch

unbestimmt gelassenen, mit £, und &, bezeichneten Griossen zu erfiillen haben, um eine fernere
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Reduction aut Null im Substitutionsresultate /”; hierbeizufiihren; es ist namlich einerseits noth-
wendig, dass:

9[0:(:(—‘- Ifn'_éo S ;':1
austillt, damitbeide Glieder dieselbe Potenz von @ aufweisen, und demnach eine Reductionzulassen.
Diese Gleichung bestimmt den Zahlwerth von &, weil sowohl 2, als auch a — &, — &, hier be-
stimmte Zahlwerthe bedeuten. a + r&, ist namentlich hier die dem Werthe é=¢; gntsprechende
Ordinate der gebrochenen Linie, sie mag 7, lieissen: ferner mag 7, — &, durch « agsgedriickt sein.

Dieser Zahlwerth von &, ist demnach ein einziger und zwar folgender:
& =A—a.
[st & dermassen gewithlt, so erhilt diese hochste Potenz von ¢ den Loéfficienten:
o + ly X[x Hhy ]

welcher gleich Null werden soll, und daher fiir 4, den Werth:
o

b= S )

liefert. Auf solehe Weise ist daher sowohl der IExponent & alsider Coéffieient /; seinem Werthe
nach bekannt. :

Das hier auseinander gesetzte Verfahren, um das erste Folgeglied %, a® zu bestimmen,
welches zu dem Anfangsgliede 7,a® gehort, kann in qleieher Weise zur Bestimmung des
zweiten Folgegliedes %, a® u. s. w. allgemein zur Bestimiung des 7" Folgegliedes %, ¢* dienen.

Setzt man namlich:

=2, +h 0" ...
anstatt x in das Gleichungspolynom P, wobei zsdie Summe der bereits bekannten Glieder der
Entwickelung:

x, =h,a%+h, at Fhyaf - ... haF
bedeutet; so werden sich hier mit denggeeigneten Abinderungen alle fritheren Sehluss-
folgerungen wiederholen lassen, denn ayeh hier erscheint 2* als eme absteigend nach a geord-
nete Reihe, deren hochste Glieder mif bestimmten Zahlwerthen versehene xponenten und
Coéfficienten besitzen, und in cinersgewissen Anzahl von Gliedern mit 2,7 {ibereinstimmen.
Von einer gewissen Potenz an treten'zu diesen Gliedern von 7 die Glieder von rz, 4, a*+.
Iis lisst sicll nun ohne alleSchwierigkeit zeigen, dass das hoehste dieser letzterwiihnten

(tlieder nicht ein cinziges, sowdern einc Summe von solchen sei, m der bereits bekannten
Form:

B i S [p Ry~ it tramRkEn ]

erscheine und von Null arerschieden sei, so lange %, nur eine einfache Wurzel der Gleiohung
X[y} = 0 ist. Das nynmelr hochste und von Null verschiedene Glied des Substitutionsresul-
tates /°,,, wird daher aus der Gruppe der zu S[H a* x| gehorigen Glieder und aus dem oben
aufgestellten zu erwihlen sein. Man wird daher den bereits bekannten Bestandtheil z, anstatt
z in das Gleichungspolynom P substituiren, und durch Ausfiihren der mogliehen Reductio-
nen dieses Substitutionsresultat auf die Form eines absteigend nach a geordneten Polynomes

bringen. Auf solche Weise ergibt sich das hiehste von Null verschiedene Glied desselben §, o™

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XIT. Bd. Abhandl. x. Nichtmitgl. 1
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ohne alle Schwierigkeit, mit bestimmtemn o, und 2U,, und es werden nun.die beiden (Glieder:
@M“ U and ]lr+1 2'[rf[720”“ N k) »Eo+6-+1]

dureh schickliehe Wabl der noch unbestimmt gelassenen Gréssen &, und 4, sich gegenseitig
aufthebeén lassen. Dies erfolgt fiir

=

Q[r: :a.+. xE“ E() + Er—{»l == ’ g,..+|
und ’
SDT' ‘_/lr—}—i 2[; 7+ ]l(,r 1] =,

woraus diec Werthe:
Si=U o, lpys E[IIIZ;- 1)
folgen.

Wir ersehen hieraus, dass das hier auseigandergesetzte Verfahren zu einer bekannten
Summe z, von Gliedern das unmittelbar nichsgfolgende £, ., a®+ liefert und demuach, beliebig
oft wiederholt, der Reihe nach eine beliebigeeAnzahl von Folgegliedern zu geben und daher
x in einer beliebigen Anniherung darzustellen gecignet sei. Dieses Verfahren ist zugleieh
hosehst einfach und schreibt zunichst nurvor, den bercits gefundenen Bestandtheil x,
anstatt z in das Gleichungspolywomn P zu substituiren. ITat man das Substitu-
tionsresnltat gehorig entwickelt und in geordneter Weise hingestellt, so lasst
sich das unmittelbar nachfolgende Glied aus dem ersten Gliede ©.4" desselben

mit Leichtigkeit ableiten. M@in multiplicirt dasselbe nidimlich mit dem Faetor
1

e a % und erhilt sogunmittelbar das » + 1ste Folgeglied:

Hyr

A, —a
— e S
2y Il —1)

]27‘+1 Qb+ =—
Dieser Factor ist firseine bestimmte Aufljsung stets derselbe. Seine Bildung unterliegt
keiner Schwicrigkeit. Man verfahrt hiezu auf folgende Weise: Die Bestimmungsgleichung
S[IIW] = 0, die fiir dagerwihlte & besteht, und bereits von der Bestimmung des Anfangsgliedes
her bekannt ist, diffefentiirt man nach der Grésse 2 Ein Mal und substituirt nun den Werth /4,
anstatt 2. Von dem go gewonnenen Zahlwerthe Xr /7 /,;~'] bildet man den mit entgegengesetzten
Zeichen versehemen reeiproken Werth. Dieser so erhaltene Zahlwerth — z,[u[:[ P 18t der
Josfficient des® fraglichen Factors. Der Exponent von «. nimlieh —a folgt i folgender
Gleichung:
2. =&~ o
wo 7, deg dem &, entspreehenden grissten Werth der linearen Funetionen a -+ L&, also die dem
&, entsprechende Ordinate der gebrochenen Linie darstellt. Wie man sich leicht iiberzeugen
kanngist X[x [Thy~'|. a* das hochste Glied des Substitutionsresultates, welches man fiir « =,
odey’ z=u, aus dem cinmal nach wx differentiirten Gleichungspolynome /°, nimlich aus
;i) = S[x Ha*x* '] erhilt, so AL dass sich die Bestimmung des Iolgegliedes auch auf eine
Division von I” durch (i;- zuriickfiihren ldsst. Man entwickelt nur das erste

Gilied dieses Quoticenten und crtheilt ihm dann das entgegengesetzte

Zieichen.
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Bs zeigt sich also, dass in dicsem gewdhnlichen Falle nur ein cinziges Folgeglied
erhalten wird. Wir schen zugleich, dass die Bildung der transformirten Gleichung, so wie‘eine
nihere Untersuchung derselben ganz iiberfliissig sei und durch ein viel cinfacheres Vegfahren
ersetzt werden konne, welchem weder die Mehrdeutigkeit des 2, noch ein complicirtes Rech-
nungsverfahren als Nachtheil anhingt. Wir bemerken auch ferner noch die grosste Ulereinstim-
mung dieser Regel mit der bekannten Regel der Division und des Wurzélausziehens, eine
Ubereinstimmung, die wohl im Voraus erwartet werden konnte, weil diese beidgn Regeln nur
eine specielle Anwendung auf binomische Gleichungen des ersten und hoheren Grades vor-
stellen. Das hier angegebene Verfahren 1st so lange fortzusetzen, bis endheh alle Glieder
der Auflssung x gefunden sind. Sind dieselben wirklich in einer endlichen dAnzahl vorhanden,
so wird dieses Verfahren das Nullsein aller folgenden Glieder ohne Seclwierigkeit erkennen
lassen; es wird ndmlich bei der Substitution der Summe derselben dasdGleichungspolynom /2
sich in ein identiseh auf Null zuriickzichendes Polynom verwanfleln, womit -cinerseits
erwiesen ist, dass die Summe dicser Glieder ein Geniige leistender 3Werth x sei, und anderer-
seits die fernere Wiederholung nur Null liefern kénne. Dass aber cin solches Abbrechen der
Reihe nur zu den speeciellen Fillen gehort, unterliegt wohl k#inem weiteren Zweifel, weil
dann ausserdem noch alle Cosfficienten der nichst niedrigergn Potenzen von e den Werth
Null erhalten miissen. Dieses Nullwerden derselben kann night durch Wahl der Coéfficienten
h und der Exponenten & erzielt werden, weil tiber ihre Wershe schon verfiigt ist, trifft aber bis-
weilen in Folge der zwischen den mit f, a, bezeichdicten Grissen zufdllic Lestehenden
Relationen ein und in einem solchen Falle besteht dannlein solcher Gentige leistender Werth
in geschlossener Form. In der Regel jedoch 1st dies nicht der Fall und das Verfahren kann

daher keine solche geschlossene Form, sondern nur eine unendliche Reihe liefern.

N .
Wir iibergehen nmun zur Erorterung des zgindchst liegenden Ausnabmsfalles, fiir welchen
das eben dargestellte Verfahren brauchbar zu sein aufhort. Die Brauchbarkeit desselben, so wie

die Giltigkeit aller vorhergchenden Schliisse ist an die Bedingung gebunden, dass das Sub-

stitutionsresultat X[x /2] einen von Nyl verschiedenen Werth besitzt, mit anderen Worten,
dass h, eine unwiederholte Wurzel der Be$timmungsgleichung ¥ [][ 7&0’] =0 ist. Stellt sich heraus,
dass diese Bedingung nicht erfiillt ist, sghdern gleichzeitig beide Grossen & [T 0] und X [x I hy ]
verschwinden, folglich 4, als einc wigderholte Wurzel der Bestimmungsgleichung X[/ 4| = 0

erscheint, so verlieren alle friiherci Schliisse ihre (Ghltigkeit, und man wiirde beim Einschlagen

dos friiheren Verfahrens lanter unendliche Werthe fiir die Cotfficienten Ay, /.... erhalten.

Hier sind aber wieder wichrere Ifdlle zu unterscheiden, je nachdem n#mlich £, cine

doppelte oder dreifache, ode endlich eine mehrfache Wurzel ist. Den einfachsten dieser ver-
schiedenen Fille wollen wit hier zunichst zum Gegenstande der Untersuchnng machen, jenen
ndmlich, wo %, eine doppelte Wurzel der Bestimmungsgleichung X [177,7] = 0 ist. Dieser Fall

9

ist dadureh charakterisinf, dass ¥ [H &, ] und X[ 11 2," lgleich Null, hingegen X [r(r—1)H %]
von Null verschieden angenommen wird.

Der ecigentliche Grand, wesshalb dic fritheren Schlussfolgerungen ihre Giltigkeit ver-
lieren, ist in dem Umstande zu suchen, dass die Summe der zweiten Glieder des entwickelten
Substitutionsresultates. welche aus den einzelnen Gliedern /7 e 2" des Gleichungspolynomes in

der Form rHA 'k, a*t*% &4 hervorgehen, nicht mehr das hoehste Glied:
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besitzen, sondern dasselbe bel der wirklichen Summirung giinzlich wegfiallt, indem der Cost-
ficient X{x ITh," '] dicser hichsten Potenz von @ der gemachten Anglahme zufolge gleich Null
wird. Man ist desshalb auch ausser Stande. iiber die Form des mun an seine Stelle tretenden
hochsten Gliedes cine Angabe zu machen, so lange man nicht den Weg der directen Substitu-
tion einschligt.

Bs erweist sich zugleich als ungeniigend, z* nur in seingn zwei ersten Glicdern der Ent-
wickelung zu betrachten, um zu dem hichsten Gliede des ggordneten Substitutionsresultates zu
gelangen, weil bei der Summe jener Glieder //a'2* des Gleichungspolynomes, deren lineare
Trunctionen den grossten Werth besitzen, und auf welehe sich das Summenzeichen Y erstreckt,
ein vollstindiges Tilgen der ersten und zweiten Gligder erfolgt. Man wird daher die Aus-
driicke m ihren drei ersten Glicdern entwickeln miigsen, und nur auf solche Weise die Gewiss-
heit haben, dass die ausgelassenen Glieder simupttlich von nicdrigerer Ordnung und daher
auch ohne allen Einfluss auf das allein zu beriicksichtigende hochste Glied des Substitutions-
resultates seien und dies eben wieder nur so lange, als bei diesen dritten Gliedern der Iint-
wickelung kein gegenseitiges Aufheben statttindet. Wir werden daher 2% in seinen drei crsten
Gliedern entwickeln, hierauf die Substitution des dermassen entwickelten Ausdruckes in die
cinzelnen Glieder /a2 des Gleichung&polynomes ausfiihren und zuletzt aus der Summe
aller dieser Glieder die hischsten auswihlen.

Man erhilt solchergestalt:

wf == (k" + hya® Y =hy* @0 phy T oy @G L () P 2 D E G
Jedes einzelne Glied a2 des Gleichungspolynomes J? erhilt sonach den Werth:
Hatawr — H /Lox @aJ‘rr & 42/ ['/lox—1 /Lx @it f—but 6 - (3) ][/1/0;:—-: /&19 qt TF 224 LS el

Nun ist noch die Summirang aller dieser Ausdriicke vorzunehmen und zwar auf alle jene
Werthe von a, x auszudehnen, welche in den emnzeluen Gliedern // a*2* des Gleichungspolynomes
erscheinen. Der nithigers Klarheit wegen wollen wir diese Summirung in zwei Abtheilungen
trennen, indem wir das’Gleichungspolynom

S
m zwel Theile theslen :
P-::)J[][a“x"] 4+ & [I[a,“ ,1',”]_

Das Summenzeichen 3 erstreckt sich auf alle jene Glieder des Gleichungspolynomes,
deren lineare Functionen a +.x ¢ fiir den specicllen Werth & den grissten Werth , erlangen,
wihrend die zweite durch & angezeigte Summirung auf alle iibrigen Glieder auszudehnen ist,
deren ligeare 'unetionen kleinere Werthe als %, erhalten haben. Diese Trennung des Gleichungs-
polyngmes P wird sich allsogleich als vortheilbaft crweisen. Ersetzt man nun hier jedes
Glied fla'x* durch seinen obigen, in den ersten drei Glicdern entwickelten Werth, so

erhialt man:

& ==’ [,I[/&Or a“+rE“J 4+ & [l[/zor a,“+l‘foJ 25
—wF [lf- / /'/1/0”' -1 /&1 o +ér ~Eo+ElJ - & [)C ! I'/[/Ux-—1 /LJ (La+,r50——éo+E,] g
= L‘[(i) I/ /%p 2/le“a+r5¢r -250+251;l S N [(;) ][/1,0”'_2 /112 aa+r50—25,,+25,] Syl &
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Da die Summirung ¥ auf alle jene Werthe a, r auszudehnen ist, deren lineare Functionen
a -L &, einerlei und grossten Werth erlangen, fiir welchen wir die Bezeichnung z, angeném-
men haben, so ist ersichtlich, dass in den mit dem Symbole ' angedeuteten Summen a* =" sei
und als eine Constante beziiglich der Summirung cben so wie 4, und o %% vor dem Sgmmen-
zeichen gesetzt werden konne. Hierdurch verwandelt sich obige Formel mit Riieksiclt auf die

Annahmen:
I[Hh]=0 und Z[x k" "]=0

in die folgende:

P=&[Hha*t%] 4+ hya®. & [r LA ghte-k] 4

1 I Hhy ] by o —NB=RE a6 [ &{(3) ][7;0”“266““5"] + ...
Eine einfache {Tberlegung reicht nun hin, um einzusehen, dass die gllerletzte Summe:
S[() Hhs e

nur niedrigere Potenzen von a als a7 enthalten konne, indem di Summe & nur auf jene

Werthe von a, ¢ auszudehnen, deren lineare Functionen a +-1& kleiner als 7, ausfallen.

Es kann demnach in dem Ausdrucke:
bt a2 @[ () Hhy = a 5]

. ) ! - . E N7 cy P . i
niemals die Potenz a®2@—& epscheinen, wihrend dieselbg allen Gliedern der unmittelba
vorangehenden Summe :
5 o—2bEp—
+ Z[@) Hby ] b’ a7 $ &l
. o . . . . o5 ) 5 o AN v = Sy~ ~
eigen ist. Die vierte Summe in obiger Formel enthalt demmnach nur Glieder von niedrigerer
! : e
Ordnung im Vergleiche zur dritten und es ist somch keinem Zweifel unterworfen, dass das
hochste Glied des Substitutionsresultates nur aus” den folgenden drei Bestandtheilen hervor-
gchen konne:
> * g - S1)E Lna Sidfo.— x—27 o 7—2&+26
S[Hhy a5 + hyaf . &[x Hh " @t e%)  Cht . I[x (x—1) T A ] amemor™
so lange. wic hier vorausgesetzt ist, & <&, ausfallt.
1 s : A . o117 P S 2 o3 e ~ Q "
Die erste der hier erscheinenden Summen, nimlich &[17%,* a*+*%] lasst sich aus der Summe
jener Glieder des Gleichungspolynomgs P, welche unter dem Summenzeichen & vereinigt
sind und denen die kleineren lineargh Functionen entsprechen, d. h. aus &[H a*z*] ableiten,
; . o s o Hrae b 1 o
wenn man 2 durch das Anfangsglied /,a% ersetzt. In qhn]u her Weise geht die zweite Summe
&S[x L hf a+*%] aus dersclben filicdersumme &[H a* z*] hervor, wenn man sie zuvorderst
einer einmaligen Differentiationsnach unterwirft und hierauf in dem ersten Differentialquo-
tienten &[r/la*z*'] abermalg 2 durch das Anfangsglied &, a® crsetzt. Endlich die letzte
Summe X[r (x—l)]]ho"‘g](c’“’"zf" lisst sich aus der Gliedersumme X[/l ata*], denen die grossten
linearen Functionen entspréchen, ableiten durch zweimalige Differentiation derselben nach
und nachherige Substitution von x=/h,e* Man kann sich diese Substitutionen wirklich aus-
gefiihrt denken und esdwird dann alsogleich maglich werden, das mit der hochsten Potenz
von @ versehene Glied einer jeden dieser Summen anzugeben. Wir wollen beziehungsweise mit :

Hoa™ , Ho a™ und §,"a™"

die mit der hochsten Potenz von @ verschenen Glieder bezeichnen, die aus den Polynomen:

e[l @ Har=], ¥r(r—1) Ho'w]
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fiir «=h,a% hervorgehen; so kann offenbar das mit der hichsten Potenz von @ verschene
Glied des obigen Ausdruckes nur aus den drei Gliedern:

v 1 “
Wt il HALITE WSR2 M iGN

5
hervorgehen, so lange namlich & <Z&, ist. Das hiochste Glied de§ fiir x =/h,a®+h,a% + ... aus
dem Gleichungspolynome I’ hervorgehenden Substitutionsresuftates wird demnach auch aus
diesen drei Gliedern zu suchen sein. Nun sollen die Grossgn & und %, dermassen gewihlt
werden, dass dieses hichste Glied verschwindet. Zu dieseny Ende hat man in der bekannten
Weise mit der Bestimmung von & zu beginnen, indem man Sorge triigt, dass zwei der hier
erscheinenden Iixponenten: 9, Ay + &, A" - 2§, gleighe und grisste Werthe erlangen. Man
bat demnacli die drei Ungleichungen:
771>910 3 771-)52{0{ + & . 771>Q[0H + 2¢,

aufzulosen und namentlich thre Grenzwerthe der z&veiten Ordnung aufzusuchen. Diese sind die
passenden Werthe von &,. Ilat man & gefundenso unterliegt die Bestimmung von %, keiner
Schwierigkeit mehr, denn es sind dann A, A, £&, A" - 2&, bestimmte Zahlen und man kann
unmittelbar die grossten derselben hervorhieben, und demgemiiss auch den Coéfficienten bilden,
mit dem dic hichste Potenz von @ multipligirt erscheint. Dieser Coéfficient ist ein binomischer
oder trinomischer, %, enthaltender Ausdrpck; setzt man denselben gleich Null und 16st die
erhaltene Gleichung des ersten oder zweiten Grades nach 4, auf, so ist jede von Null verschie-
dene Wurzel derselben ein geeigneterdVerth von £, Auf solche Weise ist demnach die Bestim-
mnng des Folgegliedes abgeschlosseft. Man benimmt sich dabei genau so, wie wenn man die

quadratische Gleichung:
| ’ 0 1 " o
H, &% + H, a2 + R g =10

vorliegen, und die Anfangsglieder von o’ zu bestimmen hiitte.
Wir wollen hicr nur goch die Bemerkung folgen lassen, dass die drei Glieder: $,a™.
H, ™, §/ ™" wiren erhglten worden, wenn man die Substitution x = k,a% in das vollstin-

a2r
s aus gefiihrt und
«

2

: o 5 - 5 . : W
dige Gleichungspolynont”l’> und seine beiden Differentialquotienten ——und
: £ x

die hochsten Glieder dieser drei Substitutionsresultate genommen hitte, wie man sich sehr leicht
za iiberzeugen im Stande ist. Das letzte dieser drei Glieder &,” ™" ist iibrigens ein voll-
kommen bestimmtc§, welches auel ohne alle Substitution direct aus der Bestimmungsgleichung
I[11hy] =0, dexfbereits bekannten grissten Ordinate 7, und der ihr zugehorigen Abseisse 7,
abgeleitet werd®n kann. Iis ist nimlich, wie eine eine einfache Ansicht der fritheren Formeln
lehrt:
Wl =10 =26, ;. B =2[e(p=21) Ak |:

Diefriiher erwihnte quadratische Gleichung in &/, welche die Folgeglieder h,a® liefert, kann

denmnaeh auch in der folgenden Form aufgeschrieben werden:

B9 P o ¥ g %Z[I s DT A e O i )
Die Regel, um sic zu bilden, 1st demmach folgende: Man substituire, wenn die

Bestimmungsgleichung X[1/h]=0 eine doppelte Wurzel %, besitzt, das gefun-
dene Anfangselied h,¢% anstatt x in das Gleichunespolynom /2 und seinen
o] e 0 D ] }

gl

. 3 4 d I : o 3 o
ersten Differentialquotienten X ordne diese beiden Substitutionsresultate

w.r
absteigend nach Potenzen von ¢ und bestimme das hchste Glied $,¢® und
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9, &% derselben. Hierauf unterwerfe man die Summe der bezeichneten Glie-
der Z[IIa #*] einer zweimaligen Differentiation nach z und substituire asuch
hier in dem gewonnencn Ausdrueke X[r(r—1)Ha"x* "] das Anfangsglied £ a
anstatt x und erhilt so I[x(r—1) A *].a» . Diese drei Glicder §,a"% &, ™,

5

Ilr(r—1)Hh*]om 2% multiplieire man nun bezichungsweise mit 1, 2 und °
bilde die Summe dieser drei Producte und setze dieselbe gleieh Nall; so hat
man die gesuehte quadratische Gleichung und die Anfangsgliederder abstei-
genden Entwiekelung von ' sind die gesuchten Werthe desFolgeglicdes
hy a5,

Die an dieser quadratischen Gleiehung vorgenommene Untersuehung der Anfangsglieder
der absteigenden Entwickelung von «' kann offenbar zu mehreren verschigdenen Fillen fithren,
die wir hier niher erirtern wollen. Man hat nimlich mit der Auflésung”der drei Ungleichun-

aen:
1> W 9 > Wy 4+ &y > po— 2&, + 28,

zu beginnen, und die Grenzwerthe der zweiten Ordnung dafiip’zu bestimmen. Eine solehe
Untersuehung kann hier, wo drei Ungleichungen vorliegen, efitweder zwei oder nur einen
einzigen solchen Grenzwerth liefern. Liefert sic zwei golche Grenzwerthe, so sind sie
folgende:

QIO QI()/ ) 5210/ - WO "+‘ 2 EO'

[st hingegen ein einziger gewonnen worden, so hat er den Werth:

Ay—70
— 1&g

Die Bestimmungsgleichungen fiir die zugehiorigen A, welche besagen, dass bei jeder
solchen Reduction das Resultat derselben ein Coéfficient Null sein soll, sind :

£
(1. 0t & =%, § + B §o =0, alsgih=—°
0
TS ’ A= Vi @ : . - 26,
(2 tir & =N/, 428, , by &) + =L J[Er—1) 1| =0 also b, = ‘[r/x.jlryhl;_ﬂ;r:i
: ~ . 7 /t1 = Wit ) - 90,, -
gs fiir £, =11 £ g el 2 S0 (— 1) Hh )= 0, also by +V€MT’I}}Z =

" ¥ x (r—1) Hh—*]=0.

4. fiir E =200 | g YU, D+ by

Diese Gleiehung liefert zwei in der Regel von einander versehiedene Werthe fiir 4,

Nur wenn zufillig die Bedingungen:
3 Ao—70 ’ F
O =29, 2[xr 0—1) L bS] und —= T g =uA- A,

erfiillt sein sollten, tretgh zwei gleiche Wurzeln 4, auf. Wir ersehen hieraus, dass man auf
solche Weise in der Regel zu zwei verschicdenen Folgegliedern gelangen wird, die sich
manehmal schon in dem Exponenten &, unterscheiden, oder dasselbe & zwar gemeinschaftlieh
besitzen, aber dureh dic Werthe der Coéfficienten %, von einander versehieden sind. Nur selten
werden die zuletzt angefiihrten Bedingungen erfiillt sein, welehe zur Folge hitten, dass nicht
zweil verschiedene Folgeglicder, sondern nur ein einzig es solehes erhalten wiirde. Das hier




!
J
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dargestellte Verfahren wird daher in der Regel die Trennung jener zwel Auflosungen bewerk-
stelligen, die das Anfangsglied %, a® gemeinschaftlich besitzen, und nur ausnahmsweise dieselbe
noch auf spiter verschieben, falls sich auch das zweite Glied %2ga® als cin beiden gemein-
schaftlich zukommendes erweisen wiirde.

Der weitere Gang der Approximation ist je nach den hier £ich darstellenden Ergebnissen
verschieden: Hat die Bestimmung des Gliedes 2, cine Trénnung der zwei Wurzeln, die
noch vereinigt waren, dadurch bewirkt, dass zwei verschiedene Werthe entweder fiir & oder
erst fiir A, sich ergaben; so wird die weitere Approximation von einem ihnlichen Verfahren
abhingig sein, wie bereits frither fiir solche. Auflssungensexponirt wurde, deren Anfangsglied
ein isolirendes war. Dort reducirte sich die ganze Untersuchung nur darauf, den bereits bekann-
ten Bestandtheil von  in das Gleichungspolynom #u substituiren, das Substitutionsresultat
gehorig zu ordnen und nun das Anfangsglied desselben $,a™ mit cinem bestimmten Factor
- - z‘le;:x—i zu multipliciren. Jetzt wird das Vepfahren zur Bestimmung der tibrigen Folge-
glieder @hnlich sein. Nur der FFactor ist erstsniher zu bestimmen, da offeubar die frithere
TForm desselben nicht gelten kann, weil sicseinen Neuner Null answeist. - Erinnern wir uns
jedoch, dass dieser Factor eigentlich der mit‘entgegengesctztemn Zeichen genommene reciproke
Werth des hochisten Gliedes jenes Substitutionsresultates sei, welches durch Substitution des

5 5 : . q . v @ >
bereits bekannten Bestandtheiles von « an den ersten Differentialquotienten = hervorgeht, so
ax

wird iiber den Werth dieses Factors kein weiterer Zweifel obwalten. Am einfachsten verfilirt
man, wenn man sich denselben wirkdich durch Substitution zu verschaffen sucht. Iis unterliegt
jedoch anch keiner Schwierigkeit, flenselben in Voraus anzugeben, nur ist scine Form in ver-
scliiedenen Fillen gleichfalls verschieden. '

Ist man jedoch zufilliger Weise nur auf ecinen ecinzigen Werth. & und gleiche
Wurzelwerthe %, gestossen,sso dient dies als Beweis, dass diec Trennung der Wurzeln
in den zwei ersten Gliedesn der Intwickelung noch nicht stattfinde, sondern diese beiden
Auflésungen gameinschafﬂi(‘h zukommen. Man wird daher bei der Bestimmung der Folg'e;
glieder h,a® in gleicher Weise verfahren, wie cben jetst gezeigt wurde, d. h. man wird
den erhaltenen Bestandtheil z=%h,a* - %, ¢ in das Gleichungspolynom P und seinen
ersten Differentialqeotienten :g setzen, und gelangt so zu den diesen Substitutionsresul-

taten entsprechenden hichsten Gliedern, die wir mit §,¢™ und $,"¢™ bezeichnen wollen,

21

il )

withrend der zweite Differentialquotient - erwiesenermassen cin mit dem Aunfangsgliede
X C

I (r—1) I hg™?| a»*% beginnendes Substitutionsresultat liefert. Nun stellt man die quadra-

tische Partialgleichung:
9 ’ Q]: 0 x'2 . e Dl
;6™ - 2 H, a™ 4 ;E[r(r—l).l//zox a0

auf und’bestimmt die Anfangsglieder von 2" nach der bekannten Methode. Die Ergebnisse dieser
Untersuchungen lassen die eben friiher angefiihvten 4 verschiedenen Fille zu. Sollte dies zur
Treanung der Wurzeln noch nicht hinreichen, so muss man anf diesem Wege so lange fort-
fahren, bis entweder die Trennung erfolgt, oder bis das Vorhandensein gleicher Wurzeln

crwiesen ist. Von demjenigen Gliede angefangen, bei dem die Trennmung der Wurzeln
erfolgt ist, #ndert die Approximation ihre Natur, indem nun jede Aufldsung isolirt zur
Berechnung gelangt und an die Stelle der quadratischen Gleichung, Gleichungen des ersten

Grades treten.
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Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen Falle zu, demjenigen namlieh, wo m Autliguugen
dasselbe Anfangsglied h,«® gemeinschaftlich besitzen, d. h. wo £, cine m-fache Wugzel der
Bestimmungsgleichung: X[ %y ]= 0 ist. Kis bestehen dann die identischen Gleichungen :

Y [If hy* ] =1
Sl =0
(3) ‘ 2[x(x—1) A7) =0

[r(x—1). . (x—m—+ 2) I b~ = 0.

b

Der Werth von
Xr(—1).. . —m -+ 1) H k"]
ist jedoch von Null verschieden. In einem solchen Falle sind die frither angefiihrten Approxi-
mationsmethoden unzulissig, weil die ihnen zu Grunde gelegte Agnahme und somit alle darauf
gestiitzten Folgerungen ungiiltig sind. Wir werden jedoch durchsin analoges Verfahren zu den
Folgegliedern gelangen.
Wir substituiren nimlich wieder den Ausdruck:

xy+ & =hyaLhat .S

anstatt 2 in die einzelnen Glieder des Gleichungspolyngines I” und erhalten. weil zufolge der

elation & <&, dic folgende Reihe fiir 2 gesetzt werden muss:

x* :1,(‘1' bl Ixor- =il .Z'/ 'l" (;) xor—-‘z x,‘z + e (mr_l) xﬂr -m+1 _,I,'m—-l —l— (:) l.,“r ettt
aus cinem jeden einzelnen Gliede Ho*a* einen Ausdruck, wie der folgende:
VR — [[CZ“:CO” 4 rHa* xox—1 xz £ (é) It xox—ae g Al (mf_]) Ha? K el =t

+)Ha'xF "™ + ...

Hier bedeutet z, das bekannte Anfangsglied A,a®, &' aber die Summe der Folgeglieder.
Der fiir 2 in der angefiihrten Form gefuptene Werth 1st cine reine Function von @, nur er-
scheint derselbe hier noch nieht geordiiet, weil jeder einzelne Bestandtheil in dieser Summe
eine unendliche Reihe bedeutet. Das hichste Glied einer jeden solchen Reihe ist mit Leiehtig-
keit anzugeben. Es ist nimlich:

%y =l . @

rad T =k, TR L
(E) P BV, ot
(mil) J':,x_"’+l.l m—1 (V,nr])]z’or' m—}—l]lln ~1.,.,;:E(I n—1)(&g=&;

C) a2 = (5) by Ry art G
und folglich bedeutet aich jeder Bestandtheil der fiir / a*a* gefundenen Snmme eine unendliche
Reihe, die in entwiekelter Form folgende hiehste Glieder besitzen:
Hoa'w — HbS.a*™ L ...
Aoy Ho bk, TR
E (5 Hhy bt castrsrsetst o

Denksehriften der mathem.-naturw. Cl. XJI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. 1
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(9) (2ol =S il RSl g
() BB 1 TRt

Wir sollten nun fiiv jedes einzelne Glied des Gleichungspolyngmes P, d. h. fiir alle dort
erscheinenden Combinationen von a, t, /7 diese Ausdriicke aus der Form (9) ableiten, indem
wir anstatt a, t, /7 die entsprechenden Werthe setzen, und hierawt dic Summe aller dieser Aus-
driicke bilden, und zwar vor der Hand nur ilirer hischsten Glieder. Da die Zahlwerthe der mit
&, und /%, bezeichneten Grissen noch unbestimmt gelassen sind§ so werden sich diese Rechnungs-
entwickelungen, namentlich die dabei vorkommenden Refluctionen nur insoferne ausfiihren
lassen, als sie sich auf Glieder beziehen, welche in dex’ Anzahl der Factoren %, a% iiberein-
stimmen. Wir werden also das Substitutionsresultat gicht in der vollkommen entwickelten
Gestalt, als ein nur ¢ enthaltendes und absteigend gegrdnetes Polynom darzustellen vermdgen,
wenn gleich nur das hochste Glied desselben gefordprt wird; sondern werden es als ein & oder
ko in gewissen Potenzen enthaltendes Polynomgerhalten, und nur die mit diesen Potenzen
von &' oder k% multiplicirten, ¢ enthaltenden @nd absteigend nach dieser Grosse geordncten
Rethen in ihrem hehsten Gliede bestimmen kighnen. Auf solche Weise gelangen wir zu einem
a und £k, a® enthaltenden Ausdrucke, gebildét ans der Summe dieser héchsten Glieder, und
wenn wir dieselbe gleich Null setzen, so eshalten wir eine Partialgleichung, die zu dem ver-
langten Gliede 4, % fithrt. Wir werden & der Substitution von x =2, 4+ «' in dic einzclnen
Glieder L a2 des Gleicliungspolynom@s in einer analogen Weise verfabren, wie frither; wir
werden ndmlich diese Glieder in zweig®ruppen theilen, und die Substitution in zwei Momenten
vollfithren, indem wir zuerst in dieSumme der Glieder der ersten, dann in die der zweiten
Gruppe diesen Werth von x einfiilden. Diese Eintheilung der Glieder des Gleichungspolynomes
P in zwei Gruppen bewerkstelligen wir nach den Werthen, welchie die ihnen zugehrigen
linearen Iunctionen a 4 x¢ figé, erlangey. Wir zihlen ndmlich zur crsten Gruppe alle jene
Glieder, deren lineare Functighen a + 1€ fiir £ den grossten Werth %, erlangen, alle tibrigen
aber zur zweiten Gruppe. Idiese Trennung in zwei Gruppen haben wir nicht erst einzuleiten,
denn sie ist schon bei derdvorhergegangenen Bestimmung vou &, erfolgt, und aus der Summe
eben dieser Glieder der gfisten Gruppeist die bekannte Bestimmungsgleichung fiir £,: X[ A]=0
gebildet. SubstituirenSwir nun in die Summe dieser Glieder der ersten Gruppe X[Haa*]
anstatt = den Ausdruck z, + 2 = hya® - ha® + ....; so ergibt sich ein Substitutions-

resultat von folgender Iforni:
S Ha'x|== X[ HAf]aw+ 2 a5 X[y M h=] 4 ix’ a2 X[y (x—1) Hh ]+ ... ..

: 7o—(m—1)& Y’ ) . ) o
ST e TR 1) (e 2) AT AT -

L gm g @Zr(——1). . —m D) HR] 4. .. ..

— X[ H k| an +

(10} -y arEtE Xy [T hE)
/g

M g Y1) IThF Y A
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Der gemachten Annahme zufolge, %, set eine mfache Wurzel der Bestimmungsgleiehung
P [H]z”] =0 fallen die in (8) aufeefiihrten Summen gleich Null aus und nur die letzte degselben:
besitzt einen von Null verschiedenen Werth. Wir sehen hieraus, dass in diesem Agsdrueke
(10) die Bestandtheile:
e I[Hhy], o a® S X[x Bhf™], % x® a5 Xy (r—1) HA™ ], . . o .

1 cn—1 - 7%— 1)&, . 1 e |
iyt = a» 2x(x—1). .. (r—m+2) HrF "]

versehwinden und nur der letzte der hier aufgetiihrten, nimlich:
1 Ey \T 1 y —m
Wt (I N e e
1...m N i
einen von Null verschiedenen Werth besitzt, so zwar, dass diec in dersSumme von Gliedern:
XA ausgefiihrte Substitution als hoehstes Glied
Y[l a'x*] ausgefiithrte S

(1 1) . IIZL- _a‘ﬂo-—m(fo—fi) E[X (x _1) . (x_._7},&_'_ 1) ][]Zor__:n]

. m

liefert. Alle iibrigen hier nicht aufgefiihrten Bestandtheile sind gegen dieses (tlied von niedri-

gerer Ordnung nach «, denn die einen gehen aus Bestandtheilegn:

xr g5 S (r—1).. . (r—p I HR ]

..p
hervor, welche cinen m iibersteigenden Werth von p aufweisen, die anderen aber entspringen

Z3var aus

L gmarmt By (p—1). . (pEm - 1) ]

1...m
. . o~ . .
enthalten aber anstatt des hochsten Gliedes von z™die spiteren von niedriger Ordnung. Die

ersteren errcichen hichstens die Gradzahl:
. - -
7o+ pE—DE L —m(&—E)
die letzteren aber hichstens nur die Gradzald:
- -
/e m&, -+ (’n‘— 1) St Bl 77, F= (&~ '§1)-

Substitniren wir nan auch den Wexth z==x, -+ 2’ in die iibrigen Glieder des Gleichungs-
polynomes P, die in der Summe X[/ ¢ «*] nicht einbegriffen sind, nimlich in die Gliedersumme
€ £l Uber den Erfolg einer sol#hen Substitution liisst sich im Vorhinein nichts bestimmen;
man muss daher diese Substitution imd alle dabei miglichen Reductionen wirklich durchfiithren.
Man gelangt auf solche Weise jedenfalls zu einem Ausdrucke von folgender Gestalt:

*60(!?[0 1 (60/ 09[0‘ _'_ 1,,2“5‘)// (L%” + =y _{_ :L,,,z—l &30.’1, —1) “9[,‘(,,;71) )
weil sieh nur jene GliederSreduciren lassen, welche diesclbe Potenz von ' als Factor
besitzen, da in o die Grigsen & nnd & noch unbestimmte Buchstabengrossen anzeigen. ITier
bedeuten:

9. " 1) A Om—1)
$o a™ y Do a™ » Do’ a™ o e
die mit der hochsten Potens von @ verkniipften und von Null versehiedenen Glieder der fiir

X ==z, aus

apr 2P { dn—1p

L

de? P70 (m—1)t ) dam—1

hervorgehenden Substitutionsresultate.
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9 m.

Da nun die hdchsten Glieder von &, x*, ... 2™, ... beziiglich: ha®, h2a®, ... b a™. ...
sind, so kann das hichste Glied des aus den Gliedern der zweiten Guppe hervorgehenden
Substitutionsresultates sich nur aus den folgenden zusammensetzen :

(12) Do | Iy B, aBE | B ANyt ) g

Hier sind absichtlich nur m solche Glieder aufgeschrichen, hifigegen alle iibrigen, welehe
eine héhere Potenz von A;a% als die (m— 1)* enthalten, &veggelassen. Der Grund und
dic Berechtigung hiezu liegt in dem Umstande, dass ersviesenermassen alle diese weg-
gelassenen Glieder von niederer Ordnung nach a sind. In der That wire das nidchste derselben
b O, Ma® 4 Die erste Gruppe liefert aber, wie wirgeben frither gezeigt haben, emn mit
derselben mten Potenz von £, a® verkniipftes Glied (11)& Vergleicht man die Exponenten von

@ in diesen beiden Gliedern, ndmlich:
W™ + mé& und y,—gmE 4-m &,
so gelangt man vermittelst der Relation :
i) W™ <&y~ m E,,
deren Giltigkeit wir sogleich erweisen werden, zu der anderen :
(14) Wol™ + 1%, < yg— MmE,-- mE,

und gewinnt dadurch die Uberzeugghg, dass das aus der zweiten Gruppe gewonunene
Glied: A" $," @™+t gegen das dus der ersten Gruppe entspringende (11) von niedri-
gerer Ordnung sei. Die Richtigkedt der Relation (13) lisst sich anf folgende Weise darthun.
A ist ndmlich dureh directes Substitution von = = A,af in die mmal nach z diffe-
rentiirten  Glieder der zweiteg@ Gruppe hervorgegangen, und bedeutet eben den hich-
sten dabei erscheinenden Exponenten von «. Substituirt man x =/h,¢% in diese Summe von

Gliedern:
r(x—1)...(@—m+1) Ho* 2™,
so besitzt U™ jedenfallg’ die (restalt:
| A" =a+ r§,—mé,

und da alle dieser® (Hliedern entsprechenden Werthe von a + r&, kleiner sind als 7, so ist
offenbar: '

QI(WIL) /. 770' I 50 ,

was z11 bewedsen war.

Von den iibrigen hier ausser Acht gelassenen Gliedern von der Form /2§, a¥" "+
die eine Hshere Potenz von haf in sich schliessen, fiir dic also p=>m ist, lisst sich diese
Eigensghaft gleichfalls erweisen, wenn man sich an die Relation & <C§&, erinnert, denn
hier 1gt dann p (§,—§&,) >m (§,— &,) und da fiir alle Glieder der zweiten Gruppe 7, >a + 1§,
besteht; so folgt hierans unmittelbar:

(15) C g rm(E — &) >+ 1 &~ p (& &),

Nun ist aber ,”, wie wir frither erwithnt haben, der Exponent von @ im hochsten Gliede

iles Substitutionsresultates. welehes aus der Summe der pmal nach x differentiirten Glieder
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der zweiten Gruppe abgeleitet wird dureh Substitution von z, anstatt z, und demmnach jedenfalls
ein Ausdruck von folgender Form:

QIO(I)> =a 4 x 6() : ]) E() .

wo a und r eine Combination von Werthen darstellt, die cinem Gliede der zweitew Gruppe
angehdren. Setzen wir diesen Werth in die (15), so ergibt sich die Relation:

%o — 1 (& - &) > +p&,

welche besagt, dass der Exponent von ¢ im Gliede 22 $,” o™ 7% kleiner sei,dls in

;éim _(67/0‘-77;(50—51)Z‘[r(;r ¥ 1) "l (r a9 - }__ 1) j]]lor- -m] .

. m

Es ist somit dargethan, dass diesc Glicder alle nach @ von niedgigerer Ordnung sind,
und daher bei der Bildung des hochsten Gliedes unberiicksiehtigt bleilen konnen.

Fassen wir nun im Kurzen die Ergebnisse unscrer Untersuchungen zusammen, so ersehen
wir, nachdem im Substitutionsresultate I? das allerhichste oder vieHeicht auch cine Reihe der
nichstfolgenden hochsten Glieder durch die zweckmissige Waldévon &, und %, sich auf Null
reducirt hat, dass das nunmehr hischste Glied desselben nur aus folgenden 72 Gliedern entstehen

kiinne :
3 0 4 )1 -2 E 1-—1 {(m—1 W m—1) L (;m—1)
Hoat A Sy Yo' t& ! hiE®, Gy b, ®, ) ¥t D+ (m—1),

" Xx(x—1) . .. (1—m 1) EhS e A=l

L...m

Die m zuerst aufgéﬂihrten Glieder werden darch directe Substitution von x —= kb, a®
erhalten und géhen aus den Gliedern der zweiteyr Gruppe &[[ ¢'2*] und ihren successi-
ven nach z genommenen Differentialquotienten;s &[xr Ha*2* '], S[x(x—1)Ha* 2] , . . ..
Srt@—1)r—2). .. x—m+ 2) Ha® z*—"+'] hergor; das zuletzt angefiihrte aber ldsst sich ohne
alle Substitution blos nur aus der Bestimnsungsgleichung fiir %, ableiten auf eine unmit-
telbar ersichtliche Weise und gehort den Gliedern der ersten Grappe Y[H o' 2" an. Es han-
delt sich nun darum, fiir & und %, die entsprechenden Zahlwerthe aufznsuchen. Diese Werthe
haben den Zweck zu erfiillen, das hochste Glied mit einem Coéfficienten Null zu versehen.
Zu diesen Werthen fiihrt eine bekanste Untersuchungsyeise, die darauf beruht, ein System
linearer Ungl eichungen aufzustellen gind dann die Grenzwerthe der zweiten Urdnung fiir die
demselben entsprechenden ;\uﬂiisungeﬂaufzusuchen. Dieses System von m + 1 Ungleichungen
ist folgendes :

T e A,

Din. = Ay - &

7 A" + 2.5,

7 910”" -1) _+_ (772 - I)El
Y1 > Yo——ME - mé,.

Das Resultat einer solchen Bestimmung der Grenzwerthe zweiter Ordnung kann sehr ver-
schiedene Kigenthiimlichkeiten darbieten, die fiir die weitere Approximation von Einfluss sind. Die
Anzahl der Grenzwerthe kann ndmlich von Eins angefangen alle miglichen ganzen Werthe bis 7
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annchmen. Einem jeden einzelnen aufgefundenen Grenzwerthe & entspricht eine gewisse Bestim-
mungsgleichung, die die zugehsrigen Werthe des Coéfficienten £, liefext. Dicse Bestimmungsglei-
chung lisst sich ohme alle Schwierigkeit ableiten aus denjenigen Gliedern der oberwihnten Reihie,
welchen die grossten linearen IPunctionen entsprechen, und kannsdem ersten oder auch einem
hoheren Grade angehoren. Sicliefert dalier zu demeinen Werthe & entwedernureinen oder mehrere
zugehorige . Diese Gleichung in /2, kann ausnahmsweise glegehe Wuarzeln aufweisen, und dies
wird immer als ein Beweis angesehen werden konnen, dassedie Glieder 4,a% - 2, a5t zweien
oder mehreren Auflgsungen  gemeinschaftlich zukommen. Diese Auflosungen unterscheiden
sich dann von einander in den zwel ersten Gliedern der Entwickelung nicht, und wenn ihre
Trennung bewerkstelligt werden sollte, so bedarf es gioch der Bestimmung der dritten, viel-
leicht auch noch mehrerer Glieder der Entwickelung; ja es kann sich treffen, dass diese
Trennung niemals erfolgt, weil diese Auflosungen iiberhaupt ganz gleich secin konnen.
Es ist woll leicht cinzuschen, dass dic Anzahlgler auf solehe Weise gewonnenen Glieder
ka5t gleichkommt der Anzahl m der gleichew Wurzeln 4, denn die Bestimmung derselben
ist eigentlich abhiingig von der Auffindung det Anfangsglieder ciner Gleichung von folgender

Form:
(16) e o S, B S e SR B W oy L g S

e Ie(r—1). & (t—m+ 1) HhF . a5, 2™ =0

1

)

welche die neue Unbekannte 2 enthélt, und dem m™ Grade angehort. Eine solche Gleiehung
liefert stets entweder 7 von emander verschiedene Anfangsglieder 2, a%t fiir 2 oder, wenn sie
deren weniger liefert, so besitzendie Bestimmungsgleichungen fiir den Coéfficienten 2, gleiche
Wurzeln, und zwar deren so vigle, dass sie die Anzahl m wieder vervollstindigen. Wir sehen
also, dass wenn bet cinem Agifangsglicde sich der Coéfficient %, als eine mfache Wurzel der
Bestimmungsgleichung heratsstellt, die weitere Approximation entweder hiezu m verschiedene
Folgeglieder licfert, odergleren sveniger. Ersteres ist der gewdhnlichere, das zweite jedoch ein
speeteller Fall, begriind®t in dem Auftreten gleicher Wurzeln 4,. Die Summe der Gradzahlen
aller Bestimmungsgleihungen fiir 4, ist aber stets .

<

ek

Die bishgrigen Untersuehungen haben nur die Bestimmung des Folgegliedes %, % zum
(egenstandeeehabt. Die gewonnenen Resultate haben jedoch eine allgemeine Giltigkett, weil
a1 dienen, wenn die Summe der

sie auch zw Bestimmung eines beliebigen Folgeglicdes 4,

vorhergehenden Entwickelungsglieder, nimlich:
%, =N a" P a S pyanr . e gt

bekannt ist. I8s dst daher nothwendig, diese Untersuchungen nun auch in ihrer vollen
Aldgemeinheit zu geben, nachdem sie Dbisher nur in ecinem speciellen Talle ecingeleitet
wurden.

Wenn die Gliedersumme , den Beginn der auf 741 Glieder ausgedehnten Entwickelung
einer Wurzel  darstellt, so wird sie sich offenbar durch Hinzufiigen der Reihe:

K — ]lr'—}-l at+ - ]?/r-{-‘.’, a4 ]@r+3 e ET S SR
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in den wirklichen Wurzelwerth =2, 4 2/ verwandeln lassen, wobei die Exponenten
i s Euny Epyyer... simmtlich kleiner sind als €. Die Gleichung /=0 wird daheyfiir

x =z, -+ 2 erfiillt werden. Nun ist:
=z +tre 7 L Dt 4GS TP
und folglich:
(17) 0= P=8[Ha's] +28[r Haw ] + =8[p(t—1) Hatw ] + . . &
= %S[): (r—1)... ();——p+1) Hatx 2]+ ....
Die darin erscheinenden Summen:

S[Haxr] , S[xHat 2] , S[r(— V) Ha'z ] 5 - - Sle@—1)...—p+-DUa*x>7] ....

: : 4P 2P dpP _
sind die fiir # = z, aus den Polynomen: P, N e herfvorgehenden Substitu-
tionsresultate. Setzen wir voraus, dass die nach Durchfiihrung allgr moglichen Reductionen
iibrig bleibenden und von Null verschiedenen hichsten Gliedgr derselben Dbeziiglich mit
H,a% , §, o™ , H a% ... 95Pa"” ... .. bezeichnet werden;eso sind die hochsten Glieder
der einzelnen Bestandtheile in (17):

(18) ) e : 7?',-+1 '@/ B+ ) %7l2;+1‘g7r” 22 S 1.%,7%%”*‘5% ) R

Der Ausdruck (17) stellt das Substitutionsresultat eines Wurzelwerthes dar und muss sich
demnach identiseh auf Null reduciren. Dies wird nur dann moglich sein, wenn von den auf-
gefiibrten hochsten Gliedern (18) zwei oder mehrere mit derselben und héehsten Potenz von @
versehen sind, o zwar, dass eine Reduction und in ¥blge der zweckmiissigen Wahl des #,,, cin
ginzliches Verschwinden derselben erfolgt. Es wird demnaeh‘ €41 und %, gewisse Bedingun-
gen zu erfiillen haben, @hnlich denjenigen, dig’wir bei der Bestimmung des Anfangsgliedes
hy a0 weitliufig erortert haben. Man hat nimli€h das System von anleichungen:

?r-l—l > QI’
: L/JSE, >> Q[r/ < Er+1
(19) g > U+ 2 6
gors = L0 4 P,

aufzustellen und fir €, e Guénzwerthe der zweiten Ordnung anfzusuchen.

- Man hat aber nicht nothig, alle diese Grenzwerthe zu suchen, weil von ihnen nur die-
jenigen brauchbar erscheineii, welche kleiner als & ausfallen und demnach einen Werth von
€., darstellen kénnen. Padurch wird man in den Stand gesetzt, statt des Systems von
Ungleichungen (19) nurseine Abtheilung derselben in Rechnung zu zichen. diejenige ndmlich,
welche die unter £, liegenden Grenzwerthe liefert. Da die Ungleichungen i (19) aufsteigend
nach den Coéfficienten von &, geordnet erscheinen, so werden die Grenzwerthe gleichfalls
nur in aufsteigender Reihenfolge erhalten und es wird demnach die fiir uns wichtige Abtheilung
von Ungleichungen, welche die unter &, licgenden Werthe liefert, aus einer Gruppe der ersteren

m (19) zusammengesetzt sel.
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‘Wir wollen sie mit:
777—‘ 1 > QIr
(20) 777'~r—1> QI T 57 i

P > W 4 (p—1) &,
Pogs = 9°, @ Ep 5,,_4_1

andeuten. Diese Abtheilung von Ungleichungen wird sieli’ beim Bestimmen der Grenzwerthe
der zweiten Ordnung von selbst abgrenzen, weil zufglge der Ordnungsweise der linearen
Funetionen die Grenzwerthe in aufsteigender Reihenfoloe erhalten werden. Man wird nimlieh
zuerst die unter & liegenden Grenzwerthe findens und endlieh zum grissten unter ihnen
gelangen. Auf diesen folgen die dem &, gleichen oder grisseren Grenziwerthe. Ist man zu einem
'solchen gelangt, so sehliesst han diec Untersuchuny in der Uberzeugung, alle unter &, Hegendon
Grenzwerthe ersehdpft zu haben. _

Denken wir uns nun unter &,,, einen beStimmten jener unter &, liegenden Grenzwerthe

der zweiten Ordnung fiir das System (19) ¢der (20), ferner unter:
1) T =D+ g€ S ... .. = W) 4 (g + 8) &,y

diejenigen linearen Functionen, welchgtdie gleichen und gréssten Werthe erlangen, wobei also
der Natur der Sache nach ¢ + s < plausfillt, so ist hiemit die Reihe von Gliedern:
for f”‘b'(ql, ¥ b izl +:’, @® T+ +8) 64
t q .. (g+s)
bezeichnet, welehe alle dieselbe’hochste Potenz a7-+1 enthalten und bei der Summirung sich in
eln Cinziges
[/1:-}—1’1@7«(’/) | g1 Dt o
- Seabinsis i e et R on
itooqy i {(7+3) ]
zusammenziehen lassensEine Reduetion desselben auf Null, d. h. ein Nullwerden seines Coéffi-
cienten ist demnach ay die Bedingungsgleichung :

fir 417 DD

forg 177589, (1+)
B 5.0 Tl I.A.‘(g_;.s)_
gebunden, aus welcher die Werthe von 4, ., hervorgehen. Diese Gleiehung ist ganz und rational,
weil ¢ und s, wie in (18) ersiehtlich ist, ganze und positive Zahlwerthe bedeuten. Sie lisst dem-
nach, wenn mian von dem Werthe 4,., =0 absicht, in der Regel s, mindestens aber cinen ein-

22)

zigen Werth von £, ., zu.

Stellen wir uns nun unter 4, , einen bestimmten dieser Werthe vor, der von Null verschieden
und eing’ Auflosung der (22) ist und, um den allgemeinsten Fall zu beriicksichtigen, eine fmal
wicderholte Wurzel derselben darstellt, wobei, wie sich von selbst versteht, #<7s ist; so ist
danyg fiir diesen bestimmten Zahlwerth von 4,,, identiseh:

hp412 H(2) Ty 17489 (1+3)

.~ == 5 6% 06 oo 1..‘.(7+s“) = ()
hypg 121D HD hpg17+8--19,(7+>
e TEEETs TR0
fir 41729 (7) fipg 17529 r(0+ 0

29
(H)) 1...(¢g—2) Bl s - gma L. .(g+s—2)
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r+12—t+1~6, 2) Rp19ts— 19 ,(a+9)

T e =0
-{g— t+1) j + 1...(g+s—1+1)
aber
hip 18—t HA(2) Fip12+5— 19 (g+5)
cLils — + e -
L...(g—1) 1...(q+s—1)

von Null verschieden.

Um Missverst'zindnisse zu vermeiden, bemerken wir hier, dass eigentlich statt'des Bruches

== 1( — der andere 27" 1 070w setzen wiir e, so zwar, dass die hier gebraunchte Schreib-
weise nur fiir ¢> ¢ richtig I\t fiir g = t jedoch der Bruch Tl,,. - und jeder ilim &hnliche durch
Eins, fiir ¢ < ¢ aber durch Null zu ersetzen kommt. ‘

Substituiren wir also anstatt z den Werth z, + £, ¢** in die Polyneme: P i e

5 WG )
i dic’ de

. Nun st aber:
ddc

P = 8[la*a*]
= S H a2

2P . Al i

— = S{r(r—1)Ha'x ]

st q[ r—1). .. (p—-t+2) Hf ]

tl.Lt 1 :

dust =S[r(—1)...(x—t41) g 231 |
und

P S 20,y a¥ 4 (3)x, 8,4, o SLTTRSSE

folglich:

(2%) P =S8 Ha 2, | by ja™* ;S[r][czr,“yc‘/“l]—’r-%h'Z,Jr1 a* t8[r (x—1) Hax, 2|+ . . ..
+ - ——b” o @ S[r(—1)g. . —p+ D He' s 7] 4 . ..

i

(29 dl,]: AV A ’]—l—7cr+1a;”S[l(l—l)l[a o ’2]—}— =02 a8 (r—1) (x—2) Hatx, .
by 1) . (—p e DHe T

(26) Z; S[r(x—1) Ha'z |+ by a8k (x—1)(x—2) Ha' 2] +

+ ;7zr+126425'“—}— Brax—1)(r—2)x—3)Ha'z "] ...

sl gl Rt Tt SIS RS = W T Bl ok, = W
L...(p—2) : 1

(27) o = 8 (x—1> fp—t+2) Ha'z = |+ by "8 [m ) (;:—t+ 1) Hatw ]+ ...

1 41 (p—t+1)ért1 o L a,, r—

+ e T S () L pp A ) Hate ) A

(28) ‘Z% =8[x(x—1)".. 0—t+ 1) Ha* 2, |- by a®  Sfx (r—1) ... p—t) T a* 2" |4 . ..
7 ]lr+11)—z a(p—z):“mS[): (;—1) . (),—])_}_ 1) Hat xrx—-p] 43 )

il

+ -

1., (p—

Da vorausgesetztermassen die hochsten Ghieder der hier erscheinenden Ausdriicke:

S[Haxr] , S[tHa'z "], Sit(t—1) Ue'2, "] ,. .. S[e(e—1)...(x—t4+1) Ha' 2 1

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. X1I. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. "
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mit:

A &7 " A £) 1 U0
$.67 , 9,/ @, H e ... HPa™,

bezeichnet wurden, so hat man als Ordnungszalilen der einzelnen Béstandtheile

(29) in (24): W, W&, W 286, ...... BT I ——
(30)  in(25): A e L ——— UL L (1) o
(31)  in (26): A" e AP Lp—DVE L
(32) in (27): Fipe=" " RO T e WS (p—t41)%,.,
(33) in (28): A% Xy s R (ot Sons 1. L Mk
Unter ihnen sind die griossten Werthe, wie allsogléich erldutert werden soll:
fHe(EA) NF. e
fiir (25) ... . 79,86
(34) fir (26) ....79.8—2&,

) P (E—1)E.,
fiir (28) .. .09, —&, 4

wo 7,,, den in (21) ersichtlichen Werth begitzt. Fiir die der (24) angehirigen Reihe (29) ist dies
unmittelbar einleuchtend, weil sie geradezu dieselben linearen Functionen enthiilt, die in dem

Systeme von Ungleichungen (19) ers¢heinen. Die iibrigen Reihen (30), (31),...(32), (33)
unterscheiden sich von der Reihe (29) nur durch einen bei allen gemeinschaftlich hinzugetre-
tenen subtractiven Bestandtheil: &, —2&.,,.... und ferner noch durch das Fehlen

gewisser Anfangsglieder. So z. B.&ind die Glieder der Reihe (30) abgeleitet aus dem (29) durch
Weglassen des ersten: 9, und durch Verminderung aller iibrigen um die Grisse £,,,: jene der
(31) durch Weglassen der zwei ersten: 2, und ', + £,,, und Verminderung der iibrigen um
2£,., w s. w. liine Vermingerung aller Glieder der Reihe (29) um eine und dieselbe Grosse
kann offenbar an der relagiven Grosse derselben keine Verinderung bewirken; und selbst das
Wegfallen gewisser Anfangsglieder wird nur dann eine Ungiltigkeit in den Angaben (34)
herbeifiihren, wenn si¢h dasselbe auf alle mit den grossten Werthen versechenen Glieder der
(29) erstrecken wiirde, d. h. wenn in der entsprechenden Reihe kein Glied mehr mit den in (21)
erscheinenden U vorhanden wire, also namentlich, wenn auch das Glied mit 9,7+ wegge-
fallen wire. Allgin dieser Verlust erstreckt sich selbst bei der Reihe (33) nur auf die ¢ ersten
Glieder, und & stets ¢<s also auch ¢£< ¢4 s ist, so werden in allen diesen Reihen noch
immer Glieder mit 9,7+ erscheinen und demmach die Angaben (34) vollkommen giltig sein.
Hiedurch sind diejenigen Bestandtheile in (24), (25), (26),.... (27), (28) bezeichnet, welche
sur Bilduig des hochsten Gliedes dieser Substitutionsresultate beitragen; die in (21) erschei-
nenden 2@, ... 9 @+ machen sic namhaft.

I)ie mit der hichsten Potenz von @ versehenen Glieder in den fiir x = x, 44, «5+! aus

R A—1p QP o, 4 .
#e o e hervorgehenden Substitutionsresultaten besitzen demnach vor Aus-
o x> det—t 7 dx

tithrang der hier moglichen Reductionen die Form:

P [/ﬁf,”‘sb‘ (72 ) A + (1r+17+"§)r(7+9)-] @

1550 k) L...(g+9)
i []“'“Z' .- BN 4 ]'7'+”+s”1®r(n+8)-] W=
dx L...(g—1) 1...(g+s—1) !
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2 g 12—25 Jiri 25 —28,(g+9) i

= [ L S o= g

d? 1...(g—2) 1...(g+s—2)

—1p t165( 7 s—t41 H,(9+3) =
== [‘hr+‘q*—+ LN L 8—](6’77'+1—(f- Lot N L
dat—1 1...(g—t+1) 1...(¢g4s-¢t+1)

2 19—t ( Y/ +s—tH,(g+3)
4 = [M . b gl it 2 .]a.",‘r—{-l 15r+1+ ““““
dxt 5. (g %) 1...(qg+s—1)

Da nun aber 4,,, den Bedingungsgleichungen (23) Geniige leistet, so vers¢hwinden die
hier aufgefiihrten Glieder alle mit Ausnahme des letzten, welches einen von Nult verschiedenen

Werth erlangt. Bezeichnet man daher mit

9. /. 0] 1" 9// P | Q(l' 1) } {
SR R, L s TG HU s | HU Sutd
die nach Vollfilhrung aller méglichen Reductionen tibrig bleibenden, ven Null verschiedenen
. ar &P e I T L
3 . . | -’ ="y =N v e Dy ___ | — &
Anfangsglieder der aus 1, = P andnal = fir x=x, + h,, 68t =2, hervorgehen

den Substitutionsresultate, so bestehen die Relationen :
U4 < gt
Q'I/r-{—l < Vot ™ E;'-}-!
(3% m"r'+i < fpt— )

Sl[r-{-ilt b [/Z5% hae (t _1) &

(36) %4-1”) ==t

ler 19 —1(@) Kop-124-8—18 (2 +5)
(37) R e ) o

Il goo (G0 1...(g+8—1)

Fir die Substitutionsresultate, die aus den derivirten Funetionen hoherer Ordnung, z. B.

doe P 0 . . .o
aus - — hervorgehen, — wo »>>¢ angenommen wird — lisst sich weder fiir das entsprechende
-

£, noeh fiir AL}, eine diesen dhnliche und estimmte Relation aufstellen, weil fiir ¢ iiber-
steigende Werthe von » weder die Angaben £34) noch die Relationen (23) Giltigkeit besitzen.
Ts ldsst sich nur so viel bestimmen, dassanch fiir » >>¢ eine der (28) analoge Form besteht
und dass die Gradzahlen der darin erscheinenden Bestandtheile durch cine der (33) @hnliche
Reihe angegeben werden, deren Glieder hichstens den Werth z,,—» &, erreichen. Ob aber
dieser hichste Werth sich wirklich darin vorfindet oder nieht, hiingt davon ab, ob » kleiner,
hichstens gleich oder grisser ist als g-4s. Der Coéfficient der hiochsten Potenz von a, die
also fiir q+s>v “den Exponenterny z,,—v £, tragt, fiir g4+s< v aber einen kleineren auf-
weist, kann mehr- oder einthéilig sein und gelegentlich auch Null werden. Darans geht

hervor, das fiir t<<v < g+ s die doppeldeutige Relation:

(38) ) R M X -
fiir v > g s aber die einfeutige:

(39) U < —20&,
besteht:

Nachdem wir nun die Relationen (35), (36), (37), (38), (39) kennen gelernt haben, wollen
wir zur Bestimmung des Folgegliedes £, ,a%+2 schreiten. Wir verfahren dazu auf eine dhnliche
Weise, wie bei der Bestimmung des Gliedes /4, a¥+1; wir substituiren nimlich anstait = das

Binom z, , 4 &', wo
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%, =R @F 4 forft A v ek efr o B, g
X =h, 02 b,  at+o |
ist und erértern die Bedingungen, welehe die Grissen &, , und 4, , ziwerfiillen haben. Iis ist iiber-
fliissig diese Untersuchungen hier zu wiederholen, da fiir » 4 1:dasselbe gilt, wie fiir . Das
hochste Glied des Substitutionsresultates, das fiir @ = 2, ., + 2" aus I’ hervorgeht, ist demnach
gleichfalls aus einer Reihe von Gliedern zusammenzusetzen, die den in (18) aufgezihlten dhnlich
sind, aus ihnen durech Verwandeln von 7 in 7+ 1 abgeleitetéwerden kénnen. Sie sind folgende:

- / . £ Lo wu Moty L 9E L. Ly o e 15 ) S
(40) §,,,a%r+1 b, o, @¥rrt 40t SN2 LB, @M it I 1;/57-+21 HW ¥ +pEra,
£, wird so zu wihlen sein, dass eine Reduction der lisehsten Glieder, £, aber so, dass das
Nullwerden derselben eintritt, wobei noch tiberdies &, <<&,,, ausfallen inuss. Man hat dem-

nach zur Bestimmung von &,,, das System von Ungleichungen:
; /P = Q[1-4-1
Yrys Q[/,-_H + Er+2
(41) Grpe > ¥+ 2840

Tope> W P+ €,
und wird die Grenzwerthe der zweitén Ordnung aufzusuchen haben. Dic unter £, liegenden
Grenzwerthe liefern brauchbare Werthe fiir &, ,,. Bei der friiher eingeleiteten Bestimmung von
&, wurde die Annahme gemacht, dass solche kleine Grenzwerthe wirklich bestehen. Hier
aber kinnen wir ihre Iixistenz grweisen. Bei der Auflssung dieses Systemes von Ungleichungen
kommen namlich die folgenden Reihen von Quotienten in Betrachtung :

9[r+1 = J“r—}-l QI—}- - 9[)—}-1”)
QI B QI/ . i
r+ 741

3 yooe . il ] i ] e

/ / Wrp 1 — Wt (0)
(42) Q[ 7._’_1—"‘-2[ /1‘_}_1 e e e e e LanF

A —U, G
Man hat unfer ihmen stets dic kleinsten auszuwihlen, und hierauf zur entsprechenden
nachfolgenden Reihe iiberzugehen oder iiberzuspringen. Nun bestehen zufolge der aufgestellten
Ungleichungen (35) und der (xleichung (36) die Relationen :
Ur t_fn,.+1(>_ R E
Ao 4— g1 (2)

=
! < S

(13)

Q’Ir—}-l(: 1 'er_ulﬁ == 5r+1
woraus unmittelbar ersichtlich ist, dass unter den Quotienten (42) solche vorkommen, die
kleiner als &, sind und brauchbare Werthe von &, darstellemn.
Betreff der Bestimmung von &, , wurde schon friither die Bemerkung gemacht, dass man nicht

die Auflésung der Ungleichungen bis zu Ende fihren miisse, sondern dass man nur so weit zu

gehen habe, bis man alle unter &, liegenden Grenzwerthe erschopft hat. Auch hier gilt diese
Bemerkungund es geniigt namentlich statt der Ungleichungen (41)nur eine Abtheilung derselben:
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777'-{—'_’ > Qli‘—*-i
‘67'4—2 > Q[/r-{—i + Er—*—‘_’
(44) Tope > W, 426,

(t—1; / =
Yo > 2T l)qr—!—Z
t S
/i > (Hr—*-i + 15
zu beriicksichtigen, weil die weiter gefithrte Untersuchung lauter dem &, gleiche oder gréssere

Werthe liefert, die dem &, nicht ertheilt werden kinnen.
In der That gelangt man nach den Quotientenreihen (42) zu der folgenden:

Wpe 10— Wy tt+2) W 10— Wy 4 (43)

(t) (1)
W, O— U, D St Sl e

Diese Quotienten sind zufolge der Relationen (38) und (39), welche fiir 2 > ¢ gelten und der
Gleichung (36) simmtlich mindestens gleich oder grisser als €., vomit die Unbrauchbarkeit
der durch weitergefiihrte Untersuchungen gewonnenen Grenzwerthe erwiesen ist. Man wird mit
dem Systeme von Ungleichungen (44) zur Bestimmung von €, Follkommen ausreichen. Jedem
daraus abgeleiteten Werthe von &, entspricht mindestens Lt Werth von £, ... Dic Anzahl der
von einander verschiedenen Folgeglicder 2, ., «%+2, die auf solche Weise gewonnen werden,
kann aber niemals die ‘Anzahl ¢ iibersteigen, und auch niefunter Eins fallen, weil die Bestim-
mungsgleichung fiir %, ., der (22) #bnlich ist, und aus thr durch Verwandeln von » in 71
hervorgeht. ¢ und s sind ganze positive Zahlen und gef-s< ¢.

In ganz gleicher Weise, wie zum Tolgeglicde b, asr+2, gelangt man zum nichstfolgenden
b, saf+3 und zu den spiteren. Is ergibt sich stetsimindestens Eines, hochstens aber ¢ an der
Zahl. Wir schliessen hieraus, dass dic hier auseinandergesetzte Mcthode allgemein giltio sei,
um zu der bekannten Gliedersumme «, das nichstfolgende Glied zu bestimmen, und wir wiren
auch iiberzeugt, stets mindestens cin einzige$ Folgeglied zu gewinnen, wenn nicht den hier
gefiihrten Untersuchungen cine stillschweigend gemachte Annahme zu Grunde lige. Ts ist
namlich bisher nicht bewicsen worden, dass zu der (iliedersumme 2, mindestens ein einziger
unter &, liegender Grenzwerth fiir das System von Ungleichungen (19) und (20) bestehe, es
ist nur erwicsen, dass, wenn cin solcher sich wirklich vorfindet, auch jedesmal mindestens ein
cinziger Werth fiir %,, und £, ., a¥+5'h, a5+ ... aufgefunden werden konne. Diese Liicke
im Beweise lisst sich aber durch die fritheren Untersuchungen leicht ausfiillen. Es wurde niim-
lich bei der Bestimmung des Folgegliedes /4, a1y bewiesen, dass zu einem jeden Anfangsgliede
%y @5 immer mindestens ein einziges Folgeglied %, ¢%1 aufgefunden werde. Die Existenz eines
unter £, liegenden Grenzwerthes ist somit fiir = 0 crwiesen und die cben jetzt beendigten
Untersuchungen setzen seine Existenz auch fir »r=1.2..... ausser allem Zweifel, und wir
gelangen dadurch zur Ubgrzeugung, dass einem jeden Anfangsgliede wirklich mindestens Fine

Auflosung entsprechen miiisse.

8. 12.

Aus all' dem bisher Gesagten ergibt sich folgende allgemeine und fiir alle méglichen
Fille passende Regel, um zu der ermittelten Gliedersumme x, das darauffolgende Glied
Lo as+1 aufzufinden: Man bestimme zuvorderst, ob der Coéfficient .. des zuletzt bestimmten
r4-1 ‘ r &
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(liedes 4 o nur eine einfache oder eine wicderholte Wurzel jener Bestimmungsgleichung ser,

aus der er gewonnen worden. Diese Untersuchung, welehe nieht erst anzustellen sein wird, da

sic eben ein Theil der Auflssung der Bestimmungsgleichung ausmacht, fiihrt nun zu ciner
bestimmten Zahl p, welehe angibt, wic oft diese Wurzel 4, in dér (leiehung erseheint. Nun
setze man die bekannte Gliedersmmme , an die Stelle der Unbekannten z im Gleichungs-
polynome I’ sowohl, als in seine p ersten nach z partiell genommenen Differentialquotientenr.

also in eine Reihe von Funetionen:
p AP & AP
R e
p-+ 1 an der Zahl und ordne diese Substitutionsresultate, in welchen nur noeh ¢ erseheint.
absteigend naeh Potenzen dieser Buehstabengrisse Die hb'chste_n von Null versehiedenen

Glieder dieser absteigend geordneten Substitutionsfesultate:
U @ M @ S 2)
S\ B g D@ B e

werden zu einer Gleichung':

€

. xr? ol | T :
Sk JammlBiae - L = BY. ks 1T soeg 18 ])QDT(”) a™" =0

4o

verbunden, die 2" als Unbekannte enthilt und dem p* Grade angehért, und nun wendet man
auf diese das bekannte Verfahren zuriBestimmung der Anfangsglieder an. Die gewonuenen
Anfangsglieder von 2’ sind die gesuehten Folgeglieder 2, a®+1. Jedes derselben bildet den
Ausgangspunkt fiir cine eigene weitere Entwickelung von genau derselben Art.

Es ist nun leieht, sieh ein Klares Bild von dem Gange der absteigenden Entwickelung
von z zu entwerfen. Man begingt mit der Besttmmung des Anfangsgliedes. Tn der Regel findet
man mehrere verschiedene Aifangsglieder, deren jedes einer einzigen Auflisung zukommt.
Man erkennt dies daran, dass die zur Bestimmung von A, dienenden Gleichungen gar keine
e¢leichen Wnrzeln besitzen. Findet dieser gewthnlichste Fall wirklich Statt, so ist mit der
Bestimmung der Anfangsglieder zugleich die Trennung aller Wurzeln erfolgt, und die weitere
Tntwickelung besteht giur in der Anniherung zu einer dieser Wurzeln. Jedes Anfangsglied
kann als Ausgangspunkt ciner solchen Approximation beniitzt werden, und man wird durch ecin
regelmiissig wiederkchrendes Verfahren die zugehirigen Folgeglieder entwickeln. Diese gehen
alle aus Gleiehungen des ersten Grades, also durch Divisionen hervor.

Minder eigfaeh ist die Entwickelung der Folgeglieder, wenn mit der Bestimmung der
Anfangsglieder’ noch nicht alle Wurzeln isolirt erseheinen. Man erkennt dies daran, dass der
Cotfficient A eines Anfangsgliedes eine wiederholte Wurzel der zu seiner Bestimmung
dienendendxleichung darstellt. Ist %, cine mfache Wurzel derselben, so besitzen m Auflisungen
dieses Anfangsglied gemeinsehaftlich, und %,a% bildet den Ausgangspunkt einer complicirteren
Iintwiekelung. Zur Bestimmung des Folgegliedes 2,051 hat man eine Gleichung des m*® Grades,
nimlieh die:

9 am 5 @
5”0 (bm % + ..... —:*— i“* w-z .@O(m‘ amo z = O

"
Hy0™ 4 &' H'ya’ + r‘;‘
zu bilden und die Anfangsghieder von 2’ zu ermitteln. Findet man m von emander verschiedene
Anfangselieder £,a% ) so sind die Wurzeln vollkommen isolirt. Jedes derselben wird dann den
Ausgangspunkt bilden ciner eigenen Entwickelung, die nur zu einer einzigen Wurzel fithrt
und n einer Rethe von Divisionen hesteht. Es kann aber /£, aueli als wiederholte Wurzel auf-
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treten und dann stimmen mehrere Auflésungen = in den zwei ersten Entwickelungsgliedern
hyafo + ha% iiberein. Die Anzahl p der gleichen Wurzeln 4, ist zugleich die Anzahl dieser
iibercinstimmenden Auflisungen z. Das dritte Entwickelungsglied /4,5 erhilt man dann aus
ciner Gleichung des p** Grades:

B, T, 'o e +

xp ( Ny
- - .@1]" @ =)
1...p

durch Bestimmung der Anfangsglieder. Dieser Sehritt kann eine vollstandige eder theilweise
Trennung der p noeh nicht isolirten Wurzeln herbeifiihren oder sie noch ungetrennt lassen. In
dieser Weise schreitet die Entwickelung vorwiirts. Besitzt die Gleichung /2 =0 keine gleichen
Wurzeln. so erfolgt die Trennung derselben immer bei hinléinglich weit forfoesetzter Entwicke-
lung und von da an vereinfacht sich die weitere Entwickelung, indem si¢ sich anf wiederholte
Division zuriickfiihren ldsst. Nur dann, wenn = 0 zwei oder mehrere gleiche Wurzeln besitzt,
wird die Trennung derselben niemals erfolgen.

Man sicht aus dieser Darstellung, dass dic absteigende Entwifkelung grosse Ahnlichkeit
besitzt mit den bekannten Approximationsmethoden fiir Zahlengleichungen. Die cigentliche
Schwierigkeit ist auch hier nur, die Trennung der Wurzeln zu bewerkstelligen. ITat man die-
selbe erreichit, so ist die fernere Entwickelung mit keinen anderen Schwierigkeiten mehr ver-
kniipft. Die Wurzel ist nimlich dann so bestimmt, wie jene giner Gleichung des ersten Grades,
mit dem einzigen Unterschiede, dass man zu ihrer Entwickelung eine in der Regel unendliche
Anzahl von solehen Gleichungen des ersten Grades aufzuddsen hat. Die Entwickelung ldsst sich
nieistentheils ins Unendliche fortsetzen, und ein Abbrechen der Reihe bei cinem gewissen
Gliede gehort nur zu den Ausnahmen. So lange niamli¢h das der Gliedersumme 2, entsprechende
Substitutionsresultat, welches aus dem Gleichungspelynome /> hervorgeht, von Null verschieden
ausfillt, ergibt sich, wie dargethan wurde, stets cig von Null verschiedenes Folgeglied 4, , a%+
und nur dann, wenn irgend eines dieser Substjtutionsresultate vollkommen verschwindet, ist
der Beweis hergestellt, dass die entsprechemde Gliedersumme @, schon der complete Werth
von « ist, und dass die nachfolgenden Entsvickelungsglieder alle gleich Null ausfallen. Das
ginzliche Verschwinden eines Substitutionsresultates gehért aber immer nur zu den selteneren
Fillen und hingt von dem zufilligen Erfiilltsein gewisser Relationen ab. Iis ist dies im Grunde
nur ein analoges Verhalten, wie bei dén bekannten Vorgiéngen der Division und des Wurzel-
auszieliens, wobei man auch meistentheils die Reehnung ins Unendliche fortsetzen kann, weil
man gewdohnlich lauter von Null yerschiedene Reste erhilt, und ein Abbrechen der Entwicke-
lung gehirt nur zu den Ausnahmen. Diese Analogic war im Voraus zu erwarten, weil diese
bekannten Vorginge der Division und des Wurzelauszichens die specielle Anwendung der hier
auseinander gesctzten allgemeinen Entwickelungsmethode auf Gleichungen des ersten und

binomische hitheren Gradesdévorstellen.

i3,

70

Nachdem nun die Auflssungsmethode, um die Wurzeln einer Buchstabengleichung
absteigend zu entwickeln, festgestellt ist. haben wir noch den rein praktischen Theil der Rech-
nung einer Betrachtung zu unterwerfen. Die aufgestellte Regel schreibt niamlich vor, nach der
Bestimmung eines Intwickelungsgliedes dic gauze bereits gefundene Gliedersumme in das
Gleichungspolynom und vielleicht aueh in einige derivirte Functionen anstatt der Unbekannten
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x zu substituiren. Da sich diese Substitution demnach oftmals wiedierholt und der damit
verbundene Reehnungsanfwand mit der Anzahl der entwickelten Gliedgr fortwihrend wichst. so
wiirde sclbst der geringste dabel begangene Umweg einen sehr merkbaren ungiinstigen ISin-
fluss nehmen. Allein nicht nur der wunniitze Zeit- und Miiheaufswand ist hier vom Belange,
sondern auch die Fehlerquellen werden hiedureh vervielfacht, denn wo gibe es cinen Rechuer,
der diesem fiillbaren Ubelstande nicht unterliegen wiirde. Diege Griinde diirften zur Geniige
die Nothwendigkeit erweisen, dieses rein praktische Bediirfnigs in Erwigung zu zichen, wenn die
hier gelehrte Auflosungsmethode in den nur einigermassen €omplicirteren Fillen ihre Anwend-
barkeit nicht verlieren soll. Hier kann es keineswegs unsere Absicht sein, alle hierlier gehorigen
praktischen Regeln aufzufiithren, die den mit ihnen vollkommen und zwar durch wiederholte
Ubung vertrauten Rechner in die Lage versetzen, in serhiltnissmissie kurzer Zeit die Rech-
nung zu beenden und auch begangene Feller leichtoaufzufinden, und den Ort des I'ehlers ohne
langem Nachsuclien anzugeben. Iies wiirde uns nicht nur hier zu weit vom eigentlichen Ziele
ablenken, sondern auch dem Leser wenig niitzen; da diese kleinen aber sehr wichtigen Kunst-
griffe mit jenen Iertigkeiten verglichen werdew miissen, die nur dureh lange und fortgesetzte
Ubung zum Eigenthume des Rechners werdef, fiir den Theoretiker aber ein nutzloses Werk-
zeug sind und bleiben. Durch einiges Nachdenken kann Jedermann beim wirklichen Rechnen
ohne Schwierigkeit dazu gelangen. Wir haben hier aber einen andern Gegenstand uns zur Auf-
gabe gemacht, der nicht so nahe liegt, ynd desshalb auch verdient, hier beriihrt zu werden.

Die von der Regel vorgeschriebnen Substitutionen, welehe bei jedem neuen Entwicke-
lungsgliede vollfithrt werden miissen, braucht man nimlich nicht immer von Neuem auszu-
fiilhren mit der ganzen bisher bekannten Gliedersumme, sondern dic Rechnung ldsst sieh
bedeutend vereinfachen, indems man die bereits frither entwickelten Substitutionsresultate
beniitzt und nur gewisse Zusdtze zu denselben hinzufiigt. Hat man nimlich fiir die Glieder-
summe z, die entsprechiendey”Substitutionsresultate schon gebildet, so erhilt man hicraus das
der um ein Glied vergrossgiten Gliedersumme «,,, entsprechende Substitutionsresultat durch
Hinzufiigen gewisser Zusitze. Bei diesem Vorgange entgeht man einer unnothigen Wieder-
holung aller jener Reclnungsoperationen, welche die Substitution der Gliedersumme @, zum
Ziwecke lat und dieeimen Theil der Substitution der vollstindigen Gliedersumme a,,, aus-
machen wiirde. Diese Anordnung der Rechinung wurde von Fourier, wiewohl zundchst nur
fiir numerische Gléichungen angegeben; sie gilt aber in vollig ungeinderter Form auch fiir
Buchstabeugleichungen und erweist sich hier bei dem viel eomplicirteren Probleme nur von
desto grosseremt Nutzen.

. o ;g . ; ’ — - a.r
Bezeicliien wir mit 9., B, B, ,.... ™ die fiir x=2, aus den Polynomeni P, —,
dz r dm . o ! o m ) N
e abgeleiteten Substitutionsresultate, so erhilt man dem Taylov'schen Lehrsatze
@ bk

zufolge jlas fiir « = ,,, hervorgehende Substitutionsresultat ., in folgender Form:

1

1 ! . 79 1
S‘B"‘?"l == SB?‘ J‘ l.'- 53'7-/Lr+1 C[’E]+1 --%_Ql_ S‘B”r /L)r—{-l aQEr“}_l + J

n 2
m_!v%r‘m) /Lmr_{_] a™Sr 4 1.

In dieser Gleichung ist selbstredend die Regel enthalten, wie man aus den bekannten
Substitutionsresultaten P,. P, L7, ... B, und dem zuletzt gewonnenen Gliede %, ., a¥r+
das Substitutionsresultat R, ableiten konne. Bel dieser Bildungsweise der Substitutionsresul-

tate ist es jedoch, wie von selbst ersichtlich, unerlisslich, auch in alle partiell nach = genom-

menen Differentialquotienten des Gleichungspolynomes P die Substitutionen auszufithren. Die
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Regel, nach welcher dabei vorgegangen wird, ist von Fourier angegeben worden und hin-
linglich bekannt. Man leitet nimlich aus den bekannten Substitutionsresultaten R, ¥, ..
co B folgende Ausdriicke ab, wobei das Glied £, ¢+ kurz mit = bezeichnet wurded

B, B Bow, R
_.qsr(ﬂ?—l)’ """ _ : _%]'Il . e ° _SB"/

x qu o)
T

2
1—-q3 '(_rzzf‘
0l I 4

pm—1

L g = 51 (m
N (= ) B
Sl)) 'm)‘

Man multiplicirt zuerst die in der ersten Horizontalrethe stchendensGrissen mit Ausnahme

ligt 4 ()/ZA— 1)

T

| )

der letzten mit x. Die dabel erhaltenen Producte sind die Gréssen depzweiten Horizoutalreihe.
Diese werden abermals mit x multiplicirt und durch zwei dividirgs die letzte derselben aus-
genommen, und fithren so zu der dritten ITorizontalreihe. Auf solghe Weise fihrt man fort, die
Grissen einer eben erhaltenen ITorizontalrethe mit  zu multipliciren und durch eine ganze
Zahl zu dividiren, welche die Anzalil der bereits geiibten Myltiplicationen ist, und erhilt so
cine neue [orizontalreihe. Dabei lisst man aber stets die detzte Grisse unberiihrt, wodurch
sich die Anzahl der Grissen stets um Eins verringert. IHateman dies geniigend oft wiederholt,
so zwar dass ein weiteres Iortsetzen unmdoglieh ist, so hatman nur noch alle in einer Diagonale
liegenden Grissen zu summiren, um R, B, By B0 8,07 zu erhalten. Nimlich:

SBTJ’_](M) = 513,.(”0
%,-_{_1("2—1) = %r(rrl-—l) + _': 4 sBr(m)

2
BN = RO 4 T B R
. s PR 1 i m)
B =B + TSB,» T 13 B+ {'f.,,;'_l)'sr’r
r o, 2 ., am—1 (m—1) xm 4
513,-+1:%r+‘1“513r + l_{z%r ++1——T{)SB’ +_1....m SBT ’

Bei dieser Anordnung der Rechnging vermeidet man jede Wiederholung einer bereits
frither geiibten Operation und beschrfinkt sieh geradezu auf das Minimum der wnerldsslichen
Reehnungen.

Das hier genannte Minimum bezielt sich aber gleichzeitig auf die Bildung einer bestimm-
ten Auzahl von Entwickelungsglicdern und des zugehorigen Substitutionsresultates.
Wollte nian nur diese bestimmte Anzahl von Entwickelungsgliedern finden, ohne jedoch nach
den1 ihnen entsprechenden Substitutionsresultate Verlangen zu tragen, so kiinnte man allerdings
in der Verringerung der Rechnungen noch weiter gehen. In der Mehrzahl der Fille jedoch
ist es nicht hinreicliend, die Wurzel in einer besimmten Anzahl von Gliedern zu entwickeln,
sondern es soll nebstdem angegeben werden, ob dieselben den completen Wurzelwerth dar-
stellen oder nur einen Theil derselbeu, und wie gross der bei dem willkiirlichen Abbrechen
der Reihe begangene Fehler sei. Alle diese Fragen lassen sich nur aus dem entsprechenden
Substitutionsresultate beantworten, und dies ist der Grund, wesshalb man wohl kaum je in der
Lage sein wird, das Substitutionsresultat der entwickelten Gliedersumme entbehren zu konnen.

Denkschriften der mathem,-naturw. €1, X1I. Abhandl v, Nichtmitgl. -
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g

Wir wollen nun einige Beispiele der Rechnung unterzielhien, und auf soleche Weise die im
Vorhergehenden gegebenen Regeln zu erliiutern suchen.

Erstes Beispiel:

20 —a'—4a’ L 4 —a)a’ +
(=28 4+Td + o —90—8a' —16°+ 52’ & 31 a4 bt L
L (@ 4+ 46"— 17" —31a® 4+ 32a* L 27a° + TWa® — 118 a + 35)x -+
(45) + (—20°+ 11— 1ha"— 146 4- 324° + 349 - T46*— 160a* — 6a + 50)x* +
L (@ +2a—27a" + 12a° 4 860 — 53 ' £ 49a°*—2780¢° + 275 6— T0) +

+ (=2 + @ +28¢°*—90"— 804" —5¢—23 ¢ 4 206 a— 120) =0

sei die gegebene Gleichung. Dieselbe ist schon zu den complicirteren zn rechnen, da die
Coéfficienten derselben vielgliederige Polynome sind, und wurde absichtlich dermassen gewiihlt,
um fiir die uns wichtig scheinenden Bemerkungen Gelegenheit zu finden. Die Rechnung selbst
erhilt bei einer solchen complicirten Gleichung eine nicht unbedeutende Ausdehnung, und
erfordert einen verhiltnissmissig grosseren Zeitaufwand; aber eben dadureh finden wir
Gelegenheit, dem Leser klar zu machen; wie sehr ein geregeltes Verfahren unentbehrlich sei,
so wie, dass die Auflosung ciner Buchstabengleichung fast imnier zu den miihsamen und zeit-
raubenden Problemen  zu zihlen sei. Dies ist aber keineswegs ein Ubelstand unserer Auf-
losungsmethode, sondern in ders Natur eines solchen Problemes selber begriindet. indem
durchaus kein unniitzer und tibesfliissiger Sehritt dabel gemacht wird. Wer diesen Aufwand an
Zeit und Miihe scheut, und statt Schritt fiir Schritt dem Ziele niher zu kommen mit einem
einzigen gewaltigen Streicheall’ dies anf Einmal erreichen will, verkennt die Natur eines
solchen Problemes ganz und gar, und wird sich stets im Kreise herumdrehend immer wieder
zur urspriinglichen Gleickung zuriick kommen als demjenigen analytischen (rebilde, welches
einzig und allein seinen®Wiinschen entspricht.

Die Bestimmung der Anfangsglieder, nach der im §. 6 aufgestellten Regel fiir die
absteigende Entwickelungsform ausgefiihrt, liefers fiiuf von einander verschiedene solche,
udamlich:

o - e [ e G oty

Ein jedes derselben entspricht nur einer einzigen Auflosung und es ist demnach mit der
Bestimmung der Anfangsglieder die Trennung aller Wurzeln bewerkstelligt. Die weitere Ent-
wickelung der Folgeglieder hat sonach die einfachste Gestalt und erfordert nur noch die Bildung
und Auflosung von Gleichungen des ersten Girades. wie dies in §. 8 auseinandergesetzt wurde.

Wir wollen hier die mit dem Anfangsgliede @’ beginnende Auflésung weiter entwiekeln.
DieRegel sclireibt vor, den gewonnenen Bestandtheil ¢ anstatt  in das Gleichungspolynom
zussubstituiren, das hochste (lied des so erhaltenen absteigend geordneten Substitutionsresul-

2 ) b L. o d P h
tates durch das unveriéinderlich bleibende hochste Glied des ans —— hervorgehenden Substitu-
ax

tionsresultates zu dividiren, und das Zeichen dieses Quotienten in das entgegengesetzte zu ver-
wandeln. Die im vorhergehenden §. 13 gegebenen Vorschriften erfordern aber behufs der

moglichsten Vereinfachung der Rechnung, dass diese Substitution auch in allen derivirten
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Functionen vollfiihrt werde. Wir haben also zuniichst anstatt » das Glied ¢* in den Polvnonen

p 42 @r i

T dz Y da?? T
Diese Substitution fithrt man am einfachsten aus, wenn man in diese Ausdriicke zuvifderst

& ==0 substituirt, hierauf & um den Zusatz ¢® vergriossert, wobei x in ¢® itbergeht. und:hun die
diesem Werthe z = o’ entsprechenden Substitutionsresultate auf die in §. 13 angegehene Weise
ableitet. Die Substitutionsresultate fiiv # =0 erhiilt man unmittelbar aus den Coéfficienten des
Gleichungspolynomes, indem man sie mit der Ifactoriclle des Exponenten von & multiplicirt.

&P e
5 zu substituiren.
x

s ist namlich:

2V =+ 240.0"—120¢*— 4804 - 480 — 120 . ¢

@45
PyV=—48.4°+168.6°4-24.a"—216 .4 — 192.¢' —384 .a’+ 1248 ' — 744 .4+ 120
Py'=46a"+24a—102.0°—186.¢° + 192.0" 4 162.¢° 4 480.a°— T08. ¢ + 210

) = —4 @+ 22a°—306"—28¢° 4 646’ + 700" + 148 ® — 380 ® — 12 a 4 100
Py =a+2a°—27a" +12a° + 86&°— 53a' +496° —278¢* + 2750 — 70
Py, =—2d +d +28¢—9¢—80¢'—5& —23a 4 200 ¢ — 120.

"

Um nun aus diesen Ausdriicken PyY, Py,", Py"s Py)"y Pys P die fiir @ =«¢* geltenden

Substitutionsresultate $B,%, B, V)", B,", By, B, abzuleiteny’ hat man jeden derselben zu
AT |

. . o e . o, b N

wiederholten Malen zu multipliciren und zwar der Reihe naeh mit Hy o Dabe1
= ¢ & I

wird PyY fiinfmal dieser Multiplication unterworfen, I’ ¥ viermal, P, dreimal, P" zwei-

mal, I, Einmal. Die dabei gewonnenen Ausdriicke werden dann in entsprechiender Ordnung

summirt. Die wirkliche Ausfiihrung dieser Rechnung it im Nachfolgenden ersichtlich:

])(O)V =240.0°—120a*— 480 ® + 480’1201

PPV —=940.4°— 1204’ — 480 a° I 4807 —120 ¢’

10
6 -
©PoY =+ 120.a" — 60 —2406° £ 2406°— 60’
1.2
9 2 2 e
L Py =+ 40.a" —20a" —800% 80" —20a"
1.2.3
12 S ol
S o' = +10.¢"7— 5a'' —20&" -+ 20a" — b a'®
1.2.3.4

.

b . : 8
Py =+2.0"—a*— a4 4a"—a'

IE2eaidngs
Pol¥ = —48a" + 168 @4 24 ¢ —2160*—1924' — 384" + 1248 — 744« 4 120
’ITS 9 |ty @' +163%"°4+240°—216¢"—192¢"—3840a° 41248 @® — 744 " + 120a°
“;— ')<o)1\y—*;—2‘1~““-l-'q‘i“]g-f“l?fb”—1030”—96(1‘“—192(&9—}—6:’4(4“- 3724+ 60
1_“29_3 | == g 80 @ +4a®—36a"—32a"—64a" +208a" 124" + 204°
1——:-1—23——; 2V =—2a" 4 70 +a*—9 a’'—8a®-—16a” + 520" — 314 + 5a"

Py’ =46+ 24a™—102a° 186 & 4+ 192a* + 1624° + 420a*— 708 @ + 210

B o =+ 60" 4-24a"°—102a¢"— 186 & 1-1924" - 162 4420 ¢ =708 ¢* + 2104
1

wE
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ki Yzl +3a" 4+ 120" —51a®*— 93" 4 96a"™ 4+ 81a° + 210a%— 354 4" + 105 o°

1.27 @

agdl B 5 : 5 .
~ Py =4+ a" 4 4a°—17¢®—31 6" + 52¢® 4 27a® + 70a''¢- 118 @' 4 35’

i %)
Py’ =—4a" 4 22¢°—30a" — 284" 4 64¢° + 704" 4- 148 ¢° — 320" — 120 + 100
‘- 0 =—4a® +22a"-—30a" —328a’°4 640’ +70d" + #48a° —3200°—12¢a* + 100 °
Py =—20% 4 11— 15a%— 14" | 320" 4 3Fa° + 74— 160 a— 64" + 50 a*

Py = +2a°—27d" 4 124° 4 86a”—530" +490°—278¢a® 4 2754 — T0

3
al Py =a* 424" —27a" 4126’ 4 86¢*—536" + 49¢° —278¢° 275 a* — 70 a°

P, =—2a+d + 2805 — 90" —80a* —Fa*—23a L 206 a— 120.

Die gesuchten Substitutionsresultate 9,%¢B,", B, B,". B, B,, welche dem Werthe
xz=a" entsprechen, findet man aus diesen Ausdriicken durch Snmmirung einiger derselben,
wie dies die nachfolgenden Formeln angeben:

v _ PV
S‘BO — 4 ()
v ) v v
SBO (0) + ])(0)
SB 1"r ____j) 1t a"_ ]) v _“(:7]) v
o T 5740 ok O

3
"o P a_ y 111 IV v
B =Py +7l0" + ]) o T3l
’ = ’ 1 ‘ a’ 1r ai) v (ll? 7 o
P SEp s P(o ‘P«n 4‘;2 Po '+ iz el
al? ald

B, —P(o) ““ P(O) ‘!‘ ])’0‘” e

1" v H
Lo + 1.?.3.4P<°) RN s L.

1l 680 8

Fiihrt man diese Summirungen wirklich aus, so findet man:

P,V =+ 248" —120a"—480.¢" + 480.4°—120.0

BV =+182c¢*+48a—456.a° +2064.¢"—312.a"— 384 .a°+ 1248 . ¢* — T44.a 120

B, == 4o72a" -+ 108.¢"°—216 &’ + 30.0%— 228 .a° ——486.@ NGRS
F- 282¢" + 420 — 708 a 4 210

(46) B,” =& + 16a' + 64a®—068a”—22a"— 920" —298a° 4 460a*—210a" +194 0"+

+ 4840°—638a' + 368" — 3200 —12a + 100

B =4 2a¢" 4+ 23a"°—16a"—13a" — 266" —119a” + 1370" —58a" 4+ Tda’ +
4+ 276 —311a" +2656a°—234a°—05a' - 1490 —278a* + 2752 —T70

P, =+ 60"—3a"%—4a" —5a"°—35a”+32a"—14a”+19a®+104a"—110a" +
4+ 121a®*— 766" — 58a’4+127a°—287a° - 1950 — 754" —23 a1 20 6 a—120

Nuu kann man die Bestimmung des Folgegliedes ecinleiten. Da das Anfangsglied o® nur
ciuer einzigen Auflosung angehort, so hat man nur eine Gleichung des ersten Grades auf-

zultsen, oder mit anderen Worten eine Division vorzunchimen. Man dividirt nimlich das hochste
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Glied + 6a" von ¥, durch das hichste Glied + 26" von 8, und nimmt den Quotienten mit
entgegengesetztem Zeichen.

Die der Entwickelung unterworfene Wurzel ist sonach in ihren beiden erstensGliedern

folgende:
e g s 2 i

Diesen Werth ¢’—3¢* hat man nun abermals anstatt & in das Gleichwigspolynom P
und seine partiell nach x genommenen Differentialquotienten zu substituirens” Die dabei her-
vorgehenden Substitutionsresultate B,Y, B,"Y, B,”. B,". B/, B, gewinnt man aber viel leichter
aus den schon gebildeten B,Y, B, 5130’”, o'y By Bp und zwar auf eincdihnliche Weise, wic
diese Letzteren aus PyY, Py, Py, Py's Py Pe gewonnen wurdens Man unterwirft nim-

3a2

lich die Ausdriicke $,", SBOI‘ B, By's B, Bo einer wiederholten Multiplication mit — o
3a2 3a? 3a? 3a?
S e s und le1tet aus jeder derselben so viele Ausdriicke ab, als dic An-

zahl der angehdngten AC( ente angibt. Zuletzt summirt man die eptsprechenden der so gewon-
nenen Ausdriicke, dabei von der bekanntenTa y1lor'schen Formel€tebrauch machend, und erhilt
so mit verhiltnissmiissig geringer Mithe: 8%, B, B,”, B, B,. B,. Wir iibergelien hier die
wirkliche Ausfithrang dieser hehst einfachen Rechnung, da sie im Vorhergehenden geniigend
crldutert worden, und lassen nur diec Endresultate folgen. Sie sind:

(47)  PB,Y =1240.4° —120.0"' —480.a" + 480.6— 120.¢
PV=+4+192.¢"—672.¢" —96.a¢° + 1704,0° — 1752.0" — 24.0"> } 1948 .a* —
—744.0-+120
P =+ 72.0" —468.4"° +720.0° + 8.4 —3180.¢" +2610.a° -1674.°
—4996.a'+2514.¢* L 60.0>—+J08.2-1-210
R =4+16.6"—152.¢® + 472.0”%238.6"—1694.0" - 3734.6¢°—1646.¢° —
4084 "+ 7466.¢—37105¢"—1358. '+ 2482. 6> —950.¢* —12.64-100
B =+2.a" —25.a®+116.4°— 187. 0" —337.a" 4+ 1939.¢"*—2803. g —
—601.¢"° + 6806 .0°—8406.¢°+2854. a"+ 3529 .a°—4494 . o>+ 1840. ¢ -+
4 185.4*—578.4°+ 5.0 T0
P, =+8.a7—110.¢"° +-H89.a° —1456.¢"* 1123 .0+ 2425 . ¢ ~— 6895 . 0" +
1 6631.a°— 548:8° —5227.a°+ 5441.4"—2063.¢°*—788.¢*+ 1479 . ' —
—900.0*+187.¢°+206.a -120.
Das nichstfolgende Glied findet man durch Division des mit entgegengesctztem Zeichen
genommenen hochsten Gliedes’von g, durch das unveriindert geblichene hichste Glied von ).

3 — 8. al?
hoa? =4 — —=—4
- + 2. al

and der bisher gefundene Bestandtheil der Wurzel bestcht aus folgenden drei Gliedern:
r=a"—3a*—4 4+ ...
Man hat nun die Substitution dieses Trinoms zu bewerkstelligen und verfihrt dabei aber-
mals auf die berecits geiibte Weise, indem man dic Ausdriicke $,Y. B, B, B, B, mit

4 4 4 4

den Multiplicatoren — A e T ST e wiederholten Malen multiplicirt
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und dic so gewonnenen Producte in geeigneter Ordnung addirt. Das Resultat dieser Rechnung
ist Folgendes :

B, —=+4+240.a>—120.a*—480.4°+480.6-—120.a

B, '=14192.4*—672.a"— 96.a°+ 744.°—1272.0*+1896. ¢’ —672.0°—2064.¢-+120

B, =+172.a"—468.a"+720.6"+90.a°—492.a" + 29946.6° — 3222 . «*+ 1752 . a*-
—1230.¢*—1092.¢°4+1308.a—270

B, =+16.a"—152.a® + 472 .a"—526.a" + 178.¢" £ 854.a°— 3542 .0* + 2760.4"
—3742.4°4+ 666 . a5+ 3090. a'—2646 .0°+ 367405 1852.a 220

B, =+2.6"—25a"+116.a"°—251a" +271.a"+51 &@"—1275.2" +2431.¢"°—-2370.a° +
+2994.0°4+2918.0"—4431.a°+8122.4°—9688.4*+ 5505 ®>—4490.0° +1315.a—70

P, ——10.a"+125.a5—580.a"+1255.a"— 1555.a® -+ 1645.a" + 475.0" — 5580 . a*+
+-8125.a%—-15895.a"'+14685.a°—14220.¢°+11415.a"* 4760 .0°+3475.4°—350.a

Man erhilt hier als nichstes Folgeglied :

+ 10.92a16

L L B 2"
. at - =+ 0a

&3
hya™ =

und hat somit fiir z den in vier Gliedern entwickelten Ausdruck:
e=0a"-8Bd—4 4507+ . ...

Der niichste Schritt besteht nundn der Bildung der Substitutionsresultate. Fiihrt man diese
Rechnung in der bekannten Weise aus, so gelangt man zur Uberzeugung, dass das Substitu-
tionsresultat B, identisch gleich Null wird, und es ist sonach:

" S A B >

der complete Wurzelwerth. Hier schliesst sich also die Entwickelung von selbst.

Dieser Fall gehort za den giinstigsten von allen, dem man begegnen kann, indem man
dadurch aller Untersuchungen iiber die Convergenz der Reihe und iiber die Grisse des
Ergénzungsgliedes tiberhoben wird. Aber derselbe ist jedenfalls zn den nicht hiiufigen Aus-
nahmen zu zihlen. Meistentheils bricht die Entwickelung nicht ab, sondern lisst sich nach
Belieben fortsetzendins Unendliche. Dies gilt auch hier von allen iibrigen Auflisungen der lier
vorliegenden Glgichung. Wir wollen einige derselben gleichfalls in Betracht zichen, so weit
niimlich, als siezu neuen Bemerkungen Veranlassung geben.

Nehmenewir zuniichst die mit dem  Anfangsgliede: - versehene Auflosung vor. Wir
begegnen hier einer neuen Eigenthiimlichkeit in Bezug auf das praktische Rechnen. Da niim-
lich hier eth Bruch erscheint, so wiirden auch simmtliche Coéfficienten oder doch mindestens
einige in*den Substitutionsresultaten gebrochene Werthe erlangen, was die Rechnung einiger-
massew erschweren wiirde. Hier, wo dieser Nenner zufillig den Werth 2 besitzt, ldsst sich wohl
diesemn Ubelstande leicht abhelfen, indem man - durch den Deeimalbruch 0+5 ersetzt und man
kinnte im Ubrigen genau so wie frither verfahren. Wenn aber der Nenner ecine andere Zahl
wire, die auch andere cinfache Factoren als 2 und 5 1n sieh schliesst, so wiirde man wohl den

Decimalbruch nicht mehr anwenden konnen, da derselbe ein unendlicher wiire. Man wird dann
vielmehr alle Coéfficienten der Substitutionsresultate lieber in Bruchforn belassen, aber auf
cinerlei Nenner bringen, der dann dem ganzen Substitutionsresultate vorgesetzt werden kann.
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[mnerhalb der Klammern erscheinen dann nur ganze Zahlen. Man kann sich diesen Vorgang
noch in einer anderen Weise versinnlicht denken. Anstatt nimlich z = | zu substituiren,
verindert man die Unbekannte z in eine neue y vermittelst der Substitution & = & und
hat nun nur noch y=1 zu setzen. Diese Verdnderung der Unbekannten z ldsst sich,

wie Dbekannt, fast ohne alle Rechnung an dem Gleichungspolynome vornechmen. Tst
niamlich : '
A, 2"+ A, "7+ A4, x4+ 4,27+ A+ 4,=0
die gegebene Gleichung, und will man ¢ = ‘i? setzen, so erhilt man:
i & ¢ A
Am,?/m"‘{"i\T- Am-‘l .ym—l% :L/\Yf.’.jjm_zym—-_i_ e + _ATnI"QAZy?_!’_]\*m—lAly_t_‘Z\T'mAO:
und hier ist zugleich die Regel ersichtlich, wie diese Transformation dér Gleichung am ein-
fachsten bewerkstelligt werden kann. Man multiplicirt ndmlich die @oéfficienten derselben
beziehungsweise mit
I ; e N s N e N - DNy N

Diesen Weg wird man also in allen jenen Fillen einschlagenswo gebrochene Codfficienten
h in der Entwickelung vorkommen. Im gegenwirtigen Falle wimmt die Rechnung folgende
Gestalt an:

Py =+240.0°~-120.¢"—480.0°+480.a"~120.a

2. P,V =—96.a"+336.¢"+48.a"—432.&’—384.¢"—FH8. &+ 24906 . a® 1488 . + 240
o, ]’,0)'” =+%2.0"+ 96.¢"—408.a°*—T44. &+ 768 .af 648.6° + 1680 .6°—2832.a -+ 840
R o 176.a°—240.a" =224 .¢" -51&.a" 1+ 360.¢" 4 1184 4" 2560, g7 —

—96.¢+4 800
20D =+4+16.a"+ 32.0°—432.0" + 192.¢° + ¥3T76. @ — 848 . a' - 784 . ¢® — 4448 . @* +
+4400.4—1120

2Py =—64.a°+32.0"4+896.a"—288.a°£2560. 0" ~160.0>-736.¢* +6592.a-—3840

VY = +240.0°—120.0*—480.a°+480.*—120.a
2PV =—06.a"+336.a"+48.a°—192 .&—504.a¢"—1248.6°+2976 . ©>— 1608 . ¢ 4 240

2P = -72.¢5+432.¢"—360.a° -1056.¢°+ 324 .¢'- -360.°+4416.@*—4380. a4 1080

WP =—32.a° 4 152 . a* 4 24 . o’ £ 608 Vet S A . e NS o e A S P
_3692.a 41760

PR —=—106.0" L+ 204 . &’ —5685a™— 228 . a® + 1404 @ L27T . &' L2184 P BTS2, 2

12635. @ 140
2R, ==+ 56. ' — 400,47+ 910, a° + 1204.a5 —3017. 4"+ 1288.¢°—6076.0* + 10409.a—4410.

Das niichste Folgeglied®ist:

— 56.a% T
hoafi — — gymes’ =t 1
4 — 2.16.a" q
und der bisher entwickelte Werth von a:
L 7 i 7
o | N e e e =l
¥= b0 nder .1——2[1—{—26(/ —f—]

Bei den nun zu bildenden Substitutionsresultaten By, BV, B, B, B,, B, wird man

A, g !
daher abermals —- in versehiedenen Potenzen nenerdings als Factor zu sondern haben, weil
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der Coégfficient %, abcrmals einen nenen Nenner 2 besitzt. Demgemiss erhalten diese Substi-
{ 1 1

ey als Factor gesondert. Der Gang der Rechnuug bedart
L2 i) 41 ) S (o)

. G
tutionsresultate 1, L
weiter keiner Erliuterung. Das niichste Folgeglied ist:

g 7
hy a2 =4 — a*
"o

: e 1 : g T
und macht abermals eine Sonderung eines neuen Factors —- nothwendig, so dass By, $,", B,

: . . : 1 1 1 1
B, By, B, ausserhalb der Klammern bezichungsweise mitsl B0 kB

plicirt erscheinen. In solcher Weise schreitet die Entwickelung vorwiirts, und liefert stets ein

multi-

ncues Glied von 2, welches in ciner unendlichen Retheserseheint, und zwar in nachfolgender
(restalt:
1 e 7
e — =il —; =6
r=-—+ —a —a = @
= e y = v dG iy

Nun wollen wir noch zuletzt eine der beidengd\uflésungen in Betrachtung zichen, welchen
dic Anfangsglieder +V —1.a*, — V—1.a! engsprechen, weil sic eine bisher nicht beriihrte
Eigenthiimlichkeit vorfithren. Dic in denselbgh erscheinende Wurzelgrosse V—1 kommt in
beiden vor, und der cinzige Unterschied dieser beiden Anfangsglieder liegt nur im Zeichen
4+, — weleher dieser doppeldeutigen Grigse ¥V —1 ertheilt wurde. Dieser Eigenthiimlichkeit
begegnet man bei der Auflosung von Buchstabengleichungen schr hiufie und ist dadureh in
den Stand gesctzt, zwei oder mehrere’ Auflssungen auf einmal zu entwickeln. Fithrt man
nimlich die Rechnungen fiir cines dieser Anfangsglicder, z. B. fir -V 1.4 durch, so
braucht man in dem crhalteunen Ausdrucke:

r=+V_18—V —l.a_;‘——i—vr—_—_l_ i
nur V—1 in der zweiten Bedentung — V1 zu nchmen, um auch allsogleich die andere
Auflosung:

r=-&V —l.at +V_1.a% e %le i !
zu crhalten, ohne die Rechnung neuerdings durchfithren zu miissen. Dieser Erscheinung
begegnet man fters, namentlich dann, wenn die Bestimmungsgleichung in 4, eine binomische.
Gleichung hiheren Grades ist, aber auch in anderen Fillen, wo dic hohere Bestimmungs-
gleichung in 4, zwar nicht binomisch ist, aber durch Wurzelauszichungen in geschlossener
Form aufgelist werden kann. In all' diesen Iillen kann man sich mit der Entwickelung
cines einzigen sdicser Werthe von x begniigen, da in ihm anch alle iibrigen enthalten
sind. Zuletzt wiren noch jene I%dlle zu erwidlmen, in welchen dic Bestimmungsgleichung
in %, vom hiheren Grade ist, und nicht in geschlossener Form aufgelist werden kann.
Dieser Fall ercignet sich aber doch nur verhiltnissmissig sehr selten, aber wenn man dem-
selben wirklich begeguet, so kann man cben nur angendherte Werthe fiir 4,, A, 4,,.... finden.
[m Ubrigen bleibt der Gang der Rechnung unverindert.

Ziweites Beispiel.

Um auch den zweiten Fall dareh ein Beispiel zu erldutern, in welchem die vollstindige
Trennung der Wurzeln vermittelst der Bestimmung der Anfangsglieder nicht erfolgt, wihlen

wir die Gleichung:
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2+ (—10.a4 1)t + (+40.¢>—8.a)x* + (—80.a° + 23.c* 4 1" +(80.0* —28. >~ > — 41 5+ K+
+(—32.°+12.0*+2.a*+4.4°—2.a) = 0.

Die Bestimmung der Anfangsglieder fiir die absteigende Entwickelungsform ligfert den

einzigen Werth

A

=1
0
mit der Bestimmungsgleichung:
do' =10k, -+ 405 = 0K, —80——32 —0

welehe einen einzigen Werth :
My == i

aber als fiinffache Wurzel liefert. Das Anfangsglied ist somit ein einziges : + 2« und ist allen
fiinf Wurzeln @ gemeinschaftlieh. Man hat hier zur Bestimmung deg Folgeglieder nach der
allgemeinen Regel von §. 12 vorzugehen, d. h. man muss z=2a4n das Gleichungspolynom
3 g At . : . EV.Y B ) S 5
P und seine fiinf naeh = genommenen Differentialquotienteny’ —- , —, ——, ——, ——

de = die 7 ded 7 drt dzb
substituiren, aus den dabel gewonnenen Substitntionsresultatén By, B, B/’ B, B, B,
die Gleichung des fiinften Grades in 2’ bilden:

1 AN ) - 1 g 1 1 .
'y Lo . a4 1 o B +‘3.,' DUNGE A ) B, T T B ¥ $8=0

und die Anfangsglieder von ' nach der bekannten Regel bestimmen. Man gelangt zu den
Substitutionsresultaten auf die bekannte Weise und findet namentlieh:

P=+120, FY=+24, B"=0, R =242, B =—a'+1, B=0.

Da hier R, versehwindet, so folgt hieraus, dass x =2« der complete Werth ciner Wurzel
sei, allein nur einer einzigen, weil P, von Nulf”versehieden ist. Die iibrigen vier Wurzeln
miissen erst weiter entwickelt werden. Zur Bestimmung der nidchsten Folgeglieder dient die

(ileichung:
2 gt St —atw =70

Sie Liefert vier von einander und vos' Null verschiedene Anfangsglieder :
&, (14 VES) e, L (=1 — VB, —1
+ a*, 9 R
und somit ist die vollstindige Trennung aller Wurzeln erfolgt. Die weitere Entwickelung erfor-
dert nur die Auflosung von Gleichungen des crsten Grades und wird in bekannter Weise

weitergefiihrt.

g 15.

Die absteigende Entwickelung von 2 wurde bisher in ihrer einfachsten Gestalt gezeigt, und
immer ein Glied nach dem anderen. jedes durch ein eigenes und regelmissig wiederkehrendes
Verfahren aufgefundex: Dieses regelmissige Wiederholen der Substitution nach einem jeden
einzelnen Folgegliede ist aber nur beim Begiime der Entwickelung unumgénglich nothwendig;
hat man eine grissere Anzahl von Gliedern bereits entwickelt. so kann man aus einem ecinzigen
Substitutionsresultate nieht blos das ndchstfolgende Glied, sondern eine grisssere Anzahl der-
selben auf einmal finden. Die Anzahl der durch einen einzigen Schritt zu gewinnenden Glieder

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. x
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nimmt in eimem raschen Verhiiltnisse zu, wenn schou gentigend viele Jintwickelungselieder
bekannt sind. Das Verfalhren, welches statt eines einzigen Ifolgegliedes deren mehrere auf Ein-
mal liefert, ist nicht sehr different von dem fritheren. Bekanntlich hat man zur Bestimmung
des Folgegliedes 4, a5+ im gewdhnlichen Falle, wo die Trennungtder Wurzel bewerkstelligt
ist. diec gewonnene Gliedersumme x, anstatt . in das Gleichungspelvnom 2 zu substituiren und
das hischste Glied des dabei erhaltenen Substitutionsresultates B0 durch das hichste Glied des

qp A T o Tal
aus - hervorgehenden Substitutionsresultates ', zu dividizen, und das Zeichen des erhal-

oxr

tenen Quotienten in das entgegengesetzte zn verwandeln. 138 beruht demmnach die Bestimmung
des Folgegliedes £, a%+1 eigentlich in der Entwickelungsies ersten Gliedes des Quotienten:
%,
T
ist > hinlinglich gross, so kann man die Entwickelungédieses Quotienten iiber das erste Glied

Iat man schon ecine geniigende Anzahl von Gliedern entwickelt, mit andern Worten,

fortsetzen nnd nach Umstinden eine mehr oder minder grosse Anzahl von Gliedern ans diesent
einzigen Substitutionsresultate gewinnen, die alle der Wurzel = zukommen. Auf solche Weise
ist man im Stande, zur bekannten Gliedersumme’x, cine andere ' hinzuzufiigen, die aus s
Gliedern bestelit, und erhilt so durch cine eingzige Substitution und geniigend weit fortgesetzte
Division die Wurzel x in » 4 s Gliedern, wozu sonst s aufeinanderfolgende Substitutionen
erforderlich gewesen wiren. Die Anzahl s der durch emen einzigen solchen Schritt zu gewin-
nenden Glhieder steht mit der Anzahl 7 dew friiher bekannten im Zusammenhange und wichst
mit 7 in einem raschen Verlidltnisse. Ios ist dies ein dhnliches Verhalten, wie bei dem Approxi-
mationsverfaliren fiir numerische Gledchnngen: Ist man mit dem Grenzwerthe der Wurzel
hinlinglich nahe geriickt, so kanm man durch eme einzige Division nieht blos eine einzige,
sondern eine mehr oder minder bedeutende Anzahl von verlidsslichen Stellen gewinnen. Die dabei
stattfindende Gesetzmissigkeit wugtde zuerst von IFourier griindlich untersucht. Die Lrgebnisse
dieser Untersuchungen sind ny” zweiten Buche seines unvollstindig erschienenen Werkes:
~Analyse des équations déterminées® nicdergelegt. Die davanf abzielenden Regeln sind dort
zuniclist nur fir numerische &leichungen entwickelt, allein sie besitzen eine allgemeine Geltung,
auch fiir Buchstabengleichtmgen. Wir wollen nun das Stattfinden der aufgestellten Behauptun-
oen erwelsen.

Wir bezeichnen iy Folgenden mit ., B/, B ... die Substitutionsresultate, welche fiir
AP AR
s . ) . a ) 3 J R F 0 . 7 Aty 1" “
x =z, aus den Polygomen /°. ~-. - 5.... hervorgehen und mit §,a¥% , &, %~ , & a¥7r, ...

ihre hiichsten vond'Null verschiedenen Glieder. IFiigt man nun zur Gliedersumme =z, cin
nichstes Entwickelungsglied £, =+t oder eine Snmme von mehreren solchen:

& =l 0¥t L et L 4 b,y a5t

hinzu, o erhdlt man z,, und ,,, und die dicsen Gliedersnnnmen entsprechenden Substitutions-
resultate mad hischsten Glieder derselben tragen als Unterscheidungszeichen den Index 741
und 7 -+ & statt 7,

Insder Regel kann man annchmen, dass die Wurzeln  der Gleichung I’ =0 verschieden
sind, sowolil von jenen der ;[[TI‘):O, als auch der "I[;I,_,) = 0. Findet diese Annahme wivklich Statt.
so wird eine Wurzel 2 der Gleichung 7=0 entweder schon im Anfaugseliede der abstei-
genden Iintwickelungsform von jener der 'jj‘:() und der '//I == 0 verschieden ausfallen. oder

ot ol

wenigstens in einem spiteren Entwickelungsgliede. Es geht daher aus dieser Annalime her-
vor, dass bei fortgesetzter Entwickelung von o, also beim Wachsen der Gliederzahl »41, die
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Reduction auf Null, welche im Substitutionsresnltate P anfangs nur die hochsten Glieder,
spiter aber der Reihe nach die nidchst niedvigeren befille und in der angegebenen Rightung
mnaufhaltsam fortschreitet, je mehr Entwickelungsglieder zusammengefasst werden. dei den
beiden anderen Substitutionsresultaten P und $

Iiine Reduction der hichsten Glieder auf Null kann in B und " nur dann erfelgen, wenn
das Anfangsglied 2, a% zufilligerweise auch einer Wurzel der LlU}:O oder ill—{;:() zukommrt.

(e dr?

17

nicht ins Unbevrenzte fortschreiten konmne.

Wenn daher gleichwohl dieser seltene Fall stattfinden sollte. so wird dennoch bei fortgesetzter
Intwickelung von . sobald man zum nnterscheidenden Entwickelungsgliede” anlangt, dieses
Verschwinden der hichsten Glieder in 9" und B” ihr Ende erreichen. Ilin sinbegrenztes Fore-
schreiten dieser Reductionen auf Null in den hichsten Gliedern von $'soder B wiirde aber
darauf himweisen, dass die der Entwickelune unterworfene Wurzel o&nieht nur der /=0
sondern auch der I =0 oder der "=0 Geniige leistet. Ein solcher seltener Fall wiirde
aber stets zu einer bedeutenden Vereinfachung fiihren, denn man k#m durch Sonderung des
gemeinschaftlichen Factors, der in zweien dieser dreiPolynome erschicint, und durch Nullsetzen
desselben die in Iintwickelung begriffene Wurzel aus einer viel einfacher gebauten Gleichung
gewinnen, bei der dieser Ausnahmsfall nicht mehr stattfindet. Hat aber bei irgend einem Iint-
wickehmgseliede die Reduction anf Null in den hiichsten (diedern von " und P” ihr Ende
erreicht, so wird ber dem Iinzufiigen neuer Entwickelungselieder in den Anfangsgliedern
5 a® und Ha* keine Anderung mehr vor sich gehen, aveil die nen hinzugefiigten Glieder
simmtlieh von niederer Orduung sind.  Wenn also diefin Iintwickelung stehende Wurzel @
weder der :[f = 0 noch der %:O Geniige leistet. soznimmt zwar A, mit dem Wachsen von r
in’s Unbegrenzte ab, aber 2/ und A" errcichen frigher oder spiiter einen constanten Werth.
Wir wollen dieselben beziehungsweise mit 2% ungd A andeuten, womit zugleich gesagt sein

5 o . £ . - . o H . "
soll, dass mit dem Entwickelungsgliede 7,5 dieyReduetion in 8, und mit demm anderen 72, a%

144

jene in 7 ihr Lnde erreicht hat. Alle jene A7 und A", deren Index » sowoll p als ¢ iiber-

steigt, besitzen die Werthe o, und A"

1st man zu einem constanten Werthe vgn A gelangt, so dient dies bekanntermassen als
Kennzeichen, dass die vollstindige Isolirupg der in Entwickelung stehenden Wurzel 2 von allen
anderen. welche noel ausser dem der Gléichung P= 0 zukommen, erfolgt sei, und man erhilt
die iibrigen I'olgeghieder durch wiederlfolte Divisionen. Ist ndmlich » = p. <o findet man das
auf x, folgende Glhied /17‘+,(457-+1 dureh Entwickelung des hochsten Gliedes vom Quotienten
s Wir wollen nun aber voraussetzen. » sei noch iiberdies grisser oder mindestens gleich

P,
g. Ist man in der Entwickelung &0 weit gelangt, so braueht man sich nicht mehr mit einem

einzigen weiteren TEntwickelungsglicde zu begniigen. sondern kann die Division von - »‘rr—
b S

auf mehrere Glieder fortsetzen; sie sind alle brauchbare Entwickelungsglieder.
Um die Wahrheit des &esagten darzathun, werden wir zeigen, dass dann dic einzelnen

. . s g T 2 . A N |
Anfangsglieder des entwickelten Quotienten - o der Rethe nach identisch sind mit den
L - \r

ersten Gliedern der Quetienten:

\Br g ;7'—)-1 \l:-r—f—‘.’ \I:r +s—1

Y Pt Frpn R
so zwar, dass es dem Erfolge nach einerlel ist. ob man die Summe von Folgegliedern:

i :/1,,‘+1 (51 - //,‘+‘_, (S 4 /[7'—{»" (Sr+s “+ ..+ //H_o_ (1St
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7

aut’ cinmal durch hinlingliech weit fortgesetzte Division von - - §Br oder einzelnweise auf die
.
bekannte Art ableitet. Wir werden daher $,., und ', fiir cinen allgemeinen Werth von s
construiren und das crste Gilied des Quotienten ——— mit dem (s 4-1)$ten Entwickelungsgliede
7 > -8

von _I‘r; zusammenhalten und untersuehen, fiir welehe Werthe vou's eine vollkommene Iden-

titit derselben besteht und fiir welche nicht.
Unserer Bezeichnungsweise gemiss bedeutet . die bekannte Gliedersumme, 2/ die

Summe der ndchstfolgenden s Glieder von @, und B, ,, ¥,,,. B".,...... die fir »,,, ==, +

L dar AP S o .

aus den Polynomen P, —- ) ——, ... hervorgehenden Subgtitutionsresultate. Sie sind, aufstei-
W ’

gend nach Potenzen von ' geordnet, folgende Ausdriicke:

’ 1 ’ /9 1 1 .
51{1'*" = SBT + SB?‘I T —i 2‘ S’Br’ &£ : JI' 23 "Br”l x,s + -2‘ 3 Z SBTI\ ‘/’Uq + “““
, h 1 - 1 I
Po.o= B 4+ Bw LlerE4 Logvesg .
’” ¥y 7 ! 1 2
e by == DU - £ =L r e e I

Da vorausgesetztermassen die héchsten ¥on Null verschiedenen Glieder der Substitutions-
vesultate B, B, B, B,”..... die Exponengen A, W, A, A”,..... tragen, wihrend 2’ vom

7
Grade €., =A,—W, ist; so sind die eigzelnen Bestandtheile der Summen in den zweiten
Theilen dieser Gleichungen Ausdriicke yom Grade:

Q’[r i ?'Ip, JIH Er+1 7 qu” + 2 57'-{—1 I ?'If-l/, aN 3 57-- 12 Q’[rlv + 4: Er+l °g° ° °H&°

9‘1;’ b) 91'1/’ + 57‘_*_1 bl S«)I,-”/ —}' 2 E,-.+1 b QI,,IV "l" 3 Er—{—] .......
Sl[(l'/ 791;1/ _+ E:'—+—1 , QIrIV _}_ 2 57‘—{_1 N i

und weil A, und A" fiir alle iiber p und ¢ liegenden Werthe von 7 die Exponenten 2, und "
vorstellen sollen, so muss offenbar in der zweiten horizontalen Reilie dieser Gradzahlen 2, in
der dritten aber U, den grossten Werth besitzen. Da nun die Gradzahlen der ersten Reihe
sieh nur durch das [Minzuwreten von &, und 2¢,, von den darunter stehenden der zweiten und
dritten Reihe unterscheiden, wodurch das gegenseitige Grissenverhidltniss offenbar nieht gesn-
dert wird und ferner

?'Ir o 9'I,p + E7-+1

ist; so sind in deg’ersten Reile die beiden ersten Gradzahlen gleich und grisser als alle nach-
folgenden; naclk’ ihnen ist die dritte A" 4 2¢,, die nichst niedrigere; alle iibrigen aber
besitzen noch viel kleinere Werthe. Es besteht also die Relation:

(43) W=W+ & >U"+ 26, >U"+ 3€&.,, und die iibrigen.

Nach dieser Relation wird also das hoehste Glied von %, ., nothwendig aus den beideu
Bestandtheilen B, + 9B,'2" hervorgehen, wihrend die Summe aller {ibrigen, nimlich:

™ LA

Nichts dazu Dbeizutragen vermag. Allein zufolge der Wahl von &' erfolgt in einer ge-

T 1 1
(49) T

2.3 2.3.4

wissen Anzahl von Anfangsgliedern eine Reduction auf Null, so zwar, dass %, ,, einen unter

W,=A,+4¢,.,, liegenden Werth erlangen wird. Its kann daher im Allgemeinen nicht beliauptet
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werden, dass auch %, > A", 4+ 2 ., ausfallen werde, sondern der Werth diescs Exponenten
kann auch gelegentlich mit %”, + 2 &, zusammenfallen oder darunter liegen. Man wird hier
zwel Fille zu unterscheiden haben: jenen, wo der Exponent des hichsten von Null verschie-
denen Gliedes

(50) N, >0 +28,,
1st, und den anderven, wo die entgegengesetzte Relation:
(51) W =W R ey

stattfindet. Gilt das Irstere, so ist auch unmittelbar ersichtlich, dass das Lbchste Glied von
..., nimlich $, ., «¥+s nur aus den zwei Bestandtheilen B, + %', heryorgehen konne und
dass alle {ibrigen Bestandtheile (49) nichts dazu beizutragen vermigengs IFindet aber die ent-
gegengesetzte Relation Statt, so wird §,,, a%+s seine constituirendgn Elemente auch aus
+ B,”2* und vielleieht auch aus den iibrigen nachfolgenden Bestandtheilen zichen. Die Unter-
scheidung dieser beiden Fille ist von Wichtigkeit, weil es davon abhingen wird, ob das (s + 1)ste
Intwickelungsglied von ‘I‘b noch mit dem Anfangsgliede fﬁ,’” iibereinstimmt oder nicht. So

St

lange ndmlich die Relation (50) erfiillt ist, wird es bei der Bestimmung des Anfangsgliedes
von —;’7; einerlel sein, ob man das erste von Null verschiedene CGilied von .-+, «* oder von
.., der Division durch das erste Glied von 9., oder, was dasselbe ist, durch &', "> unter-
wirft, wilrend beim Stattfinden der entgegengesetzten Rélation (51) dies nicht mehr im All-
gemeinen behauptet werden darf, weil auch Glieder vofi 4 B, «* in die Rechnung eingehen.
Bedenkt man noch iiberdies, dass — (B,+%'. «’) nach gehoriger Reduction der sich tilgenden
Glieder eigentlich der s* Partialrest ist, der sich bei der Division (— %,):9, ergibt, und aus
dem das nichstfolgende s + 1ste Glied gezogen wird, so sieht man allsogleich, dass so lange
die Relation (50) bestcht, die vollkommene Ubefeinstimmung zwischen den einzelnen Ent-

M

und den Anfangsgliedern der Quotienten:
r

wickelungsgliedern von

’l

gl}r SI‘: +1 “r‘r—}—? $r+3 ‘B’"‘r "

. . LS

N ? : LRy
' Pt 1‘/:*—+—‘.' Yr+3 Prgs

stattfindet, wihrend bei dem Auftreten der entgegengesetzten Relation (51) eine Verschieden-
Leit in den auf diesen zwei Wegen entnommenen Entwickelungsgliedern auftaucht. Die beiden
Relationen (50) und (51) werden dagher die Grenze angeben, bis zu der die Division von
— :)i,: fortgesetzt werden darf.

Wir wollen denselben einesandere fiir die praktische Anwendung geeignetere Form
ertheilen, indem wir beiderseits diec Grosse U/, abziehen. Sie verwandelu sich dadurch; wenn
man noch iiberdies dem letztén verlisslichen Gliede den Index » 4 s, dem darauffolgenden

unverldsslichen aber den Indéx » + s + 1 ertheilt, in:
9[7‘—}—3—1 - Q'I’; ;> Q’Iq”_ L Q’[p’ + 2 é‘?’-}-]
Wi, — U <A —W+2¢

2

oder, da die Differenzen 2, ., —%, und A, ., —A, eben die Expouenten £, , und &,
angeben in:
(52) G AU 28,

(53) 5r+.s+1 - 9[;,_ Q/[p,+ 2 5r+1
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Iis ergibt sich daraus folgende einfache Regel: Ist man bei der absteigenden
Entwickelung einer Wurzelr zu einer Gliedersumme o, gelangt, fiir welche
sowohl im Substitutionsresultate %, als aueh im P’ @8ine Reduction der
hochsten Glieder auf Null nicht mehr erfolgt, und die Gradzahlen % und
% daher constante Werthe %, und ¥, erlangt habend sokannman mehrere
Entwickelungsglieder von r anfIEinmal erhalten, ¥ndem man die Division

von — sriani mehrere Glieder fortsetzt. Zur genaucn Angabe der Grenze
S
wie weit diese Division fortgesetzt werden darf, dient der Zahlwerth vou:

A U 426, =2% —3A + A

\

und alle Entwickelungsglieder des Quotientén - ‘3 deren Exponenten &iiber
diesem Grenzwerthe licgen, sind verlisslieh. Man hat daher die Entwickelung
des Q wotienten - ‘If -fortzusetzen ausscliliesslich bis zu jenemGliede, dessen
£ unter 2%, —3 A, + 52(” fadl t;

Wir wollen nun noc h versuchen, ecin klaves Bild davon zu entwerfen, in welchen raschen
Verhiltnisse die Anzahl s der verlisslichen £3lieder mit dem Wachsen von 7 zunimmt. Aus den
Relationen (48) lisst sich unmittelbar die folgende andere ableiten:

A, — A, >&p
und aus dieser folgt:

S

9[”,] T ?(/], + 2 r+1 T~ ®r41e

€1y

Da die Relationen (48) fiir jedes » gelten, das der grisseren der heiden Zahlen p und ¢
gleichkommt oder dieselbe iibersteigt, so wird auch diese Relation fiir solche - gelten. Man
sieht hieraus unmittelbar, wie schon von friiher her bekannt ist, dass man immer mindestens
Em Glied entwickeln diirfedlst man aber in der Intwickelung weiter fortgeriickt, so wird nicht

nur &,,,, sondern auch®@ine Reihe darauffolgender Lxponenten &,..,, & .5, ... &, grisser
ausfallen, als A" — A & 2&,,,. Wir wollen es an cinem Beispiele zeigen: Gesetzt &, = 0
und 52[ [ —A" =1, sefolgt: A —A + 2&.,., = — L. Man darf also die Entwickelung von

" fortsetzen bissexclusive zu einem Gliede mit dem Exponenten — 1 oder einem kleineren.

\V(non die & simmtlich ganze Zahlen, so kinnte man nur ein einziges GGlied, nimlich das
R 7

h,iy a1 =h,, Jerhalten. Der nichste Schritt besteht in der Intwickelung des Quotienten
W1 . 2 .
- L Flirdiesen Fall ist also der Grenzwerth A —A + 26, =—3;manwird also schon

) e : . . . ! o
zwel Gliedet: h, ,af+2 + b, gab+3=h 07" + b ye* gewinnen. Der niichste Sehritt Hefert
schon dergh vier "auf einmal; der Grenzwerth 9 -—A + 2&.,, = — 7 zeigt ndmlich an.
sl‘ +0
3

Tm folgenden Schema sind die bcl jedem Schritte gewinnbaren Gliedern ersichtlich:

-6

dass max die Division von — Dis zur Potenz «° iclusive fortsetzen diirfe: u. s w.

0) P

IS ol o 2 hyyy 0

2 ... o foy 0 —}—/L,+,(c

k.1 ) by + by by @ ey @

] - - -12 —-13 3 =il L
) B et I e S e O e N N UYL/ A o S T
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Man sicht an diesem Beispiele, dass bei fortgesetzter Entwickelung mit jedem Schitte
die Anzahl der auf einmal gewinnbaren Glieder in einem raschen Verhalmisse steigt. Die hier
erwiesene (esetzmissigkelt Ist genau dieselbe, wie jene fiir die Zunahme der verlisslichen
Decimalstellen bei numerischen Gleichungen. Wir werden auch in einer nachfolgenden Ab-
handlung Gelegenheit finden, diese Gesetzmiissigkeit aus den von Fourier erirtesten Figen-
schaften der linearen Approximation abzuleiten.

Isine dhnliche Isigenthiimlichkeit ldsst sich auch fiir jene Iille nachweisen. svo zur Bestim-
mung der Iolgeglieder die Auflosung von Gleichungen des zweiten odef noch hoherer
Grade erfordert werden: auch in diesen Fillen kann man aus einer Partialgleichung hheren
Grrades bisweilen mehrere Glieder auf Einmal gewinnen, und es gelten higr die von Fourier
fiir die Approximationsmetlioden der zweiten, dritten und héheren Qrdnung aufgestellten
Sitze. Wir tibergehen aber thre Auseinandersetzung, weil sie uns vondunserem Ziele zu weit
abziehen wiirde und weil man immer im Stande ist, auf die lincarg®Approximationsmethode
iiberzugehen, die, wenn sic auch einen geringeren Grad von Convergenz besitzt, als die iibrigen,
denn doch unter allen bei weitem die einfachsten Rechnungen migsich fithrt.

Wir wollen noeh sehliesslich die Anwendung der eben entwickelten Regel an einent Bei-
spicle zeigen. Iliezu eignet sich ganz gut die bereits friiherim §. 14 sub (45) anfgestellte
Gleichung, deren Wurzeln Glied fiir Glied entwickelt warden. Fassen wir also dieselbe
und zwar die mit dem Anfangsgliede x, = «® beginnende Wurzel in’s Auge. Die diesem
Anfangsgliede entsprechenden Substitationsresultate sind sub (46) aufgefiihrt und zugleich zeigt
der Gang der Rechnung, dass weder in ', noch $”, gine Reduction der hichsten Glieder
auf Null erfolgt sei, dass demnach das Anfangsglied @ weder einer Wurzel der Gleichung

P a2p : . . . .
— =0 noch der = 0 entspreche. Die Grundbedingung fiir die Anwendbarkeit der
ax-

(L.r

eben friiher auseinandergesetzten Regel ist demnagh hier erfiillt. Man hat namentlich 2%, =19,
WW,=17, A, =14, und demnach: 2%, —3K, + A" = + 1. Der Quotient: — ;:), kann
sonach bis exelusive dem mit der ersten Potenz von @ versehenen Gliede fortgesetzt werden.
Dies liefert ein einzelnes Folgeglied: — 3 ®@ind sonach die Wurzel in ihren zwel ersten Iint-
wickelungsgliedern: + = «¢*— 3 ¢* + .... génau so, wic in §.14. Bisher ist keine Verschiedenheit

von dem fritheren Verfahren bemerkbarSAllein bei dem ndchsten Schritte tritt sie bereits auf.
Dic dem Wurzelbestandtheile x, = ¢*—3 @* entsprechenden Substitutionsresultate sind sub (47)

ersichtlich. s ist hier %, = 17. wiilwesid 9, und A", ihre friitheren Werthe behalten, und sonach
‘ By

29, — 3%, + A, =—3 die Grenge bis zu welcher die Division: — P fortgesetzt werden
5]
darf. Man wird daher B, und %', 4n ihren dret ersten Giliedern nehmen:
B, =8a"- 11" 4+ 589a® + ... B =2a"— 254" 4+ 116"

und nun den Quoticnten:

- 94 — 8.7 110,16 — 589, ald

T T e BAsalE - LEGURL
in so vielen Anfangsgliedern entwickeln, bis man zu dem mit ¢ oder mit ciner noch niedri-

geren Potenz von « verschenen Gliede gelangen wiirde: dort bricht man die Division ab.

Man findet solchergestalt:

T
R

1

=—4 + dHa
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und folglich:
re=dt —— % o el =L el

Dieser Werth stimmt mit dem in §. 14 gefundenen vollkommen iberein. und ist hier zufillig
die vollstindige Wurzel. Diese letzte Operation lieferte also schen mehr als ein cinziges (Glied
und zwar deren zwei oder, wenn man will, deren drei.

Dieses Beispiel diirfte vollkonunen hinreichen, um von dem Nutzen der erwihnten Regel
ein deutliches Bild zu geben. Auffilliger noch wird dies aber bei den .spiteren Entwickelungs-

gliedern.

Entwickelung der Wurzeln ciner Gleichung injeine nach aufsteigenden Potenzen von
a-~a geovdnete Reihe.

§.416.

ITier findet sich das Problemn behandel, die Wurzeln 2 ciner Gleichung: ”= 0, welche
zwei Buchstabengrisssen  und e enthiltysnach aufsteigenden Potenzen von «-—¢a in eine
Reihe zu entwickeln. Wir setzen hier gleichfalls /2 als ein Polynom, und die Glieder dicses
Polynoms von der Form //a"x* voraus. x bedeutet dic unbekannte und abhingige, o die unab-
hingige Buchstabengrisse, « aber cineén beliebigen aber bestimmten Zahlwerth. Die Funections-
form, die wir hier wahlen, ist gleiefffalls eine sehr gebriuchliche, da cine jede Funetion sich
in dieser I'orm geben lisst. In digeer Grestalt sucht man vermittelst der bekannten Operationen
des Dividirens und des Wurgelauszichens die Aufldsungen der Gleichungen des ersten
und der binomischen héheren (Girades und es wire demnach schon durch diesen Umstand
dieses Problem gerechtfertigt, wenn man gleichwohl keinen anderen Grnnd hiezu auffinden
konnte als den, dass es wifnschenswerth sei, fiir beliebig gestaltete hishere Gleichungen ein zu
diesem Ziwecke dienendgs Verfahren zu besitzen, gleichsam als eine Verallgemeinerung der
zum Dividiren und Waurzelziehen dienenden Regeln. Allein so wie die absteigende Entwicke-
lung der Warzeln eigen hoheren Zawveck erreicht, nimlich den, das Verhalten fiir schr grosse
Werthe von ¢ anzugeben, und mit der Asymptotenbestimmung fiir ebene Curven, die im Bereiche
a = + oo liegen,dn enger Verbindung stehit; eben so werden wir von dieser Entwickelungsform
mancherlei Nutgen zichen: Wir werden durch sie nimlich alle Nenner, alle Factoren und
endlich alle Weurzelgrissen erfahren, die in der Geniige leistenden Function 2 erscheinen ;
in die Spraghe der Geometrie iibersetat: wir werden die Asymptoten im Bereiche der end-
liclien Weérthe der Abscisse, so wie auch andere eigenthiimliche Punkte der ebenen Curve
kennen lgrnen.

Wit suchen also z in folgender Form :

(5d) x=hy(a—u)% + h(a—a)® + hy(a—a)24 . ... + b (a—an)*

wt £, &, &. ... & dann hy. by by, ..... b, bestinmte, bisher noch unbekannte Zahlwerthe

bedeuten, 7 aber eine in der Regel unendlich grosse Zahl vorstellt, und nur selten einen endlichen
Werth Dbesitzt. Diese Reilic muss nidmlich in der Regel als cine unendliche Reihe voraus-

gesetzt werden, denn nur in Form einer unendlichen Reihe sind die Ifunctionen allgenrein
darstellbar, und nur durch eine unendlich grosse Anzahl von Gliedern wird man das Gleichungs-
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polynom auf Null bringen, oder besser gesagt diesem Nullwerthe beliebig weit nihern kinnen.
Zwischen den hier erscheinenden Exponenten wird folgende Relation vorausgesetzt:

(55) F= BB T

Nur durch diese Relation unterscheidet sich unser gegenwirtiges Problem von dem vor-
hergehenden; in allem iibrigen herrscht die grissste Ahnlichkeit. In der That vertvandeln wir
auch hier, so wic dort, die Natur der Aufgabe; denn es handelt sich jetzt nichg@mehr um die
Angabe ciner I'unction von @, die, anstatt @ gesetzt, I” identisch in Null vergvandelt, sondern
nur um die Bestimmung der Zahlwerthe der mit &, &, .... und %, A, ... bezeichneten
Grossen. An die Stelle der Buchstabengleichung ist somit ein System vow Zahlengleichungen
getreten. Der Gang der Untersuchungen wird die grisste Ubereinstimghung mit den friiher
eingeleiteten beobachten und wir werden uns desshalb kiirzer fassen kénnen, weil wir nur jene
Verschiedenheiten und Abweichungen von dem frijher Gesagten umstindlicher zu besprechen
brauchen, welche durch die nun entgegengesetzt angenommeng Relation zwischen den
Exponenten € herbeigefithrt werden. Wir werden auch die nach agfsteigenden Potenzen geord-
nete Entwickelung von z nicht fiir @ —a, sondern nur fiir @ Zeigen, ohne desshalb unsere
Untersuchungen nur auf den speciellen Fall =0 zu besclainken; eos ist vielmehr leicht
ersichtlich, wie diese fiir @ geltende Entwickelungsmethode guch auf beliebige andere Grissen
a@— o ausgedehnt werden konne, weil durch die einfache Substitution: a =« —a, also
a=a + « das Polynom P in cin anderes verwandelt werden kann, welches statt der Buchstaben-
grissen x und e, diec anderen z und a enthilt. Entwickelt man nun x aufsteigend nach a, so hat
man offenbar die verlangte Entwickelungsweise voh 2 aufsteigend nach @ —a. Bei ciner
solchen Substitution #ndert wohl allerdings das &ileichungspolynom  seine Crestalt, weil
es jetzt, statt eine Summe von Gliedern I a® 2* dargustellen, vielmehr Glieder von der folgenden
anderen Form: 7/(a 4 2)*a* besitzt, und nur, wenn alle Exponenten a in den verschiedenen
(iliedern ganze und positive Zahlwerthe besitfen, wird (a + «)* entwickelt ein geschlossenes
Polynom sein, und demnach das neue Gléichungspolynom in seiner entwickelten Gestalt
gleichfalls ecine Summe eciner endlichen Asizahl von Gliedern von der fritheren Form /7a®x*
darstellen; fiir alle jene I7dlle aber, wo ein@inziges im Polynome P erscheinendes a negativ oder
gebrochen ausfillt, lisst sich diese entwigkelte Form (a + «)® nicht anwenden, sondern man muss
es bei dieser unentwickelten Form bewenden lassen. Dies soll jedoch keineswegs ein Hinderniss
abgeben, weil auch fiir solehe Gleicktingen diese Methode mit Erfolg angewendet werden kann:
ja sie besitzt auch dann noch ihre Wirksamkeit, wenn im Gleichungspolynome Wurzelgrissen
erscheinen, welehe unter den Wairzelzeichen eine Summe von Gliedern Il a* 2* besitzen. Wir
erwihuen ‘diese verschiedenen Fille, auf welche sich die Wirksamkeit der folgenden Methode
ausdehnt, keineswegs in der Absicht, sie in dieser verallgemeinerten Gestalt zu geben ; sondern
im Gegentheile, um sie jetgt nur fiir den cinfachsten Fall vorfithren zu kionnen, ohne dadurch
bei dem Leser die Meinung hervorzurufen, diese Beschriinkung sei ecine nothwendige, in der
Natur der Methode beggiindete. Wir werden also zuniichst eine Gleichung P=0 mit Gliedern
von der IForm 7/ ¢ 2* sornchmen, und uns die Aufgabe stellen, nach aufsteigenden Potenzen
vou @ zu entwickeln. Wenn wir das hiezu dienliche Verfahren werden abgeleitet haben, wird es
leicht sein, zu zeigen, wie sie sich auch zur Entwickelung der Wurzeln 2 in eine Reihe nach auf-
steigenden Potenzen einer anderen Grisse von der Form « — 2 modificiren lasse; ja wir wiirden
dann anch jene Gleichungen in das Gebiet unserer Betrachtungen zichen kénnen, die kein
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(+leichungspolynom mit Gliedern //a¢® #* mehr enthalten, sondern wo Wurzelgrossen erscheinen,
diec unter den Wurzelzeichen cine Summe von solchen Gliedern /o 2* besitzen.

Das Problem, welches wir uns stellen, ist folgendes: Es ist eine Glei¢hung [” =0 gegeben,
deren erster Theil cine Summe von Gliedern von der IForm //a" 2" igt: man soll die Geniige
leistenden I'unctionen « in eine Reihe entwickeln, geordnet nach aufsteigenden Potenzen von a.
Wir setzen luer 2 in der Form voraus:

(56) Z=hya® -+ Kar Lhha - ... .
und es sollen nun die Werthe von &, &, &,. .... dann von fg, Ay, %, .... angegeben werden.
Zwischen dem Exponenten € wird die Relation:
Sl Crm. .y
vorausgesetzt. Die Werthe &,, &, ..... gy g N, P sindd gewissen Bedingungen entsprechend

zu wihlen.

Diese Bedingungen werden wir durch dic unmittel bare Substitution der fiir 2 angenommenei
Reihe (56) in das Gleichungspolynom I” ableiten. dei dieser Substitution verwandelt sich das
(leichungspolynom /? in einen gleichfalls aufsteigend nach @ geordneten Ausdruck, der dem
Ausspruche der Gleichung /2= 0 zufolge idenfisch Null scin soll. Man hat denmach diese mit
€ und % bezeichneten Grissen so zu wihleny” dass jede einzelue Potenz von « in dem Substi-
tutionsresultate mit dem Coéfficienten Null&versehen erscheint, und wird auf solchie Weise cine
geniigende Anzahl von Bedingungen erhalten, um diese noch unbestimmt gelassenen Grossen
& und 7 der cinzelnen Glieder der Entwiekelung ihrenZahlwerthen nach zweckentsprechend zu
bestimmen. Wir wissen andererseits, déiss alle bekannten I'unetionen von « sieh nach aufsteigen-
den Potenzen von ¢ mittelst der Taydor’'schen Reilie entwickeln lassen, wenn dieselben und alle
ilire Differentialquotienten fiir @ statig und endlich bleiben, und werden daher unter diesen
Bedingungen gleichfalls die Wwzel  in Form einer solchen Reihe:

(67) w=h,+ hat ha®+ .....
erhalten. Eine Ausnahme higvon findet Statt, wenn die Wurzel 2 oder einer ihrer Differential-
r da da? S 3 e .
quoticnten -, - - .... fiir ¢ unendlich oder unstitig wird, wenn z B. z den Nenner «
a a? B

besitzt, oder aber in sich¢dic Wurzelgrisse Ve schliesst, denn dann wiirde an die Stelle dieser
Reihe mit den ganzep und positiven Werthen & =0 & =1, =2, eine andere zu treten
Liaben, die negative oder gebrochene & aufweist. Wir sehen also in dieser aufsteigenden Ent-
wickelungsweise ven @ zugleich ein Mittel, die in 2 erscheinenden Factoren, Divisoren und
Wurzelgrossen e zu erkennen. Wir legeu hier aber keineswegs die Form (57) unseren Rech-
nungen zu Grunde, da sic gelegentliel, fiir die erwihnten Ausnahmsfille nicht gecignet ist,
z darzustellen; sondern beniitzen die allgemeinere, stets giltige Iform (56) mit noch unbestimmt
gelassenen Ifxponenten & Die nun folgenden Untersuchungen, welche, wie schon erwéhnt wurde,
mit den bei der absteigenden Entwickelungsweise von a eingeleiteten die grisste Ubereinstim-
mung zefoen, zerfallen gleichfalls in zwei Abtheilungen: Die erste hat die Bestimmung des

Anfangsgliedes 7, a%, die zweite die der [folgeglieder zum Gegenstande. Auch hier erweist sich
eine Abtheilung der Untersuchungen in zwei Theile als eine natiirliche, denn die Bestimmung
des Anfangsgliedes £, % bewirkt hier gleichfalls in der Regel die Trennung der Wurzeln, so
zwar dass durch dasselbe jede einzelne Wurzel vollkommen genaun bezeichnet, und von allen
iibrigen vollig isolirt erscheint. Die Bestimmung der IFolgeglieder bezieht sich daher in der
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Regel auch nur auf eine einzige solehe isolirte Wurzel. und stellt die weitere Approxima-

tion vor.

I. Bestimmung der Anfangsglieder.

& 17.

Wir substituiren in das Gleichungspolynom /2 anstatt x eine aufsteigend geordnete Reihe
(56), deren Anfangsglied & ,¢% ist. Der Gang einer solchen Substitution wurde bereits genau
beleuchtet. Hier wo statt 2 eine aufsteigend geordnete Reihe gesetzt wdrd, tritt die cinzige
Verschiedenheit gegen friiher auf, dass die Substitutionsresultate gleickfalls aufsteigend naeh
a geordnet erscheinen werden. Diese Substitution ldsst sich hier bei nogh unbestimmt gelassenen
Werthen des Exponenten & nur in den einzelnen Gliedern /7 a® 2* @usfiihren, wenn man sich
mit dem Anfangsgliede begniigt. Jedes einzelne Glied //a"x* liefert nimlich einen Ausdruck,
der nach aufsteigenden Potenzen von @ geordnet ist und dessefi erstes, mit der niedrigsten
Potenz von @ versehenes Glied die Form: /14, a*t*% besitzt< Summirt man alle diese ver-
schiedenen, fiir die einzelnen Glieder des Gleichungspolynems abgeleiteten Ausdriicke, so
entsteht das vollstindige Substitutionsresultat . Das Anfangsglied desselben kann nur aus
einer Gruppe von Gliedern entstehen, diec die Form Ah*qe+:% besitzen und deren jedes
emem gewissen Gliede des Gleichungspolynoms P entgpricht. Man hat ndmlieh die Grad-
zahlen, welche die Form a &, besitzen, in Vergleichung zu bringen, und unter ihnen
die kleinste zu erwihlen. Das mit dieser kleinsten Grfidzahl a 4 1 &, verschene Glied [17, ae+:50
ist zugleich das Anfangsglied des Substitutionsregaltates . Dieses Aufsuchen der kleinsten
Gradzahl o+ r& kann nur geschehen, wenfi & einen bestimmten Zahlwerth besitzt.
Allein hier handelt es sich um eine andere Untersuchung. Der Erfolg einer solclhien Ver-
gleichung der Gradzahlen a + 1 &, kaun versghieden ausfallen, je nach dem dem &, ertheilten
Zahlwerthe ; es sind namentlich zwet Fille méglich: entweder findet sich unter der Gruppe dieser
Gradzahlen a + r&, eine einzige mit deni kleinsten Werthe verschene, wihrend alle iibrigen
grossere Werthe besitzen; oder der kleinste Werth kommt zweien oder mehreren derselben
gemeinschaftlich zu. Diejenigen Werthesvon &, welche den zuerst erwihnten Fall herbeifithren,
bewirken, dass ein einziges Glied Ha'ax* des Gleichungspolynoms einen mit der niedrigsten
Potenz von ¢ beginnenden Ausdruek liefert, withrend die aus allen iibrigen Gliedern hervorge-
henden Ausdriicke nur hohere Potéhzen von a enthalten. Bei der Summirung dieser Ausdriicke
wird dieses mit der niedrigstensPotenz von a versehene Glied daher vereinzelt stehen, sich
mit keinem anderen verbindenm lassen und zugleich das erste Glied des Snbstitutionsresultates
B darstellen. Fiir solche Werthe von &, ist folglich das erste Glied des Substitutionsresultates

von der Form :

(58) B af =

sein Coéfficient /17, ein ecintheiliger Ausdruck, weil es aus ecinem einzigen Gliede des
Gleichungspolynoms hervorgeht, und stets von Null verschieden, so lange dem %, ein von Null
verschiedener Werth ertheilt wird. Diese sind daher keine geeigneten Zahlwerthe fiir &, weil
sie ein Nullwerden des Coéfficienten im ersten Gliede des Substitutionsresultates unmsglich

W
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machen. Jenen Werthen von &, hingegen, welche zwel oder mehrere gleiche und kleinste
(rradzahlen a + r&, anfweisen, entsprechen eben so viele (ilieder des Gdeichungspolynomes,
welche einen mit dieser niedrigsten Potenz von ¢ beginnenden Ausdryck und daher auch zu
dem ersten Gliede des Substitutionsresultates einen Bestandtheil licfern. Alle diese Bestand-
theile besitzen die Form (58) und reduciren sich bei der Summirung der Ausdriicke auf
ein Glied, welches « in der niedrigsten Potenz und einen Coéfficienten in Gestalt einer Summe
von Gliedern 777" besitzt und i folgender Form erscheint:

X [][ B . am.

7, bezeichnet hier diesen kleinsten Werth, der zweten oder gichreren Gradzahlen a - r &, eigen
ist, und das Summenzeichen ¥ bezieht sich auf gewisse £&ombinationen, der Werthe 77, 1, a.
welche jenen kleinsten Gradzahlen y, =a + x&, zugehoren. Ilicmit sind also alle zur Bestim-
mung von & und /%, dienendeu Bedingungen bekannt ;¢ ist nimlich so zu wihlen, dass
zwel oder mehrere Gradzahlen a +1r& gleich und am kleinsten ausfallen. Ist &
bekannt und sind hiemit auch jene Glieder [fa’2* des Gleichungspolynoms /7 bezeichnet,
welchen diese kleinsten Werthe von a - ré&, entsprechen; so ldsst sich aus ithrer Summe
X[Ha "] die andere X[HF] durch ¢ =1, =/ Setzen ableiten, und X[H "] =0 ist die
Bestimmungsgleichang fiir 4,

Wir sehen hieraus, dass das gegenwirtige Problem eine grosse Ubereinstimmung mit dem
friiher behandelten ausweise. Ilier kommt®es gleichfalls auf die Ableitung und Vergleichung
der linearen FFunctionen a -+ ré; an, dergelben, die fiir die absteigende Entwickelung von z in
Betrachtung kamen. Tst &, bestimmt, sg ist die Bestimmungsgleichung fiir %, nimlich:

S[HI] =0

von einer @éhmlichen Gestalt, wie die bei der absteigenden Entwickelung aufgestellte. Der cinzige
Unterschied besteht darin, dasse€, so zu wihlen ist, dass zwei oder mehrere dieser lincaren
[functionen jetzt gleich und agi kleinsten ausfallen, wihrend frilher jene & in Betrachtung
kamen, die zweien oder meliferen Functionen gleiche und griésste Werthe ertheilen. Man hat
also auch hier die einem ginzelnen Gliede ITa*z* des (Mleichungspolynomes I” entsprechende
lineare Funetion a4 r&gzu bilden, und dieselben einer cigenen Untersuchung zu unterwerfen.
Der Gang dieser Unterguchung wird sich, obwohl von dem fiir die absteigende Entwickelung
gelehrten verschiedew, ohne bedeutende Schwierigkeit angeben lassen.

Wenden wir ufis zuerst zu der geometrischen Construction, so ergibt sich den cinzelnen
lincaren Functionen a -I- r& entsprechend das bekannte System von geraden Linien. Dieses
System ist gengu das frithere, nur handelt es sich jetzt um andere Durehschnittspunkte als
damals. Gleichwie frither fiir dieses System ein unendliches Polynom aufgefunden wurde,
welches in sich alle oberhalb der Linien des Systems liegenden Punkte vereinigt, eben so
besteht hief ein solclies unendliehe Polygon, welches unterhalb aller verzeichneten Greraden
liegt, ung in sich alle jene Punkte einschliesst, deren Ordinaten 3 kleiner sind als simmtliche
correspondirende 7 der Geraden. Dieses nach unten gelegene Polygon ist nur nach oben zn
begrenzt, nach allen anderen Richtungen unbegrenzt. Die Begrenzung desselben bilden gewisse

Stiicke der geraden Linien im Systeme, und diese setzen sich zu ciner gebrochenen Linie
zusammen. Die Bekpunkte dieses Polygons oder dieser gebrochenen Linie sind es, welche
die Werthe von &, liefern und umn deren Bestimmung es sieh eigentlieh handelt. Dieses Polygon
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besitzt gleichfalls nur auswirts springende Ecken, und die gebrochene Begrenzungslinie des-
selben ist daher in demselben Sinne nach aufwiirts zu convex, wie die bei der absteigénden
Entwickelung von z betrachtete concav war. Die einzelnen Stiicke dieser gebrochengn Linie
s =}
folgen daher in der Richtung von & =— 4 oo nach & =— — oo in aufsteigender Rethenfolge
g S 0 ! 0 o 5
nach der Grisse von x, also auch nach der Grisse des mit der positiven Halbaxe des &, einge-
schlossenen Winkels geordnet, so zwar, dass das am meisten rechts gelegene Anfangsstiick
derjenigen Geraden angehort, welche mit der Abscissenaxe den kleinsten Winkel einschliesst
. ) =) 7 ?
dem also die mit dem kleinsten r versehene linearc Funetion a + r &, entspricht. Auf dieses
Anfangsstiick folgen die iibrigen Stiicke in derjenigen Weise geordnet, wighes der Werth von
r vorschreibt, der in den entsprechenden linearen I'unctionen a + ré&, ersclieint. Das nach links
zu befindliche Endstiick ist der mit dem grossten r versehenen lineagen Function a 4 xé,
oo O T . . . . . 0o .
angehérig. Von dieser Anordnungsweise kann man sich in dem schoy” einmal beniitzten Bei-
spiele:

(59) e+ 1)x*+ B+ (*— 1) — (@ —2a)x + a¥—a=0

dessen System von Linien in Fig. 1 dargestellt ist, iiberzeugen.sDer von diesem Systeme von
Linien begrenzte, unterhalb gelegene Theil der Ebene besitztalie gebrochene Linie 2D Cb als
Begrenzungslinie. 7D ist das am meisten nach rechts gelegene Stiick desselben. an dieses reilt
sich das Stiick D C) und hieran wieder das Stiieck O : die ilinen entsprechenden r besitzen die
Werthe: 0, 2, 4 und erweisen sich daher, wie friiher bemerkt wurde, aufsteigend nach ihrer
Grogse geordnet. Mier sind die Eckpunkte C und D ven Belang, sie liefern die zwei Werthe
&,=0 und &=-, woraus wir schliessen, dass die Geniige leistenden Werthe ., nach aufsteigen-
den Potenzen von ¢ entwickelt, mit einem Gliede beginnen, welches entweder die Form £, oder
die andere %, a: besitzt. I'tir jeden dieser Werthes von &, besteht eine eigene Bestimmungs-
gleichung, welehe die zugelhorigen Werthe des sCoéfficienten 4, liefert. Diese leitet sieh fiir
& =0 ab aus denjenigen Gliedern des Glelichungspolynomes, welche durch die im Punkte ¢
sich schneidenden Linien bezeichnet werden. Sie sind:

[
99
ic

und liefern die Glerchung:
(60) R e

Diese Gleichung liefert zuerst & = 0 entsprechend dem darin evscheinenden Factor 2° und
dann noch die Wurzeln der quadratiseben Gleichung:
P4+ h—1=0
die die Werthe:
1 .
/l(,:‘_)( »14‘;))
liefert. Wir gelangen so Zu dem Resultate. dass zwei Auflosungen @ aufstergend nach a ent-
wickelt die Anfangsglieder:

Y—1 4+ ¥5)

Ty

(]

Ly = : & 0l "))

2

besitzen, wilirend noeh zwei andere bestehen, die mit einer hiheren Potenz von o als o

beginnen. Diese zwei anderen Auflésungen sind durch den in der Bestimmungsgleichung (60)
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erscheinenden Faetor /4* angedeutet, demn zwel gleiche Nullwurzeln entsprechen. Lhre Anfangs-
glieder sind mit af versehen. Nehmen wir das ihnen entsprechende &, == vor, so finden wir
dureh den zugehorigen Punkt D i der Zeichnung nur die Glieder:

bezeichnet, und erhalten hieraus die Bestimmungsgleiehung :

—— A= =0

welche zwei Werthe fiir 4 liefert, nimlich :

g =V —1 | hy=—§ —1
und so sind auch die Anfangsglicder dieser zwei Auflfsungen, nimlich :
to=V-—a , xf= V—u

ermittelt. Wir ersehien hieraus, dass die Gleichung (59) vier Auflisungen besitzt, welchen, nach

aufsteigenden Potenzen von a entwickelt, die Anfangsglieder:

x():;('—l' —r—V:ij ) xo_—_-;—(—l-——V'E)—) ’ 'ro_——‘,__da xo_"/'—_";

zukommen.

Wirhaben bei derabsteigenden Ingwvickelung von uns von der geometrischen Construction
befreit, und an ihre Stelle eine einfache analytische Regel treten lassen. Iin Gleiches wird auch
hier moglich und zweckdienlich sewt. Dort haben wir nimlich die Gleichung nach Potenzen
von z absteigend geordnet und «dic mit denselben Potenzen verkniipften Glieder zusam-
mengefasst, ' als Factor gespndert und die damit multiplicirten //a* in ein Polynom
zusammengefasst, in Klammern eingeschlossen und absteigend nach @ geordnet, so dass das
(ileichungspolynom I’ die Ggstalt erlangte, wie sie in diesem Beispiele (59) ersiehtlich ist. Auf
gleiche Weise kann man aueh hier vorgehen, nur mit dem Unterschiede, dass es dann zweck-
dienlich erscheint, die mit‘den Potenzen von x multiplicirten Polynome, bestehend aus einer
Summe von Gliedern [£¢, aufsteigend zu ordnen, also der Gleichung die Gestalt:

(61) (lFaa*+ 224+ (—1+)*+ (2¢—a)x—a 4 a*=0

zu ertheilen. Nundeitet man, wie dort, eme Reilie von Untersuchungen ein, die mit dem ersten

Gliede x* begingen, und dann, durch den Gang der Untersuchungen von selbst geleitet, zu den

spiteren Gliedern iiberspringen. Man bilde daher die Quotienten: ¢ ° 1 !
1 2 3 4

Die Zdhler dieser Briiche smd aus den Exponenten: 0 0 0 1 1, welche der niedrigsten
Potenz vofi @ in den verschiedenen mit « multiplieirten Ausdriicken angehsren, durch Sub-
traction des ersten von allen folgenden abgeleitet, die Nenner aber stellen diec im entgegen-
gesetztén Sinne genommenen Differenzen der Exponenten von x, némlich von: 4 3 21 0
vor. Diese Quotienten geben die & der Durehschnittspunkte, welche die Linien 7,=—=0 4- 4 &
mit den tbrigen: 3, =0+ 3§ %, =0 +2¢&, »,=14¢&, » =1 bildet. Von allen diesen
Werthen ist der kleinste zu bestimmen (hier §=0) und als brauehbar zu notiren. Zugleich
sind die drei Glieder, niimlich: z* als das untersuchte, dann die zwei dem Quotienten Null
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cntsprechenden: «* und — z* behufs der Bildung der Bestimmungsgleichung fiir den Co#ffi-
cienten A%, zu bezeichnen. Nun ist — a* das zuniichst zu untersuchende Glied, ihm entspfechen
die Quotienten: % %, dic auf gleiche Weise aus —2* und den folgenden Glidern: Zax und

-a gebildet werden. Von ihnen ist -+ der kleinste und daher der zweite brauchbare Werth
&,; ihm entsprechen die zwei Glieder —2* und — ¢ fiir die Bestimmungsgleichung fiir 4,
Der Sinn dieser analytischen Regel findet sich in dem Systeme von verzeichngten Geraden
in einer populiren Weise beleuchtet, denn gerade so miisste man verfahren, umddie gebrochene
Linie 6CDi abzuscheiden, indem man zuerst die Durchschnittspunkte der b it allen iibrigen
Linien bestimmt, und unter ihnen den am mecisten links gelegenen € cxwihlt, auf der so
ermittelten Geraden ¢ in gleicher Weise den am weitesten nach links gelegenen Durchschnitts-
punkt D aufsucht und so zur ¢ gelangt, von der man schon im Voraus itberzeugt ist, dass sie
das rechte Endstiick der gebrochenen Linie sei.

Auch diese Untersuchung gehort dem Gebicte der Ungleighungen an, namentlich
ist das nach unten gelegene Polygon, um dessen Bestimmung?es sich hier handelt, die
geometrische Darstellung der Auflosungen eines Systems voned Ungleichungen, welche die
(xestalt:

% < a - ré,

besitzen, also eines Systems von Ungleichungen. welche geradezn die entgegengesetzten Bedin-
gungen aussprechen als jene, die bei der absteigenden Entwickelung in Betracht kommen. Die
gebrochene Linie, welche die Begrenzung dieses Polygons bildet, enthiilt alle jene Punkte,
deren € und 7 diesen Ungleichungen geniigen, bis auf ecine einzige, dic sie zwar nicht, aber
dafiir die entsprechende Gleichung 7 = a + r € erfiillen, und stellt somit dic Grenzwerthe der
ersten Ordnung vor. Die Eckpunkte des Polygons aber erfiillen zwei Gleichungen von der
Form y=a + r& und alle iibrigen Ungleichungen, und stellen dic Grenzwerthe der zweiten
Ordnung vor. Auf solche Weise also fillt dig Bestimmung der Werthe von &, zusammen mit
der Aufsuchung der Grenzwerthe derszweiten Ordnung zu einem Systeme von
Ungleichungen mit zwei Unbekannten, welche aus den einzelnen Gliedern /7 atz* des
(Heichungspolynoms abgeleitet werdeng und die Form: »,<Za -+ r&, besitzen. Wir glauben
uns weitere Lrliuterangen dieses Verfahrens ersparen zu konnen, weil die grisste Uberein-
stimmung mit dem frither und weitldufiger behandelten Probleme besteht und lassen jetzt die
allgemeine Regel zur Bestimmung der Anfangsglicder der aufsteigenden Entwickelung folgen ;
wollen aber an einem Beispiclesihre Anwendung zeigen, um dasjenige in’s klare Licht zu
setzen, was Dbei der hier bedbachteten Kiirze vielleicht manchen Leser noch zweifelhaft
erscheinen diirfte.

ur

18.

Die allgemeine Regel zur Bestimmung der Anfangsglieder fiir die aufsteigende Iintwicke-
lung der Wurzclu ist folgende: Man ordne das Gleichungspolynom in erster Tnstanz abstei-
gend nach Potenzen von z, d. h. man bringe dassclbe auf die Form :

A xm - Ay Ao . LA =10
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wo die Exponenten in der Relation: r, >r,> 1> ... . > 1, zu einander stehen, die Polynome
Ay, 4y, A, ... A, aber nach Potenzen von @ aufsteigend. Nun bille man, ecinem jeden
Bestandtheile: A 2%, A,a%, Azx®, . ... 4,2 des Gleichungspolynomeg'entsprechend, aus dem
Exponenten a, im Anfangsgliede von 4 und dem Exponenten r vow « durch ein hier von
selbst ersichtliches Verfahren eine lineare Ungleichung:

77<C(1 —}"rlé ) 77<al"’}—):2€ b 77<a3—-i_):3€7"" 77<am+rmf

und suche dic Grenzwerthe zweiter Ordnung, welche diesem Systeme von linearen Ungleichun-
gen mit den zwei Uubekannten & und 7 entsprechen, d. h&jene zusammengehorigen Werthe
von & und %, welche diese Ungleichungen streng genonimen nicht mehr erfiillen, indem
sie zwei oder mehrere derselben in identische Gleichungen, alle iibrigen aber in iden-
tische Ungleichungen verwandeln. Diese seien folgende:

50/ , 50// 5 50/// N ¢ E()/r\
770, s Bo. 3 TS - by

Gleichzeitig bezeichnet man fiir cinen jeden solchen Grenzwerth der zweiten Ordnung
jene Ungleichungen, die in Gleichungen tibergehen, oder vielmehr die ihnen correspondirenden
Glieder des Gleichungspolynoms, und erhilt dermassen, einem jeden cinzelnen Grenzwerthe
der zweiten Ordnung entsprechend, eine Summe von Gliedern, die wir hier mit:

Ho'x) , Z[Ha¥] |, S[Ha*2]" ,.... Z[Ha 2]"
symbolisch bezeichnen wollen. Nun Substituirt man in eine jede dieser Gliedersummen =1

und z =1, setzt sie alsdann der Nulle gleich, und erhilt so fiir jeden Grenzwerth eine (ileichung

mit der Unbekannten /4 :
Rl = Une RS0, SRR =), [ 4L 10 = 0,

Diesc Gleichungen, def Reihe nach einzeln vorgenommen und aufgeldst, liefern jede eine
gewisse Anzahl von Werthen fiir 4, diec zu demjenigen Werthe von & passen, welcher in dem
correspondirenden Grexzwerthe zweiter Ordnung erscheint. Combinirt man nun jeden der
Werthe € mit den ihmsentsprechenden Werthen von 4, so erhiilt man eine gewisse Anzahl von

Systemen znsammengchoriger Werthe & und 4,:

E/ é// =il £ (s
o 3 S0 9 So 3%

70 " 7 (s
gl , A L, e N €

und diese Lisfern unmittelbar die Anfangsglieder der Wurzeln o fiir ihre anfsteigende Ent-
wickelungs
L T T Y L
Thre Anzahl s ist meistentheils grosser, als jene » der Grenzwerthe zweiter Ordnung und

bei ganzen und rationalen Gleichungen in der Regel gleich der Gradzahl derselben.
Ils ist jetzt noch iibrig, anzugeben, in weleher Weise die Auflésung des Systems von

Ungleichungen:
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cinzuleiten sei.

Man konnte hier in den Ungleichungen die Zeichen beider Theile in die giteegen-
gesetzten und das Ungleichheitszeichen << in >> verwandeln und wiirde so ein dquivalentes
System von Ungleichungen erhalten, dessen Behandlungsweise schon im ersten Abschnitte §. 6
durch eine Regel festgestellt ist; allein ebenso leicht ist es, die Regel demgvorliegenden
Systeme von Ungleichungen unmittelbar anzupassen. Man hat ndmlich abermals emn combina-
torisches Verfahren einzuleiten, das mit der ersten der so geordneten Ungleithungen beginnt.
und zu den ndchstfolgenden fortschreitet. Man subtrahirt zuvorderst dig lineare Funetion
a, + 1, & der ersten Ungleichung der Reihe nach von allen iibrigen: a, 41, , a; +1,6,....
a, + 1, &, setzt jede der hervorgehenden Differenzen:

tl_,——(’(l-:—(l‘g'——lll)f ) Ag~— @y - (IS_ rl)é ’ aQy—a —}—(‘ri rl)éi' “‘(Z/m_'a]_i'—(rm— 1’1)5

fiir sich eleich Null, 16st jede soleche Gleichung nach & autf, wnd sucht nun unter allen so
> ? o tel b
gewonnenen Auflgsungen:

a, — a, ag— a4 a

= ) — ) - Ae ae e e e

Lo il I3 — 14 Ly — 5 Ty~ Xy

die kleinste Zahl (mit Riicksicht auf das Zeichen); diese ist der kleinste zulissige Werth
vou &, Wir wollen ilin mit &, bezeichnen. Gleichzeitigenotirt man nebst der ersten Ungleichung
alle jene folgenden, welche diesen kleinsten Werth &, geliefert haben, und fiir £€=&,
y=a + & &, in identische Gleichungen iibergchen. Die letzte derselben, die wir mit
y < a, + r. & bezeichnen wollen, bildet nun den Ausgangspunkt ciner zweiten, der eben
auseinandergesetzten vollkommen dhnlichen Ulitersuchung und wird mit allen ihr folgenden
Ungleichungen combinirt den zweiten braughbaren Werth von &, nimlich &', ]ieferﬁ, und
zugleich jene Ungleichungen bezeichnen, sdie fir & = &', 5 = a, + 1, & sich in identische
Gleichungen verwandeln. Dic letzte der so bezeichneten Ungleichungen ist der Ausgangspunkt
der dritten Untersuchung, welche £
gen Theil nehmen. Solchergestalt schreitet die Untersuchung entweder stitig oder sprungweise
von der ersten Gleichung zu den naghfolgenden iiber. Die Anzahl der in Betracht kommenden
Ungleichungen nimmt mit jedemsSchritte ab. Ist man endlich dahin gelangt, dass die letzte
Ungleichung < a,, + ts ¢ alsgeine solche bezeichnet ist, welche sich in eine identische
Gleichung verwandelt, so schliesst sich die Untersuchung von selbst, indem alle Gleichungen

o liefert, an der aber nur die ihr nachfolgenden Ungleichun-

erschopft sind.

Beziiglich der zweckmissigsten Art, diese Rechnung zu Papier zu bringen, gelten die-
selben Vorschriften, wic fiir die absteigende Intwickelung. Sie finden sich in §. 6 ausein-
andergesetzt. Iier tritt,avie sich aus dem Vorhergehenden von selbst ergibt, nur der einzige
Unterschied auf, dasssvon jeder Quotientenreihe die kleinsten statt der grossten Zahlen zu
nehmen sind.

Hier folgt ein Beispiel zur Erlduterung der gegebenen Regel:

(@' + @)+ Ba+ 3+ )t +2ax 4+ (3 4+ 4a)=0

Denkschriften der mathem.-naturw. C1. XII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. 4
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erste Quotientenreihe: -——, ——, — unter ihnen ist — — = -—3 der_kleinste, und liefert:
| E .. _ 3.
S0 uls
. - . . ] { . . 1 & . 1
zweite Quotientenrethe: — . unter diesen ist — - der klgmste, und liefert: §=—+
Dem Werthe: & == -3 entsprechen die Glieder: wrad 1+ 3axt
und die Bestimmungsgleichung I 30 =0:
diese licfert: ly=—=-—8
3 3
und das Anfangsglied: X, == —
2 -
g 1 0 3 . ! .
dem Werthe: &= — = entsprechen die Glieder: Saxt 43
und die Bestimmungsgleichang: P e
LY
(iese liefert: =¥ 1

. pp— . G
und das Anfangsgliedéin vier verschiedenen Formen: o, =V— —.

a

II. Bestimmung der Folgeglieder.

/e

ol

Wenn schon die Bestimmung der Anfangsglieder von z fiir die aufsteigende Entwickelungs-
form einc grosse Ahnlichkeit besitzt mit dem bei der absteigenden Iintwickelung zum
gleichen Ziecke ecinzuleitenden Verfahren; so geht diese Alinlichkeit bei der Bestimmung der
Folgeglicder in eine vollkémmene Ubereinstimmung tiber. Man hat genau dieselben Scliritte,
wic bei der absteigendenslintwickelungsform zu machen; und ist man gar bei der vollstindigen
Tsolirung der Wurzel gngelangt, so besteht der ecinzige Unterschied nuv noch darin, dass dic
vorliegenden Substititionsresultate, welche bei Entwickelung der Folgeglieder in die Rechnung
cingehen, aufsteigend geordnet sind; im Rechnungsverfahren selbst herrscht nicht der
geringste Unterschied.

Beginnen gvir mit dem gewdhnlichsten IFalle, demjenigen nimlich, wo das gewonnene
Anfangsglied &, = /A, ¢® nur ciner einzigen Wurzel zukommt, d. h. setzen wir vorans, dass

2 [I[]Lor] = O

und X [f 11 hy~"] von Null verschieden, also 4, cine cinfache Wurzel der Bestimmungsgleichung

Y[IL#] = 0 gewesen sci, und versuchen wir jetzt, das Folgeglied /4, a® dermassen zu bestim-
men, dass bei der Substitution von z = h,a® + A, a* die Reduction auf Null im Substitutions-
resultate P auch bei der nichstfolgenden Potenz von @ erfolge, so zwar, dass nicht nur die
Glieder mit der niedrigsten, sondern auch jene mit der nichst hsheren Potenz sich tilgen.
Man hat:
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Iier besitzen die aufgeschriebenen beiden Glieder wegen des Stattfindens der Relation
&, <~ & die beiden niedrigsten Potenzen von a, alle iibrigen, hier nicht aufgefiihgten aber
simmtlich hthere Potenzen. Jedes einzelne Glied H o ¥ des Gleichungspolynomes 12 liefert
demnach einen aufsteigend geordneten Ausdruck, der, in seinen beiden ersten Gliedern ent-

wickelt, die Form besitzt:
(62) Watw =3 oo L Sy e S=at e se .

und durch Summirung aller dieser verschiedenen Ausdriicke, ausgedelmt auf alle (ilieder
des Gleichungspolynomes, gelangt man zum Substitutionsresultate %B,.Das erste, mit der
niedrigsten Potenz von a versehene Glied des geordneten Substitutionsresultates ist einer

fritheren Untersuchung und Bezeichnungsweise zufolge:
(63) E[JIZZOI ((,H'ré"] =)

Wir gehen nun daran, das niichst niedrigere, zweite Gliedzu bilden. Vor allem ist ein-

leuchtend, dass, dem zweiten aufgefithrten Gliede

(64) ¥ H by by ot THe5ts
entsprechend, sich beim Summiren eine Gruppe
(65) S[x Hhi=" by at+gmiotd]

ergeben wird, correspondirend allen jenen Gliedery des Gleichungspolynomes, welche bei der
Bestimmung des Exponenten &, notirt wurden und®auf welche sich das Summenzeichen Y, einer
schon 6fter gebrauchten Bezeichnungsweise zufolge, erstreckt. Man bemerkt mit leichter Miihe,
dass der Factor £, a=%T% allen diesen Gliedefn gemeinschaftlich anhingt, und dass sie noch
iiberdies alle mit derselben Potenz von @ vegsehen sind, weil a 4 r & in allen Gliedern, auf
die sich die Summirung erstreckt, einerlei und kleinsten Zahlwerth 7, hat. Iis gelit daraus
hervor, dass sich alle Glieder dieser Gruppe durch Reduction auf ein einziges zusammen-

ziehen lassen, von der Form:
(66) _ BN AL
wo §, und ', die Bedentungen haben:
(67) Oy =[x by ]
(68) A =7,— &

unter 7, den kleinsten Werth von a + 1§, verstanden. Diese Gruppe (65) liefert also ein von
Null verschiedenes Glied; so lange %, eine einfache Wurzel der Bestimmungsgleichung (63) ist.
Ausser den hier betrachteten Gliedern, welche durch die Summirung Y erhalten wurden, wiren
noch jene iibrigen zusammenzufassen, welche denjenigen Gliedern des Gleichungspolynomes
entsprechen, die ausser dem Bereiche desSummenzcichens ¥ liegen, d. h. die grissere, 7, iiber-
steigende Werthe von a + 1 & liefern, und die wir, um uns kiirzer ausdriicken zu kénnen.
unter dem Summenzeichen & vereinigt denken wollen. Es ist aber klar vor Augen. dass alle

7
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solchen Glieder durchaus hihere Potenzen von @ aufweisen werden im Vergleiche zu dem
Gliede (66), weil offenbar a + 1 & — &, + & die Grisse ¥, + & = #, - &, + & bei allen
iibersteigt. Eben so ist auch klar, dass die iibrigen, hier nicht aufgefiithiten Bestandglieder des
Ausdruckes (62) nur Glieder mit hsheren Potenzen von @ zu licfesn im Stande seien. Wir
haben uns daher nur noch zum ersten Gliede des Ausdruckes (62), d. h. zu dem JLAy o+
zu wenden, und nachdem schon die Summirung 2 daran vorgengmmen wurde, noch auf jene
tibrigen Glicder des Gleichungspolynomes P iiberzugehen, di¢ ausser dem Bereiche dieser
Summe 2, hingegen im Bereiche der Summirung & liegens; und unter ihnen das mit der
niedrigsten Potenz von « verschene, oder falls mehrere golche sich ergeben sollten, ihre
Summe zu bestimmen. §, a™ sei dieses verlangte Glied; s@'ist nunmehr kein Zweifel, dass das
mit der nicdrigsten Potenz von ¢ verschene Glied des Substitutionsresultates nur aus den zwet
rliedern:

Hoa™ und H, hgte+é
entstchen kinne und zwar je nach der Wahl des Zahlwerthes von & aus cinem oder aus beiden.

Hier licgen nun die Bedingungen fiir & und /4 klar vor Augen, um auch diese Potenz von o
verschwinden zu lassen. Man erreicht dies nimlich durch Trfiillen der Gleichung:

(69) £, "L $ by a5 =0
also durch :
(70) 51 =3 SHO “ 'Qrol 3 ]L1 = .g‘j)/

Ho ™ und &', ¢ sind diesersten Glieder der aufsteigend geordneten Substitutionsresul-

tate, die fiir ==, aus I’ und Zi’ hervorgehen.

Man sielt hicraus, dass flas einzuleitende Rechnungsverfahren vollkommen iibereinstimmt
mit jenem, welehes bei deny absteigenden Entwickelungsgange angegeben wurde. Der einzige
Unterschied besteht daring dass die Substitutionsresultate aufsteigend geordnet werden.

Wie man das crste’Folgeglied %, ¢ gefunden hat, eben so findet man die iibrigen.

Hat man nimlickschon eine Summe von Entwickelungsglicdern:

%, ==l F 0 g A5 SR A b, a®

erhalten, so kanh man noch cines hinzufiigen: #,., ¢¥*', mit noch unbestimmt gelassenen /4,
und &,,,, nunganstatt @ den Ausdruck z, + %, ¢ in das Gleichungspolynom substituiren,
das Substitufionsresultat ordnen und hieranf die Bedingungen fiir £, ., und &, ableiten, damit
eine weitere Reduction auf Null erfolge. Bei dieser Substitution verwandelt sich das Gleichungs-

polynomsP in einen &, , " und ¢ enthaltenden Ausdruck von der Form:

(719 P=8[Ha'x ]+ h o5 SxHa e "]+ .. ....

. . = 73
Hier bedeuten S[/ o x*] und S[x Haz>7"] die fir z =z, aus P und(Tv hervorge-

- (2%
henden Substitutionsresultate und sind. daher @ enthaltende Ausdriicke, die aufsteigend nach
Potenzen dieser Grisse geordnet sind. In S [/ a® 2,*] findet ecine Reduction auf Null in einer
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Reihe der niedrigsten Potenzen Statt und das erste von Null verschiedene Glied desselben,
welches wir mit 9, ¢ bezeichnen wollen, wird daher durch wirkliche Substitution eghittelt
werden miissen. Im zweiten Bestandtheile erscheint §[p £] ¢ '] als Factor von f5,, ¥+,
Das mit der niedrigsten Potenz von e versehene Glied derselben ist offenbar

Z[I ]I]Z,Ox_lj v o — “:30/ ([9("',

Die tibrigen mit héheren Potenzen von %, , ¢ %' verschenen Bestandtheile, die in (71)
nicht ausdriicklich aufgefiihrt sind, kimnen hier aus jeder weiteren Beriicksichtigung gelassen
werden, so lange, wie hier vorausgesetzt wurde, X'[x /I £ "] cinen von.Null verschiedenen
Werth besitzt, weil sie simmtlich nur Glieder mit hsheren Potenzen von abeherbergen. Es gehit
daraus hervor, dass fiir jede Wahl von %, und &,,,, so lange nur & &> &, erfiillt bleibt, das
erste, mit der niedrigsten Potenz von @ versehene Glied des Substitufionsresultates /> nur aus
den beiden Gliedern:

&, a¥rund H k., ¥’ +Er+1

hervorgehen konne. Hier sind gleichfalls die fiir ,,, und &g, zu Recht bestehenden Bedin-
gungen unmittelbar ersichtlich: Man hat nimlich die Gleichung:

(72) H,a¥r + ) ) alo' +&+1 S ()
zu erfiillen, d. h.
-
=
zu wihlen. Iis findet sich die frither gemachte Behauptung bestitigt, dass das hier geltende
Verfahren in nichts von jenem verschieden sei, sdas bei der absteigenden Reihenentwickelung

in analogen Fillen zur Bestimmung der Folgeglieder diente, als eben nur in der verkehrten
Ordnungsweise der Substitutionsresultate.

( 3) é:‘—*—l == 9[7‘ Sl ‘2‘[01 und ]l"+1 —

g 20.

Wenden wir nun noch unsere Adifmerksamkeit jenen anderen, seltener zutreffenden Fillen
zu, wo die gewonnenen Anfangsglieder der LIntwickelung als wiederholte Wurzeln hsherer
Gleichungen erscheinen, und iiberzeugen wir uns auch in diesen Ausnahmsfillen von der
vollkommenen Ubereinstimmuig des Reehnungsverfahrens bei der auf- und absteigenden Ent-
wickelung. Setzen wir also veraus, die Bestimmung der Anfangsglieder von 2 hitte zu einem
bestimmten solchen 2, = hyu® gefithrt, und der Coéfficient %, in demselben sei eine m-mal
wiederholte Wurzel der Bestimmungsgleichung :

(74) 2[][7;0*] =0,
Es bestehen dann die identischen Gleichungen:

A[H fiec =10

e V= =i

x(r—1) Hbhy =0

(75)
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2r@x—1) ... 0—m+2) Hh =] =0;

hingegen 1st

r(—1) ... @—m41) Hhi™

von Null verschieden.
Substituiren wir anstatt 2 in das Gleichungspolynom I’ == S I/ «* 2*] den Ausdruck:

(76) x =24« = hya® + hja® . &

wobei /, und &, e¢ben jene specicllen Werthe besitzen, die bei der Bestimmung des Anfangs-
glicdes dafiir aufgefunden worden, 2’ aber cine aufsteigend geordnete Reihe bedeutet, begin-
nend mit dem Gliede £, ¢, in welcliem £, und & noch unbestimnt gelassen sind; so erhilt man:

(’7 7) N xor + T xor- =1 Z" + (;) xoxv -2 Cc,“- + - _{__ (m r_l) xox—m—i—l Cl/'lm_l-i— (fn) CL.Or-—m i + .....

weil zufolge der Relation & <& nur bei dieser Entwickelungsweise ein aufsteigend geordneter

Ausdruck gewonnen wird. Man findet ferner:
(18) P=S[Ha'x*|=8S[Ha x|+ S[x g x| &'+ ; Sx(x—1)Ia :v(,”."“’]a"? 4.
iy SO (g3 Ht e 4

-+ ”'1”m Slr(x—18..c—m+ 1) Hat x| a4 . . ..

und hat jetzt bei unbestimmt gelasserien ; und &, die Reductionen so weit wie mdglich durch-
zufiihren und die mit den niedrigstén Potenzen von @ versehenen Glieder zu bestimmen. Vor-
erst lassen sich die Summen S inszwei Theile zerlegen: Y und &, wo in Y die mit dem kleinsten
Werthe von a + 1 &, versehenen Gilieder, in & aber alle iibrigen zusammengefasst erscheinen :
ferner ist das erste Glied %, % von 2 jedenfalls mit der niedrigsten Potenz von @ versehen, so
zwar, dass man, 2 durch /5 a® ersetzend, wohl eine grosse Anzahl von Gliedern wird weg-
gelassen haben, aber dur¢haus nur solche, die die niedrigste Potenz von e sicherlich nicht
besitzen. Man erhilt dermassen verfahrend:

P=X[Hh. a7 & ha¥. Sy b Lt =i e 2r@-—1) Hh 2 ot Pe=28] L

2

gt = Y[e(x—1) ... (x—m+2) HhJ " qrtrh—tn=nk| 4

[...(m—1)

4 Ay améy ¥ [l’ (1‘ _1) o —m—{‘l) /1 /"or" -m.aa—{-rfo—mfo—l L oo e

L...m
-+ C [][/zor aa+r50] + /21 at .S [r . ][/zo"' A aa+rfa—EoJ -+ ;— /LIZQ‘ZE: .© [r (1'7 = 1) I/ /Lor——‘.’ ~“’“+r5“—25°J -
Lol e e Jf B atrEy—(m—1)& |
i....(z;)l—l) ®[l (lA <l) S (r '/'n'f'Q)jI/lor +1.(L+E 1)E J +
-+ Dy maméy S [r (r ,_.1) 500 (r— —m -+ 1) Hhj™ ot 50__,”50] KR

In Folge der Gleichungen (74), (75) verschwinden alle mit & bezeichneten Summen unter
den hier anfeefiihrten, mit Ausnahme der letsten, die jedenfalls einen von Null verschiedenen
Werth erlangt, den wir einer fritheren Bezcichnungsweise gemidss mit $," @™ andeuten
wollen, wobel U™ = 5, — m & ist. Die mit & bezeichneten Summen hingegen sind im
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Allgenieinen von Null verschieden und zwar selbst wieder Polynome. in welchen « erscheint.
Die ersten, mit der niedrigsten Potenz von @ versehenen Glieder derselben lassen sich wermit-
telst directer Nubstitution finden ; wir wollen sie fiir die 7 ersten mit:

o A SR P oAyt (m—1) ,,Agm—1)
Poti’ By B, By % a

bezeichnen; die letzte fillt von selbst aus dem Bereiche jeder ferneren Betrachtung, wie allso-
gleich gezeigt werden soll.
Iis ist ndmlich hier:

QIo> /i 9[o/> 770_‘50 ) 52[0“\/ /(S Eo 20 oc 9[0",”_.1\>770_ '(m' K 1) 50

e

weil in den Summen & die mit dem kleinsten Werthe von a + r &, versehenen Glieder nicht
erscheinen. Die letzte der aufgeschriebenen Summen & ist demnach jedénfalls mit einer hsheren
Potenz von « versehen, als die letzte Summe Y. Alle tibrigen hicr nicht aufgefithrten Be-
standglieder fallen, wie eine leichte Uberlegung lehrt, von selbst weg, so lange

Pl (x—1) . ... (x—m + 1) H A" am"h 5= H, @™

einen von Null verschiedenen Werth besitzt.

Wir schiliessen hieraus, dass fiir alle méglichen Wertle von &, wenn sie nur die Relation
& > &, crfiillen, das erste, mit der niedrigsten Potenz vonde versehene Glied des Substitutions-
resultates I’ sich nur aus einem oder aus mehreren der folgenden zusammensetzen koune :

& 1 1
9 R =z 2R AN L0E —1 1 4 —SOWL (o 513
£, ao ]ll ;8 o +51, 5 731 9, ady' +25 5 _‘w,l__‘_l/ /lxm @O(m ) g Nolm—1) 4 (m—1)&, ;

o hoy™ £, @™ +mEy,

% 02

Hier liegen nun die fiir &, und /%, bestehgnden Bedingungen klar vor Augen: & ist nim-
lich dermassen zu wihlen, dass unter diesen Gliedern mindestens zwel oder mehrere die
niedrigste Potenz von « aufweisen, also dst ihm ein Grenzwerth zweiter Ordnung fiir das
System von Ungleichungen:

7 <&,

7l W+ ¢

<A +28
<AW" V4 (m—1)§,
7 < W L&

zu ertheilen. Man kann solcher brauchbaren Werthe fiir & hochstens 7 und muss mindestens
Einen finden. Die Bestimmung der zugehorigen £, erfolgt durch Auflssen der entsprechenden
Gleichungen. Im Ganzen ergeben gich in der Regel auf diesem Wege m verschiedene Folge-
elieder 4, af, deren jedes einer cinzigen und bestimmten Auflssung 2 zukommt; bisweilen
finden sich aber wiederholte Wurzelwerthe %, vor und die Anzahl der von einander verschie-

denen Ifolgeglieder %, ¢* ist dann kleiner als 7.
Das Verfahren, welches zu den Folgegliedern £, ¢® fiihrt, wenn A, cine wiederholte
Wurzel der Bestimmungsgleichung war, 1st daher im Wesentlichen folgendes: Man substi-
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tuirc das gefundenc Anfangsglied Ao anstattzin das Gleichungspolynom und
in seine m ersten derivirten Functionen, ordne diese Substitutionsresultate
aufsteigend nach Potenzen von ¢ und bilde nun aus den ¢grsten von Null ver-
schiedenen Gliecdern derselben, die wir mit:

Hoalo, Hy a¥', H, a%" , .. .. H,T VNl Fot™ oMo

bezeichnet haben, die folgende Gleichung naech « des m-ten Grades:
b o

(79) Hoa¥o+ H; a¥o'x' 4 ~ H" a¥o" F+ .. ... .

+ - ! lj @O(m- -1) (LQ[O(W‘I) 'al./m- i 1

Lo (m-

e

1...m ‘bo(m ((mo(’”) 2" =0
und wende daraut das bekannte Verfahreg an, welches dic Anfangsglieder
von # 1in der aufsteigenden Entwickelusgsform liefert; diescelben sind die
gesuchten Werthe von 2, «®.

Man bemerkt hier allsogleich die vollkommene ﬁbereinstimmung‘ dieses Verfahrens mit
jenem, welches bei der absteigenden Entwickelung von « angegeben wurde.

ool Kl

lis bleibt uns jetzt nur noch ein cinziger Fall zu erdrtern, ndmlich die Bestimmung eines
spitercn Folgeglicdes £,,, ', wenp die Summe aller vorhergehenden Entwickelungsglieder,

namlich:
r,=h§a - h a4 h,a®*+ . ... | h.a*
bekannt ist, nnd dic in denselben erscheinenden Coéfficienten f,, oy, by, ..... h, wiederholte

Wurzeln ithrer Bestimmungsgleichungen darstellen. Is ist dies der allgemeinste Fall von allen
und wir werden auch in diesem dic vollkommenste Ubereinstimmung zwischen dem aunf- und
absteigenden Entwickelungsvorgange nachweisen.

Wir wollen annchmen, dass die Coéfficienten %y, by, Ay, .. ... h, als wiederholte Wurzeln
nicht nur ihren Bestimmungsgleichungen, sondern auch den daraus durch Differentiationen
abgeleiteten Gleichuigen Gientige lcisten, und namentlich der letzte derselben %, eine p-fache

Wurzel darstelle. Wir werden nun anstatt @ den Ausdrueck:
(80) &+ & =hoa® 4 haf 4+ ot L 4 hab b0

in das Gleichiingspolynom [’ substituiren, wobei wir die Werthe von £,.,, und &, noch ganz
unbestimmidassen. Das anf diesem Wege hervorgehende Substitutionsresultat wird daher die
Grossern @und 2 in sich schliessen, und, so lange die in «' crscheinenden Gréssen 2 und &

unbestipmt bleiben, nur jene Reductionen zulassen, die zufolge der zweckmiissigen Wahl von
=l T R G miny. ), . on h, eintreten. Schreitet man nun zur Bestimmung des mit der
nicdrigsten Potenz von @ verschenen Gliedes derselben, so bleibt seine Form so lange unbe-
stimmt, als iiber &, nicht in ciner bestimmten Weise verfiigt wird. '

-

Besehriinkt man diec Werthe von &€, durch die Relation: &, > &, cine Beschrankung
die unerlisslich ist, wenn « cin wohlgeordneter Ausdruck sein soll, so ergibt sich nur eine
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beschriinkte Anzahl von Gliedern, p + 1 an der Zall, dic méglicherweise einzeln oder zu
mehreren, je nach dem specicllen Werthe von &, das erste mit der niedrigsten Potenz ven «
verschene Glied zusammensetzen kinnen.

Dieselben besitzen k., «*+ in verschiedenen Potenzen von der 0" bis p'* und sind
namentlich folgende:

i 1 n? p y/ r—1 , :
$,a% by B e tEn ST g Webabetn L T § ) N 0D+ (S D
i ' 142 L....(p—1
s £, D% +pEris
i sam =2 2
wo die gebrauchten Bezeichnungen die bekannten Bedentungen haben. Zur Bestimmnng von

&,,, wendet man sich nun zum Systeme von Ungleichungen

7,
77< ~ i‘)(7'l + Er-{—]
p<W 4 2&,,

<< WP+ (p—1) €.,
y<<WP 4 pE.

und findet als Grenzwerthe zweiter Ordunung lauter brauchbare Werthe fiir diese Grosse. Fiir
jeden solchen Werth von £, besteht eine entsprechend¢ Gleichung in %, meist hiheren
(irades, deren von Null verschiedene Wurzeln die verlangten Wertlie darstellen.
Dies ist im Wesentlichen der Gang und das Ergebniss der nachfolgenden Untersuchungen.
Substituiren wir in das Gleichungspolynom [ aastatt « den Ansdruck «, + 2/ der in ent-
wickelter Tform in (80) ersichitlich ist, so erhilt man:

(82) P=S[Hax ]+« S[r Ha"x,) " Jo4 i; Srp—1)Hax ]+ ... ..

+ S - @) Hetw T

Setzen wir voraus, dass in den hier cggcheinenden Summen, welehe die fiiv 2 ==, aus den
Polynomen:
AP & P &rp

P.—

dw * de? dx?

hervorgehenden Substitutionsresulfate, also nach Potenzen von ¢ aufsteigend geordnete Polynome
darstellen, die von Null verschigdenen ersten, also mit der niedrigsten Potenz von a versehenen
(tlieder beziiglich mit:

RIS P9 AN b 3
H.a¥,H, o' a" L HPaWD

hezeichnet werden, und bedenkt man noch tiberdies, dass £,,, ¢+ das erste Glied von 2’ ist. so
findet man als erste ung niedrigste Glieder der cinzelnen Bestandtheile in (82):

L

e R | . \
(33 H,a¥r, by O, ¥ i B8, ¥l e, W, 5P a-@tpbpr

..]l

Eine weitere Reduetion im niedrigsten Gliede durch entsprechende Wahl von ¢,,, wird
erfolgen, wenn unter den Exponenten dieser Glieder:

Denksehriften der matiiem.-naturw. Cl. X1I. Bd. Abhandl. v. Niehtmitg). aa
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(84) WML 8 A W TR S e L B pgiSoif § 2o e oL

zwel oder mehrere gleich und am kleinsten ausfallen, oder mit anderen Worten, wenn &, =;
gleich cinem Grenzwerthe der zweiten Ordnung fiir das System vonUngleichungen:

7 <N,
7/ < : QIr/ + 57'-{-1
(85) y <US+28,, .

7 < S“)Ir(p) TP Er-{—l
und noeh iiberdies der Bedingung &, > £, entsprechend gewihlt wird.

Wir kénnen zwar jetzt noch nicht beweisen, dags wenn £, eine p-mal wiederholte Wurzel
sciner Bestimmungsgleichung war, die Gruppe der;p + 1 ersten dieser Ungleichungen wirk-
lich solche iiber &, liegende Grenzwerthe fiir &5 liefern werde, wollen aber indess dies als
wahr annehmen, den Beweis aber spiiter folgenslassen.

Wir nehmen also an, dass das System vofi Ungleichungen p 4 1 an der Zahl:

7 <Jl,
g EU £,
(&) P+ 28,

7 W+ p&y

lauter Grenzwerthe liefere, die iilier &, fallen. Das System (85) ist aufsteigend nach den Coisfti-
sienten von &,,, geordnet. Gehtsman bei der Bestimmung der Grenzwerthe in dieser Reilen-
folge vor, indem man mit derxersten Ungleichung beginnt und auf die spiteren iibergelt, so
erhilt man zuerst den allepgrossten Grenzwerth und hierauf die ndchst niedrigeren. Es ist
Iieraus ersichtlich, dass, wenn es iiberhaupt solche iiber &, liegende Grenzwerthe gibt, sie nur
aus einer Gruppe der ersten Ungleichungen hervorgehen konnen. Ob aber solche iiber &,
liegende Grenzwerthe Bestehen, d. h. ob zu den Gliedersummen «, wirklich jedesmal ein Folge-
glied %, ¢ gefunden werden konne und dass namentlich dic Gruppe (86) der ersten
Ungleichungen p 41 an der Zahl nur lauter solche liefere, muss vor der Hand noch als
zweifelhaft angengmmen werden; den Beweis, dass dies wirklich stattfinde, wevden wir, wie
bereits erwihntZspiter folgen lassen.

Denken wir uns nun unter &, einen bestimmten jener iiber £, liegenden Grenzwerthe der
zweiten Ordnaung fiir das System (85) oder (86), ferner unter

(87) = Sz{r(q) i _(]Er-{-l == S Lo B = QI,.(TH) - ((l—*—s) 'E,.+1

dicjenigen (Hleichungen, in welehe sich die entsprechenden Ungleichungen verwandeln, wobei
also der Natur der Sache nach ¢ + s < p ausfillt, so ist hiemit eine Reihe von Gliedern der in
(83) aufgefithrten bezeichnet:

IR o () ) 4 (g4 8)
1....(¢g+s) 7

welehe alle dieselbe und niedrigste Potenz a7-+1 enthalten und bei der Swmmirung sich in ein

D417
(88) - ...[“g’rm @ D+gbnps, ...,

emziges zusammenzichen lassen:
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Dy 17+

) 111 X
(bg) [-+1q ‘gr(q)_'l" N +T— _@r(’l'f' ]C(f’/""*‘].

AT (g Ts)

Eine Reduction desselben auf Null lisst sich demnach durch eine zweckmiissige Wahl des
bisher noch unbestimmt gelassenen Coéfficienten 4, , herbeifithren, gebunden an dag”Erfiillt-
sein der Bedingungsgleichung :

412 N hpg17+8

L R ) =0,

loood 1....(g+5s)

(90)

Diese Gleichung ist ganz und rational und lisst demmach ausser den Nullwerthen nocli
mindestens einen einzigen, in der Regel aber s verschiedene Werthe von &, zu.

Zu einem jeden Grenzwerthe £,,, ergibt sich cine entsprechendesGleichung, die nach
Wegschaffen der Nullwurzeln von einem gewissen Grade s ist, entsprecliend dem Unterschiede
(7 + s) — q der Coéfficienten von &, ., in den zugehorigen beiden Hussersten linearen Fune-
tionen. Die Summe aller verschiedencn s, welche den einzelnen Gregnzwerthen angehoren, ist
demmnach, wie leieht ersichtlich, gleich p.

Die Gesammtzahl der auf solche Weise hiervorgehenden Folgeglieder %, ,a¥*" ist folglich
in der Regel p, und eine Vermindernng ihrer Anzahl kann npr durch das Auftreten gleicher
Wurzeln erfolgen, welehe dann wieder den Keim fiir mehrere Folgeglieder /., ¢+ in sich
schliessen.

Wir haben also Im Grunde nur noch zu beweisens 'dass das System (86) wirklieh nur
lanter tiber &, liegende Grenzwerthe liefern konne. Ies ist der Zweck der nachfolgenden
Untersuchungen.

Wir werden ndmlich nun das nichstiolgende Glied 7,., «*** auf dieselbe Weise bestim-
men, und finden, dass wenn £, eine &fache Wuizel der Gleichung (90) ist. zu der (Hlieder-
summe x,., das néchstfolgende wirklich durch;'eine Gleichung vom Grade 7 gegeben sei.
Man wird also in der Regel 7 verschiedeng Folgeglieder £,., a®+® oder wieder gleiche
Wurzelwerthe fiir %,,, erhalten, die aus demselben Grunde zu mehreren verschiedenen oder
gleichen %,,,¢¥+* Veranlassung geben u. s w., so dass cine #mal wiederholte Wurzel 4,
jedenfalls bei fortgesetzter Entwickelung entweder zu ¢ verschiedenen Auflisungen fiihrt, oder
dic Bestimmungsgleichungen fiir die Cetfficienten fortan bei hsherem Grade erhilt, was dann
als ein Beweis anzusclien ist, dass die entwickelten Glieder nicht nur die /> = 0, sondern
auch eine oder mehrere der derivigten Gleichungen erfiillen, mit anderen Worten. dass die
betreffende Auflisung als doppelte, drei- oder mehrfache Wurzel der P=0 zu gelten
habe.

Stellen wir uns unter %, jetzt einen bestimmten Zahlwerth vor, gezogen aus der Gleichung
(90) und, um den allgemeinsten Fall zu beriicksichtigen, wollen wir annehmen, derselbe sei
eine #-mal wiederholte Wus'zel, so dass die Gleichungen bestehen:

fep17 () : Jergp 17439 (97+5) 0
- o - S e e e e e e s 0 == - =
1...9 L...{(g+59)
(91 e il b D)
Lo (g—1) 1...(g+s—1)
lr4 1121 hrgq7Hs =20 (ats

=)

1...\9-»2) . - oo (g+s—2)
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7o +,r1 -i4+-15,(7) h,«+1q+x—t+1$§,u+~)
s ot e
aber der Ausdruck:
forp-19—t H(2) fer19+3—tHr7+9)
- »t)——{— ....... —{—-— T

von Null verschieden bleibt. Substituiren wir nun anstatt @ den SWerth o, 4 /£, ¥ m die
Polynome:

, 4P @ ap

Y ) de?? T dw
welche die Form Desitzen:

B =81 E ¢! g |
d~1, =8 pH o &l

(92) :rj — S[r (1) Hat o
dt-——1.l’—S ' e
=8 (r—1). . fr—t+2) Ha x4
j:lt'):S[I (I- 1) . (x -t 1)][((,“ 2 .,]

so erhilt man:
(98) P =S[Ha'x |+ h, ,a* S[r o’ w7 ']+ ‘ikz,dr, a*+ Sx(r—1) He'x, |+ .. ..
(94) L =8[eHat 0~ |+ b0 SRE—1) I @ 2]+ 5, o0 (1) (1 —2) Hate, ) .

dx

(95)2 7 = S[r(r—1) Hat x| £h,y a8 S (1—1)(—2) Ha*x, ] +
+ 1) P e Se(r—1)x—2)x—3) Ha'a, | + .. ..
(96) L1 Sae S[;L( ) (=t +2) o'z~ 4 by af 5 S[e(r—1). .. (x—t+ V)Ll | 4. .
)dﬂ =8r(t—1) ¢ @—t+ D) Ha 'z |4+ h o S (xt—1)...—8) Ha'w, =" |+ ...

Da vorausgesctztermassen dic crsten mit der niedrigsten Potenz von « verschenen
Glieder von

Sl x| sO[xlatx "], Sjx(x—1) Ha*z, 2|, ... S[e(x—1)...(x—t+ 1) Ha 2

mit:
bezeichnét wurden, so sind die Iixponenten von @ in den ersten Gliedern der einzelnen
Bestandtheile
%) i (0GBl B e e O 1 e e WP A L
(99)  in (94): A JU L E e AO L (P ey,
(100)  in (95): 90, e AP (p—2)E ., ...
(101) in (96): Sl e e SR S s g WO (p—t4+1)E,, .. ..

(102) g (0rc i A . W WL+ (p—BE, ... ..
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Man soll nun unter ihnen die kleinsten Werthe crmitteln. Wir haben #,,, den kleinsten
Zahlwerth genannt, der fiir den speciellen Werth von £, , unter den linearen Functionensdes
Systemes (85) erscheinen, wobel %,., den in (87) ersichtlichen Werth besitst. Da nun g -+ s
einen jedenfalls # iibersteigenden oder mindestens ihm gleichkommenden Werth hat, o sind

) e
fir (99)....9%.0—%4
fiir (100) . ... %..4—2&,

fiir (1()1) o oo o 77,_H'—‘{f—1)57+1
fiir (102) ... . % —t54

die kleinsten dort erscheinenden Zahlwerthe. Das mit der niedrigsten Pétenz von « verschene

vlied in den fiir v = x, + £, ¥ aus
r 5 —tp
o s o X Sy
; S g —
dx dx dxt dxt

hervorgchenden Substitutionsresultaten besitzt demnach, vor d¢r Ausfithrung der durch eme
specielle Wahl von /7, miglichen Reductionen. die Form:

) {
P = [h—+ LA R ST /i*’fg@i‘q—wj T =, |
Lcosq 1...(qg+5s)
) 1 s—189.C )
L [1—-—“” @ e ] i, S Hs)] anrt—Spt
due 1...(g—1) 1...(g43—1) '
2P 26,.(1) SB50( .
p - [I————ZH_M 2l Bl AT G ]C{’?r-{—l——?:r-{—l P
dx? 1...(g—2) 1. fg+s—2)
dt—1p . 415,07 —t1 § (g+5) 1
{ 1‘ ¥ [ﬁ,.*_m +18:(¢ . ]lr+i?+s O+ ](L’?"'H—I’_I):H_] N
Lz 1...(qg—1+1) 1...(g+s~t41)
Ry a(7+s—09H (24

der [/’,r+1’l—"§,\7

.y =T ok’ 5. 5 o oio i ’E’+1—f” .....
dat 1...(g—17) + ) 1...(g+s—¢) ]

Zufolge der Gleichungen (91) verschwinden aber alle diese Glieder mit Ausnahme des
letzten, und die Substitutionsresultate
ip ap dep

) — —

Y dp’ qx?’ T Aot

beginnen daher mit einer andefen, hoheren Potenz von a. Bezeichnet man ciner btter
gebrauchten Bezeichnungsweisedgemiss die ersten von Null verschiedenen Glieder der fiir

ar de—1P  @tP
- hervorgehenden und vollkommen geordneten Sub-

Ty AR B

dw

stitutionsresultate mit:

dzt T T o

(¢--1)

r e " g 1 )
By OB+ S, @t § L @Mt HU @ HE | W

so bestehen die Relationen:

S)’Ir-{—i g/

!
Q( S > 7/7‘-{—1 - Er-{—l
(103\ Q’I”r—{»l = Y1 — ¥ Pr—}-l
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Sl[r-{—i(t- ¥ > 77r+1 1 (t” ‘1) 5r+1

QI"'H(” =Yty —-—tér_H

Bl o 2 i T, et Sl
i 1...(g—2) 1...(g+s—1)

@ P
Tt 41
glieder, deren A“,, mindestens den Werth ,,, —#§&,,, ereficht oder aber dariiber licgt, wie
eine analoge Betrachtung lehrt, so zwar dass fiir alle iiber # liegenden Werthe von « die dop-

Dic derivirten Polynome htherer Ordnung, wie z. B. besitzen aber Anfangs-

peldentige Relation:
(104) 52[7‘_*_1") \='77r+1”'"vé‘r+l

besteht.

Diese Relationen (103) und (104) erlaubensuns nun unmittelbar den Schluss, dass zur
Bestimmung des nichstfolgenden Gliedes £, ., a%+2 ein System von ¢ + 1 Ungleichungen aut-
zulvsen set, welches lauter Grenzwerthe liefert, die iiber &, liegen und demnach brauchbare
Werthe von &, darstellen. In der That, dextkt man sich im Systeme von Ungleichungen (85),
welches zur Bestimmung von &, dienhiely war, » in #+1 und 741 in 7+ 2 verwandelt, so
erhilt man daraus unmittelbar das zur Bestimmung von &, ., dienliche System :

78 W

i S L Sl

g <Ay 428,
(103] e .”-.‘1\. S )
77<9[,.+1‘ + (7 -]);7,+3
7 <<W O+ HE, L,

77 <sl[r+1(1))+ v E?'-}-‘_’ °
Num folgt aus den Ungleichungen und der Gleichung in (103):

=0 ) =
sl[r-{-l" i ‘Q[r+|u’> Srtt

Wy 1 (=2)— Ay 1 () o

: Sl

( L06)
A'rs : ZITJF['U: > &g
Wy t(*‘i‘“r‘“’ > S
Ayt — W 1() > E,.H F

4

Die in ersten Theile dieser Ungleichungen stehenden Quotienten sind aber geradezu jene

T h - . . . . . ’ e i . v
Werthe von &,,,, welche die lincare Funetion ¢, +t&, ., der Reihe nach gleichmachen den

{ibrigen:
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(1B7) | Bla ¥ o (- 116, e B B (=R s W - B, s B

und da sie, wie hier ersichtlich ist. alle grosser sind als &_,. so werden alle der Gruppg von
Ungleichungen:
7 <’_9[,,+1
/] <52(/r+1 SiE Er+2
(\10‘\)) / Qwur-u 2 5r+2

> .

8

7 B Batit e

zukommenden Grenzwerthe grosser ausfallen als &, und daher prauchbare Werthe
R oy KT
Die Gleichung (103) und die Ungleichung (104) liefern fiir » > ¢ die Relation:

Q[r-H 7 Q[r+1 (E: (7‘*'“3’) &=

oder die gleichbedeutende

A g3 (2) — Wpy 1 (2)

] { = Sead®

Der im ersten Theile dieser Relation stehende Quotient ist geradezu der Werth von &,
fiir den die beiden lincaren Functionen: A, @+ , ¢and A, ,“+2€&. ., gleiche Werthe
erlangen, und da derselbe, wie hier ersichtlich, fiir alle itiber ¢ liegenden » kleiner oder
gleich &, ausfillt, so entnimmt man unmittelbar, dass glle tibrigen Ungleichungen des Systems
(105), welche auf die Gruppe (108) folgen sollfen, lauter unbrauchbare Grenzwerthe
liefern werden.

Ls ist also hiemit erwiesen. dass wenn bei derBestimmung des Folgegliedes /, ¢ der Codffi-
cient £, als eine t-mal wiederholte Wurzel der e¢htsprechenden Bestimmungsgleichung erhalten
worden, die Ermittlung des nichstfolgendencEntwickelungsgliedes 4., «*** dureh ein System
von ¢ -+ 1 Ungleichungen, oder wenn man $ill, durch eine hdhere Buchstabengleichung vom
Grade ¢ gegeben sei. welche lauter brauclbare Werthe dafiir liefert, und hiemit wire die friither
erwihnte Liicke des Beweises ausgefiillt.swenn man sich daran erinnert, dass dasselbe Verhalten
anch schon bei 4,a% gelte.

Fassen wir nun alles bisher iiber die Bestimmung der Folgeglieder (esagte zusammen,
so stellt sich die vollkommenste Ubereinstimmung zwischen der ab- und aufsteigenden Ent-
wickelungsweise heraus: Um z#t cinem ermittelten Bestandtheile o, der Wurzel
das unmittelbar darauffolygende Glied 4, 0" aufzufinden, hat man vor allem
anderen zu untersuehen$ ob der letzte Coéfficient £, eine cinfache oder cine
wiederholte Wurzel seiner Bestimmungsgleichung war. Ist £, cine p-mal
wiederholte Wurzeld(wo iibrigens auch p =1 seim kannl, s® bat Jman z
anstatt x in die Podynome:

P &P dp P

dw d.l"-'-" = dlv;

il

zu substituiren. diese Substitutionsresultate aufsteigend zu ordnen, ihre

ersten Glieder:
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$.ET LS @ et §ea

zu bestimmen und nun ausihnen die Gleichung:

np

1 ey m
(109) R L =i MBI s 1 H,Ba™ " =0

1l a0/

zu bilden, welche 2 als Unbekannte enthilt, und das bekannte Verfahren
zur Bestimmuung der Anfangsglieder von o fiir die aufsteigend nach
Potenzen von a geordnete Entwickelungsform aizuwenden. Alle aufsolehe
Weisegefundeneu Anfangsgliederstellen brauchbare Werthe von A, ¢+ dar.
Iindet man melrere von einander verschiedene solche (Glieder, so bildet ein jedes den Aus-
caugspunkt einer eigenen ferneren Entwickelung und sman wird endlich in der Regel dahin
gelangen, dass zu jeder entwickelten Gliedersumme nur ein einziges Folgeglied gehort, zu
dessen Bestimmung eine Gleichung des ersten Gradgés fubrt. Ist man dahin gekommen, so sind
diec Wurzeln der Gleichung vollkommen isolirtg und die weiter fortgesetzte Reclhnung er-
fiillt nur den Zweek, eine griossere Anzahl won Entwickelungsgliedern zu liefern. Ilier
kinnen wieder zweierlei Fille eintreten. Gewshnlich Iisst sich nimlich die Entwickelung ins
Unendliche fortsetzen. weil das aus dem Gletchungspolynome 7’ hervorgehende Substitutions-
resultat von Null verschieden bleibt, wie viele Glieder man anch bilden mag; bisweilen jedocl
schliesst sich die Entwickelung von selbsf, indem bei einem gewissen Gliede das Substitutions-
resultat vollstindig verschwindet. Dieger Fall gehdrt, wie leicht eizuschen, nicht zur Regel
sondern zu den Ausnahmen. Unter s¢lchen giinstigen Umstiinden fithrt also die Entwickelung
zu ciner geschlossenen FForm von 2 Dies Abbrechen der Entwickelung liegt hier sogar mit-
unter in der Giewalt des Rechnegs; bisweilen ndmlich lisst sich eine Grisse a = ¢ — « finden,
nach welcher eine Wurzel aufsteigend entwickelt in geschlossener Form erhalten werden kann,
und es hingt nur dann vow der zweckmissigen Wahl von « ab. Wir werden in einer
nichstfolgenden Abhandlung’diesen Gegenstand ausfiihrlicher behandeln.

Wir halten es fiir iiberfliissig, die hier auseinandergesetzte Methode noch durch Beispiele
weiter zu beleuchten, dd das dabel cinzuschlagende Rechnungsverfahren keinen neuen Weg
verfolgt, der nicht schofi dem Leser von der absteigenden Entwickelung her bekanut wire nnd
daher alles dort Gesagte auch hier vollkommen passt.

SN

Wir haben schon zu wiederholten Malen Gelegenheit gefunden, auf die Ubereinstimmung
hinzaweisen, welche zwischen der aufsteigenden und der absteigenden Reihenent-
wickeluwy stattfindet. ITier wollen wir noch eine solche zur Sprache bringen. Tm §. 16
wurdes dargethan, dass man bei der absteigenden Reihenentwickelung von z, wenn die-
selbefbis zu einer gewissen Weite vorgeschritten ist, mit einer einzig en Theiloperation nicht
imfher nur ein einziges Folgeglied, sondern deren mehrere auf Einmal erhalten konne.
Genau dieselbe Eigenthiimlichkeit kommt auch der aufsteigenden Entwickelungsweise zu. Tst

man nidmlich in der Rechnung so weit vorgeschritten, dass die Substitutionsresultate $', und
" S ap 2D . .
P’,, welehe fiir x =, aus den derivirten Polynomen . undF abgeleitet werden. beim
aw L4 j
tortwihrenden Zunehmen der Gliederanzahl » fortan dieselben Anfangsglieder &',a™ und
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$,” @™ anfweisen: so ist man bei dem Punkte angelangt. wo durch eine schickliche Abindernng
des Rechnungsverfahrens mit einem einzigen Sehritte immer melirere Glieder auf Linmal
erhalten werden konnen. Anstatt ndmlich, wie die friihere Regel zur Bestimmung dergFolge-
glieder vorschreibt, nur das erste Glied des Quotienten — 3; zu suchen, welelhies gben der
Werth des ndchsten Folgegliedes %, a5+ ist, fithrt man die Division weiter aus, und erhilt so
mehrere (Glieder auf Iinmal:

(110) ho@rtide b, @bt b afers L h, afrs,

Die Grenze, bis zu welcher die Division fortgesetzt werden darf, wird'durch eie sehr
einfache Relation:
()
festgesetzt. Alle auf solche Weise entwickelten Glieder, deren Expomeuten & diese Relation
erfiillen, sind verlasslich, d. h. sind von denjenigen nicht verschieden, welehe zufolge des

(a4

" (! 5
r4s <52’I q- ?[];T‘5r+1

gewihnlichen Verfahrens einzeln aus der Quotientenreihe:

T ﬁ{r—{—l Prio %r—{—s—l

3 7 (B'r-{-l ’ ‘r’!rﬁ'-‘l o '(Blr—f-‘——l

(112) 8

hervorgehen. Die Anzahl s dieser verlisslichen Glieder ist beim Fortschreiten der Entwicke-
lung im raschen Wachsen begriffen. Diese Iligenthiimlichkelt tritt aber, wie gesagt, erst dann
anf, wenn die Anfangselieder von ', und B, unverdafidert bleiben beim fortwihreuden
Waehsen der Gliederanzahl 7. Dieses Unverdndertbleiben der Anfangsglieder ist ein

Beweis, dass die entwickelte Gliedersumme gar keiner Auflssung der derivirten Gleichungen

AP T
—= =0 oder
d

2 vollkommen isolirt sei von allen Wurzeln diesersbeiden derivirten Gleichungen. s ist leicht

- 0 eigen sei und dass somit durch dieselbe das der Entwickelung unterwortene
einzusehen, dass man bei den meisten Gleichungén, wenn nieht schon beim Aufange der Rech-
mung, so doch im weiteren Verlaufe derselbgn zu diesem Punkte gelangen miisse, und nur
dann, wenn die der Entwickelung unterworfene Wurzel gleichzeitig mit der /7= 0 noch cine
der beiden derivirten (ileichungen i—f = 0sund :—%) =0 erfiillt, dieses Constautwerden der Au-
fangsglieder §, ¢ und §,” ¢ niemals gintreten werde, weil in einem solchen Falle die ent-
wiekelten Glieder bei einer der beiden derivirten Gleichungen genau dieselbe Wirkung, wie bes
der P = 0 ausiiben. In dem Substitutionsresultate R oder B, wird niimlich die Reduetion aut
Null genau so, wie bei dem Substitutionsresultate R, durch Hinzufiigen ncuer Folgeglieder.
d. h. beim Zuunehmen der Gliedefanzahl » von den niedrigsten Potenzen vou « aus zu den
nichst hiheren iibergehend unagfhaltsam fortschreiten, so zwar dass der Ixponent AU, oder der
andere A" ebenso wie der % bei dem Waehsen von » sich fortwilirend idndert und ins
Unbegrenzte wiichst. Allein 40 emem solchen Falle besteht ein gemeinschaftlicher Factor in />

: . y ; ar 2P :
und cinem der beiden derivirten Polynome - rund —= . Denselben kann man auf die bekannte
ww He=

Weise finden. Setzt man ghn der Nulle gleich. so erhiilt man eine neue und einfachere Gleichung,
welcher genau dasselbe x entspricht und bet der dieser Ubelstand meist nicht mehr stattfindet.
Ein solcher Ausnahmsfall ist demnach immer als ein giinstiger zu betrachten.

Nachdem wir nun bemerkt haben, dass die hier besprochene Bedingung entweder dnrch
hinreichend weit fortgesetzte Entwickelung von z bei der Gleichung PP =0 erfiillt oder
apr . 2P :
5 oder mm P und - cnthaltenen gemein-

" ,

ax

vermittelst der Bestimmung des sonst in /> und

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. X1T. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. bh
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schaftlichen Faetors eine neune Gleichung abgeleitet werden konne,; welehe die verlangte
[solirmng verstattet; so wollen wir nun zum Beweise des friiher Behagpteten sehreiten.

Wir setzen voraus, eine Auflosung der Gleichung =0 s¢i, in ihren 7 41 ersten
Gliedern aufsteigend entwickelt, dureh die Gliedersumme 2z, dargestellt und von allen Auf-
losungen der derivirten Gleichungen i(ll]v): 0 uud j;i: = 0 1solirty oder mit anderen Worten, die
Anfangsglieder derjenigen Substitutionsresultate B und 7, deren Index gleich oder grosser als
r ist, seien stets dieselben; und wollen jetzt die Bedingungen entwickeln, unter welchen das
s + 1* Entwickelungsglied des Quoticnten — ;ﬁrl mit den ersten (iliede von — f:t; iiberein-
stimmt oder davon differirt. Das erste Glied von — ::Tj

K
Regel zufolge das (7 + s+ 2)*° Iintwickelungsglied der Wurzel x, walirend das (s-+ 1) Glied

st ndmlich hier der gewshnlichen

des Quotienten — 5-1\: gleichfalls das (7 + s+ 2y in der Reihe wird, wenn man den Ent-
wickelungsgliedern dicses Quotienten die » 451 Glieder der Gliedersumme .z, vorsetst.
Wenn  wir daher die Bedingungen kennens unter welchen eine villige Gleichheit
zwischen thnen besteht oder das Gegentheil stattfindet, so haben wir unseren Zweck erreicht.

Bezeichnen wir mit ' dic Summe depcauf 2. unmittelbar folgenden s Entwickelungs-

glieder von @:

(113) @ =h,, a5t 0 et e T
so hat man: .
(114) . =y S o
und folglich: :
o4 N 1 ’ 2 1 e g
(] 10) S‘B’+S =5 S‘Br + S‘Br L + —2— S‘Brl a’./ + —é‘kgi 537! X 3+ “““
’ ’ I i /)
(116) e, 2 B aw- B L 7_)»5.13,. A8 e s e
(117) ¥ S, = 9g Ae Tl -
)ie erstent Gliedgr von LR o cesind der gewdshnlichen Bezeielinungsweise
D ten Grlied BB, ,RB,", B, d der g Iinliel B | g

zufolge:

Dol Il S e e i i

wobel, den friilér gemachten Voraussetzungen entsprechend, &', ¢ und §,” «*” die unverdnder-
lichen Wertlg besitzen, die auch fiir » 4+ 1,24+ 2, ..... gelten. Wir wollen sie daher dnrch
&', unds §”, a™? ersctzen, weil das Constantwerden dieser Anfangsglieder moglicherweise
schon beifeinem fritheren Entwickelungsgliede von @, denen die Indices p und ¢ entsprecheu,
erfolgt gein kann. Das erste Glied von 2/ aber ist, wie in (113) ersichtlich: £, ;¢ Es geht
daray$ hervor, dass das erste mit der niedrigsten Potenz von ¢ versehene Glied vou B, |, 9.,
undoP”,.,, nur aus folgenden Gliedern entstehen kinne:

| - l* ' oE P/ 7
(118) Ty = D, U ’+l®p/ e T ) ;+1@q”a‘2[7’ +2541 | 1 H; L %" + 3541 Seo o
VA
C / 7 ’ 0 17 " 5 . r=41 11 AT
(1 1 ')> 9“3 r4s T {j pam » + /17'+1 @q a?[g RESPA L = 'T @,,. (LQIr + okl + ol 5 0L 0

(10)) MpTe= ' o) P el L L i e T
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Da nun vorausgesetztermassen P’ und P” fiir alle Indices, die gleiel oder grissser sind als
r. dieselben Anfangselieder &', ¢™” und &",¢* besitzen sollen, so gilt dies auch von 9, sund
P, ... Dies ist aber nur dann méglich, wenn A", unter allen in den Gliedern (120) crschei-
nenden Exponenten den kleinsten Werth besitzt und 2, unter allen in den Gliedegn (119)
vorkommenden Exponenten am kleinsten ausfillt, also wenn die folgenden Relationensbestehen:

(121) A <A+ &5, <N 4 2€,,, und alle dibrigen.

Beim Ausdruoke 5 &b(‘l’ hCl’l‘S(‘ht Cill anderes Verhalton. ZUfOlﬁ'(‘ d(ﬁl’ Z\V(‘(‘,klll'ﬁ,SSiU el
r T le)
“‘Y&lll VOl L)}'/, namentlich n FO]g(’, dCl' Wurth(’:

(192) Er+1:9[,——9[p-
s Or
(123) oy =— 2=

tilgen sich die beiden ersten Glieder der (118), und das erste von Null verschiedene Glied
wird nur dureh wirkliche Substitution und Ausfiihrung aller Reductionen bestimmt werden
kénnen. So viel ist aber gewiss, dass dasselbe entweder nur aus den zwei Bestandtheilen:

(124) B, + P, @

oder gleichzeitig auch aus den tibrigen:

1 L
5 ¥ 17 13 _ 17 3
(125) ) P x® 1'2513,. x4 &f..

seine constituirenden Elemente zicht. Den Relationen (121) und (122) zufolge gilt aber auch

die andere:

(126) =0 A, <U) 26, <WEH-3E, ., und alle tibrigen,
woraus unmittelbar ersichtlich ist, dass das erste/mit der niedrigsten Potenz von @ versehene
Glied der Summe (125)

L " he "ok
.2.‘2’% /lr+1 (Lg[q + 28741

sel. Es folgt hieraus, dass wenn im vollKommen geordneten Substitutionsresultate .., der
Exponent U, , des ersten von Null verschiedenen Gliedes kleiner ist. als ', +2¢&,,,, dasselbe
nur aus den beiden Bestandtheilen (124) entstanden sein kiinne, wihrend fiir den anderen IMall:

(127) Uy >+ 26

auch die iibrigen Bestandtheile £125) zu seiner Bildung beitragen werden. Besteht also die
Relation:

(128) QI,+S<QI9” ‘f‘ 25,-4_1

so ist das Anfangsglied von %, ., identisch mit jenem von P, + P, 2': hat aber die entgegen-
gesetzte (126) Statt, so differiren die Anfangsglieder von §,,, und 8B, + B, 2",

Bei der aufsteigenden Lntwickelung beginnt im Substitutionsresultate die Reduction auf
Null bei der niedrigsten Potenz von @ und geht beim Hinzufiigen neuer Folgeglieder auf die
ndchst hoheren Potenzen iiber. Sonach werden die Substitutionsresultate B, wie sie nach einem
jeden einzelnen Folgegliede hervorgehen, mit stets hheren Potenzen von o beginnen, und
daher die Exponenten U in folgender Relation zu einander stehen:

bb*




L) Ignaz Heger.
9[7- <S‘)[r+l <Q’Ir+2 <9[1+3 < L B <Q’Ir+\s——l <9'Ir+s 040 o2 (i

Da nun A, + 2&,_, einen vollkommen bestimmten Zahlwerth hat, wihrend die Ixpo-
nenten Y mit ihrem Index fortwihrend wachsen, so wird man, weil gemiss den Relationen (126)

(129) A <A+ 26,

ist, beim Ubergange von N, zu A, ,,, N, .o, ..... endlich zu zwed Exponenten A, ., , und N, _,
gelangen, die in folgender Relation zu A" + 2 &, stehen:

(130) Q’Ir—(-s 1 /.Q’Ig” + 2 Er+] i 9[r—{—a S
Iis ist dann auch:
(131) g e, begp i @azn T

Aus dieser Relation in Verbindung mit dem ebefi frither Bewiesenen folgt. dass die ersten
Glieder von

(132) €, und R,
133) SBr+l 2 S‘Br+ SBr/ '/(]+I(7‘Er+l
(13 4‘) B, 12 . B+ B, [/"7-+1 O + /":-+-_> “EH'?]
(135) - v BB [ b afer L + h, g a¥r+3)
(136) %r+‘—l i S‘Bv'+S‘Br’ [71'7'—4-1 aEr+l —+ /Zr—(-? afr+2 + /l7-+s——i (l’51+aflJ
dieselben sind. wihrend die ersten Glieder von
(137) B, und BB [hy afr+rith a2y B (LE,-+.YJ

differiren. Dividirt man diese Ausdriicke oder vielmehr nur ihre ersten Glieder durch das mit
entgegengesetzten Zeichen geénommene unveriinderliche Anfangsglied von ' ndmlich durch
—§',a¥?, sorist wieder das I%¥gebnise dieser Division einerlei bei den links und den rechts stehen-
den Ausdriicken in (132} (133), (134), (135), ..... (136), different aber bel den beiden Aus-
driicken (137). Die linkg stchenden Ausdriicke liefern aber bei dieser Division der Reihe nach
die Entwickelungsglieder von x:

bens G o 1 len G F L par by, @5t

und folglich thunalies auch die rechts stehenden Ausdriicke mit Ausnahme des letzten (137).
Man iiberzeuet sich aber sehr leicht, dass die rechts stehenden Ausdriicke ecradezu die Theil-
e} b b)

reste vorstellen, wie sie sich bei der Division von — ;DT; ergeben und hiemit ist also der
Beweis gefiihrt, dass die bis inclusive zum Gliede 4, a¥** fortgesetzte Division von — »(rr

T,
lauter verlassliche Glieder von z liefert, wihrend schon das nichste Glied unrichtig wire. s
ist auch:dureh die Relation (130) die Girenze, bis zu der die Division fortgesetzt werden darf,
genausbezeichnet. Man kann dieselbe auf cine andere Gestalt bringen, indem man allerseits
A, abzicht und sich erinnert, dass A, , — W, =&, und A, — A, = &, ist, wodurch
sie sich in die:

: Q’Iq” " Q’I/)y + 2 E~—' { __S Er+a+l

verwandelt, die mit der anfangs aufgefiihrten (111) identisch 1st.

TR
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