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AUFLOSUNGSMETHODE 
FUR 

ALGEBRAISCHE BUCHSTABENGLEICHUNGEN 
MIT EWER EINZIGEN UNAEHANGIGEN BUCHSTABENGROSSE. 

VON 

Dr. IGNAZ  HE GEE. 

VORGEEEGT IN DER SITZUNG DER MAT1IEMATIS0H-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM 26. JENI 1850. 

Vorbemerkung. 

J.Jie vorliegende Abhandlung enthalt die Auseinandersetzung einer allgemeinen Auflosungs- 
methode fur jene algebraischen Gleichungen von der Form: F(x, a) = 0, welche nebst der 
Unbekannten x noch eine zweite Buchstabengrbsse a in sich schliessen. F (x, a) 

bedeutet eine algebraisclie Function der zwei Buclistabengrossen x und a von der Gestalt: 
8 [llaa Xs], stellt also ein Polynom vor mit Gliedern von der Form Ha" xx. 

Gleichungen dieser Art ergeben sicli dem matliematisclien Forscher ungleicb kaufiger als 

numeriscbe, d. li. als jene7 welche nur die Onbekannte x in sicli scliliessen und dureb 
bestimmte Zahlwertlie derselben erfiillt werden. Bei den meisten geometriscben und 

mechaniscben Problemen ist eine Curve, oder eine Fl'aclie, oder ein anderes analoge Gebilde 
zu erforsclien, gegeben durch eine gewolmliche oder eine DiiTerentialgleichung. Liegt eine 

gewohnliche Gleicbung vor, so kann diese nur eine Buck stab engleicbung sein, aber keine 
Zah.len.gleich.ung., denn die letzteren bestimmen nur veroinzelte Punkte, aber keine 

ausged.eh.nten Gcbilde. Hat man hingegen eine Differentialgleichung vorliegen, so handelt 
es sich zun'achst um ihre Integration, und diese erfordert sehr oft, als untergeordnete Iiechnungs- 

operation, die Auflosung einer hoheren algebraischen Gleichung, die jedochnur bisweilen eine 

Zahlengleichung, bei weitem ofter eine Buchstabengleichung ist. Alan gelangt also bei sehr 
vielen Problemen theils direct, theils indirect zu Buchstabens'leichung'en und es erscheint 

demnach eine allgemeine Auflo sungsmethode fiir dieselben von Wichtigkeit. 
Es miisste auch Wunder nehmen, wenn ein so wichtiger Gegenstand, wie der hier 

erwahnte, bisher ganz unbeaclitet,   oder auch nur die  darauf bezfiglichen Untersuchungen 
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110 Ignaz Ileger. 

erfolglos geblieben waren, da doch fast jeder Analyst, der sich mit geometriscben oder mecka- 

niscben Problemen beschaftigt, zu solcben Gleichungen gelangt, die sich dann meist, wie ein 

uniibersteigliches Hinderniss, der weiteren Forscbung in den Weg stellen. Ein so wicbtiger 
Gegenstand konnte, der Natur der Saebe nach, schon von den Mathematikern der altesten Zeit 

nicht unbeacbtet bleiben. Es finden sich auch schon die ersten Versuche zur Auflosung solcher 
Gleichungen in den Werken von Newton, Stirling, Crammer, Lagrange und Anderen, 
und ibre Untersuchungen fiber diesen Gegenstand waren auch nicht ohne Erfolg geblieben. 

Wir wollen sie bier in Kiirze aufz'ahlen: 
Die allerersten Versuche dieser Art, die mehr sind, als ein blosses Probiren und zufalliges 

Erratben, und bereits ein geregeltes Verfahren darstellen, finden sich in den Werken Newton's. 

Sie beziehen sich nur auf den allereinfacbsten Fall, namlich auf die Auflosung einer Buch- 

stabengleichung mit einer einzigen tiberschu'ssigen Bucbstabengro sse. Das 
dabei. eingeschlagene Verfahren geht darauf hinaus, die Wurzeln in Beihenform ab- oder 

aufsteigend zu entwickeln, findet sich abcr dort nur in den allgemeinsten Umrissen skizzirt. 
Das eigenthiimlich Neuc bci dieser Methode ist eine geometriscbe Construction, die den 
Schliissel zur Auflosung bildet und mit dcm Namcn: „analytisches Parallelogramm" 
belegt wurde. Diese geometriscbe Construction wurde hierauf in mancherlei Problemen der 

analytischen Geometric mit vielcm Nutzen angewendet. Beispiele solcher Anwendungen 
und auch cine ausfuhrliche Auseinandersetzung der Newton'schen Methode findet man in den 
Werken: Stirling, Lincae tertii ordinis und noch genauer in: Crammer, Introduction a 
l'analyse de lignes courbes algebriques. 

Diese geometrische Construction Newton's wurde sp'ater von De Gua in einer hochst 

unwesentlichen Weise verbessert, und nun mit einem neuen Namen: „analytisches Dreieck" 

belegt (Usage de l'analyse de Decartes etc.). 
Eine wicbtigere und bemerkenswerthe Anderung bewirkte Lagrange und zwar, indem 

er erstens: die bisher unerl'assliche geometrische Construction Newton's durch ein rein ana- 
lytisches Verfahren ersetzte, zweitens: die Entwieklung der Wurzeln in Form von Kettenbriichen 
bewerkstelligte. Die erste dieser beidcn Anderungen war eine wesentlicbo Vcrbesserung, da man 
jetzt durch eine hinlanglich einfache Bechnung und Vergleichung zum Ziele gelangte, wozu 
sonst nur die geometriscbe Construction fiihrcn konnte, aber auch die zweite war von wesent- 

licbemNutzen, da man vermittelst dor Entwieklung in Kettenbriichen auch jene Gemige leisten- 
denWerthe, die inForm eines algebraischenBruches miteinem geschlossenenPolynomeimZahler 

und im Nenner erscheinen, in geschlossener Form durch eine endliche Anzahl von Bechnungs- 
Operationen ermitteln konnte, wabrcnd dieselben in absteigender oder aufsteigender Beihenform 
nicht in geschlossener Form darstellbar sind. Hiemit hatte also die Auflosungsmethode 

Newton's eincn solcben Grad der Vollkommenheit und Ausbildung erlangt, dass man die in 
Form von gesehlossenen Polynomcn oder eines algebraiscben Brucbes erscheinenden, kurz die 
geschlossenen rationalen Geniige leistenden Functionen fiir eine algebraische Buchstaben- 

gleichung mit einer einzigen iiberscbiissigen Buchstabengrbsse durch ein geregeltes Verfahren 
sich verschaffen konnte. Dieses Verfahren war zwar auch gceignet, die incommensurable!! 
Wurzeln in Gestalt unendlicher Beihen absteigend oder aufsteigend geordnet, oder in Form 

eines unendlichen Kettenbruebes darzustellen, aber man hatte kein sicheres Mittel sich von der 

Convergenz solcher Beihen zu 
gestellten Kennzeichen unzulanglich waren. 

uberzeugen, da- alle damals bekannten und zur Verfiigung 
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Aiiflosungsmetliodefllr algebraisclie Buchstabcngleiclaingen etc. Ill 

Ubrigens war diese Auflosungsmetaode noch mancherlei Vervollstandigungen bediirftisr, 
wenn sic den praktischen Anforderungen geniigen sollte. Dahin sind alle jene Enters uchung-en 

zu zahlen, welehe iiber die Unterbrechung der Stetigkeit Aufsehluss geben, denen die Genu'ge 
leistenden Functionen der Buchstabengleichung unterliegen, und namentlich alle darin erschei- 
nenden Nenner und Irrationalgrossen aas Tageslicbt bringen. Dieselben bilden einen sehr 
wichtigen Theil der allgemeinen Auflosungsmethode, weil nur mit ihrer Hilfe gewisse Eigen- 
schaften der Geniige leistenden Functionen klar eingeselien werden konnen. Noch einen 

andern und nicht unwichtigen Vortheil gewahren diese Untersuchungen, denn mit ibrer Hilfe 
gelingt es bisweilen, die gescblossene Form der Genu'ge leistenden Functionen zu gewinnen. 

Von all' diesen nutzbringenden Untersucbungen und ihrer zweckmassigen Anwendung ist nicbt 

die leiseste Andeutung in den erwahnten Werken zu finden. 
Spater beschaftigte sich Fourier sehr angelegcntlieb mit diesem Gegenstande und wir 

haben, gewissen Andeutungen in seinem Werke liach, alien Grund zu glauben, dass er eine 
allgemeine Auflosungsmethode fiir solebe Glcichungen und zwar nicbt bios fur eine 
einzelne Gleichung mit einer einzigen uberschiissigen Buchstabengrb'sse, sondern audi mit einer 

beliebiff grossen Anzahl von solcben. und audi fiir Systeme von mehreren solcben Gleicbung-en 

gefunden babe. Lcider sind die Ergebnisse dieser Untersucbungen. gleicliwie viele andere von 
ilim aufgefundenen Scb'atzc des AVissens fiir uns verloren gegangen. Aber audi in seinem 

Werke finclet sicii keine Andeutung jener eben friiber erwahnten Untersucbungen iiber die 

Unstetigkeit der Geniige leistenden Functionen. 
Endlich wurdc dersclbe Gegenstand von Petzval genauer beliandelt. Bei seinen Unter- 

suchungcn iiber die linearen I)ifferentialgleicliungen gelangte derselbe nicbt nur zu 

einer Beibe von Inteo-rationsmetboden fiir dieselben, sondern fand aucb Auflosungsmethoden- 

fiir eine algebraisclie Gleichung, welehe nebst der Uhbekannten x noch andere constante 
Parameter beherbergt. Dieser Fund war audi einmal der Gegenstand seiner offentlichen Vor- 
trage an der Wiener Universitat, und die Grundziige dieser Methode finden sich in seinem 

Werke: ,Jntegration der linearen Differentialgleiehungen" niedergelegt. Diesen zuletzt 
erwahnten Arbeiten verdankt diese Abhandlung ihr Entstehen. Es wurde mir n'amlieh erst 
spater kund, dass schon Fourier, wiewold auf eincm andern AVege, denselben Gegenstand 

behandelt hatte, wie sich dies in seinem Werke: „Analyse des Equations determinees" 
angedeutet findet, in welches dieser grosse Mathematiker seine Untersucbungen iiber Gleichun- 

gen niederlegen wollte. Leider ist der grosste Theil hiervon fiir uns verloren gegangen, weil 
die Herausgabe des zweiten Bandes dureh seinen Tod vereitelt wurde. Der erschienene erste 

Band enth'alt gliicklicher AA^eise eine kurze ubersichtliche Darstellung: „Exposee synoptique" 

des Gesammtinhaltes. Hieraus nun ist ersichtlicli. dass das vierte Buch dieses AVerkes eine 
allo-emeine Auf] bsun "•smethode fiir Buchstabe-ngleichungen und Systeme von 

solcben enthalten sollte. Daselbst sind in gedrangter Kiirzc die Grundziige dieser Methode 

auseinandergesetzt: allein sie scheinen lusher selbst gelehrten Lcsern ganz und gar unver- 

sfandlich geblieben zu sein, vermuthlich wegen der ganz eigenthumlichen Behandlungsweise 
dieses Gegenstandes, und waren es vielleicht audi fiir niich geblieben, wenn ich niclit durch 
die auf eincm ahnlichen Gedankengange gegriindeten Untersucbungen Petzval's iiber die 

linearen Differeiitialgleichungen zu ihrem Verstandnisse geleitet worden ware. Es ist mir auch 

gelungen, die Methode Fourier's zur Auflosung von Buchstabengleichungen und Systeme 

von solcben genau in derselben AVeise wieder aufzufinden. wie sie einst dieser grosse Analyst 
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112 Jgnaz Meger. 

selbst, seinen eigenen Andeutungen naeh, gehabt liaben moehte. Es lag dies zwar so eigentlieli 

nicht in der urspriingliehen Absicht; ich ging vielmehr, so wie jeder andere an meiner Stelle, 

auch darauf aus, auf diesem wenig betretenen Felde wo moglich einiges Eigenthum zu gewin- 
nen und glaube wirklich einiges gefunden zu haben; in der Mclirzahl der Falle jedoch gescliali 

es, dass ich zwar meinte, einen eigenen Fund getlian zu haben und dann, Fourier's Exposed 

synoptique zur Hand nehmend, zu meiner Uberraschung gewahr ward, wic derselbe darin 
bereits angedeutet war, mit wenigen, aber so bezeichnenden Worten, dass kein Zweifel iibrig 

bleiben  konnto,   Fourier   habe   dasselbe   bereits   selbst  besessen.   Ich  fand mich  dadurch 
Fundes  zum 

genau   den   von  Fourier   eingeschlagenen Weg-beizubehalten.   Es   ist 
nur  noeh   mehr   besthnmt,  in   dieser  Abhandlung,   welche  einen Theil dieses 

Gegenstande  hat, 
dies keineswegs bios ein Opfer, welches man den Manen dieses grossen Marines bringt, 

ich hege vielmehr die tJberzeugung, dass diese Darstellungsweise zugleich die allge- 

meinste von alien sei, indeni sie nicht bios auf cine einzige Buchstabengleichung mit ciner 
einzigen iiberschiissigen Buchstabengrbsse Anwendung verstattet, sondern allgemeine Giltig- 

keit besitzt, wie gross auch die Anzahl der Gleichungen und der iiberschtissigen Buchstaben- 

Das in dieser Abhandlung geloste Problem stellt, wie aus diesen Bemerkungen ersichtlich 

ist, nur den einfachsten Fall dar. Die darin auseinandergesetzte Auflosungsmethode verstattet 
aber eine allgemeine Anwendung auf beliebig gestaltete algebraische Buchstabengleichungen 
und Svsteme von solchen mit beliebig vielen iiberschiissigen Buchstabengrossen. Dieser 

Abhandlung solleiL auch mehrere andere nachfolgcn, welche die complicirteren Probleme 
behandeln, wodurch die Theorie der a] gebraischen Buchstabengleichungen eine 

erschopfcnde Darstellung gewinncn wird. Diese Reihe von Abhandlungen wird, wie schon 
erw'ahnt, zum grossten Theile als eine Wiederherstellung der von Fourier zuerst aufgefun- 

denen, aber durch seinen Tod leider vcrlorcn gegangenen allgcmcinen Auflosungsmethode fiir 
Buchstabenij'leichunofen anzusehcn sein: ob und wie weit mir dies wirklich P'cluno-cn. ist oder 

nicht, mag jeder Lescr durch Vergleichung meiner Arbeit mit dem oberw'ahnten Exposee 
synoptique selbst entscheiden. 

Wir halten  es noch fiir uncrlasslicl).  einio-e wenio-e Wortc  iiber  die in Bede stehendcn o O 

Auflosungsmethoden vorauszuschicken, um Missverstandnisse zu vermeiden. Die Auflosung 

einer Gleichung oder eines Systemes von mehreren solchen ist nie als Zweck, sondern nur als 

ein Mittcl zum Zwecke anzusehen. Hat namlich die Behandlung irgend eines Problemes zu 
einer Gleichung gefiihrt, so handelt os sich darum, aus derselben jene Sclilussfolgerungen 

abzuleiten, die zur Beantwortung der gestellten Fragen dienen. Fine Auflosungsmethode, die 

diesem praktischen Zwecke entsprechen soil, muss daher eigentlieli in der Erbrterung jener 
Eigensehaften bestehen, die in der Gleichung zwar schon niedergelegt sind, aber in einer viel 

zu biindigen, und desshalb fiir uns unverstandlichen Weise. Ware es moglich, diese Eigen- 

sehaften aus der Gleichung selbst schon zu crsehen, so ware eine Auflosung derselben fiber- 
fliissig und nur ein zwcckloser Umweg. Weil aber diese unmittelbare Eiusicht in der Begel 

nicht moglich ist, so wird man sich bemuhen miissen, durch gewisse Operationen diesen Zweck 
zu eiTciehen. Die Metltode nun, welche durch ein regelmassiges Verfahren zu dieser Einsicht 

fiihrt, belegen wir mit dem Namen einer Auflosungsmethode. Indeni wir hier von dem prak- 
tischen Werthe ausgehen, werden wir eine Auflosungsmethode an und fiir sich verwerfen, 

wenn sie fiir die Unbekannte zwar einen GeniUre leistenden Werth liefcrt. aber in einer Gestalt, 
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Auflomngsmeihode fiir algebraische Buclistabengleichungen etc. 113 

welchc die wissenswerthen Eigenschaften cbenso und vielleicbt nocb in einem grosseren Masse 

verhiillt, als die Gleicbung selber. Wir erwahnen bier nur die Cardanisehe Formel fur die 
Gleicbung des dritten, und die ibr ahnliche fiir jene des vierten Grades als einen solehen Fall. 
Wir werden daber keineswegs zunachst auf gesclilossene Formen der Wurzeln Jagd macben, 

und fur uns konnen unendlicbe Reihen denselben und nu'tunter einen viel hoheren Werth 

besitz en, wenn sie x, ..^^ „iVJ die leiebte Beantwortung der gestellten Frage ermoglichen. Die Auflosung 

einer Gleicbung wird eber als ein Discutiren der wiehtigen Eigenschaften der Geniige leisten- 

den Wertbe anzuseben sein. Ein solches Discutiren lasst sicb, der Natur der Sache nacb, nicht 

mit einem einzisren Schlaere Yollenden, sondern zerfallt in eine Anzabl von Partialunter- 
sucbungen und zwar in eine am so grossere, je mebr verschiedcne Eigenschaften zu erortern 

sind, je complicirter das Problem ist. Es geniigt dessbalb nicht, die Wurzeln einer Gleicbung 
nur in einer einzigen Form darzustellen, sondern man ist genothiget, sie sicb in mebreren 

verscbiedencn Formen zu verscbaffen, weil einc jede einzelne Form in der Regel nur eine 
einzige Eigenscbaft aufzuklaren vermag, liber alle iibrigen Eigenschaften aber kcinen Auf- 
schluss gew'ahrt. Nur in den allereinfachsten Fallen geniigt es, die Wurzeln in einer einzigen 

Form zu bcsitzen. In dem bier bebandelten Probleme sind die Geniige Icistenden Wertbe der 

Unbekannten x Functionen von a und die Auflosungsmetbode bat demnach solche Functionen 

aufzustellen und ibrc wichtigren Eiffenschaften aufzudecken. Man erreicbt diesen Zweck durch 

die nacbfolgenden Untersuchungen: 
Erstens: Man entwickclt die Geniige Icistenden Functionen in Form einer absteigend 

nacb Potenzcn von a Q-eordneten Reihe und erliiiit hierdurch Aufschluss iiber ihr Verhalten fiir 

sehr grosse Wertbe von a. 
Zweitens: Man cruirt alle jene endlicbcn AVertbc von a, fiir welcbe die Geniige leistende 

Function einer Unterbrecbung der Stetigkeit unterliegt. 
Drittens: Man cntwickelt die Geniige Icistenden Functionen in Eeibenform, aufstei- 

gend georclnct nacb Potenzcn einer Grosse a— a, wo a einen jener speeiellen Wertbe von a 
vorstellt, welchem eine Unterbrecbung der Stetigkeit entspricbt, und die durch die vorher- 

gebende Untersucbung ermittelt sind. Auf diesem Wege gelangt man zur Kenntniss aller 

Nenner und Irrationalgrossen, die in den Geniige Icistenden Werthcn erscheinen. Man 
wird dadurcb oft nocb iiberdies in den Stand gesetzt, eine einfacbe und gesclilossene Form 

aufzufmden. 
Wir haben bier offen bekannt, dass die in Rede stebenden Aufbisungsmctboden vorziig- 

licb auf Reiherientwicklungen basirt seien, und gesclilossene Formen nur nebenber gesuebt 

werden, wenn sie ohne w.eitlaufige Rechnungen erhalten werden konnen. Es stebt zu erwarten, 
dass dieses offene Gest'andniss bei den meisten Lesern statt als eine Anempfeblung zu gelten, 

gerade das Gegentbeil bewirken diirfte. Man pflegt meistentbeils in Reihenentwickelungen nur 
ein unbequemes Verfahren zu crblicken, und entschliesst sicb erst dazu, wenn gescblossene 
Formen durchaus den Dienst versagen. Bei vielen Lesern mag sogar der Zweifel rege werden, ob 
denn doch diese Auflosungsmetbode eine neue sei. da bekanntlieh mittelst der Taylor'sclien und 

Mac-Laurin'scbcn Formel die Entwickelung explicirter unci implicirtcr Functionen in Reihen 

gelingt. Wir haben audi die voile Lberzeugung, dass diese Auflosungsmethode nur allmablich 

sich Geltvmg verscbaffen werde, bis eine klare Vorstellung iiber den praktiscben Zweck der- 

selben wird Platz gegriffen haben, dann aber kein Zweifel mebr besteben konne, dass sie alles 

leiste, was man verniinftigerweise von ihr zu fordern berecbtigt ist. 

Deukschriftcn dor matlicm.-nauu'w . CI. XI r. Bd. Abliancll. v. Nlchtmltgl. p 
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114 Ignaz Jleger. 

Der leichteren Ubersicht wegen ist die Bchandlung des vorlicgenden Problemes in vier 
Absclinitte gethcilt worden: 

Der erste Abschnitt lehrt die absteigend nacli Potenzen von a geordnete Beihen- 
Entwiekelung. 

Der zweite Abschnitt zeigt, wie die aufsteigend nacli Potenzen einer Grosse 

a — a geordnete Reihen-Entwickclung einzuleiten ist und zwar fur belicbige aber bestimmte 
Zahlwertlie von a. 

Der dritfce Abschnitt enth'alt die Untersuchungen, die auf die Unterbrechung der 
Stiitigkeit bei den Gentigc leistenden Functionen Bczug haben, fern or die Ermittlung aller 
Nenncr und Irrational.gr ossen, die in den AVurzeln erscheinen. Es sincl dort auch die 

Grundziige jener Untersuchungen aufgefiihrt, welche bisweilen zu geschlossenen Formen der 

der Wurzeln fiihren. 

Der vierte Abschnitt hat die Bestimmung des Erg'anzungsgliecles und die Unter- 
suchungen iiber die Convergcnz der unendlichen Peihen zum Gegenstande, zu welchen man bei 
der Auflosung meistentheils gelangt. Dort finden die gelchrten Methoden ihre wahre Bcgrim- 
dung und Rechtfertigung. Ferner geschieht dort Erwalmung von der geometrischen Bcdeutung 
der versehiedenen Entwickelunq-sweisen, insbosondere ihrer Anwendbarkeit zur Bestimmunff 

Asymptoten bei Curvcn von einfacher Kriimmun 
Die vorliegende Abhandlung umfasst nur die beiden ersten Absclinitte. 

Entwickclung der Wurzeln   in Form cincr nach absteigenden Potenzen der unabhangiiren 
Buchstabengrosse geordnctcn licilic. 

Einleitung. 

Im Folgenden ist cine Methode auseinandergesetzt, die Wurzeln cincr algebraischen 
Gleichung zwischen zwei Buchstabengrossen in cine Reilie zu entwickeln, geordnet nach 
absteigenden Potenzen der unabh'angigen Buchstabengrosse. Die gegebene Gleichung ist: 

V = 0. 

P bedcutet cine Summc von Gliedern von der Form IIaaxx. x stellt die unbekannte oder 

abh'angige, a die unabh'angige Buchstabengrosse vor, II] a und £ sind bestimmte Zahhvcrthe. 

Diese Form der Gleichung ist cine schr allgemeinc. In ihr ist die gauze und rationale alge- 
braische Gleichung als specicller Fail cnthalten. Sind namlich alle a und r. ganze, positive 
Zahlen, die Nullwerthe mit eingerechnet, so lasst sich das Gleichungspolynom stets auf die 
folgende Form bringen: 

Am x
m + Am_t of-1 + Am_2x"'-2 + + /I, x + Als = 0 

und in dieser bedeuten Am, Am_1} AM_.,} . . . .A„ A0 selbst vvieder Polynome, deren Glicder 

die allgemeine Form Ha" besitzen. Wir suchen hier cine Function von a, die die Eigenschaft 
besitzt, anstatt x in das Polynom P substituirt, dassclbe in cinen identiseh, d. h. fiir jeden 
beliobio-en AVerth von a sich auf Null reducirenden Ausdruck zu verwandeln. AVir verfiiQ-en 

jedoch im Voraus iiber die Form dieser (jleniige leistenden Function, und sctzen sie in Gestalt 
eines nach absteigenden Potenzen von a geordneten Polynom es voraus: 
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• Aufiosungsmethode fur algebraische Buchstabengleichungen. etc. 115 

x = h0a
fo -)- A, ac*' -f iat!-i- -f- A,. af' 

in welchem zwisclien den Exponentcn die Eolation: 

£a > & > |2 > > c, 

bestelit mid die Gliederanzahl entweder cine endliche oder unendlielie sein kann. 
Eine sole-he willkitrliehe Yoranssetzung der Eunctionsform fordert allerdings einerseits 

ilire Bechtfcrtigung. andcrerseits aber eine gcnugende Motivirung. Von der Ersteren dispen- 

siren wir mis vor der J land, indem wir sp'ater ohnehin zeigen werden, dass eine solclic Entwicke- 
lungswei&e der Wurzeln stets zul'assig und die dabei erhaltene meistentheils unendlielie Reihe 

fiir gewisse geniigend grosse Wertlie der unabhangigen Buchstabengrdsse a convergent sei. 
In Bezug der Letzteren wollen wir liier nur erwahnen, dass man die Auflosungen der 
Gleichungen des ersten mid die der binomischen hciheren Grades sehon seit Janger Zeit in 

soldier Form zu suclien gewohnt sei, mid zu diesem Bchufe die bekanntcn Eegcln zur Division 

und zum Wurzelausziehen besitze. Eie im Folgenden bebandeltc Mctliode wtirde daher sehon. 
insoferne sie cine Yerallgenieinerung dieser beiden Eegeln darstellt, hinreichend motivirt sein. 

Wir wollen mis aueh jctzt mit dieser Motivirung begnugen, und werden sp'ater, wenn wir diesen 
Gegenstaud melir werden erortert haben, iiber den Zweck und die eigentliclie Bedeutung einer 

solclien Entwickelungsweise die nothigen Bemerkungen folgen lassen. 
Dadurch, dass wir x in dieser Form auffassen, wird das Problem wesentiicli verandert. 

In der That, da nun x als die Summe von Gliedern von Form ha* aufgcfasst wird, trctcn an 

die Stelle der einzigcu Unbekamiten x, deren mehrere, n'amlich cincm jeden einzelnen Gliede 

ha* dieser Keihe entsprccheud, deren zwei: der Exponent £ und der Coefficient h. Ware dem- 
nach x cine aus r + 1 solclien Gliedern zusammengesetze Eeihe, wic die folgende: 

fi0 a e° -f lh a"' + h, «ft + + h,, a f' 

so w'aren an die Stelle der einen Unbekamiten x deren 2r-f-2 an der Zahl getreten. Aber 
diese Vergrosserung der Anzahl der Unbekamiten ist hier, weit entfernt ein Nachtheil zu sein, 

vielmelir ein Yortheil,   denn dicsc neuen Unbekamiten sind keine Functionen von a melir, 

sondern Zahlcn. 
Durch die iiber die Eunctionsform von x gemachtc Yoraussetzung ist daher das Problem 

in ein wesentiicli verschicdencs verwandelt worden. Da der Natur der Sache nach x eine 

bestimmto Function von a bedeutet, so werden die 2r + 2 Grossen: 

hn, h, h< K 

zr 2 Bedingungsgleichmigcn zu  er fiillcn haben,   da nur auf solehc Wcise diese Grossen 

ihrem Zahlwerthc nach vollkommcn bestimmt sein komien. Es ist andcrerseits bckannt, dass 

die Gleichung P= 0, als nach x cincm hohcren Grade angehb'rig) mehrere und in der Eegel 
von einandcr verschiedene Auflosungen zulasse, und dass demnach nicht ein einziges, sondern 
mehrere verschiedene Systcme von Zahlwerthen fiir diese 2 r -f 2 Grossen sich werden auf- 

finden lassen. Hieraus ware man sehon geneigt zu vermutlicn. dass die zur Bestimmung dieser 

Grossen dienenden Gleichungen, namentlich fiir die dein Anfangsgliede /i„afo zukommenden 
Grossen £0 mid h0 von hoherem Grade sein werden.   Allein wir werden   zu   unserer  nicht 

geringeu Uberraschung sehen, dass die Exponentcn £0, c15 c_, c,. stets nur durch Gleichungen 

des ersten Grades gegeben sind, Avahrend allerdings die zur Bestimmung von h0, hr hr 
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116 Ignaz Jleg er. 

dienenden Gleichungen von hoherem Grade sein konnen: und trotzdem entspricht doch im 

AUgemeinen einer Gleichung hoheren Grades nach x nicht cin einziges System von Wcrtlien 

f0, fn £a £r, sondern deren melirere.   Dieser scheinbare Widerspruch wird  sich  aber 

alsbald belieben, wenn wir die Bedingungen kennen lernen, welchen die Exponenten f0, £n 

C2 c,. entsprechen miissen. Diese Bedingungen sind ganz eigenthumlicher Art, so zwar, 
dass der erste Exponent £0 (gelegentlieh aucli die spatercn £t, f3 ) niclit eine einzige und 

bestimmte Gleichung, sondcrn im Gcgentheile so viclo Bedingungen zu erfiillen hat, als das 
Polynom P Glieder von der Form Haa z* besitzt. Von all' diesen Bedingungen ist eine einzige 
eine Gleichung, alle tibrigen aber Ungleichungen. 

Um sich von der Natur dieser Bedingungen eine Vorstellung machen zu konnen, denke 

man sich aus ein cm jeden einzelnen Gliede IIaaxx des Gleichungspolynoms P eine lineare 
Function a -f J. c0 abgeleitet. Man erh'alt, dermassen verfahrend, so viele verscliiedene Functionen 

vom ersten Grade nach £0, als Glieder im Gleichungspolynome bestehen. Substituirt man nun 

anstatt £0 beliebige Werthe, so werden dicse Functionen der Eeihe nach bestimmte, aber in 
der Kegel ganzlich von einander verschiedene Werthe erlangen. Nur fiir gewisse Wertlie von 

£0 werden zwei, gelegentlieh aucli melirere dieser Functionen gleiche Werthe besitzen. c„ ist 
nun, um als Exponent im Anfangsgliede von x zu gclten, so zu walilen, dass zwei odcr melirere 

dieser Functionen gleiche Wertlie aufweisen. Man wiirde dieser Bedingung auf melirere ver- 

schiedene Arten geniigen konnen, in der Kegel auf so viele verschiedene Arten, als Conibina- 
tionen zu Amben zwischen diesen linearen Functionen moglich sind, und es waren demnach 

in der Kegel cben so vielc verschiedene Wertlie von £0 zulassig. Allein die bier erwahnte 
Bedingung ist nicht die einzige, die man zu erfiillen bat, man muss noch iiberdies Sorge 

tragen, dass alio tibrigen Functionen kleinerc oder dock wenigstens keine grosseren Wertlie 

erhalten, als die zwei einander gleichgesetzten. Durch diese hinzutretende Bedingung erweisen 
sich viele jener durch Gleichsetzen von zwei beliebigen Functionen a-j-rf0 gewonnencn 

Werthe  £0  als  unbrauebbar,   weil fiir dieselben eine oder melirere der tibrigen Functionen 

Nichts 
dass 

gewisse  der erw'ahnteu  Combinationen zu Amben sich als 

grosserc Werthe erlangen, und es tritt dadurch eine Vcrringcrung ihrer Anzabl cin. 

desto weniger bleiben meistentheils melirere verschiedene Werthe von £0 iibri| 

durch diese ncuc Bedingung nur 

brauchbar erweisen. 
Wir lernen hiemit ein Problem kennen, eigenthiimlich in soferne,  als die zu  suchende 

Grosse nicht eine bestimmte Gleichung,   sondern nebst einer mit einer gewissen Unbestimmt- 

heit versehenen   Gleichung noch eine Anzahl von anderen   Bedingunflfen    zu   erfiillen 

hat,   die   nicht   durch 
to "•"& - 

Gleichungen,   sondcrn  durch  Ungleichungen  ausgedruekt sind.   Zur 

Auflosung dieses Problemes werden wir durch eine geometrische Construction gclangen; aber 
eigentlich gehoren alle derartigen Probleme, in welchen Bedingungen vorkommen, die niclit 
durch Gleichungen allein, sondcrn durch Ungleichungen ausgedriickt werden, in ein eigenes 

Gebiet und erfordern eine eigenthiimlichc Beliandlungsweise. In soferne ist daber die Bestim- 

mung des Exponenten f0 von der Auflosung von Ungleichungen abhangig. Dass wir dieselben 

bier von einer geometrischen Construction abhangig machen und auf solche Weise die Analyse 
der Ungleichungen umgehen konnen, verdanken wir clem gunstigen Unistande, dass wir eine 

eine einzige Unbekanntc £ zu bestimmen haben, und die Abhangigkeit der bier in Betrachtung 

kommenden Functionen dieser Grosse, namlich die der Arerschiedcncn a — r.f durch Linien 
in der Ebenc  darzustellen vermogen.   Ubersteigt jedoch die Anzabl dieser Unbekannten die 
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Auflosungsmeihode filr algebraische Buchstabengleichungen etc. IV 

Zahl zwei, so sind solehe geometrische Bctrachtungcn nicht mehr moglich, und man besitzt 

kein Mittel, die Auflosung von Ungleieliungcn zu umgehcn. Wir geben hier der geometrischen 

Auflb'sungsmethode nur darum den Vorzug vor dem viel vollkommeneren und in Wahrheit 
bequemeren analytischen Ycrfabren, weil wir die Theorie der Ungleichungen, deren Wiehtig- 

keit sich hier zum ersten Male ergibt, nicht als bckannt vorauszusetzen bereehtigt sind, und 
weil die geometrischen Constructionen, so zu sagen, cine popularc Darstellung der Natur 

solcher Probleme und des zu ihrer Auflosung dienenden Verfahrens abgebcn. Wir werden in 
der That darauf hinweisen, wie bier bei der geometrischen Construction Schritt fur Schritt 
genau dasselbe geschieht, wie bei der analytischen Auflb'sungsmethode. 

In der Regel werden die verschiedenen Auflosungen x, in der erw'ahnten Form aufgestellt, 

sich schon in dem Anfangsgliede h0cfa von einander unterscheiden und es gehort zu den 

Ausnahmsfallen, class zwei oder mehrere Auflosungen dasselbe Anfangsglied h0(fo gemein- 
schaftlich besitzen. Mit der Besimmung der Anfangsglieder wird demnach meistentheils 

jede einzelne Auflosung schon isolirt und von alien iibrigen imterschieden sein. Schreitet 

man nun zur Bestimmunar  der nachfolgenden Glieder,  so  wird sich  zu  einem bestimmten 

solehcn   Anfangsgliede  nur   eine  einzige  Beihe  von Folgegliedern   ergeben.   Wir   ersehen 

also hieraus, dass die Bestimmung' des Anfanffsffliedes die Trennung der Wurzeln bewerk- 

stellige, w'ahrend die Bestimmung der Folgeglieder die Approximation vorstellt, analog 

dem bei Zahlengleichungen eingelciteten Verfahren, welches gleichfalls in zwei Theile zerfallt, 
n'amlich in die Trennung der Wurzeln und in das eigentliche Approximationsverfaliren. Da 

nun die Bestimmung; der Anfanffsarlieder einen ffanz anderen Zweck erfiillt als die Bcstimmuno- 

der Folgeglieder, so wird auch das zur Bestimmung der Anfangsglieder dienende Verfahren, 
der Natur der Sache nach, ein ganz anderes und complicirtcres sein als dasjenige, welches die 

Folgeglieder liefert, und es zerfallt daher die Beihe der nachfolgenden Untersuchungen in zwei 

Hauptabtheilungen 
delt, wahrend die zweite die Bestimmung der Folgeglieder iehrt 

In der ersten wird von der Bestimmung der Anfangsglieder gehan- 

I. Bestimmung des Anfangsgliedes. 

§•  1- 

Das Anfangsglied h0a^ enthalt zwei Grb'ssen, n'amlich den Exponenten £0 und den Coef- 

hcienten ~k0, die ihrem ZalihvcrtJic nacli zu bestimmen sind. Die Bestimmung des Anfangsgliedes 
wird dalier in zwei Theile zerfallen, namlicli in die Bestimmung von c0 und in die von k0. Eine 
jede dieser beiden Grossen hat gewissc Bedingungen zu erfiillen. Sind uns diese Bedingungen 
bekannt, so werden wir audi ihre Zahlwertlie anzugeben im Stande sein, und der nachste 

Schritt, den wir zu thun habcn, bestcht in der Erorterung dieser Bedingungen. Haben wir dann 

diese Bedingungen aufgefunden, so werden wir noch anzugeben haben, wie man diese Bedingun- 
gen erfiillen und so zu den Zahlwerthen von c„ und h0 gelangcn konne; denn, wie schon 

bemerkt wurde, sind zwar c0 und h0 (lurch Grleichungen gegeben, allein diese Gleichungen 
lassen sich nicht unmittelbar bilden, sondern es fiihrt erst eine eigcnthumliche Untersuchung 
zu denselben. 
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118 Ignaz IIeg er 

Zu den Bedingungen, welebe die beiden Grossen £0 und h0 zu erfiillcn haben, kann man 
auf sehr verschiedenen Wegen gelangen. Wir wahlcn bier den von Fourier betretenen Wee: 

der directen Substitution, d. b. wir substituiren eine absteigend geordneto, mit dem 

Anfangsgliede h0a*' versebene Ileibe anstatt x in das Gleichungspolynom P, wobei Iiv und c0 

unbestimmte Zahlen vorstellen, und untersuchcn, fiir welebe Wertbe der unbestimmt gelassenen 
Grossen c0 und h0 dieses Substitutionsresultat in seinem erstcn, mit der hoehsten Potenz von a 

vcrsebenen Gliede auf Null gebraclit werden konne. Wir geben dieser Ableitungsweise den 
Vorzug vor alien iibrigen, weil wir so unabbangig von alien Lehrsatzcn, die zur allgenieinen 

Theoric der Gleicbungen geho'ren, zu den gesucbten Bedingungcn gelangen und aiidererseits 
dabei den Vortheil geniessen, liber die Besehaffenheit der mit bestimmten Zahlwerthen vcrse- 
benen Grossen a und r. keinerlei bescbr'ankende Annabmen zu macbcn. Diese Bedingungcn 
gelten daher nicht bios fiir ganze, rationale und gescblossene Polynomc P, sondcrn aucb fiir 

solebe, denen diese Eigenschaften feblen. 7 O 

Sclircitcn wir nun zur Ausfiihrung dieser Substitution. Eine kurzc Uberlegung zeigt, dass 
D 000/ 

sicb dieselbe nur bis zu einer gewissen Wcitc hin wird ausfiihren lassen, so lange iiber den 
Zahlwertb des Exponentcn g0 keinc bestimmtc Yerftigung getroffen ist. In der That bat man 

die statt x gcnommene Beibc zuerst in jedes einzelne Glied des Gleiebungspolynoms zu setzen 

und wird dabei aus einem jeden solchen Gliede ]{aaxx cinen mebrgliedrigen Ausdruek erhalten, 
der gleicbfalls iiacli absteigenden Potenzen von a g 
Form: 

eordnet ist,  und ein Anfangsglied von der 

(1) Hh0*a*+**> 

besitzt. Weiter als bis biebcr lasst sicb. die Substitution nicbt ausftibreii, ohne dem ?0 cinen 
bestimmten Wertb zu ertheilen, dcnn der nacbste Scliritt bcstclit in dor Summirung aller dieser 

verschiedenen Ausdriicke, welebe den einzelnen Gliedern des Gleiebungspolynoms cntsprecben, 

und biezu ist cs noting, die verscbiedenen Glicdcr von der Form (1) in Bezug auf die in ihncn 
erscbeinenden Potenzen von a mit einander zu Arergleichen. Gesetzt, £0 ware mit einem 
bestimmten Zablwertbe verseben, so wixren cs aucb die Gradzahlen a -f- tc0 und man konnte 

obne alle Scbwierigkeit entscheiden, welcbes der verscbiedenen Glicdcr von der Form (1) die 

boebste Potenz von a besitzt. So aber, da der Zablwerth von Co noc h unbestimmt ist, kann cine 

solebe Vergleichung der Gradzahlen a + £?0 nicbt untcrnommen und daher aucb die Substitu- 

tion nicbt weiter gefiibrt werden. Allein gerade diese nur bis Jiicber und nicht weiter aus- 
geftibrtc Substitution gibt die Bedingungcn an, wclchen bei der Wabl von £"0 entsprocben 
werden muss. Wie cben bemerkt wurdc, bandolt cs sicb nun zunachst daruni, die verschiedenen 

Gradzahlen a-j-££o "dt einander zu vergleicben und unter ihncn die grosste auszuwahlen. 
Der Erfolg einer solchen Vergleichung kann jedoch ein doppelter sein: Entwcdcr findet sicb 

n'amlich unter denselben eine einzige solebe, mit dem grossten Zahlwerthe v^erseliene Gradzabl: 
oder cs kommt dieser grosste Zabhvcrth zweien oder mehreren derselben gcmeinschaftlicb zu. 
Der crsterw'ahnte Fall wird sicb haufigcr zutragen, wahrend der zvveite nur fiir speciclle Wcrthe 

von c0 eintreten kann. 'Die Untcrschcidung dieser zwei Falle ist fiir den Gang der wcitercn 

Substitution und fiir die Form des bocbsten Glicdcs ini Substitutionsresultate P0 von Wicbtig- 
kcit. Findet sich n'amlich cine cinzigc Gradzabl der verscbiedenen a + £z0 mit dem grossten 
Zablwertbe verseben, so wird sicb bei der Summirung der Ausdriicke, welebe den einzelnen 

Gliedern des Gleiebungspolynoms entsprocben, nur ein cinziges Glied vorfinden, welches a in 
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AufiosungsmeihodeJUr algebraische Buchstabengleiehungen etc. 119 

dor hochsten Potenz besitzt, und da dasselbe die Form (1) bcsitzt, so wird der Coefficient 

Sh0
!, mit dem diese hochste Potenz von a multiplieirt erscheint, stets von Null verschieden 

ausfallen, so lange h0 YOU Null verschieden ist. In einem solclien Falle ist dalier an ein identi- 
sehes Nullwcrden des Substitutionsresultates P0 nieht zu denken, weil wenigstens die hochste 
Potenz von a stets einen von Null versehiedenen Coefficienten Hk0* besitzen wird. Solche 

Werthe von £0, welch* einer einzigen der Gradzahlen a-f^Co den grossten Zahlwerth 
ertheilen, sind denmach nieht gecignet, anstatt £0 im Anfangsgliede h{, «

fo gesetzt zu werden. 

1st hingegen £„ so gewahlt, dass der grosste Zahlwerth nieht einer einzigen, sondern zweien 
oder mehreren der Gradzahlen a-j-rc0 gememschafttfch zukommt; so sind auch zwei oder 

melirere der Glieder (1) vorhanden, welche dicselbe und hochste Potenz von a besitzen: bei der 
nun einzuleitenden Summirunff der cinzelnen Ausdriieke stellen sich dieselben zu einem einzi- o 

gen mit der hochsten Potenz von a verseheneii Gliede des Substitutionsresultates P0 zusammen. 

Per Coefficient dieser hochsten Potenz von a ist demnach ein zwei- oder mehrgliedriger Aus- 
druek , n'amlieh die Summe von zwei oder mehreren Gliedern von der Form Sh0

r. Jetzt ist es 

aber auch moglich, diesen Coefficienten der Nulle gleieli zu maehen durclr von Null verschie- 

dene aber zweckm'assig ffewahlte Werthe von h0. Wir sind auf solche Weise schon zu den 
gesuchten Bedingungen gelangt, welchen die mit £0 und h0 bezeichneten Grdssen im Anfangs- 
gliede h0a

So geniigen miissen. Wir habcn auch gesehen, dass die Wahl jeder diescr beiden 

Grossen einen eigenthiimliclien Zweck erfiillt: die zweckm'assige Wahl des Exponten ?0 bewirkt 
namlich, dass zwei oder melirere Glieder dcs Gleichungspolynoms zu dem mit der hochsten 
Potenz von a verseheneii Gliede des Substitutionsresultates P0 einen Bestandtheil liefern, so 

zwar, dass der Coefficient dieser hochsten Potenz von a ein zwei-oder mehrgliedriger, hn 

enthaltender Ausdruck wird, der daher cine Reduction zulasst, wenn man dem h0 einen 
bestimmten Zahlwerth ertheilt. Die zweckm'assige Wahl der zweiten, mit k0 bezeichneten 
Grosse bezweckt, dass bei dieser, zufolge der Wahl von £0, moglich gewordenen Reduction im 

Coefficienten des hochsten Gliedes im Substitutionsresiiltate derselbe den Worth Null erlangt. 
Wir finden hier unsero friiher gemaehten Bemcrkungcn bewahrheitet: £0 namlich, so wie ha 

sind aus Glcichungen zu ziehen; allein in Bezug auf dieso Gleichungen waltet noch cine 

Unbestiimntheit. 
Die Gleichung, wclchc cu liefert, ist immer vom ersten Grade, weil sic besagt, dass zwei 

der Gradzahlen a + ^c0, welche, wie man sicht, lineare Functionen von c0 sind, einander gleich 

scin miissen. Trotzdem ist es dennoch denkbar, dass fur ?0 melirere Zahlwerthe erhalten werden 

konnen. 
Die Mdgliohkeit melireror brauchbarer Zahlwerthe fur £0 hat eben in der erwahnten 

Unbestimmtheit ihrcn Grund, da der Grdssen a + r.£0 so viele als Glieder des Gleichungs- 
polynoms vorhanden sind. also mit Ausnahme der binomischen Gleichungen stets mehr als 
zwei; und man wird dalier melirere Gleichungen des ersten Grades aufzustellen im Stande sein, 

welche die verlangte Gleichheit zweier linearcr Functionen a A r.c0 aussprechen und dalier auch 
mehrere Werthe fur £0 finden. Ist cine bestimmte solche Gleichung aufgestellt, und der ihr ent- 

sprechende Worth von cu bestimmt, so ist hiemit auch zuglcich die Gleichung bestimmt, welche 
h0 liefcrt. Per aus dieser Gleichung des ersten Grades gezogene Worth von ~, ertheilt namlich 

zweien, gelegentlich aber auch mehreren linoaren Functionen ct + ££0 denselben grossten 
Werth. Dieser grosste Werth ist zuglcich der Exponent von a im ersten Gliede des Substitu- 

tionsresultates P0, so lange man noch nieht den Werth von hQ specialisirt hat. Der Coefficient, 
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120 Ignaz Heger. 

mit dem diese hb'chste Potcnz von a multiplicirt erscheint, ist ein zwei- oder mehrgliedriges 
Polynom, welches h0 in verschicdenen Potenzen enth'alt, und 1'asst sich auf eine sehr einfache 

Weise bilden. Diejenigen Functionen a-f£?0 n'amlich, welche einerlei und grossten Werth 
erlangen, entsprcchen gewissen Gliedern des Gleichungspolynomes P. 

Setzt man nun in der Summe der so bezeichneten Glieder des Gleichungspolynoms anstatt 

a und x die Werthe 1 und h0, so geht dadurch ein in der Kegel zwei-, gelegentlich aber mehr- 

gliedriger h0 enthaltender Ausdruck hervor, welcher eben der gesuchte Coefficient dieser hoch- 
sten Potenz von a im Substitutionsresultate ist. 

Diese Kegel ergibt sich unmittelbar aus der Betrachtung der Form (1), welche eben das 

hochste Glied des aus JIaaxx hervorgchenden Substitutionsresultates ist. Es ist nun nur noch 
nothig, diesenA0 enthaltenden Ausdruck der Nulle gleich zu setzen, so hat man die dem erwahlten 

£0 entsprechende Bestimmungsgleichung fur das zugehorige h0. Diese Gleichung ist nach Ji0 

meistentheils von hoherem Grade, unci es ist daher mb'glich, zu einem cinzigen Werthe von $0 

mehrere zugehorige k0 zu finden. Wir ersehen also hieraus, dass sowohl der "Werth von £0, als 

die zugehorigen Werthe von h0 bestimmt sind, wenn man durch Gleichsetzon zweier linearer 

Functionen a-r^Co yon einer bestimmten Gleichung des ersten Grades in c0 ausgegangen ist. 
Die bei der Walil dieser Gleichung bestehende Unbestimmtheit bewirkt daher, trotzdem dass 
sie nur dem ersten Grade angehbrt, die Moglichkeit verschiedencr £0, deren jedem wieder 

bestimmte k0 in einer gewissen Anzahl angehoren. Die Unbestimmtheit der Gleichung in £0 

erstreckt sich aber keineswegs so weit, dass man nur bcliebige zwei der linearen Functionen 

d-\~]i$0 einander gleichsetzon durftc, um einen brauchbaren Werth far £0 zu erhalten; die 

Wahl dor beiden einander gleichzusetzenden Functionen a+^c0 ist vielmehr durch weitere 
Bedingungen von eigenthiimlicher Art beschrankt. Es ist n'amlich nicht hinreichend, dass c0 so 

gewahlt werde, dass zwei oder mehrere linearc Functionen gleich werden, sondern 
die gleichgesetzton Functionen mussen zugleieh den grossten Werth besitzen. 

Wollte man daher, um zu alien moglichen vcrschiedenen Wertlien von g0 zu golangen, die 
linearen Functionen zu je zweien auf alle denkbaren Weisen einander gleichsetzen, so miisste 

hinterher erst eine Untcrsuchung der so gewonncnen Werthe fur £l} folgen, welche zu entschei- 

den h'atte, ob keine der tibrigen linearen Functionen ft'-f jc£0 einen grcissercn Werth erh'alt als 
die zwei einander gleichgesetzten. Diese Untersuchung ware mit jedem einzelnen der gewon- 

ncnen Zahlwerthe von c0 vorzunehrnen, und nur jene von ihnen, welche dieser Bedingung ent- 
sprechen, sind als brauchbare Werthe von c0 anzusehen, alle iibrigen aber nicht. 

Es versteht sich wohl von selbst, dass dieser Weg, zu den Wrcrthen von c0 zu gelangen, 
nicht der bequcmste und kurzeste sci, weil in der Mehrzahl der Falle bei einem solchen Gleich- 
setzen zweier ganz willkiirlich erw'ahlter linearer Functionen die nachtraglichc Untcrsuchung 

des gewonnenen Werthes denselben als unbrauchbar bczeichnen wiirdc. Wir wollen daher zu 

einem directen Verfahren schrcitcn, welches gleiehzeitig auf alle Bedingungen Piicksicht 
nimmt, und welches ohne alle Umwege und fruchtlosc Versuche zu alien moglichen Werthen 

von ?0 filhrt. Ilaben wir diesen Zweck crrcicht, so wird audi die Aufstellung der entsprechen- 

den Glcichungen in A0, wie wir bereits gesehen haben, keincrlei Unbestimmtheit und Schwierig- 
keit unterliegen. Wie schon friiher bemcrkt wurde, gehbrt dieses Problem cigentlich in das 

Gebiet der Auflosung von Unglcichungen. Wir werden auch spater uns dariiber deut- 
licher erklaren. Vor der Hand aber versuchen wir durch gcometrische Constructionen zur Auf- 
losung zu gelangen. 
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121 

§• 

Das Problem ist folgendes: Es ist ein Polynom P gegeben, bestehend aus mehrcrcn 
Gliedern von der Form Ila^of; aus deu Exponenten a und r eines jedcn einzelnen solcben 

Gliedes bilde man eine Function von £0, namlich die a + f?». deren Bildungsweise von selbst 
ersicbtlieb ist: nun sollen jene Zablwerthe von c0 angegeben werden, welebe unter all diesen 
verseliiedenen Functionen zweien oder mehreren denselben gleiche, alien iibrigen aber kleinere 
Werthe ertheilen. Diese Bedingungen sind es. welche c0 zu erfiillen bat. Bctracbtcn wir nun 

?„ als Abscisse, die lineare Function ct+ 1'?,, =7j als ziigchbrige Ordinate, so lasst sich fiir jede 

lineare Function die zwischen £ und YJ bestehende Abhangigkeit dureb eine Linie, und zwar 
durch eine fferade Linie darstellen. Diese p-erade Linie stellt die Gesamnitheit aller Punkte 

auf der Ebene dar, deren Coordinaten c und YJ in derjenigen Abbangigke.it zu cinander stehen, 

wie sie die Gleichung; 

zwischen ibnen feststellt. Fur jede einzelne lineare Function, gewissermassen also fur jedes 

einzelne Glied IIaaxx ergibt sieli eine bestimmte solche Gerade, also fiir alle die verseliiedenen 

linearen Functionen ein gauzes System soldier Linien, deren jede cine andere Lage besitzt. 
Hier in der verzeiclmeten Figur ist es uicbt schwer zu seben, welche der linearen Functionen 

fiir einen gewissen Bereieb der Wcrtlie von f den grossten Werth besitzt. 

Um hievon cine deutliche Darstellung zu geben, wahlen wir ein Beispiel, namlich die 
Gleichung 

ax xl ~'r x
3 

b c 

a x~ a*x -j- 2ax 
f 9 

a" 
k 

= 0. 

Die linearen Functionen der einzelnen Glieder sind folgende: 

1 + 4£, 7}t =4c, r]c — a$, 't,r— 
9 £ 

1. YI  — 2 £ r — 9 4- P    r —-1 J- £   r, yje ' C, I}) '      V   S   ;     Ijg    1       I      C,      'Jh 

Das durch diese Gleichungen bestimmte System YOU Linien ist in Fig. 1 dargcstellt. Jede 

Linie ist mit denselben Buchstaben bezeichnet, welche den entsprecbenden rt und den corre- 
spondirenden Gliedern des Gleichungspolynoms angefiigt sind. In diescr Zeicbnung seben wir 

alsbald, dass fiir alio moglichen AVerthe von c nur drei Linien die obcrste Lage einnehmen, 
namlich fiir £<0 ist die mit h bezeichnete Linie die am hochsten gelegene, fiir jene Werthe 
von c die zwischen 0 und -I- liegen die Linien d und fiir grossere £ als ~r die Linie a. In den 

Durchschnittspunkten A und B, welchen die Werthe £= 0 und £ = l entsprechen, ist es 
nielit mebr eine cinzige Linie, welebe das grosste r, besitzt. sondern es sind deren mebrere. Im 
Punkte A sclmeiden sieli drei Linien, namlich die //./und d\ sic besitzen alle drei dort dieselbe 

hochste Lage, alien dreien entspricht dieselbe grosste Ordinate ^ = 2, wahrend alle iibrigen 
Linien kleinere Werthe fiir ihre Ordinaten liefern. Wir schliessen hicraus, dass wenn man 
anstatttcin das Gleichungspolynom eine absteigend geordnete, mit dem Anfangsgliede ha° = h 

beginnende Peihc substituirt, ein Substitutionsresultat hervorgcht, in weleheni a2 die hochste 
darin erscheinende Potenz von a ist, und dass dieses mit d~ versehene hochste Glied des Sub- 

stitutionsresultates sich aus drei Bestandtheilen zusammensetzen werde, welebe aus den drei 
durch die Linien //, fund d bezeichneten Gliedern: a2. — a2x, a2x2 hervorgehen. Der in diesem 

hochsten Gliede erscheinende Coefficient ist demnach ein Trinom, namentlich das folgende: 

1 — li + h2. 

Denkschriften der mathem.-naturw. 01. XII. JJd. Abhandl. v. Nichtmitgl. 
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122 Ignaz Heger. 

welches, der Nulle gleichgesetzt, die quadratische Bestimmungsgleiehung: 

¥ — h + 1 = 0, 

und demnach die zwei imagin'aren Werth c 

liefert. Wir liaben somit zwei verscliiedene Anfangsglieder der nach absteigenden Potenzen 
von a geordneten Beihenentwickclung von x kennen gelernt, sie sind: 

x0=~(l -f \r--'d) und x0: 1.(1—V _a). 

Wenden wir una nun zu dcm zweiten Durcliselmittspunkto B. Dort sclineiden sich die 

zwei Linien d und a, sic besitzen dort, d. h. fur £ = -4- dieselbe und grosste Ordinate rj = 3, 
w'ahrend alle tibrigen Linien gleichfalls kleinere Ordinaten aufweisen. Wir schliessen hieraus 

auf ein Anfangsglied von der Form h0xw. Die zur Bestimmung des Ooefficienten h0 die- 
nende Gleiehung ist aus den clurch die Linien d und a bezeichneten Glieder a~x2 und ax* 
abzuleiten und ist folgende: 

V + V = 0. 

Diesc Gleichung ist vom vierten Grade und besitzt die Wurzeln: 0, V— 1, 
Wir erhalten also zwei neue Anfangsglieder von x, namlich: 

V-~i. 

X[| 

X$ • 

V- 
•a. 

Es darf hier nicht befremden, dass diese Bestimmungsgleiehung' in h dem vierten Grade bDbJ 

angehort, in Wahrheit aber nur zwei brauchbare Werthe fiir h liefert: Fassen wir namlich die 
vier verschiedenen Anfangsglieder zusammen, so konnen wir alle vier dadurch angedeuteten 

Wurzeln unbeschadet mit einem Anfangsgliede wie h0at beginnend ansehen, nur muss dann 

der Coefficient h0 den beiden zuerst aufgefundenen Auflosungen entsprechend den Werth 0 
bekommcn, und so h'atten wir die Bedeutung der zwei gleichen Nullwurzeln dargetlian. Wir 

sehen an diescm Beispiele, dass es sich um das Auffinden bestimmter Durchschnittspunkte 

handelt, die aber von den am hochsten gelegenen Linien des verzeichneten Systcmes gebildet 
werden. 

In der Figur bestehen noch unzahlig vie!e Durchschnittspunkte, aber sie sind fiir das gegen- 
w'artige Problem, namlich fiir die Bestimmung des Anfangsgliedes der absteigenden Entwickelung 

ohne alien Werth. Das, was wir also hier noch zu geben haben, ist ein Verfahren, diese am hoch- 
sten gelegenen Durchschnittspunkte aufzufinden. Hierzu werden uns folgende Bemerkungen 
leiten: Zwischen je zwei solchcn unmittelbar auf einander folgenden Durchschnittspunkten liegi 

als Verbindungslinie ein abgegrenztes Stuck einer Geraden. In unserem Beispiele gehort diese.' 
Stuck A B der mit d bezeichneten Linie an. Waren mehrere Durchschnittspunkte vorhanden. 
so wiirden mehrere solche Verbindungslinien bestehen. Jede solche Verbindungslinie zwischen 

zwei n'achstgelegencn Durchschnittspunkten ist das Stuck einer Geraden im Systeme, welche 

dort die liochste Lage einnimmt unci das grosste -q aufweist. Alio diese Stiicke reihen sich 
an einander, unci bilden einc zusammenhangende gebrochene Linie. Fiigcn wir zu diesen abge- 

grenzten geraden Linienstiicken noch jene zwei Linicnstucke hinzu, deren eine sich von dem 
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Auftosungsmethode fur algebraische Buclistabengleichungen etc. 12; 

am meisten links gelegenen Durchschnittspunkte in der Biehtung der negativen £, deren andere 

aber von dem am meisten rechts gelegenen Durchschnittspunkte in der Biehtung der positiven c 

gleichfalls ins Unendliche sich erstreekt, und welche in diesen Bereichen die hb'chste Lage ein- 
nebmen, so erg'anzeii sich diese zrwei nach einer Biehtung bin abgegrenzten, nacb der 
andern aber unbegrenzten Linien mit den friiher erwahnten Verbindungslinien zweier 

nachster Dnrcbschnittspunkte zu einer gebrochenen Linie, die sich von £== — oo bis | = -f oo 

ausdehnt. In unserem Beispiele ist diese gebrochene Linie die liABa. Sie vereinigt in 
sich jene Linienstiicke des verzeicbneten Systemes, welehe die grossten Ordinaten x> aufweisen, 
und ist aus einer endlichen Anzahl von geraden Stricken zusammengesetzt, die in den Durch- 

schnittspunkten an einander stossen. Die beiden Endstiieke dieser gebroclienen Linie sind nach 

einer Biehtung bin unbegrenzt, alle iibrigen Mittelstiicke sind aber nach beiden Biehtungen 

begrenzt. Diese gebrochene Linie gibt em Bild von der Abhangigkeit, in welcher der Exponent 
rj der hochsten Potenz von a, die im Substitutionsresultate P0 erscheint, und der Exponent £0 des 

Anfangsgliedes der anstatt x substituirten Beihe zu einander stehen. 
Wir ersehen hieraus. dass diese zwei Grossen nicht in einem st'atigen Zusammenhange 

zu einander stehen, im Gegentheile besteht eine bestimmte Abhangigkeit nur innerbalb gewisser 
Grenzen, uberschreitet man diesen Bereich, so tritt eine neue Relation zwischen ihnen auf. 
Wir haben auch den Grund hievon bereits kennen gelernt, und diese Erscheinung findet darin 

ihre Erklarung, dass das mit der hochsten Potenz von a versehene Glied des Substitutions- 

resultates je nach clem dem c„ im Anfangsgliede von x ertheilten Zahlwerthe- bald aus dem 
einen, bald aus einem anderen Gliede des Gleichungspolynoms P hervorgeht. Lie gebrochene 

Linie gibt von diesem Uberspringen von Glied zu Glied ein klares Bild und gibt auch Auf- 
schluss iiber die Art und Weise, in welcher dieses Uberspringen geschieht. Die gebrochene 

Linie weist namlich eine eigenthumliche Gesetzmassigkeit in der Aufeinanderfolge der sie 
zusammensetzenden Linienstiicke aus. tlbergehen wir namlich von £.= — CXD durch alle mbg- 

liehen Zwischenstufen zuf= + oo, also von kleineren f zu immer grbsseren, so wird sich 
zeigen, dass die Linienstiicke in soldier Weise auf einander folgen, dass diejenigc den Anfang 

macht, welcher das kleinste i: entspricht, d. h. jene Linie, die mit der Abscissenaxe den kleinsten 
Winkel einscliliesst, und dass die nachfolgenden Linien immer grb'ssere f. aufweisen, also stets 

grossere Winkel mit der Abscissenaxe cinschliesscn. Man gelangt also so zur AVahrnehmung, 

dass sie steigend nach r geordnet erscheinen. Bei dem gew'ahlten Beispiele findet man diese 
Bemerkung best'atigt. Es ist auch leieht cinzusehen, dass es sich so verhalten miisse, denn von 

zwei vcrschiedonen rj == a -f- 1$ wird bei wachsendem c diejenige rascher wachsen, welche das 

grossere r. besitzt, so zwar, dass wenn eine gewisse lineare Function rj = a~\-£% fiir ein 
bestimmtes c den grossten AVerth erhalten hat. fiir grossere c nur diejenigen Functionen sie 
erreichen und iibersteigen kbnnen, welch en ein grbsseres r. und demgemass ein rascheres 

Wachsthum eigen ist. Die gebrochene Linie wird folglich nach links diejenigen Linienstiicke 
aufweisen, die die kleinsten, nach rechts aber jene, welche die grossten Winkel mit der Abs- 

cissenaxe einsebliessen, namentlich werden die beiden Endstiieke den beiden Functionen mit 
den extremen Werthen von r, und zwar das linke Ende der mit dem kleinsten r, das rechte 

Ende aber der mit dem grossten x versehenen Function entsprechen. Zufolge dieser Anordnung 

der LinienstQcke, dass auf ein bestimmtes derselben nur immer ein solcbes folgen kann, 

welches cinen grosseren Winkel mit der Abscissenaxe einschliesst, wird diese gebrochene Linie 
ihre Coneavitat nach auf-, ihre Convcxitat nach abwarts wenden (wenn es uns gestattet ist 
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124 Ignaz Heger. 

diesc nur bci krummen Linien gebr'aucklicken Bezeichnungen auf gebroeliene auszudeknen). 
Wir erscken liieraus, dass, wcnn wir von den kleinsten Werthen von c zu immcr grosseren 

iibersckreiten, und zwar clurck alle moglicken Zwisckcnstufen das grosste tj sprungweise von 

einer Geraden des Systemes zu einer andcren, jedock mit cinem grosseren y, versekenen iiber- 
gekt. Ein solcker Sprung findct immer Start bci den Eckpunkten der gebrockenen Linie. 

Bei diesem Ubergange von den kleinsten £ zu den grosstcn zeigt sick aber, dass nickt alle 
Linien des verzeickneten Systemes an der gebrockenen Linie Tkeil nekmen, sondern nur einige 

derselben. Von einigen derselben ist es sckon von vorne her ersicktlick, dass sie niemals das 
grosste -q aufweisen konnen. Ergeben sick namlick mekrere parallele Linien, wie die a und h. 

die d und e, f und g, k und i, in dem erwahute Beispiele, so bekalt von solcken parallelen 
Linien die eine stets die kockste Lagc gegen alle ribrigen; man kann demnach die Zeicknung 
in alien solcken Fallen dadurck vereinfacken, dass man von solcken parallclcn Linien nur 

diejenige beibebalt, welcke unter iknen stets das grosste rj ausweist, alle iibrigcn aber auslasst. 

Dies wird gesckeken, wenn man von denjenigen Functionen a + r?- welcke dasselbe r. aber 
versckiedene a auswcison, nur cine einzige, namlick die mit dem grossten a vcrsekeno erwaklt, 
undikr entspreckend die Gerade im Systeme verzeicknet. So wiirde in dem crwaklten Beispiele, 
welckes auck so gesckriebcn werden kann: 

(2) (a + 1)xl -f- x?' 4- (a- — 1)x~ — (a? — 2 a) x -+- (a3 — a) = 0 

die Berticksicktigung der linearen Functionen: 

ri==l D V = 2 + 9 £ 2 +c,   -^ = 2 
vollkommen kinreicken. Diese linearen Functionen sind aus den Gradzaklen der Unbekannten 
x unci der mit iknen multiplicirtcn Polynome in a gebildet. Durch diesen Vorgang werden also 
gowisse lineare Functionen beseitigt. Flieraus folgt aber kcincswegs, dass alle iibrig bleibenden 

linearen Functionen wirklick an der gebrockenen Linie cinen Antkeil nekmen, nur lasst sick 

dariiber nickt okne eine wcitcrc Untcrsuckung entsckeiden. So seken wir z. B. in dem gewaklten 
Beispiele, dass nur vier derselben, namlick. die: 2, 2 4-£, 2 + 2 c, l + 4c, zu dem grossten 

Wertke gclangen, und daker zur gebrockenen Linie einen Bestandtkeil liefern, w'akrend die 

3 f in der ganzen Ausdeknung der Wertke von £ unter diesem grosstcn Wertke blcibt, und 
daker unter der gebrockenen Linie verkiuft. Die lineare Function 2 4- z nimmt fur kein end- 

lickes Interval, sondern nur fur den einzigen Wertk c = 0 an der gebroekencn Linie Antkeil. 
Die linearen Functionen lassen sick daker in drei Abtkeilungcn tkeilen: 1. solckc, welcke 

ein Linienstiick zur gebrockenen Linie liefern, 2. solckc, welcke nur einen Punkt und zwar 

einen Eckpunkt geben, und 3. solckc, welcke an der gebrockenen Linie gar keinen Antkeil 
nekmen. Wie sick die linearen Functionen cintkcilen, ebon so trennen sick die Glieder des 
Gleickungspolynoms in drei Gruppen. Den ersterwaknten linearen Functionen entsprecken 

namlick jene Glieder des Gleickungspolynoms, deren jedes fur ein bestimmtcs Interval! der 

Wertke q das kockste Glied des Substitutionsresultates liefert, kingegen die zuletzt erw'aknte 
Abtkeilung von linearen Functionen entspricht alien jenon Gliedern des Gleickungspolynoms. 

welcke fur keinen, wie immer gew'aklten Wertk von c die kockste Potenz von a im Substitutions- 
resultatc abgeben; in der Mitte zwiscken beiden, und an der Grenze derselben, stekenjene 
Glieder, deren lineare Functionen der zweiten Abtkeilung zugez'ahlt wurden. Dicse liefern 

nur fur einen spcciellen Zaklwertk von c gleickzeitig mit anderen einen Bestandtkeil zum 
bb'cksten Gliede  des Substitutionsresultates.   Substituirt  man   anstatt x  in   das  Gleickune's- 
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polynom eine absteigend geordnete Beihe, deren Anfangsglied Ii0a
So iat, und ertheilt man dem 

60 alio denkbaren Werthe, indem man yon dem grossten beginnt und zu immer kleineren, durch 

alle mbglichen Zwischenstufen lierabsteigt, so wird sicli zcigen, dass anfangs das mit der 
hbclisten Potcnz von a versehene Anfangsglied des Substitutionsresultates aus demjenigen 
Gliede des Gleicliungspolynoms hervorgeht, welches x in der hbclisten Potenz, und falls 

mehrere solche sicli vorfmden sollten, unter diesen wieder dasjenige, welches a in der hoclisten 

Potenz enth'alt, dem also das grosste £, und unter diesen wieder das grosste a entspricht. Dies 
dauert so lange fort, als man sicli oberhalb desjenigen Werthes von £ befindet, der dem am 
meisten nach rechts gclcgenen Eckpunkte in der gebrochenen Linie entspricht. Kommt man 

endlich auf diesen speciellen Werth von c, so liefert dieses nach x hochste Glied noch immer 
ein mit der hbclisten Potenz von a versehcnes Glied zum Substitutionsresultate, allein cs 
tauchen noch ein zweites, gelegentlich audi mehrere Glieder auf, welche gleichfalls einen 

solchen Bestandtheil mit derselben hbclisten Potenz von a liefern. Diese Bestandtheile, in der 
Regel zwei, manchmal aber audi mehrere an der Zahl, setzen nun das hochste Glied des 

Substitutionsresultates zusammeii, wahrend es friihcr nur aus einem einzigen Gliede hervorging. 

Verringert man diesen speciellen Worth von £ um cine beliebig kleinc Grb'sse, so bleibt von all 
diesen Glicdern, welche die hochste Potenz Lieferten, nur ein einziges iibrig, und zwar unter 

ihnen gerade dasjenige, welches das kleinsfe p besitzt. Dieses Glied liefert nun wieder fur ein 

endliches Intervall der Wertbe c das hochste Glied des Substitutionsresultates ganz allein. 
Dieses Intervall erstreckt sicli auf der Abscissenaxe von dem eben verlassenen Eckpunkte der 

gebrochenen Linie bis zum nachstcn Eckpunkte. Erreicht man endlich, dieseni zweiten Eck- 
punkte entsprechend, den an der unteren Grenze dieses Intervalles liegcnden Werth von f, so 

tritt cine ahnlichc Erscheinung auf wie friiher. Eiir diesen speciellen Werth von f geht namlich 
wieder das hochste Glied des Substitutionsresultates niclit aus einem einzigen, sondern aus 
zweien oder mehreren Glicdern des Gleichungspolynoins hcrvor. Auf solche Weise iibergeht 

die Polle, das hochste Glied des Substitutionsresultates zu liefern, von Glied zu Glied des 

Gleicliungspolynoms sprungAveise. Der Sprung findet immer Statt, wenn c einen Eckpunkt der 
gebrochenen Linie erreicht, so zwar, dass dort diese Rolle von mehreren Gliedern des 

Gleichuno-spolynoms ubernommen wird.  Auf solche Weise wandert diese Polle vom hoclisten 
ox J 

Gliede des Glcichungspolvnoms sprungweise zu stets niedrigeren, endlich bis zu dem 
niedrigsten. Yon der Art dieser Wanderung, so wie iiber die Stelle, wo dieser sprungweise 

Wecliscl der Pollen stattfindet, gibt die gebrochene Linie Aufschluss. 
Wie wir gezeigt liaben, lassen sicli alle auf das Anfangsglied der absteigenden Entwicke- 

lune-sform von x bezue-lichcn Ffaffen aus dem verzeidmeten Systeme von geraden Linien 
beantworten, indem man die Durchsclinittspunkte der am hbclisten liegcnden Linien ins Auge 

fasst. Die durch diese Durchschnittspunktc gehende gebrochene Linie gibt iiber die Form des 

hbchsten Gliedcs im Substitutionsresultate J'0 die nbthigen Aufschliisse. Es gehbrt audi keines- 
wegs zu den seliwierigen Aufgaben, diese Durchsclinittspunkte und die gebrochene Linie aus 

dem verzeidmeten Systeme abzuleiten. Das liiezu einzuleitende Vcrfahren ist im AYesentlichen 

folgendes: Beginnen wir mit derjenigen Geraden, deren Gleichung 5y = a + ^f das grosste r 
aufweist, also mit derjenigen, welche mit der Abscissenaxe den grossten Winkel einschliesst, 

und schreiten wir auf ihr in der Pichtung der negativen c vor. bis wir einem Durchsclinitts- 
punkte begegnen. Bei diesem Durchsclinittspunkte angelangt. bemerken wir den zugehbrigen 

Worth von £: derselbe ist ein brauchbarer Exponent fiir das Anfangsglied //„a^\md zwar unter 
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126 Ignaz lleger. 

alien der grosste, und notiren zugleich alle Geraden, die sich dort schneiden, oder vielmehr 
die ihnen zugehorigen Glieder des Gleicliungspolynoms; sie liefern die Bestimmungsgleichung 

fur die zugehorigen Coefficientenwerthe von hn. Nun verlassen wir diese zuerst betretene 

Gerade und erw'ahlen dafiir die sie schneidende Gerade, oder, falls mehrere solche vorhanden 
w'aren, unter ihnen die mit dem kleinsten r. versehene — diese namlich bildet das anstossende 
Stuck der gcbrochenen Linie — und sehreiten aufihrin der angegebenen Pdchtung der negativen 

c wieder so lange fort, bis wir abermals einem Durchschnittspunkte begegnen, wo wir uns gerade so 
wie beim ersten benehmen. Auf solche Weise gelangen wir der Reihe nach zu alien Durch- 
schnittspunkten, und das Verfahren schliesst sich endlich von selbst, weil wir zuletzt zu einer 

Linie kommen, die keinen Durchschnittspunkt in der angegebenen Bichtnng mehr aufweist. Bei 

diesem Verfahren ergeben sich die Werthe von £0 alle, und zwar in fallender Beihenfolge. 
Gleichzeitig werden auch die Bestimmungsgleichungen ftir die zugehorigen Coefficienten 

erhalten, die meistentheils binomisch sind. Man konnte dieses Verfahren auch entspreehend 
modificiren, so dass man, am linken Ende dor gebrochenen Linie beginnend, die Werthe von 

|n in steigender Reihenfolge bekame. 
Es ist wohl von selbst einleuchtend, dass dies nicht die einzige Constructionsweise 

sei, welche zu dem verlangten Ziele fiihrt, im Gegentheile 1'asst sich sehr leieht die An- 

zahl der moglichen Constructionsweisen angeben. In der That handelt es sich stets immer 

nur um eine graphische Darstellung der durch die Gleichungen iq = a -f £ c festgestell- 
ten Abhangigkeit. Allein man konnte diese vier Grossen a, t, c und rj unter einander 
die ihnen hior angewiesenen Bedeutungen vertauschen lassen, und wiirde dadurch zu an- 

scheinend verschiedenen, vielleicht sogar in gewisser Hinsicht bequemeren Constructionen 
gelangen. Wir wollen bier uns jedoch mit gcometrischen Constructionen nicht langer 

befassen, sondern im Gegentheile dieselben so bald als moglich verlassen und durch ein 

analytisclies Verfahren ersetzen, welches jedenfalls alle geometrischen Constructionen an 
Bequemlichkeit und Kiirze iibertrifft. Wir hatten iiberhaupt keine andere Absicht, als durch 
ein geometrisches Bild die Klarheit zu erhohen, um das analytische Verfahren, welches wir 
nun auseinandersetzcn werden, anschaulich zu machen. 

§.  3. 

Um die analytische Verfahrungsweise abzuleiten, haben wir nur jeden einzelnen geome- 

trischen Vorgang durch die entsprechende analytische Operation zu ersetzen. Wir beginnen 
also damit, aus den einzelnen Gliedern des Gleicliungspolynoms P auf die bekannte Weise die 

linearen Functioncn a '- r_c abzuleiten, wobei wir gleich, wie in der Zeichnung die parallelen 
iiberfliissigen Linien beseitigt wurden, diejenigen linearen Functionen zu bilden unterlassen, 

welche einem Gliede entsprcchen, welches mit einem anderen dieselbe Potenz von x gemein- 
schaftlich hat7 aber eine niedrigere Potenz von a ausweist. Dies werden wir am schnellsten 

erreichen, wenn wir, wie imBeispiele (2) geschehen ist, diePotenzen von x als Factoren sondern, 
und als zweiten Factor, gewissermassen als Coefficienten, das damit multiplicirte Polynom nach 

absteigenden Potenzen von a geordnet hinschreiben. Dadurch sind unmittelbar diejenigen 

Glieder crsiehtlich gemacht, welche bei gleicher Potenz von x die hochste von a besitzcn. Die 

so gebildeten linearen Functioncn ordne man absteigend nach den Zahlwerthen von r., ja man 
wirdsie schon in solchcr Weise geordnet erhalten, AVCUU das Gleichungspolynom nach absteigen- 
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denPotenzen von x geordnet ist. Nun beginnt ein regelmassiges Untersuehungsverfahren, analog 

dem Fortschreiten auf der gebrochenen Linie in der Bichtung der negativen c bis zum ersten 
sich darstellenden Durchschnittspunkte. Diese Untersucbung beginnt mit der ersten der auf die 
angegebene Weise geordneteii linearen Funetionen, und bezweckt die Ermittlung und Ver- 
gleiclmng der den Durchschnittspuiikten dieser Linie mit den iibrigen im System e entspreclien- 
den Werthe von £. Von all diesen Wertlien ist der grosste auszuwahlen und als Exponent £0 

zu notiren, gleicbzeitig sind alle jene Glieder zu bezeichnen, deren lincare Funetionen diesen 

Durchschnittspunkt bilden helfen, weil aus ihnen die Bestimmungsgleichung fur h0 hervorgeht. 
Zu diesem Ende subtrahirt man diese erste lineare Function der Ecilie nacb von alien iibrigen, 
setzt jeden dieser Unterschicde, welche alle c in sich enthalten, der Nulle gleich und sucht die 
Genu'ge leistenden Werthe von £. Yon all diesen Geniige lcistenden Wertlien bestimmt man 

den grossten und bezeichnet ihn als brauchbaren Werth von £0. Urn die Bestimmungsgleichung 
fiir das zugchorige h0 zu bilden, notirt man jene Glieder des Gleichungspolynoms, welche der 

subtrahirten linearen Function und jener ancleren entsprechen, aus welcher eben jener Rest 
hervorgegangen ist, der gleich Null gesetzt, das grosste c0 geliefert hat. Ist dieser grosste 

Werth c0 mehrmals erhalten worden, so sind alle diese entspreclienden Glieder zu notiren. 
Hiemit ist nun eine Untersucbung geschlossen und es kommt cine nachste Function an die 
Eeihe, welche derselben Untersuchung unterworfen wird. Allein man geht nicht zur naehst- 

folgenden, bier zur zweiten linearen Function iiber, da es sich treffen kann, dass dieselbe gar 

trie den grossten Worth erlangt und somit audi an der gebrochenen Linie keinen Antheil 
nimmt. Die vorhero-ea;ano-ene Untersuchung der ersten linearen Function lehrt abcr schon 

dariiber das Notbige, denn sie zeigt zugleich an, welche Function in dem angrenzenden Bereiche 
den grossten Werth besitzt und demnach zuiuichst der Untersuchung zu unterziehen ist, Diese 

Function findet sich namlich untcr den bereits notirten vor, welchen der gefundene Werth von 
?,, als Auflosung des der Nulle gleichgesetzten Unterschiedes entspricht. Sollten mchrere solche 

zugegen sein, so ist unter ihnen die mit dem kleinsten £ verschene, also die spateste diejenige, 
welche nun an die Eeihe kommt. Die bisherige Untersuchung hat audi gelehrt, dass allehiebei 
vielleicht in der Eeihenfolge iibersprungenen Funetionen niemals zum grossten Werthe 

gelangen, und sie konnen daher bei jeder Aveiteren Untersuchung unberiicksichtigt bleiben. Man 
wird daher mit dieser fiir die mimittelbar naehstfolgende Untersuchung bezeichneten Function 

gcrade so verfahren, wie mit der ersten, sie nur mit den darauffolgenden Funetionen combi- 
nirend. Dieses Verfahren fiilirt von selbst zu den verschiedenen zu untersuchenden Funetionen, 
und schlicsst sich, hinreichend oft wiederholt, gleichfalls von selbst, wenn sie zur letzten der- 

selben geleitet hat. Auf solche Weise gelangt man dureh ein cinfaches combinatorisches Ver- 
fahren zu alien mb'glichen Wertlien von c0 und zu den entspreclienden Gliedersummen, und hat 
nur noeh die Substitution a = 1, x = h0 in dieselben auszufiihren und diese Ausdriicke gleich 

Null zu setzen, urn zugleich audi die zugehorigen Werthe von h„ durch Auflosung von Zahlen- 

gleichungen zu linden. 
Wir wollen nun an der friiber behandelten Gleichung dieses analytische Verfahren zeigen. 

Die Gleichung ist: 

(a + 1) xl -f x3 + (a1 — 1) x2 — (a2 — 2 a) x -)- a2 — a = 0, 

die linearen Funetionen sind daher folgen.de: 

1 + 4 c 3? 4- 2 +• e •> 
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1. Untersucbung  der Function l-f-4£.   Die Differenzen, der Nulle gleicligesetzt. 
geben die Gleichungen: 

1 = 0 1 2 c = 0 1 0 1 4c = 0, 

welchen die Wertlic £ = — 1, 4- ir> T entsprcclien. Unter ilmen ist | = 4, der grosste und 
somit zu notirende Wertli von £0. linn entsprecliend besitzen die zwei linearen Functioncn 

1 -p 4 c und 2 -|- 2 c gleiche, alio iibrigen aber kleinere Werthe. Hieraus folgt dalier die 
Bestimmungsgl'eiehung   fiir   den   zugehb'rigen   Coefficienten   h0   aus   den   beiden   Gliedern 
a x a2 x2 und ist folgende: 

h* + h2 = 0. 

Sie liefert zwei brauchbarc Werthe h= + V —1 und k=—\ —1, ferner zwei Null- 
wurzeln, welch c nur besagen, dass noch zwci Auflosungen bestelien, die jedocb mit ciner 

niedrigen Potenz von a beginncn. Es ist biermit zugleich die lineare Function 2 -(- 2 $ fiir die 
naehstfolgende Untersucbung bezeiclmct. 

2. Untersucbung der Function 2 -f- 2 £. Die Differenzen sind gleicb Null gesetzt 

foJgende: 

— £=0 • 2 £ = 0 

beide liefern denselben Wertli £ = 0. Hieraus folgt. dass fiir c = 0 die drei linearen Functioncn: 

2 -|- 2f, 2 -f- f und 2 den grossten Wertb gemeinschaftlich besitzen. Der Wertli cu = 0 1st zu 
notiren. so wie die Summe der drei Glieder arx2 — d2x 4- a2.   Die Bestimmunffsedeichunfi' fiir 
den zugehorigen Coefficienten ist: 

h*—h 4- 1 = 0. 

Ibr   entsprecben  zwei Werthe,  n'amlieh  h0 = .' (1 -f V — 3)   und   hg = -~(l—V—3). 
Wir gelanffen also bier auf dem analytisclien Weffe zu denselben Anfangsgliedern, wie friiher 
durch geometrische Constructionen.   Sie sind folgende: 

I — a 

X0=:~V 

(1 f V--3) 
Xn 

i   , 
-(1-V--3). 

Es ist vielleiclit nicht unerspriesslich, liter an diesem Beispiele cine bequemere Art. diese 

Rechnungen zu Papier zu bringen, anzufiihren. 

Sie ist in diesem Schema dargestellt: 

(a -f 1) xi + Xs + (a2 — 1) x2 — (< 

Erste Rcihe von Quoticnten: 

a) x :U. 

+ i 

2 
+ ' 

8 

unter ihnen ist \ am erb'ssten und somit zu notiren. 

Zweite Reihe von Quoticnten: 
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also 0 der zweite und Letzte zu uotirende V^ erth von ~0. 
Die Bestimmunffsaieichunffen fiir //,, sind: 

fiir  ?0 = 7 ^-r !f= (» 

fur  6u = 0 A- — A + 1 = 0 . 

Dabci ist die Rechnung auf den kleinsten Raum zusammengepresst, und die Bil- 

dung der linearen Functionen umgangen. Die Bildung der Quotienten g-eschieht nach 
einem einfachen unmittelbar ersichtliehen Gesetze, Sie sind namlich Briiche, deren 
Zahler die Differenz des Exponenten von a ist, erhalten durch Subtraction dieses Expo- 

neutcn im untersuchten Gliede von dem im naclifolgenden. Der Nenner aber stellt die 

im ento-egengesetzten Sinne erhaltene Differenz der Exponenten von x dar. In jeder solchen 

Reihc wird die grbsste Zalil bczeichnet und hierauf die Bestimmungsgleichung aus den 
entspreclienden Grliedern, die hier gleiclifalls in die .Vugen fallen, abgeleitet. Darunter 
befindet   sich   die   zweite   Reihc,   entsprecliend   der   zweiten   bei   dem   Glied ax    begin- 
nenc len Untersuclimiff. 

Wir liaben in dem Vorhergehenden eine Methode auseinandergesetzt, die Anfangsglieder 
fiir die absteigendc Entwickelung von X in Reilicnform zu bestimmen, und sind, durch geome- 
trisciie Betrachtungsweisen geleitct, zu einer Construction und sp'atcr zu einer analytischen 

Begel gelangt, welche die Gleichungen fiir den Exponenten c0 und fiir den Coefficienten h0 

liefert. Diese Methode stimmt mit jenem Verfahren uberein, welches die bekannten Regeln zur 

Division und zum Wurzelausziehen vorselirciben, und es erselieint somit, wie zu erwarten stand, 

die Auflbsungsart der G-leichungen des ersten Grades und der binOmischen hoheren Grades als 
ein speeieller Fall des bier behandelten Verfahrens. Es ist zugleicli ersicbtlicb, dass dort 

diese eigcntliumliolie Untersuchung, wie sie hier auseinandergesetzt wurde, uberflussig 
erselieint, weii nur eine einzige Gleieliung des ersten Grades zur Bestimmung von ~0 vor- 
liegt, und daher jene Unbostimmtlicit nicbt bcstelit. welche diese Entersucliungen notbwendig 

machte. 
Es bleibt uns nun noch iibrig zu zeigen, in \v1\3 feme unserc friilierc Beliauptung wahr sei, 

dass die Bestimmung des Werthes von £0 von der Auflosung eines Systemes linearer 

Ungleichungen abhangig sei und dass iiberhaupt zwischen der Auflosung von Buclistabcn- 
gleichungen und der Tlieorie der Ungleichungen ein imiiger Zusammenliang bestelic. Es 
wurde von uns anfanglieh zur Bestimmung der Werthe von c0 eine geonietrisclie Construction 
gebraueht, besteliend aus einem Systeme sich verscliiedenartig sehncidender Goraden. Das ganze 

Verfahren bestand dort in dem Abseheiden einer gcbroclienen Linie,. welche aus den hochst- 

gelegenen Linienstuekeii zusaromengesetzt war. Diese gcbrocliene Linie begrenzt cinen Theil 
der Ebene, welclie sich oberhalb sammtlichcr Linien des verzeiclmetcn Systemes befindet, und 

die Gestalt eines Polyffones besitzt, welches sich nach oben, und zu beiden Seiten ins Unend- 

1 iche ausdelmt, nach. untcn zu aber cben diese gebrochene Linie als Begrcnzungslinie besitzt. Die 

Punkte, welche in diescm Bolvnome liegen, weisen s'ammtlich grossere Ordinaten rj auf, als alle 
Dcnksciirifton der matliem.-naturw. CI. XII. lid. Abhandl. v. Nichtmitgl. r 
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130 , Ignaz Heger. 

Punlcte der verzeichneten Geraden die dassclbe £ besitzcn, so zwar, dass sie ein System von 
Ungleichungen erfiillen, deren jede die Form 

7j > a + I c 

besitzt. Einer jeden Geraden des Systemes, also jedcm einzelnen Gliede Ucfx^ des Gleichungs- 

polynomcs entspricht eine solche Ungleichung. Es ist leicht einzusehen, dass dieses System von 
Ungleiehnngen, deren Anzalil gleiclikommt der Anzahl der Glicder im Gleichungspolynomo, 

und deren Ableitungsweise aus den Exponenten a und J. der einzelnen Glieder ersiclitlich ist, 
diesen abgegrenzten Theil dor Ebene bestimmt,- denn jcder in diesem Polygone liegende Punkt 
und nur diese erfiillen alle diese Ungleichungen. 

Zu den Auflosungen dieser Ungleichungen sind die auf der ffebrochenen Einie liegfenden 
Punkte eigentlich nicht mclir zu zahlen, weil sie anstatt einer Ungleichung die entsprecliende 
Gleichung 

YJ = a + r. $ 

erfiillen. In Bczug dieser Eigensehaft nun kb'nncn wir sie als Grenzworthe der Auflosune-en 
betrachten, da sie in der Mitte stelien zwischen den Geniigc leistenden und widersprechenden 

Punkten. Die Punkte der gebroehenen Einie zeigen aber ein doppeltcs Verlialten. Die Punkte 
in der Mitte einer Polygonseite liegen nur auf einer cinzigen Einie des Systemes, aber oberlialb 

aller iibrigen; sie verwandeln daher cine einzige Ungleichung in cine Gleichung und erfiillen 

alle iibrigen Ungleichungen. Hingegen die Eckpunkte der gebroehenen Einie liegen gleichzeitig 
auf zwei, gelcgentlieh auf mehreren Einien des verzeichneten Systemes, und oberlialb aller 
iibrigen. Diese Eckpunkte verwandeln daher zwei, manchrnal auch mehrere ETngleichungen in 

Gleichungen, w'ahrend sie die iibrigen erfiillen. Wir kommen liiedurch zu der Uberzeugung, 
dass man bei einem Systeme A^on Ungleichungen nicht wie bei den Gleichungen bios mit 
Geniige leistenden unci mit widersprechenden Werthen zu thun hat. Nebst den Auflosungen 

und den widersprechenden Werthen bestehen hier noch die Grenzworthe, die 
zwischen beiden die Mitte lialten. Als Grenzwerthe bezeieimen wir namlich alle jene AVerthe 

der Unbekannten, welche cine oder mclirerc Ungleichungen zwar nicht mehr, aber die 

en ts pr cclicn d en G1 ei c li u ngen or f ii lien. Die Grenzwerthe tlieilen sich wieder in mehrere 
Abtheilungen. Die Grenzwerthe erfiillen namlich ausser den Ungleichungen cine gewisse 
Anzahl von Gleichungen, in die sie die Ungleichungen verwandeln. Nach der Anzahl dieser 

< ileichungen (in so welt sie sammtlich von einander verschicden sind) lassen sich die Grenzwerthe 
in Ordnungen eintheilen. Es ist klar, dass die Anzalil dieser von einander verschiedenen 

Gleichungen nicht die Anzahl der im Systeme von Ungleichungen enthaltenen Unbekannten 
iiberschreiten kann, wrcil bekanntlich bei Gleichungen nienials die Anzahl derselben die der 
Unbekannten iibersteigeu darf. Hier, wo nur zwei Unbekannte (? und rj namlich) bestehen, 
werden daher gleichfalls nur (Jrenzwerthe der ersten und der zweitcn Ordnung vorkommen. 

Die Grenzwerthe der ersten Ordnung sind durch die Polygonsciten, die der zweiten Ordnung 
durch die Ecken des Polvijoris dargestellt. Es ist nach diesen Erklarungen klar, dass nur die 
Grenzwerthe der hdchsten, hier zweiten Ordnung in endlicher Zahl, vorhanden sind, da jede 

Unbekannte einen bestimmten Zahlwcrth bekommt, durch die gleiche Anzahl von Gleichungen. 

Alle anderen Grenzwerthe sind in unendlich grosser Anzahl vorhanden, und ihre Aufzahlung 
daher unmoglich. Sic bilden aber zusammenhangendc und abgegrenzte Gebilde, mit einer 
bestimmten Anzahl von  Dimensionen.  In dem gegenw'artigen Falle stellt  das Polygon  die 
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Aufldsuntjsmctliode filr algebraische Buchstabengleichungen etc. 131 

Auflb'sung des Systemes linearer Ungleiclnmgen mit zwei Unbekanntcn vor und ist ein Gebilde 
von zwei Dimensionen, entsprecliend den zwei Unbekanntcn fund rj. Dieses Polygon ist zunachst 
begrenzt von einer Anzahl von Seiten, namlich abgegrenzten geraden Linien. Diese Linien 

sind die Grenzwcrthe der ersten Ordnung, mid besitzen mn cine Dimension weniger, weil eine 
Unbekannte durch die auftretende Gleichung sclion bestimmt ist. Diese Polygonseiten sind 

wieder abgegrenzt clurcli die Eckpunkte oder die Grenzwcrthe der zAveiten Ordnung, Gebilde 
von Null Dimensionen, da zwei Gleieliungen kciner der zwei Unbekanntcn melir einen Spielraum 
fur ibre beliebiffe AVahl e-estatten. Da nur die Grenzwcrthe der hochstoii Ordnung aufzahl- 

bar sind, so ist es eigcntlicli imnier nur rhre Bestimmung, um die es sich bei der Auflosung 
eines Systemes linearer Uncdeicliuno'en liandelt. Wie diesclben durcli ein cinfaclies combinato- 

risehes Verfaliren ermittelt werden, wurde eben friiher gezeigt, nur gelangtcn wir zu diesem- 
Verfahren auf einem anscheinend ganz verscliiedencn Wege, namlich durcli geometrisclie Be- 

traclitungen. Das Gesagte diirfte liinreicben, um zu zeigen, dass die Bestimmung des Exponen- 
ten £0 im Anfangsgliede eigentlieh von der Auflosung eines Systemes von Ungleichun- 
gen zwischen zAvei Unbekanntcn £ und rj und namcntlicli von der B estimmung der Grenz- 

wertlie zAveiter Ordminff abhaiiQ-io' sci. 
Es ist liier gewiss nicht iiberniissig, dem Leser einen kurzen Uberblick zu geben 

iiber die Art, wie das so eben erledigte Problem von versciiiedenen Mathematikern beliandelt 

wurde. 
Der erste gliickliclic Yersucli, dieses Problem zu crledigcn, findet sicli in den Werken 

Newton's. Derselbc nalnn zu einer o-cometrisclien Construction seine Zufluclit und belecte die- 
selbe mit dem Namen: _analytiseb.es Paralielogramm". Das Verfaliren ist dabei fob-en- 

des: Man denke sicli auf der Ebenc zwei ortliogonale Coordinatenaxen angenommen, und nun 
einem jeden einzeinen Gliede 7/«"x1' des Gleicliungspolynomes P einen Platz auf derselben 
angewiesen, indem man £ als Abscisse und a als die zugeborige Ordinate eines Punktes ansieht, 
Hat man in soldier Weise fur ein jedes cinzelnc Glied des Glcicliungspolynoms den entspre- 
elienden Punkt oder Platz construirt, so hat man zuletzt eine gewisse Anzahl von Punkten auf 

der Ebenc zerstreut, und nun verbinde man die aussersten dieser Punkte durcli gerade Linien, 
jedoch dcrmasscn, dass cin geschlosscnes Polygon mit lauter aus warts springenden Winkeln 
entstelit, ausscrlialb dessen kein Punkt sich befindet. Die construirten Punkte liegen nun alio 

entweder im Innnern dieses Polygons oder auf seiner Begrcnzung und diese letzteren sind 
entwedcr Eckpunkte ties Polygones oder liegen auf einer Polygonseite. Mit Hilfe dieses Poly- 
genes nun lassen sich alle Anfangsgliedcr der Wurzcln der Gleichung bildeii und zwar sowohl 

in abstcigendcr wie in aufsteigender EntAvickclungsform. Will man x abstcigend nach Potcnzen 
von x entwickein, so hat man nur jene Polygonseiten zu berucksiclitigen, Avelche die obere 

Begrcnzung des in Tlede stehenden Polygones bilden. Jedc solche Polygonseite bezeichnct 
gewisse Glieder des Gleichungspolynonies, diejenigen namlich, deren Punkte auf dieser Poly- 

gonseite liegen oder ihrc Eckpunkte bilden. Die Sunune aller dieser Glieder IIaaxx, welchc 
einer bestimmten Polygonseite angchoren, gleich Null gesetzt, liefert eine partielle Gleichung, 

und die Auflosung derselben nach x cine gewisse Anzahl von Anfangsgliedcrn. Die Auflosung 

dieser partiellen Gleieliungen, wiewohl sie Buchstabengleichungen sind, lasst sich ohne 
SclnA'icrigkcit nach dcnsclbcn Mcthoden bewerkstelligen, Avelche fiir numcrische Gleieliungen 

gelten. Jede obere Polygonseite liefert cine solche partielle Gleichung und diese wieder gewisse 
Anfangsgliedcr. 
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132 Ignaz  Ileger. 

Diese von Newton angewendete Construction ist der Form nach wohl wesentlieh ver- 
schieden von der hier auseinandergesetzten, unterscheidet sich von ihr aber nur darin. dass r 

und a die Eolle von £ unci rj ubernc-mmen haben. 

Sp'ater wurde die von Newton angewendete Methode: das analytische Par* lie lo- 
gramm von De Gua in einer hochst unwesentlichen Weise modificirt rind mit einem neuen 
Namen: analytisches Dreieck belegt. Der Grand dieser Reform Avar das Unrichtige der 

Benennung Parallelogramm. Die Glieder eines Gleichungspblynom.es werdcn n'amlich, in der 
eben friiher angegebenen Weise durcli Punkte auf der Ebene bezeichnet, nur dann ein Paral- 
lelogramm formiren, worm wirklich alle Potenzen, a0, a, a'3, a" mit x°, x, x'1, x3, . . . xm 

in alien moglichenWeisen combinirt erscheinen. Wiirden nicht alle diese Combinationeii. sondern 
nuralle jene derselben erscheinen, welclic die Gesammtgradzahl m nicht iibersteigen, so wiirden 
die Punkte ein rechtwinkeligesDreieckbilden. Dies war die V^eranlassungzurneuen Benennung: 

analytisches Dreieck. Sie ist aber eben so unrichtig wie die fruhere, weil die Punkte in 
dor Ebene jedes boliebige Polygon formiren konnen. 

Wichtigcr waren die darauffolgendcn Bestrebungen von Lagrange. Derselbe crsetzte die 

erw'ahnte Construction durch ein rein analytisches Verfahrcn, welches wir in §. 3 aus- 
einandergesetzt und an einem Beispielo in Anwendung gebracht habcn. Ifiemit h'atte dieses 
Problem uberhaupt seinen vollkommenen Abschluss gcfunden, wenn man eben nur den sehr 

speciellen Fall einer einzelnen Buchstabengleichung mit nur zAvci Buchstabengrosscn zum 
Gegenstande gew'ahlt h'atte. Allein itber diese Grenzc hinaus verlicren alio bisher erw'ahnten 
Methoden ilire Wirksamkeit. 

Fourier aber ging noch weiter und behandelte dieses Problem von dem allgemeinsten 
Gxesichtspunkte ausgehend und verschaffte dadurch der von Xewton und Lagrange fur 

einen sehr speciellen Fall entwickelten Methode den Hohepunkt der grossten Allgemeinheit, so 
zwar dass sie in glcicher Weise sowohl auf einzelno Gleichungen wie auch auf Systeme von 

beliebig vielen Gleichungen mit einer oder mit einer beliebig1 erossen Anzahl von iiberschtissi- 
gen Buchstabengrosscn ihre Anwendung verstattct. Aus den hinterlassenen Andeutungen dieses 

grossen Mathematikcrs geht hervor, dass derselbe ZAVCI none Wege zur Behandlung dieses 

Problcmes gefunden hat. Erstlich n'amlich cine geometrische Construction, Avclchc von der von 
Newton angewendeten verschieden ist und auch iibcr die Natur dcs Problemes ein neues 

Licht verbreitet. Sie wurde von tins im Yorherge.henden erortert in ihrer Anwendung auf den 
hier behandelten speciellen Fall einer einzigeu Gleichung mit nur zwei Buchstabengrossen a, x. 
Dieselbe vcrstattet aber eine Verallgcmeinerung auch auf andere Gleichungen und Systeme 

von ZAvci solchen, so lange die Gesammtzahl der darin erscheinendcn Buchstabcu die Zahl clrei 
nicht iibersteigt. Sie verliert aber gleichfalls ihre AnAvendbarkeit vollkommen, sobald mehr 
als drei Buchstaben erscheinen. Um nun auch diese complicirteren Falle.der Auflosung zugang- 
lich zu machen, hat Fourier dieses Problem unabhangig gemacht von jeder geometrischen 

Betrachtung und ein rein analytisches Verfahrcn an seine Stelle gesetzt, Avelches auch selbst 
iiber die Anzahl drei hinaus ins Unbcgrenzto Giltigkeit hat, Dieses analytische Verfahrcn ist 
Avesentlich ncu und, wie man mit Pecht behaupten kann, selbst in seinen einfachsten Grundziigen 

der bestehenden Analysis fremd, unci Avurdc von ihrem Erfinder mit der Bezcichnung: Analyse 
dor linearen Unglcichungen belegt. Diese bietet den allgemeinen Schliisscl fur alle Buch- 
stabenglcicliungen und Systeme von solchen. Alio friiheren Bestrebungen von NcAvton und 

Lagrange sind eigentlich nur cine sehr specielleBehandlung dieses allgemeinen Problcmes. 
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, luflosungsmethode fiir algebratscke Buchstabengleicliungen etc. 133 

Die zuerst erwahnte, von Fourier herrulirende Construction hat auehkeineswegs den 

Zweek, wirklich angewendet zu werden, indem die analytische Behandlung weit bequemer ist, 
allein sie bereitet den Lcser durch die Bctraclitung der speeiellen Falle vor zum besseren Ver- 

st'andnisse des complieirtcn Falles und seiner allgemeinen Behandlung mit Iiilfc der Analyse 
der linearen Ungl eichungen. Yon diesem Gesichtspunkte soil audi der Leser die im 

Vorbergehenden gegebene Darstellung betrachten, um sich keinen irrigen Begriff YOU dem 

Werthe der von Fourier herrtihrenden Arbeiten zu bilden. 

Wir wollen nun die Bestimmungsgleicliung fiir den Cocfficienten h0 nocb einer genaueren 

Bctraclitung unterziehen und daran einige fiir die Folge wicbtige Bemerkungen kniipfen. 
Biese Bestimmungsgleicliung lcitet sicli ab aus gewissen Gliedern des Gleichungspolynoms, 

dehjenigen n'amlich, welcbe fiir den bestimmten Wertb von £0 zu dem hdchsten Gliede des 
Substitutionsresultates cinen Bestaiidtheil liefcrn. Diese Gleichung ist in der Kegel einem 
liohereu Grade angebdrig, weil in ibren Gliedern die Unbekannte h0 zu denselben Potenzen 

erboben erscheint, wie die Unbekannte x in den entsprecbenden Gliedern des Gleichungspoly- 

noms. 1st die ursprunglich gegebene Gleichung P=o ganz und rational,* so ist es auch diese 

Bestinrmungsglcichung fiir h0 und liefcrt daher in der Bcgel so viele Wertbe dieser Grosse, als 
ibre Gradzahl Einheiten enthalt. Unter diesen Auflosungen konnen alle jene, welcbe von Null 

verschieden sind, als brauclibare Coefficientenwerthe angenommen werden und es ergeben sich 

auf solche Weisc eben so viele verschiedene Anfangsglieder, entsprechend der gefundenen 

Gradzahl £0, als diese Bestimmungsgleicliung von Null und von einander verschiedene 
Auflosungen zulasst. Selir oft treten aber mehrere Nullwerthe fiir k0 auf, und zwar jedesmal 
dann, wenn nodi cin kleinerer Wertb von £0besteht. Die Anzahl dieser Nullvverthe hm welcbe in 
einer gleicben Anzahl Factoren h ibren Grund hat, welcbe im ersten Theile der Bestimmungs- 
gleicliung erscheinen, kommt dann stets gleich der Anzahl der Auflosungen, welcbe mit einem 
niedrigeren significativen Gliede bei der Keihenentwickelung beginnen. Nur wenn c0 unter 
alien moglicben AVerthen den kleinsten besitzt, weist die Bestimmungsgleicliung in h keine 

Nullwurzeln auf. Von grosscrer Wicbtigkeit als die Nullwurzeln, ist fiir die wirkliche Auf- 

losung die Bcriicksichtigimg gleicher Wurzeln /?,,. Zeigt die Gleichung in h solche gleiche 
Wurzeln, so scliliessen wir hieraus auf cin Anfangsglied, welches zwei odor mehrcren Auf- 

losungen gemeinscbaftlich zukommt, wie die spatcren Untcrsuchungen darthun werden. Die 
Anzahl dieser im Anfangsglicde iibereinstimmenden Auflosungen wird durch die Anzahl der 
gleicben Wurzeln angegeben. Dass das Auftreten soldier gleicher Wurzeln h0 wirklich zwei 

oder mehrere Auflosungen anzeige, welcbe dassclbc Anfangsglied gemeinscbaftlich besitzen, 
werden wir erst spater nachzuweiscn im Stande sein, AVO wir zeigen werden, dass man bei der 

Bestimmung der Folgeglieder entweder zu dem einen Anfangsgliede mehrere Systeme von 

Folgegliedern, oder zu dcm einen Anfangsgliede nur cine einzige Beihe von Folgegliedern 
oder wenigstens cine geringcre Anzahl soldier findet, die aber alle durch Gleichungen hdhcren 

Grades mit slcichen Wurzeln o-eo-eben sind.   Im ersten Falle bestchen also wirklich mehrere o o    o 

Auflosungen, die dassclbc Anfangsglied gemeinschaftlich besitzen, und die sich erst in den 

Folgegliedern von einander unterscheiden, im zweiten jedoch I'asst sich erweisen, dass diese 

einzige Aufldsung nicbtnur der Gleichung P=o, sondern auch einer oder melireren der daraus 
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134 Ignaz Hag er. 

dx 

f?3 p 
•o,—-„=o u. s. w. Geniige leistet. womit der Beweis herge- 

'   dx2 ° e abgeleiteten, namlicli den 

stellt ist,  dass J' = o gleiche Wurzeln besitzc.   Das Auftreten gleicher Wurzelwerthe fur h0 

hat audi, wie wir  sp'ater zeigen  werden,   auf die Bestimmung der  Folgeglieder   Einfluss. 

Wahrend sonst jedes derselben durch die Auflosun G' von Grleichunffen des ersten Grades erhal- 
tcn wird, ist hier die Auflosung eincr Gleichung lioheren Grades erforderlich, deren Gradzahl 
mit  der Anzahl der gleichen Wurzeln  h0 tibereinstimmt.   Diesc Gleichung lioheren Grades 
liefert zu dem gcmeinschaftlichen Anfangsgliede h0a

So die  zugehorigen ersten Folgeglieder 

^a1' und zwar entweder deren mehrere und von einander verschiedenc, oder es ergeben sich 
unter ilmen wieder gleiche.   Sobald nur von einander verscliiedene Folgeglieder und keine 
gleichen mehr erhaltcn werden, ist jede cinzelne Auflosung gesondcrt, nur geschieht dies nicht 
durch das Anfangsglied, sondern erst durch das zweite Glicd der Entwickelung, und das weitere 
Verfahren zur Bestimmung  der iibrigen  Glieder ist jetzt das gewb'hnliehe. beruhend auf der 

Auflosung  von  Gleichungen  des ersten  Grades.   Sind jedoch unter   den  crhaltenen Folge- 
gliedern gleiche, begriindet in dem Auftreten gleicher Wurzeln li1; so sind die ihnen entspre- 
chenden Auflosungen x noch nicht getrennt und  die weitere Bestimmung der Folgeglieder 
hangt noch von eincr Gleichung lioheren Grades ab.   Auf solehc Art bewirkt das Auftreten 
gleicher Wurzeln 7^0 pine Veranderung des wciteren Approximations-Verfahrens, welches sich 

erst dann in das gewb'hnliehe verwandelt, wenn durch Bestimmung einer hinreichenden An- 
zahl von AnfanffSffliedern der Reihe die Trennunff der Wurzeln x erfolfft ist. 

Da wir fiber die Beschaffenheit der Exponenten a und r. in den einzelnen Gliedern des 
Gleichungspolynora.es keinerlei Beschr'ankung getroffen haben, und dah'er uiisere Untersuehun- 

gen audi fiir gebrochene und irrationale solche Gleichungspolynomc gelten, so mtissen wir 
audi beziiglich dieser, besonders der letzteren einige Bemerkungen folgen lassen. Erscheinen 

namlicli unter den Exponenten r. audi gebrochene Zalilwertlic, so kann cs sich treffen, dass die 
Bestimmungsgleichung in h irrational ist, und ihr gelegcntlich gar keine Auflosung zukommt, 
weil man vcrhaltcn ist, die Wurzelgrosse in ihrer bestimmten Bedeutung zu nelimen, keincs- 
wegs aber die Bcrcchtigung besitzt, ihr alle moglichen Bedeutungen zu ertheilen, oder mit 

andern Worten, die entsprechende rationale Gleichung in alien ihren Auflosungen zu beiiiitzcn. 
In cinem solchen Falle l'asst sich dahcr wohl cin den Bedingungon entsprechendes f0, aber 

kein Worth von h0 auffinden, und cs besteht demnach fur diescn Worth von c0 keine Auflosung 
x. Wir gelangen auf solche Weise zu der Einsicht, dass irrationale Buchstabengleichungen 

mitunter keine Auflosung zulassen, genau so wie dies bei den irrationalen Zahlengleichungen 
der Fall ist. 

§• 6. 

Die allgemeine Begel zur Bestimmung der Anfangsglieder fiir die absteigende Entwicke- 
lung ist sonach folgenclc: Man ordne das Gleichungspolynom V in erster Instanz absteigend 

nach Potenzen von x, d. h. man bringc dassclbe auf die Form: 

A^ + A2x
x> + A&x

x* 4- + Amx'm == o; 

die Potenzen Av A.,, A3, .... Am aber ordne man gleichfalls nach Potenzen von a absteigend. 

JSTun bilde man aus einem ieden solchen Bestandtheile: 

A, U x' Anx
x Ar X" 
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Auflosungsmethode flir algebraische Buchstahengleichungen etc. 135 

des Gleichungspolynomes oder vielmehr nur aus den Exponenten a und jc ihres mit der hb'chsten 

Potenz von a verseliencn Gliedes: 

flittV'   ,  H2a**x*'  , Hsa"'x*' ,    ZTn am x" 

eine lineare Ungleieliung durch das lier von selbst einleuchtende Verfahren: 

jj > 0] — ft c  , JJ> a2 -L ftc  , y > as -+- ft£ , fj> a,n + ft, c 

und   suche  nun   die  diesem Systeme  von Ungleieliungen  entspreehenden Grenzwertlie   der 
zweiten Ordnung. Hat man dieselben alle gefunden, 

£ (>•) 

>     ^0     >    ^0      7    ^0       J S0O
W   bozeichnen 

wir wollen sie bier mit: £„' , £0" , £0'" , 
und   gleichzeitig   fiir jeden    solchen 

Grenzwerth diejenigen Ungleieliungen, welche in Gleicliungen iibergchon, oder vielmehr 
die ilmen eorrespondirenden Glicder des Gleichungspolynomes P notirt, so hat man nur 
noeh einem jeden einzelnen Grenzwertlie cntsprechend eine numerische Gleichung zu bilden 

and aufzulosen. Man siibstituirt namlich in die entspreehenden und schon notirten Glieder 
Haaxx des Gleichungspolynomes, welche dem eben hervorgehobenen Grenzwertlie an- 

gehoren, x = k, a = l, snmmirt sie dann und setzt diese Summe gleich Null, so hat 
man die gesuelite numerische Gleichung in k und lost nun dieselbe auf. Die von Null 

verschiedenen Wurzeln sind brauchbare, zu dem hervorgehobenen Grenzwertlie £0 gehorige 
Werthe von h0. Vollfuhrt man diese Untersuchung der Eeihe nach fiir alle friiher ermittelten 

Grenzwertlie, so erhalt man eine Reihe von zusammengehorigen Werthen der beiden Grb'ssen 

c0 und hn: 
f. , f.tt        £," £(s) 
Co    1   Co      !   Co       >•••••   SO 

K , K , K, hos) 

und dieselben liefern nun unmittelbar die Anfangsglieder: 

KjaF ,K <**"••, K'cfi" , hPafl» 

der verschiedenen Wurzeln x fiir die absteigende Entwickelungsform. 
Die Auflosung der oberwahnten Knearen Ungleieliungen: 

ft1 •q > 0s+ ft£ > 7> *m + ft, c ri > <ii + ft c , "// > a-2 

bewerkstelligt man nach eincr allgemeinen Regel durch ein combinatorisches Verfahren, 
welches von einer Ungleieliung zur nachstfolgenden wciterschrcitet, gerade so, wie wenn man 

sie als combinatorisehe Elemente betrachten und aus ilmen alle mbglichen Amben bilden 
wolltc. Man subtrahirt namlich, mit der ersten von ilmen jy> at + ft£ beginnend, die in ihr 

erscheinende lineare Function d + ft £ der Eeihe nach von alien in den darauffolgenden 

Ungleieliungen vorkommenden Functionen: 

a, + ft c , a« + ft c , a, -(- ft c , • 

und erhalt demgemass eine Reihe von Differenzen: 

fta~0j + (ft—ft)£ , tt8—a: + (ft —ft)4s , ad— a, + (ft ft)' «!+ (fta —ft)? 

und   durch Nullsetzen derselben   eine Eeihe 

Werthe liefern: 

ion Gleicliungen,   welche  nach £ aufgclost die 

<U - 
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136 Ignaz Ileger. 

Yon diesen bestimmten Zablon sueht man die grb'ssten. Diese stellen den ersten Wertb 
c'() vor. Man kann entweder nur einen einzigcn, bisweilcn aber. melirerc gleiclio clarunter 

finden. Gleichzeitig bezeiehnet man jene Glieder des Gleichungspolynomes, welche diesem 

grossten Quotienten entspreehcn. Hire Summe 2 [Ha* a?] fuhrt auf die frtilier erwahnte Weise, 
namlich durcii die Substitution a=l, x = h zur Bestimmungsgleicliung in k'0. 

Nachdem nun dieses Rechnungsverfahren abgeschlossen ist, welcliemdie erste Ungleichung 
z<> c^-j-r, £ als Ausgangspunkt gedient hat und das sick symbolisck auf die Bildung aller 

Amben aus diesem ersten combinatorisclien Elemento mit alien naclifolgenden zuriickfuhren 
lasst, erw'ahlt man kierauf eines der spatcren combinatorisclien Elemente zum Ausgangspunkt 
eines ahnlichen Verfahrens, aber niclit das unmittelbar nacliste zweite,   sondern nack Umstan- 
den bald, dieses, bald ein viel sp'ateres. Den Fingerzeig hiczu gibt die friiliere Untersuchung. 

Das  letzte Glied   Ha*xx in   der  ersten  dem £'0  entsprechenden bezeicbneten Gliedersumme 
S\IIaaxx] ocler vielmehr die demselben entsprecbendc lineare Function a + r.£ tat nun an die 
Stellc des ersten Gliccles Hx a"1 xVt   und der ersten linearen Function aa -j- X', £ zu treten,  und 
wird nun in gleicker Weise von alien darauffolgenden linearen Functional subtraliirt und liier- 

aus durcli Nullsetzen der erkaltenen Differenzen die entspreckcnde Quoticntenreilie abgeleitet, 
und unter diesen wieder die grossten gesucbt. Diese stellen £"0 vor und bezeiclmcn nebst dem 

liier als Ausgangspunkt beniitzten Gliecle nocli ein oder melirerc spatere Glieder zum Zwecke 

der Bildung der Bestimmungsgleicliung in h"0. Das letzte dieser bezeicbneten Glicder aber ist 
der Ausgangspunkt fur die nachstfolgende Combination zu Amben. In soldier Weise wird das 
combinatorisclie Verfaliren  fortgesetzt, bis   alio Elemente   erscliopft  sind,   was dann eintritt, 
wenn das Hma

?mxi" unter den bezeichneten Gliedern auftritt, denn dieses ware der Ausgangs- 

punkt fur ein ferneres Combiniren, wenn niclit cben die Elemente erscliopft w'aren. 

Die zu verricbtenden Rechnungen h'angen somit zusammen, ungeialir so wie ( ie Glieder 
einer Kette. Sie beginnen bei der ersten Ungleichung und endigen bei der letzteu. Die dabei 
gewonnenen Werthe von f0 sind in diesem Falle absteigend geordnet. 

Es braucht wohl kaum bemerktzu werden, dass das Aufschreiben der linearen Ungleichungen. 

so wie jenes der jedesmaligen. Differenzen nicht nothwendig, sondern dass man alsogleieh die 

Quotienten zu bilden im Stande sei, indem bier nur eine einzige Unbckannte £0 erscheint. In 

der That entspreehcn den Gliedern: 

l^c^x'' , ILc^-x* H&a**xXi IL 

die zwei Reihcn von Exponenten: 

a, , a2-, a8 ,     a,„ 

h    )   h    ,   *S    ,        Vm 

und es ist wohl hinreichend, nur einen Blick auf die Quotienteu: 

x2 • 

zu werfen, urn alsogleieh eine Kegel zu finden, wie sie unmittelbar daraus abgeleitet werden 

konnen. Man subtrahirt namlich das erste Glied a, von alien spatcren Gliedern der ersten 
Reihe, & von jencn der zweiten, sclireibt diese zwei Differenzen selbst wieder in Reihenform 

und beziehungsweise unter einander, so braucht man nur zwischen zwei solche unter einander 
stehende Differenzen den Bruchstrich zu ziehen unci das Zeichen — vorzusetzen, uni alsogleieh 

die gesuchten Quotienten zu liaben. Die grossten unter ihnen £'0 hat man zu suchen und irgend 
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AuflomngsmetkodefUr algebraisehe Buchstabengleickungen etc. 13' 

wie zu bezoiclmen, so wie die in derselben Verticalreihe befindliclien Glieder des Gleiehungs- 

polynoms nebst dem allerersten. Fiir die n'achste Wiederholung dieses combinatorischen Ver- 

fahrens erwahlt man mm die letzte derniassen bezeichnete Verticalreihe, und bildet aus den in 
dieser und alien sp'ater erscheinenden a und t wieder eine Quotientenreihe, findet dermassen 
£"0, cine andere Summe von bezeiclmeten Gliedern, und eine bestimmte Verticalreihe als Aus- 
gangspunkt fiir das nachstfolgende combinatorische Verfahren u. s. w., bis sich die Rechnung 

von selbst schliesst, 
Wir lasscn nun bier eine Reihe von Beispielen folgen, an denen wir die Bestimmung der 

Anfangsglieder nach der eben auseinandergesetzten Methode vornehmen wollen: 

5x4 

E r s t e s B c i s p i e 1: 

-3«V 4- \a}x* — 3a'x~ [2a* —3 a2 4- 3] = 0 

erste Quotientenreihe:   -, -, -, -, unter ihnen ist der erste - = 6 der grosste und liefert £n=6: 
1'23-A 1 ' 

zweiteQuotientenreihe:      -, -, —', unter ihnen ist der erste - = 1 der grosste und liefert £0=1; 

dritte Quotientenreihe: -, ~--, unter ihnen ist der erste - — 0 der grosste und liefert £0—0; 

vierte Quotientenreihe: 

Dem Werthe cn - 

-, —, unter ihnen ist der erste T 1 '    2   ' 1 

--, liefert |0 = — 3. 

6 entsprechcn die bezeiclmeten Glieder: 5:r4 —3a6xs 

und die Bestimmungsgleichung: 5/i4—Shn
B = 0 

diese liefert den Worth: 

und das Anfangsglied: 

dem Werthe £0 = 1 entsprechcn die bezeiclmeten Glieder: 

und die Bestimmungsgleichung: 

diese liefert: 

und das Anfangsglied: 

dem Werthe ^^=0 entsprechcn die bezeiclmeten Glieder: 4a7f- 

x0 =-au; 

3aex3 4- la'x2 

3 V 4V=0; 
4 

0 3 

,/ 4 
Xn    ~   — -- Co . 

und die Bestimmungsgleichung: 

diese liefert: 

und das Anfangsglied: 

dem Werthe £0= —3 entsprechen die bezeiclmeten Glieder: 

und die Bestimmungsgleichung: 

diese liefert: 

und das Anfangsglied: 

4 h* — 3 k0 

K— 
xn 

3 a1 x 4- 2 a4 

3L 

xn 

2 = 0 

d2Xe 

Zweites Beispicl: 

2 ax:> 4- (3 a + 2)»*— (8 «3 -f 4)x3— lOaV 4- 9aa 4- 9 = 0 

±i 
3 

Denkschriften der mathem.-naturw. 01. XIT. AbhandL v. Nichtrnitgl. 
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138 Ignaz  lleger. 

£0 = 7, V — 8V = o 
h0 = + 2,-1+ l/—" 3 , — 1 — V^l 

x0 = 2 a* ,-[— 1 4- ^— 3] a* , [— 1 —1^"-3] a* 

e0= -1, - -8V—10V + *k 4- 9 = 0 

*o= + l , — f , —| 
3                    a              8 

0            a            '            4 a   '            2s' 

Drittes Beispiel: 

(4a + l)x3 + (3a2- -2a + l)x2-    6ax + 3=0 
1                             0          1 

T                              2      "7 
1          2 

1          2 

£0 = 1 , 4V+ 3V=0 
^o == — 1 

3 
5C0=— -O 

f0 = —1 , 3V —6Ao+3 = 0 

A0 = 1 eine doppclte Wurzel 

x0 = — dieses Anfangsglied ist zweien Wurzeln x gemeinsdhaftlieh. 

Viertes  B cispiel:: 

a* 4- (—6a+ 5)x4 + (10a2 —20a + 5)x»+ (~10a3 + 30 a2— 15 a— 5)x2 4- 
1 2 s 

12 s". 

4- (5a,'1---20a3-f 16a* + 10a— 6)« + (—a6 + 5a4— 5a3 — 5a* + 6a) = ti 
4 5 

4 6 

£0 = 1 , V - - 5 V + 10 V — 10 K + 5 *o — 1=0 

A0 = 1 ist eine funffache Wurzel dieser Gleichung, 

x0 — a ist daher alien funf Auflosungen gemeinschaftlieh. 

II. Bestimmung der Folgeglieder. 

Nachdem nun die Bestimmung der Anfangsgliedcr gezeigt wurde, bleibt noch der zweite 

Theil unseres Problemes, namlich die Bestimmung der Folgeglieder (ibrig. Wir wollen uns 
zunachst damit beschaftigen. Bekanntlich fiihrt das frfiher auseinandergesetzte Verfahren zu 

einer Reihe von Anfangsgliedcrn, und da in der Rcgel cin jedes cinzelno dcrsclben einer ein- 
zigen Auflosung x entsprechen wird, so ist zu eincm jeden Anfangsgliede auch nur eine einzige 

Reihe von Folgegliedern gehorig, die daher alle nur durch Gleichungen des ersten Grades, also 
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Auflosungsmethode fiir algebraische Bitclistabengleichungen etc. 139 

durch Division erlialten werden. Dies wird der gewbhnliehste Fall sein. In speciellen Fallen 

jedocli kann cs sich treffcn, dass zwei oder mehrere Auflosungen ein und dasselbe Anfangsglied 

gemeinschaftlich besitzen. Wir liaben sclion f'riilier erwahnt, dass diese Erscheinung jedesmal 
durch gleiche Wurzeln h0 angezeigt werde, und werden diese Behauptung im Folgenden zu 
erweisen Gelegenheit linden. Fiir jetzt wollon wir nur bemerken, dass einera solchen, mehreren 
Auflosungen gemeinschaftlich ztikommenden Anfangsglied e mehrere Svstenie von Folge- 

gliedern zukommen werden, die ubrigens in den ersten Gliedern mitunter iibereinstimmen 

konnen, so dass die vollstandigc Trennung der Wurzeln erst bei einem spateren Gliede 
erfolgt; ja cs kann sich treffen, dass die Gleichung P = o zwei oder mehrere gleiche Wurzeln 

x besitzt und daher, wie wcit man auch die Entwickelung treiben wollte, niemals eine Trennung 
dieser x\uflosungen eintritt. Man ersieht hieraus, dass die Bestimmung der Folgeglieder in 
gewissen Ausnahmsfallcn wohl eine complicirtere Untcrsuclmng crhcischen, in den gewohn- 
lichen Fallen jedoch eine sehr einfache Gestalt annehmen wird. Die Bestimmung eines Folge- 

gliedes beruht gleiehfalls auf der Bestimmung der Zahlwerthe zweier Grossen, namlich des 
Exponenten c und des Coefficientcn h. Die Bestimmung dieser beiden Grossen wird von der 

Erfiillung gewisser Bedingungen abhangig sein, deren Aufstellung keinerlei Schwierigkeit 
unterliefft. Diese zwei Grossen sind namlich offenbar dazu zu verwenden, um im Substitutions- 
resultate, nachdem vermoge der zweckm'assigen Wahl des Anfangsgliedes h0 a

e° die hochste 

Potenz bereits eine Reduction auf Null erfahren hat, ein ahnliches Verschwinden auch bei dem 

Gliede mit der nachst niedrfgeren Potenz von a herbeizufiiliren. Diesem Zwecke entsprechend 
wird sowohl fur c0 als fiir h0 ein bestimmtcr Zahlwerth entfallen. Man kann die Erorterung 
und neue Ableitung dieser Bedingungen ersparcn und dieses Problem gewisscrmassen auf das 

friihere, namlich auf die Bestimmung des Anfangsgliedes zuriickfiihren. 
Dies wird durch folgende Transformation gelingen:  Setzt man 

(3) JC       •X'Q   "]        *h   i 

wobei unter x0 das bereits bekannte Anfangsglied einer Auflbsung x, unter x jedoch die 
Summo aller Folgeglieder zu verstchen ist, und substituirt nun diesen Worth anstatt x in das 

Gleichungspolynom P- so gcht hieraus eine neue Gleichung hervor, welche anstatt der Unbe- 
kannten x die neue Unbekannte x enthalt. Da nun x' offenbar die Sunime aller auf x0 folgenden 
Glieder bedeutet, so wird das Anfangsglied von x' eben das gesuchte Glied A, a"' sein. Man 

wird also nach dem bereits bekannten Verfahren nur das Anfangsglied von x aus dieser neuen 
Gleichung zu bestinnnen liaben, um zu dem gewiinschten Zicle zu gelangcn. Auf solche Weise 

nun ware durch eine leicht ausfiihrbare Transformation der Gleichung P = 0 in eine ande: ere. 

und durch Anwendung der friiher exponirten zur Bestimmung des Anfangsgliedes dienenden 
Kegel unser vorlicgcndcs Problem zur Lbsung gebracht, denn genau so, wie die cinmalige 
Transformation von x in x zu dem zweiten Gliede kt a*> fiihrt, wird cine nochmalige Wieder- 

holung dieses Verfahrens, jetzt aber auf x' angewendet, das drittc Glied liefern u. s. w. Allein 
wir werden bald sehen, dass, wicwohl die angegebene Transformation allerdings zum Ziele 

fiihrt, mit dcr Angabe derselben nocli keineswegs das Problem vollkommen erledigt sei, und 
zwar aus folgenden zwei Griindcn: Erstens zeigt sich, dass die transformirte Gleichung nach 

x1 von demselben Grade sei, wie die gegebene nach x, und man wird demnacb bei der Bestim- 
mung des Anfangsgliedes von x nicht ein einziges solclies, sondern deren mehrere und in der 

Ivegel  von einander verschiedene finden, wiihrend der Natur  der Sache nach, dock nur ein 
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140 Ignaz Heger. 

einziges derselben das gesuclite Folgeglied h^a^ vorstellen kaiui. Zweitens: Abgeselien von 

dieser Vieldeutigkeit, welche sich bei der Betrachtung dor gefundenen Anfangsglieder von x 

ohne alle Seliwierigkeit von selbst beheben wiirde, so dass dann kein Zweifel mehr obwaltet, 

welches derselben eigentlicli das gesuehte Glicd U1a^i ist, so h'angt dieser Verfahrungsweise 
eine Anzahl von unniitzen Bechnungen an, ein Nachtheil, der bier viel fiiblbarer ist, weil sie 
sich bei der Bestimmung eines jeden einzelnen Entwickelungsgliedes wiederliolen. Wenn daher 

bei der friiher gelehrten Bestimmung der Anfangsglieder von x die mogliche Vereinfachung 
des Verfahrens vielleicbt als eine ziemlicb unerspriessliche Arbeit angeseben werden konnte, 

so gilt dieses keineswegs hier, wo sieb die unniitzen Bechnungsoperationen bei jedem einzel- 
nen Gliede wiederliolen, und daher'bei Vermeidung derselben die Ersparniss bedeutender und. 
so zu sagen, fiir die praktische Ausfiihrbarkeit unerlasslich ist. Wir konnen daher mit der 

Angabe dieser Transformation und der Iiinweisung auf das bekannte Verfahrcn zur Bestim- 
mung der Anfangsglieder das Problem keineswegs als erledigt, sondern ebon nur als in den 
allgemeinsten Grundziigen angedeutet betrachten. 

Der zuerst erwahnte Punkt, der einer Aufklarung bcdarf, betrifft die dem x anh'angendc 
Mehrdeutigkeit. Diese Mehrdeutigkeit findet in der Substitutionsgieichung 

x 

ihre Erklarung, derm diese Gleichung besagt keineswegs, dass x' eben jene Summe von Polge- 

gliedern bedeute, die wir zun'achst daranter zu vcrstehen geneigt wiiren, sondern iiberhaupt 
einen Ausdruck, der, zu x0 addirt, einen Gcniige leistcndcn Werth x der Gleichung P — 0 

liefert. Da nun nicht ein einziger solciier Werth von x, sondern deren mehrere und meist von 

einander verschiedene bestehen, so werden audi eben so vielc und gleichfalls von einander 
verschiedene x' vorhanden sein, und es darf daher nicht iiberraschen, dass die trailsformirte 

Gleichung nach x' dieselbe Gradzahl, wie die urspriinglich gcgebene P = 0 nach x ausweist. 

Da wir aber nicht beabsichtigen diese Zusatze x' zu suchen, sondern von ihnen eben nur jenes 
x zu kennen wiinschen, welches wir urspriinglich darunter meinten, und das die Summe der 

zu dem bcreits gefundenen x0 gehorigen Folgeglieder darstellt, so sind wir vcrhalten, diese 
Erklarung audi in unsere Bechnung einzufiihren und nur eben dieses specielle x in seinem 

Anfangsgliede A, afl zu bestimmen. Dies wird dadurcli geschehen, dass wir zu der Substitutions- 
gieichung noch eine fernere Bedingung hinzufiigen, (lurch welche dem x jene Mehrdeutigkeit 
benommen und dassclbe auf eben jene specielle Bedeutung zuriickgefiihrt wird, und zwar 

dadurcli, dass wir erklaren, x sei ein Ausdruck von niedrigerem Grade nach a, als xg. Wir 

werden daher die Ungleichung 

Co > C, 

noch zur Substitutionsgieichung (3) hinzufiigen. 
Es ist wohl leicht einzusehen, dass nur unter dieser Bedingung die Summe der Glieder: 

'JC   —    .Ay/i    —T-   <AJ         /t-Q   CI/ ""j"-    It]    Lb - j "       .... 

nach absteigenden Potenzen von a gcordnct erschcinen wird, w'ahrend alle iibrigen xf, die mit 

einem grosseren c in ihrem Anfangsgliede versehen sind, sich dem xn nicht riicdewiirts anfiigen ^o 

lassen, oluie der bei alien unseren ITntersuchungen geltenden Ordnungsweise zu widersprechen. 

Diese hinzugefiigte Bedingung bewirkt daher die beabsiebtigte Abscheidung des eigentlicli 
gemeinten Folgegliedes von den iibrigen Zus'atzen x',   die   keinc weitere   Ijeriicksichtiguiig 
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Auflosungsmethode fiir algebraische Buchstahengleichungen etc. 141 

verdienen. Diese Bedingung besagt, dass man die mittelst der Substitution (3) abgeleitete trans- 

formirte Gleichung nicbt in Bezug auf alio ihre Anfangsglied er zu untersuclien babe, sondern 
dass diese Untersuchung nur auf einen beschrankten Bereich der Werthe von £ auszudehnen 
sei. Wir werden daher bei der transformirten Gleicliung die Construction der gebrocbenen 
Linie, nm die es sich bei der Bestimmung der Anfangsglieder bekanntlich liandelt, nicbt in der 
vollen Ausdehnung der Abscissenaxe |' Vornehmen, Avie dies friiber der Fall war, sondern wir 

werden una auf ein bestimmtes Gebiet beschranken, gegeben durch die Ungleicbung: f0>|'. 

Dieses Gebiet erstreckt sicb von <f oo bis c = c0 und nur in dieser Ausdehnum 

werden wir die gebrochene Linie entwerfen, weil nur in dieser Ausdehnung brauchbare Werthe 

fiir £j erhalten werden kb'nnen. Nur in dieser Ausdehnung wird die Bestimmung der Anfangs- 
glieder von x etwas Neues leliren in Bezug der Auflb'sung x, wahrend, wie wir gleich zeigen 

werden, in dem iibrigen Bcreiche der Werthe z cine solche Untersuchung nur Bekanntes liefern 
konnte. In der That sind durch die vorhergegangene Untersuchung die verschiedenen Auflosun- 

gen x, welche der Gleichung P = 0 entspreehen, in iliren Anfangsgliedern bekannt. Auf solche 

Weise sind alle jene Auflosungen, welchen das Anfangsglied x0 = A0a
c'° gemeinschaftlich 

zukommt, gesehieden von alien iibrigen. 
Fixgen wir nun zu den verschiedenen Auflosungen x das Anfangsglied x0 mit entgegen- 

gesetztem Zeichen hinzu, so verwandeln sie sich sammtlich in die entsprechenden x'. Bei dieser 

Verwandlung zeigen nun jene Auflosungen x, welche das Anfangsglied x0 besitzen, ein ganz 
verschiedenes Verhalten von den iibrigen, welchen es nicht zukommt. Bei den mit dem Bestand- 

theile xu versehenen Auflosungen x wird der subtractiv hinzugefugte Bestandtheil —x0 den 
gleichen positiven heben, und das Ubrigbleibendc ist die Summe der auf x0 folgenden Giieder, 
die sammtlich noch unbekannt sind. Uingegen bei den anderen Auflosungen x, welche den 

Bestandtheil x0 gar nicht besitzen, wird ein solcb.es Aufheben nicht stattfinden. Ist n'amlich das 
Anfangsglied von x mit eincr hoheren Potenz von a versehen, als das Anfangsglied x0, so 
wird dieses erstere zugleich auch dem x angehoren. Findet das Entgegengesetzte Statt, so 

beginnt x mit dem Anfangsgliede x0. Es kann sich aber auch treffen, dass das Anfangsglied 
von x und x0 mit derselben Potenz von a aber mit verschiedenen Coefficientcn versehen sind, 
dann beginnt x' mit der Differenz dieser beiden Anfangsglieder. Das auf solche Weise her- 

vorgehende x besitzt somit entweder dasselbe Anfangsglied, wie das in Eede stehende x, oder es 
beginnt mit — x0 oder endlich mit der Differenz beider. Wir ersehen hicraus, dass die Anfangs- 

glieder von x! bei alien Auflosungen x, welchen der Bestandtheil x0 in ihrer absteigenden 
Entwickelungsform nicht zukommt, bereits bekannt sind, und dass demnach auch die iibcr den 

Bereich c C l0 ausgedehnte Bestimmung der Anfangsglieder in der transformirten Gleicliung 
nichts Neues lehren konne. Wir gelangen auf solche Weise zugleich zu einer Vereinfachung 
der Untersuchungsmethode, indem wir schon im Voraus gewisse Untersuchungen beseitigen, 
von denen wir wissen, dass sie nur Bekanntes liefern, und iiberhaupt cine strenge Grenze auf- 

gefunden haben, wie weit sie auszudehnen sei. Mit dieser Begrcnzung der Untersuchung 
ist noch ein weiterer Vortheil und eine niclit unbedeutende Vereinfachung der Rechnung ver- 

bunden, ua es nun o estattet ist, nur einen Theil der transformirten Gleicliung zu berucksichti- 

gen, und die iibrigen Giieder unberiieksichtigt zu lassen. Es wird folgiich auch gestattet 

sein, nur eben diesen Theil der transformirten Gleichung zu bilden: denn bekanntlich zerfallt 
man bei der Bestimmung der Anfangsglieder die Gleichung in Thcile, und ziel.it aus einer 

solchen   Partialarleichunff   das   gesuclite  Anfancsglied.   Es wird daher  iibcrflussio- sein,  zur 
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142 Ignaz Ileger. 

Bestimmung des Folgegliedes hf a
fl die transformirte Gleicliung in x vollst'andig zu eutwickeln, und 

vielmehr hinreichen, nur jenc Partialgleichung zu bilden, aus der hx «
f| gezogen werden kann. 

Wir sehcn also, wie durch die Beseitigung der Melirdeutigkeit von x zugleieh der zweite 

angefiihrte Punkt, namlich die moglichsto V ercinfachung des Rechnungsverfahrens, wenigstens 
bis zu einer gewissen Weite Lin seine Erledigung findet. 

§.  8. 

Wir habcn bister der Substitutionsformcl (3) unsere Aufmerksamkeit zugcwondet und 
aus ihr alle unsere Schliissc gezogen, die Bezug batten auf die Anfangsglieder von x'. Wir 
konnten nun auf dem Wege der directen Substitution von x0 + x' anstatt x in das Gleichungs- 

polynom P die neuo Gleicliung in x' wirklicli ableiten, und an ihr die Bestimmung der 
Anfangsglieder vornohmen. Es wiirden sicli dabei die eben gemachten Bcmerkungen bestiitigen. 

Wir zielicn es aber vor, von der  angegebenen Substitution  und den auf solclie Weise 
abgeleiteten neucn Gleichungen in x' ganz und gar abzusohen, und die Bestimmung der Folge- 

glieder auf dem directen Wege, durch Substitution einer Reihe: 

h0 «
fo -4- hy a?1 -j-  

anstatt x abzuleiten, indem wir die Bodingungen erortern, unter welclien die zweckmassige 

Wald der Werthe von f, und \ cine weitcre Reduction auf Null in dem Substitutionsresultate 
herbeifiihrt. Wir gcben dieser Ableitungsweise vor jener anderen, auf die Transformation der 

Gleicliung gestiitzte den Vorzug, weil einerseits sic die allgemeinere ist und eine deutlicliere 
Einsicht g-ewlihrt, andererseits aber, weil man in der That niemals zur Bildung der trans- 
formirten Gleichung in x zu schreiten Ursache findet. Unsere friiheren Untersuchungen beziig- 

lich der Bestimmung der Anfangsglieder von x beziehen sich namlich zunachst nur auf 

Gleichungen von der Form S\ llattxc\ = 0,  wobei aber a und r. keineswegs ganze und positive 
Zahlen bedeutcn miissen; substituirt man aber in eine solclie Gleicliung x = x0 so wird, 
wenn negative oder gebrochene Werthe von r. erschcinen, die neuc Gleichung diese Form 
keineswegs mchr besitzen, so zwar, dass die friiher gelehrte Bestimmungsweise der Anfangs- 
glieder nicht mehr anwendbar erscheint. Man ware dadurch bemiissigt, entweder solche mit 
negativen oder gebrochenen Werthcn von ^ vorsehene Gleichungen ganz aus der Betrachtung 

streichen, oder die Bestimmung der Anfang-sglieder friiher auch auf andere Formen der alge- 

braiscLcn Gleichungen als die bishcr bctrachteten, auszudehnen. Wir finden uns veranlasst, 

weder das cine, noch das andere zu thun, sondern ziehen es vor, den Untersuchungen jenen 
Grad der Allgemeinheit zu lassen, den sic bereits besitzen. 

Der Wea\ den wir einzuschlaQ-en gedenken, ist fol«-ender: Jbl 

anstatt x eine Koike, absteigend geordnet Wir substituiren in das Gleichungspolynom I 
nach Potenzen von a, dcron hochstes Glied hua*« durch die friiheren Untersuchungen angegeben 

ist, und deren zweites Glied lixa^1 mit noch unbestimmten Werthcn ht und £t versehen erscheint, 

Wir erhalten dadurch ein gewisses Substitutionsresultat, dessen hochstes Glied, zufolge der 
getroffenen Wahl des Anfangsgliedes h0a^, sich auf Null rcducirt und. daher wegfallt. Aber es 
bleiben trotzdem noch von Null verschiedene Glieder iibrig. Es soil nun angegeben werden, 

welche Werthe von A, und c, in dem nunniehr mit der hbehsten Potenz von a vcrsehenen 

Gliede eine Reduction auf Nidi herbeifvihreri.  Ilier ist stillschweigcnd die Bedingung f, << c, 
daher   auch    nur   das vcrlangte   Folgeglied J^a*1 nicdergelegt   und   wir   werden (M'halten. 
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Aujiosungsmetliodefur algebraisclie Buckstabengletchungen etc. 143 

keineswegs aber die Anfangsglieder der versehiedenen Zusatze x'} von denen fruher Erwahnung 

geschah. Der crste Scliritt dieser Substitution: 

(4) x = h0 a*" 4- ?i,a"' +  

besteht in der Entwickelung von x*. Diese gelingt in den zwei ersten Gliedern ohne Schwierig- 

keit, und hat die Gestalt: 

(5) xx = h0
xax*> 4- rV~1A1.a

('~""1)6,+f,+..... 

Jedes einzelne Glied Haaxx des Gleicliungspoiynomcs P liefert dalier einen naeh absteigen- 

den Potcnzen von a geordncten Bestandtlieil, wie: 

(6) Haaxx — BJ^.aa+x^ + xIIK^K-^^""^^ -\-  

dessen zwei crste Glieder bekannt sind. Die Summe aller dieser Bestandtheile liefert das dem 
substituirten Wertlie (4) entsprcchcnde Substitutionsresultat. Urn dasselbe in absteigend geord- 
neter Form zu erhalten, bat man diese versehiedenen Bestandtheile mit gehoriger Riicksicht 

auf die moo-lichen Reductionen zu summiren. Das hochste Glied davon ist bereits von einer 

fruheren Untersuchung her bekannt. Wir gehen nun daran, das nachst niedrigere, zweite Glied 
zu bilden, und werden so zu jenen Bedingungen gelangen, welche die noch unbestimmt gelas- 

senen Grossen £ und A, zu erfiillen haben, und die dazu verwendet werden sollen, den Coef- 

ficienten dieses nachst nicdrigeren Gliedes auf Null zu bringen. Wir beginnen mit der Bemer- 

kung, class die zweiten Glieder der erw'ahnten Bestandtheile, welche die Form: 

(7) XHk0
x-1h1.a

tt+x*«-*>+*' 

besitzen, bcim Summiren dersclben eine ahnlichc Reduction erfahren werden, wie dies bei den 

ersten  Gliedern IlhJ aa~xl» der Fall war, und zwar fur jeden beliebigen Werth von £, und lh. 
In der That ist c, so <»-ewahlt, dass von den versehiedenen Gradzahlcn a + rf0 zwei oder 

mehrere gleich und am grossten ausfallen. Diesen speciellcn Werthen von a und x entspricht 
die Summe der bczciclmetcn Glieder I[Ila"xl-\. Jedes dersclben liefert ein zweites Glied von 
der Form (7) und in all' diesen Gliedern erscheint dieselbe Potenz B«+**-fc+&. Diese Glieder 

setzen sich daher zu cinem ein/.igen zusammen, welches als Coefficienten die Sunime der 
Coefficienten dieser einzelnen Glieder cnthalt. Dieser Coefficient erscheint als die Summe von 

Gliedern die alio die Grosse Jh als Factor aufweisen, und besitzt die Form: 

wahrend der Coefficient der hochstcn Potenz im Substitutionsrcsultate die Form: 

S[Hh0
x] = 0 

besass. Diese Summcn sind auf diesclben Wertlie von r und II auszudehnen, die durch die 

gebrochene Linie dafiir angegeben werden. Man sieht hieraus, dass cs in der Regel gelingen 
wird, unter den versehiedenen zweiten Gliedern (7) diejenigen, welche a in der hochstcn Po- 
tenz besitzen, ohne Scliwierigkeit anzugeben, denn die gebrochene Linie, die zu dem Werthe 
von Co mid h0 gefiihrt hat, gibt die entsprechenden Glieder Ha*Xs an. aus wclchen sie abzu- 

leitenwaren. Es istandererseitsersichtbeh, dass die Summe 2'[xJIh/'1} durch einmaliges Differen- 
tiireiinach/i0aus2'[~i//Vl abgeleitet werden konne und man wird daher. urn die Summe der hoch- 

sten Glieder aus der Gruppe der xBh0*-1k1a
tt+xl*H!'+s> zu erhalten, nur den fur noch unbestimmt 

gelassene h0 bereits bekannten Coefficienten der allerhb'chsten Potenz im Substitutionsrcsultate, 
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144 ig n a. II eg er. 

2[Hh0
x] n'amlicb, einmal nacb h0 zu differentiiren und der so erbaltenen Summe l'[x Sh^1] nocb 

den Factor hLa
<t+xSo~^+l' beizufiigen haben. Wir liaben oben gesagt, dass es in der Regel 

auf diese Weise gelingen werde, denn es gibt Ausnabmsfalle, welcbe diesen Vorgang vereiteln. 

In der Tbat wird meistentheils I[XIIIIQ~
1
\ von Null verscbieden ausfallen, weil h0 der Glei- 

cbung 2[Hh0
x] — 0 entsprecbend gewab.lt ist. Wenn aber diese Bestimmungsgleicbung gleiche 

Wurzeln besitzt, und das erw'ahlte h0 ebon einen solcben. gleieben Wurzelwerth darstellt, so 

ist die ganze Reihe der friiberen Schlussfolgerungen unzulassig, und sie erweisen nur, dass in 
einem solcben speciellen Falle nicht nur die bocbsten Glieder von der Form Ilh^ aa+xSo 

sondern auch die der zweiten Form £ZTA(/~
1/i1a',+j;fo~'fo+fi sich aufheben. 

Diese Moglichkeit des Auftretens gleicher Wurzeln li0 ist es, die unsere folgenden Unter- 
suchungen in einem nicht geringeren Masse compliciren und uns zur Unterscbeidung sebr vieler 
Ausnahmsfalle zwingen wird. Wir werden mit dem einfacbsten Falle beginnen, n'amlicb wo hg 

nur cine einfacbe Wurzel darstellt, und eine gewisse Regel fur die Auffindung des Folge- 

gliedes ht a
fi ermitteln. Diese Eegel verliert ihre Giltigkeit, wenn h0 eine doppelte Wurzel ist, 

und es tritt an ihre Stellc eine ncue Regel, die gleichfalls unbrauchbar wird, wenn k0 eine 
dreifache Wurzel bedeutet u. s. w. Daraus, dass bier sebr viele cinzelne Ausnabmsfalle vor- 

kommen, und jeder derselben eine eigene Verfahrungsweise erheischt, mochte man wobl im 
Voraus mit einer gewissen Peinlichkeit dem nun Folgenden entgegen sehen. Allein der Leser 
wird sicb iiberzeugen, dass diese verschiedenen Eegeln nicht so heterogen seien, dass eine jede 

derselben einzeln dem Ged'achtnisse eingepragt werden miisste; sie werden im Gegentheile 

eine grosse Ahnlichkeit besitzen, und sich in eine einzige, allgemein giltige Regel vereinigen 

lassen. 

Beginnen wir also mit dem gewohnlichen und einfacbsten Falle, wo h0 eine einfacbe 
Wurzel der Gleichung 

bedeutet und daher I\xJfh0
x~l\ von Null verschieden ausfallt. In einem solcben Falle ist, wie 

wir gezeigt haben, das durch Summirung der verschiedenen zweiten Glieder (7) hervorgehende 

hochste Glied folgendes: 

h1I[xffh0
x-l.ag-+x?'>-l<'+^] 

wobei die Summirung auf diesclben Gombinationen x und If auszudebnen ist, wie in der bereits 
fur Co bekannten Gleichung I[IIA1'] = 0. Nun Jicgt uns nocb eine zweite Untersucbung ob, 
namlich zu entscheiden, welches von denjenigen ersten Gliedern Ilk/.a'1+x'fo das hochste 
seiner Gradezahl nach sei, nachdem man die bei der Summirung sich tilgendcn beseitigt hat. 

Man wird dazu obne alle Schwicrigkeit gelangen, indem man das bereits bekannte Anfangs- 
glied ^0a

e° in das Gleichungspolynom P anstatt x substituirt und alle dabei moglichen Reduc- 

tionen ausfiihrt. Auf solche Weise findet man das hochste Glied, welches wir mit $0a
%0 anzei- 

gen wollen, und kann nun vcrsichert sein, dass das hochste von Null verschiedene Glied des 

Substitutionsresultates nur aus den zwci Gliedern 

<fj0 a m° und h% I' [x IIh^ a n+xSe — fo+ft 

hervorgehen konne, Aveil alle ubrigen, wie immer aussehenden Glieder erwiesener Massen von 
niedrigerer Ordnungsind. Jetzt ist es nicht schwer, die Bedingungen anzugeben, welche die noch 

unbestimmt gelassenen, mit ht und S, bezeicbneten Grossen zu erfullen haben, um eine fernere 
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Reduction auf Null im Substitutionsresultate I\ herbeizufiihren; es ist n'amlich einerseits noth- 

wendig, dass: 

2l0 = CI -j- X so        ?o ~i~ sj 

ausfallt, damitbeide Glieder dieselbe Potenz von« aufweisen, und demnach eine Reduction zulassen. 
Diese Gleichung bestimmt den Zahlwerth von £„ weil sowohl 5f0 als aucli a -f- r_c0— c„ bier be- 

stimmte Zahlwerthe bedeuten. a 4- jc£0 ist namentlich hier die dem Werthe c=c0 entsprechende 
Ordinate der gebroehcnen Linie, sic mag rj0 heissen; ferner mag rj0 — £0 dureli a ausgcdriickt sein. 

Dieser Zahlwerth von |, ist demnach ein einziger und zwar folgender: 

= «. a. 

Ist c, dcrmassen gewah.lt, so erh'alt diese liochste Potenz von a den Coefficicnten: 

welcher gleich Null werden soil, und daher fiir ht den Werth: 

7     _ *«   _ 

liefert. Auf solehe Weise ist daher sowohl der Exponent £ als der Coefficient /^ seinem Werthe 

nach bekannt. 
Das hier auseinander gesetztc Verfahren, uni das erste Folgeglied h^cfr zu bestimmen, 

welches zu dem Anfangsgliede h0a*° gehcirt, kann in gleicher Weise zur Bestimmung des 

zweiten FolgegHedes h?as> u. s. w. allgcmein zur Bestimmung des rte" Folgegliedes hr <£' dienen. 

Setzt man namlich: 

x = xr + A,,+1«
fr+'-;-  

anstatt x in das Gleichungspolynom P, wobei xr die Summe der bereits bekannten Glieder der 

Entwiekelung: 

x,, = h0a^A-/h^'-tJha'"2+ • • • • +\a& 

bedeutet; so werden sich hier mit den geeigneten Abanderungen alio friiheren Schluss- 
folgcrungen wicderholen lassen, denn audi hier erscheint x* als eine absteigend nach a geord- 
nete Reibe, deren liochste Glieder mit bestimmten Zahlwerthcn versehcne Exponenten und 

Coefficicnten besitzen, und in einer gewissen Anzabl von Glicdem mit x,x tihereinstimmen. 
Von einer gewissen Potenz an treten zu diescn Clicdern von x* die Glieder von rrr/-1/^ 1a

f'+1. 

Es liisst sich nun olme alle Scbwierigkeit zeigen, dass das liochste dieser letzterwahnten 
Glieder nicht ein einziges, sondcrn eine Summe von solcben sei, in der bereits bekannten 

Form: 

hr+ll'[xJl'h(r
l.aa+^-^+^'} 

erscheine und von Null verscbieden sei, so lange h0 nur eine einfache Wurzel der Gleichung 

2[Hh*] = 0 ist. Das nunmehr hochste und von Null verschicdene Glieddes Substitutionsrcsul- 
tates Pr+1 wird daher aus der Gruppe der zu S[HattxJ] gehorigen Glieder und aus dem oben 

aufgestellten zu erwahlen scin. Man wird daher den bercits bekannten Bestandtbeil x,, anstatt 
X in das Gleichungspolynom P suhstituiren, und durch Ausfiihren der moglichen Reductio- 

nen dieses Substitutionsresulfat auf die Form cines absteigend nach a geordneten Polynomes 

bringen. Auf solcbe Weise ergibt sich das hochste von Null verschicdene Glied desselben $),.a'!l 

DenJcsehriften der mathem.-iiahirw. 01. XII. Bd. Alihan<ll. v. Nichtmitgl. t 
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146 Ignaz Heger. 

ohne alle Schwierigkeit, mit bestimmtem §)r und §L, und e's werden nun die beiden Glieder: 

§ra*' und k^ZlxHho*-1 ,ai+**-fc+*+«] 

durch schickliche Wahl der noeh unbestimmt gelassenen Grossen cr+1 und A,.+, sich gegenseitu 

a'+JClo— £<, + £+! = « + £,.+ < 

aufbeben lassen. Dies erfolgt fur 

51, 

und 

woraus die Werth c: 

r+1 

^+AH.tJF[?:5-A0*-t]=0, 

= 3L-      «,A,+1=r 
2[tffV-iJ 

folgen. 

Wir ersehen hieraus, dass das bier auseinandergesetzte Verfahren zu einer bekannten 

Summe xr von Gliedern das unmittelbar n'achstfolgende hr+1a
Sr+1 liefert und demnaeh, beliebig 

oft wiederholt, der Eeihe nach eine beliebige Anzahl von Folgegliedern zu geben und daher 
x in einer beliebigen Ann'aherung darzustellen geeignet sei. Dieses Verfahren ist zugleich 

hoehst einfach und schreibt zunachst nur vor, den bereits gefundenen Bestandtheil xr 

anstatt x in das Gleich ungspolynom P zu substituiren. Hat man das Substitu- 
tionsresultat gehcirig entwickelt und in geordneter Weise liingestellt, so lasst 

sich das unmittelbar nachfolgende Glied aus dem erst en Gliede ^)ra^r desselben 
mit Leichtigkeit ableiten. Man multiplicirt dasselbe n'amlich mit dem Factor 

a~'a, und erhalt so unmittelbar das 
Z[xHh0x-l] 

lste Folgeglied: 

kr+1a f,+i 
Sir „%~a 

2[im0*~i] 

Dieser Factor ist fur eine bestimmte Auflosung stets derselbe. Seine Bildung unterliegt 

keiner Schwierigkeit. Man verfahrt hiezu auf folgende Weise: Die Bestimmungsgleichung 
I[II¥] — 0, die fiir das erwahlte £0 besteht, und bereits von der Bestimmung des Anfangsgliedes 
her bekannt ist, differentiirt man nach der Gro'sse h Ein Mai und substituirt nun den Werth h0 

anstatt k. Von dem so gewonnenen Zahlwerthe 2[x.Hh(j
t~i~\ bildet man den mit entgegengesetzten 

Zeichen   versehenen reciproken Werth.   Dieser so erhaltene   Zahlwerth ist der 

Coefficient  des   fraglichen factors.   Der Exponent   von a,  n'amlich —a  folgt aus   folgender 

Gleich ung: 

wo rJ{) den dernf,, entsprechenden grossten Werth der linearen Functionen a + ££, also die dem 

c0 entsprechende Ordinate der gebrochenen Linie darstellt. Wie man sich leicht iiberzeugen 

kann, ist I[xHK~A\.aa das ho'chste Glied des Substitutionsresultates, welches man fiir x = x0 

oder x==xr aus dem einmal nach x differentiirten Gleichungspolynome P, namlich aus 

-—•=S\y.Hdlx*~~r\ erhalt, so zwar, dass sich die Bestimmung des Folgegliedes audi auf eine 

Division von P durch —- zuruckfuhren l'asst.   Man entwickelt nur das erste 
ax 

Glied dieses Quotienten und ertheilt i h m dann das entgegengesetzte 
Z e i c h e n. 
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Auflosmigsmethode filr algebraisclie Buchstabengleichungen etc. 147 

Es zeigt sieh also, dass in diesem gewohnlichen Falle nur ein einziges Folgeglied 

erhalten wird. Wir seben zugleicb, dass die Bildung der transformirten Gleicbung, so wie eine 

n'ahere Untersuehung derselben ganz iiberfliissig sei und durch ein viel einfacberes Verfabren 
ersetzt werden bonne, welchcm weder die Mehrdeutigkeit des x, nocb ein eomplicirtes Eeeh- 

nungsverfabren als Nacbtbeil anhangt. Wir bemerken auch ferner nocb die grosste tlbereinstim- 
numg dieser Regcl mit der bekannten Kegel der Division und des Wurzelausziehens, eine 
Ubereinstimmung, die wohl im Voraus erwartet werden konnte, weil diesc bciden Eegeln nur 
eine specielle Anwendung auf binomisebe Gleiebungen des ersten und hoheren Grades vor- 

stellen. Das bier angegebcne Verfabren ist so lange fortzusetzen, bis endlicb alle Glieder 
der Auflosuno- x e-efunden sind. Sind dieselben wirklich in einer endlichen Anzahl vorhanden, 

so wird dieses Verfabren clas Nullsein aller folgenden Glieder obno Scbwierigkeit erkennen 

lassen; es wird namlicli bei der Substitution der Summe derselben das Gleicbungspolynom P 
sich in ein identiscb auf Null zuriickziehendes Polynom vorwandeln, womit einerseits 
erwiesen ist, dass die Summe dieser Glieder ein Geniige leistender Worth x sei, und anderer- 

seits die fernere Wiederbolung nur Null liefern konne. Dass aber ein solebes Abbreeben der 
Reibe nur zu den speciellen Fallen gebort, unterliegt wohl keinem weiteren Zweifel, weil 

dann ausserdem noeh alle Coeffieienten der nachst niedrigeren Potenzen von a den Worth 
Null erhalten miissen. Dieses NuUwerden derselben kann nicbt dureh Wabl der Coeffieienten 

h und der Exponenten £ erzielt werden, weil fiber ibre Werthe schon verfiigt ist, trifft aber bis- 
weilen in Folge der zwisehen den mit //, a, r. bezeiebneten Grossen zufallig bestehenden 

Relationen ein und in einem solchen Falle bestelit dann ein soleher Geniige leistender Werth 

in geschlossener Form. In der Regei jedocb ist dies nicbt der Fall und das Verfahren kann 

dabei ir keine solche ffeschlossene Form, sondern nur eine unen 
O ' 

dliche Reibe liefern. 

§• 9. 

Wir libergelien nun zur Erorterung des zun'achst liegenden Ausnahmsfalles, fur welehen 

das eben dargestellte Verfahren brauebbar zu sein aufhort. Die Braucbbarkeit desselben, so wie 
die Giltigkeit aller vorbergebenden Sebliisse ist an die Bedingung gebunden, dass das Sub- 

stitutionsresultati'frl/V"1] einen von Null verscbiedenen Werth besitzt, mit anderen Worten, 
dass k0 eine unwiederholteWurzclderBestiminungsgleiehung I[Sh0

x] = 0 ist. Stellt sich heraus, 

dassdieseBedingung nicbt erfullt ist,sonderngleiebzeitigbeide Grossen S[Hh*\ mid2[xIIhj-1] 

versebwinden, folglich h0 als eine wiederholte Wurzel der Bestimmungsgleichung 2[TIh*\ = 0 
ersobeint, so verlieren alle friiberen Sebliisse ibre Giltigkeit, und man wiirde beim Einsehlagen 

des friiberen Verfabrens lauter unendlicbe Wertbe fur die Coeffieienten hv h,.... erhalten. 
Hier sind aber wieder mehrere Falle zu untcrseheiden, je nachdem n'amlicb h0 eine 

doppelte oder drcifaehe, oder endlich eine mehrfaehe Wurzel ist. Den einfachsten dieser ver- 

scbiedenen Falle wollen wir bier zun'achst zum Gegenstande der Untersuchnng machen, jenen 
namlicb, wo h0 eine doppelte Wurzel der Bestimmungsgleichung 2'\Hkf\ = 0 ist, Dieser Fall 

ist dadurcbcbarakterisirt,dass 1 [Hh*] und I[rHhj-']glei ch Null, hingegenI[r.(r— 1)//V~2] 

von Null verse hie den angenommen wird. 
Der eigentliche Grund,  wessbalb die friiberen Schlussfolgerungen ibre Giltigkeit ver- 

lieren, ist in dem Umstande zu suchen, dass die Summe der zweiten Glieder des entwickelten 

SubstitutionsresuJtates. welehe aus den einzelnen Gliedem Haax* des Gleicbungspolynomes in 
der Form xllhj Ah a*' r!° e°+f' bervorgehen, nicbt mehr das hoebste (41ied: 

• 
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148 Ignaz  Heger. 

h.ShEh* a <•+*£<>—?0+f< 

zlieh wegfallt, indeni dc.r besitzen, sondern dasselbe bei der wirklichen Summirung gam 

ficient 2[xEh0
x~r] dieser hochsten Potenz von a dor gemachten Annalnno zufolge gleich Null 

wird. Man ist desshalb auch ausser Stande, fiber die Form dcs nun an seine Stelle tretenden 

hochsten Gliedes cine Angabe zu machen, so lange man nicht den Weg der directen Substitu- 
tion einschlagt. 

Es erweist sich zugleich als ungeniigend, x* nur in seinen zwei ersten Gliedern der Ent- 
wickelung zu betrachten, um zu dem hochsten Gliede des geordneten Substitutionsresultates zu 

gelangen, weil bei der Summe jcncr Glieder Ilcfx* des Gleichungspolynorn.es, deren lineare 
Functionen den grossten Werth besitzen, und auf welche sich das Summenzeichen 2 erstreckt, 

ein vollstandiges Tilgen der ersten und zweiten Glieder erfolgt. Man wird daher die Aus- 
drucke in ihren drei ersten Gliedern entwickeln miissen, und nur auf solche Weise die Gewiss- 
heit haben, dass die ausgelassenen Glieder sammtlich von nicdrigerer Grdnung und daher 

auch ohne alien Einfluss auf das allein zu berucksichtigende hochsto (Jlied des Substitutions- 
resultates seien und dies ebon wieder nur so lange, als bei diescn dritten Gliedern der Ent- 

wickelung kein g-egenseitigcs Auflieben stattfmdet. Wir werdcn daher xx in seinen drei ersten 
Gliedern entwickeln, hierauf die Substitution des dermassen entwickelten Ausdruckes in die 

einzelnen Glieder Eaaxr dcs Gleichungspolynomes ausfiihren und zuletzt aus dor Summe 
aller dieser Glieder die hochsten auswahlen. 

Man erhalt solchergestalt: 

Jodes einzelnc Glied Ea'af des Gleichungspolynomes P erhalt sonach den Werth: 

Nun ist noch die Summirung aller dieser Ausdriicke vorzunohmen und zwar auf alle jene 

Werthe von a, r. auszudehncn, welche in den einzelnen GliedernEa"x*des, Gleichungspolynomes 
erscheinen. Der nb'thigen Klarhcit wegen wollen wir diese Summirung in zwei Abtheilungen 
trennen, indem wir das Gleichungspolynom 

P=8[Ea*x*] 
in zwei Thcile thcilen : 

P = 2[Ea*x'] + ®[Ea*x*]. 

Das Summenzeichen 2 erstreckt sich auf alle jene Glieder des Gleichungspolynomes, 

deren lineare Functionen a + .r? fur den speeiellen Werth £0 den grossten Werth yj0 erlangen, 

w'ahrend die zweite durch @ angezeigte Summirung auf alle iibrigen Glieder auszudehncn ist, 

deren lineare Functionen kleinere Werthe als y0 erhalten haben. Diese Trennung dcs Gleichungs- 
polynomes P wird sich allsogleich als vorthcilhaft crweisen. Ersetzt man nun hicr jedes 

Glied Ea"xx durch seinen obigen, in don ersten drei Gliedern entwickelten Worth, so 
erhalt man: 

/' = 2[Eh*a'+'to] +  e[Eh*aa+*^] -j- 

4- 2[r. Eh*-'h}a?+*!°-^)       -\-  ® [r.Eh/'1 h, a«+*&-6+6] 4. 

+ ![(*) UK -2^V+*°-2&+2f']    -r   @ [(}) II/,,*-• It? a«+*6r-«w-«6] + .... 
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Auflomngsmeihode fiir algebraisclie Buclistabengleichungen etc. 149 

Da die Summirung 2 auf alle jene Werthe a, X auszudehnen ist, deren lineare Functionen 

a 4-Xfo cinerlci und grossten Werth erlangcn, fiir wclclien •wir die Bezeichnung rjQ angenom- 

men haben, so ist er sicli tlich, dass in den mit dem Symbole 2 angedeuteten Summen aa+t"°=a'"' sei 
und als erne Constante beziiglieli der Summirung ebcn so wie ht und ar'o+^ vor dem Summen- 
zeichen gesetzt werden konne. Hierdurcli verwandelt sicli obige Formel mit Eiicksiclit auf die 

Annalimen: 

I[II/iJ] = 0  und X[x&h0*-i] = 0 

in die folgende: 

+ 2[a)izv^]^2«'0^^?,)--rAr«"2(f"~e,)-®[©^V^«a+rf"]+ ... 
Eine einfache Oberlegnns' reicht nun hin. urn einzusehen, dass die allerletzte Summe: 

®[(t)Hk0
x-%a<+'t°] 

nur niedrigere Potenzen  von  a als a'oo  entlialten konne, indem  die Summe B 
Werthe von a, r auszudehnen, deren lineare Functionen a 4-££o kleiner als rj0 ausfallen 

Es kanu demnacli in dem Ausdrucke: 

o nur auf iene 

niemals die Potei 

vorangehenden Summe 

5o-2(?o-c.) ersclieincn    w'ahrend   dieselbe   alien  Gliedern der  unmittelbar 

-ft) 

eigen ist. Die vierte Summe in obiger Formel enth&lt demnacli nur Glieder von niedrigerer 

Ordnung im Vergleiche zur dritten und es ist sonacli keinem Zweifel unterworfen, dass das 
lioehste Glied des Substitutionsresultates nur aus den folgenden drei Bestandtheilen hervor- 

gehen konne: 

so lange, wie hier vorausgesetzt ist, ^ <c0 ausfallt. 
Die erste der hier ersclieinenden Summen, namlicli ©[JTV**"4"*] lasst sic]l aus cler Summe 

jener Glieder des Gleiclmngspolynomes P, welclie unter dem Summenzeiehen @ vereinigt 
sind und denen die kleineren linearen Functionen entspreclien, d. h. aus <&[Haax*] ableiten, 
wenn man x durch das Anfangsglied h0a<° ersetzt. In ahnlicher Weise gelit die zweite Summe 

@ [j-HV-1 a',+(r-1)?»] aus derselben Gliedersumme ©[iJas'af] hervor, wenn man sic zuvcirderst 
eincr einmaligen Differentiation nach x unterwirft und hierauf in dem ersten Differentialquo- 

ticnten  ®[xHa"~x*-1]   abermals  x  durch  das Anfangsglied h,a"" ersetzt.   Endlieh  die letzte 

Summe 2[r(r l)ifV-2](Z%""2fo l'asst sicn aus der Gliedersumme 2[Ha*x*], denen die grossten 
linearen Functionen entspreclien, ableiten durch zweimalige Differentiation derselben nach X 

und nachherige Substitution von x = h0a}\ Man kann sicli diese Substitutionen wirklicli aus- 

gefiihrt denken und es wird dann alsogleich moglich werden, das mit der hochsten Potenz 
3 Glied einer jeden dieser Summen anzugeben. Wir wollcn beziehungsweise mit: von a versehene 

£>o« ° > &oa •'»' und §0"a%" 

die mit der hochsten Potenz von a versehencn Glieder bezeiclmcn, die aus den Polynomen : 
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150 Ignaz Heger. 

fur x = h0a^ hervorgehen; so kann offenbar das mit der hochsten Potenz von a versehene 
Glied des obigen Ausdruckes nur aus den drei Gliedern: 

hervorgehen, so lange n'amlieh ^t-C^Q ist. Das hoehste Glied des fur x-~h0a^Jrh1a^^... aus 

dem Gleiehungspolynome P hervorgehenden Substitutionsresultates wird demnach auch aus 
diesen drei Gliedern zu suchen scin. Nun sollen die Grossen ^ und ht dermassen gewahlt 

werden, class dieses hoehste Glied verschwinclet. Zu diesem Ende hat man in der bekannten 

Weise mit der Bestimmung von ^ zu beginnen, indem man Sorge tragt, class zwei der hier 
erscheinenden Exponenten: 3l0, St0' -f £n Sl0" -j- 2£j gleiche und grosste Werthe erlangen. Man 
hat demnach die drei Ungleiehungen: 

Vi > X , % > 5*o' + £i > Vi >%" + 2 c, 
aufzulb'sen und namentlich ihre Grenzwerthe der zweiten Orclnung aufzusuchen. Diese sind die 

passenden Werthe von £v Hat man fr gcfunden, so unterliegt die Bestimmung von k1 keiner 
Schwierigkeit mehr, denn es sind dann §l0, 9l0' -j- £1? Sl0" -f 2£, bestimmte Zahlen und man kann 
unmittelbar die grb'ssten derselben hervorheben, und demgem'ass auch den Coefficienten bilden, 
mit dem die hoehste Potenz von a multiplicirt erscheint. Dieser Coefficient ist ein binomischer 
oder trinomischer, hi enthaltender Ausdruck; setzt man denselben gleich Null und lost die 

erhaltene Gleichung des erstcn oder zweiten Grades nach h] auf, so ist jede von Null verschie- 
dene Wurzel derselben ein geeigneter Werth von hv Auf solche Weise ist demnach die Bestim- 
mung des Folgegliedes abgeschlossen. Man benimmt sieh dabei genau so, wie. wenn man die 
quadratische Gleichung: 

too*** + $o'a**'3f + 7*0" a%"x'Z = 0 

vorliegen, und die Anfangsglieder von x zu bestimmen h'atte. 

Wir wollen hier nur noch die Bemerkung folgen lassen, dass die drei Glieder: $>0a
%, 

$o'd*°''j $o" Q*0" waren erhalten worden, wenn man die Substitution x — h0a
So in das vollst'an- 

dige Gleichungspolynom P und seine beiden Differentialquotienten — und —- ausgefiihrt und 

die hochsten Glieder dieser drei Substitutionsresultate genommen h'atte, wie man sich sehr leieht 

zu iiberzeugen im Stande ist. Das letzte dieser drei Glieder $0" d
K'<" ist iibrigens ein voll- 

kommen bestimmtes, welches auch ohne alle Substitution direct aus der Bestimmungsgleichung 

S[Hh0*] = 0, der bereits bekannten grb'ssten Ordinate YJQ unci der ihr zugehb'rigen Abscisse y0 

abgeleitet werden kann. Es ist n'amlieh. wie eine cine einfache Ansicht der friiheren Formeln 

lehrt: 

X1 •2£0 , £0" = 2'[r(r— 1)JTV~"]- 

Diefriiher erw'ahnte quadratische Gleichung in x, welehe die Folgeglieder hxa^ liefert, kann, 

demnach auch in der folgenden Form aufgeschrieben werden: 

bo"*" + &'«"*'•«' + j2[r(x—l)Hh0
t-2].a^s<>.x,i ==0. 

Die Kegel, um  sie  zu bilden,  ist  demnach folgende:   Man substituire, wenn  die 

Bestimmungsgleichung 2[Hho
x]==0 eine doppelte Wurzel />„ besitzt, das gefun- 

dene  Anfangsglied  h0fj"  anstatt  x in  das   Gleichungspolynom   /'und  s ein en 
dP 

ersten Differentialquotienten —, ordne diese b eiden Substitutionsresultate 

absteigend nach Potenzen von a und bestimme das  hoehste  Glied fe^a^'  und 
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Auflosungsmetliode fur algebraische Buchstabengleichungen etc. 151 

$o a** derselben. Hieranf unterwerfo man die Summe der bezeichn eten Glie- 

der 2[Ha*x*] einer zweimaligen Differentiation nacli x und substituire audi 

bier in dem gewonnenen Ausdrucke S[x(x—l)Ha*:af~*] das Anfangsglied h0a^ 
anstatt x und erhalt so 2[x(x—l)Hh0*~*] .a%~2fo. Diese drei Glieder ^>0a\ $0'a

%\ 

E[x(x—l)Ith0
x-'2]aZo~-So multiplieire man nun b eziebungsweise mit 1, x' und —, 

bilde die Summe dieser drei Pro ducte und setze dieselbe gleicb Null; so hat 

man die gesuchte quadratische Glcichung und die Anfangsglieder der abstei- 

genden Entwickelung von x sind die gesuebten Wertbe des Folgegliedes 
h, op'. 

Die an dieser quadratischen Gleichung vorgenommene Untersuchung der Anfangsglieder 

der absteigenden Entwickelung von x' kann offenbar zu mebreren verscbiedenen Fallen fiihren, 

die wir bier n'aher ero'rtern wollen. Man bat n'amlich mit der Auflosung der drei Ungleichun- 
gen: 

rh > 3l0 . rJt > X + Cj , rh > rJ{) — 2 £0 + 2 ^ 

zu beginnen, und die Grenzwerthe der zweiten Ordnung dafur zu bcstimmen. Fine solehe 
Untersuchung kann hier, wo drei Ungleichungen vorliegen, entwederzwei odernureinen 

einzigen   solchen  Grenzwerth liefern.   Liefert sie  zwei solehe Grenzwerthe,   so   sind  sie 

folgende: 

9Co—aio', a;—-7o + 2e0. 

1st hingegen ein einziger gewonnen worden, so hat er den Werth: 

%-Vo ,  » 
—      r Co- 

Die Bestimmungsgleichungen  fur  die  zugehorigen  h„  welche besagen.   dass beijeder 
solchen Seduction das Kesultat derselben ein Coefficient Null sein soil, sind: 

1. fur St = %,—%' • £o + *I$O'='OJ  also K- 

2. fur fi = a0'_7o+2f0 , K&+'x2[t(x—l)Ehf*\~0 also ^ = »*.' 
2'[rfr-l)7//,0v-q 

J3. flfr^^LJi+ $,<«,,—« ; , £0 + h42[x(x— l)Hhf*\=0, also h1=±Yj- "So 

r(>:-l)flV-»] 

4. fur ^ = ^4.£0 = V   2t; , & + *»# 4 *f2W*-l) W~2]==0. 

Diese Gleichung liefert zwei in der Kegel von einander verschiedene Wertbe fur hv 

Nur weiin zufallig die Bedingungen: 

%—Vo £0" = 2 &S[x (X- -l)Hh*-2] und -\^4- f0 == 2l0     X 

erfiillt sein sollten, treten zwei gleiche Wurzeln h^ auf. Wir erselien hieraus, dass man auf 

solehe Weise in der Eegel zu zwei verschiedenen Folgegliedern gelangen wird, die sich 

Qianchmal schon in dem Exponenten $1 unterscheiden, oder dasselbe £a zwar gemeinschaftlich 

besitzen, aber durch die Wertbe der Coeffieienten \ von einander verschieden sind. Nur selten 
werden die zuietzt angefiilirten Bedingungen erfiillt sein, welche zur Folge hatten, dass nicht 

zwei verschiedene Folgeglieder, sondern nur ein einziges solches erhalten wiirde. Das bier 
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152 Ignaz Heg er. 

dargestellte Verfahren wird dalier in der Eegel die Trennung jener zwei Auflosungen bewerk- 

stelligen, die das Anfangsglied k0 a
?0 gcmeinschaftlich besitzen, raid nur ausnahmsweise dieselbe 

nocb auf sp'ater verschieben, falls sicb auch das zweite Glicd lix a*' als ein beiden gcmein- 

scliaftlicli zukommendes erweisen wiirde. 
Der weitere Gang der Approximation ist jc nach den bier sicb darstellenden Ergebnissen 

verscbieden: Hat die Bestimmung des Gliedes hxcfil cine Trennung der zwei Wurzeln, die 
nocb vereinigt waren, dadurch bewirkt, dass zwei verscbiedene Werthe entweder fur £j oder 
erst fur ht sicb ergaben; so wird die weitere Approximation von einem abnlicben Verfabren 

abhangig sein, wie bereits friiber fur solche Auflosungen cxponirt wurde, deren Anfangsglied 
ein isolirendes war. Dort reducirtc sicb die ganze Untersucbung nur darauf, den bereits bekann- 

ten Bestandtlieii von x in das Gleichungspolynom zu substituiren, das Substitutionsresultat 
gehorig zu ordnen und nun das Anfangsglied desselben vp^r'' mit einem bestimmten Factor 

zu multipliciren. Jetzt wird das Verfabren zur Bestimmung der iibrigen Folge- 

glieder ahnlich sein. Nur der Factor ist erst n'aher zu bestimmen, da offenbar die friihere 
Form desselben nicbt gelten kann, weil sic einen Nenner Null ausweist. Erinnern wir uns 
jedoch, dass dieser Factor eigentlicli der mit entgegengesetztem Zeicbcn genommcne reciproke 
Werth des bb'chsten Gliedes jenes Substitutionsresultates sei, welches durcb Substitution des 

bereits bekannten Bestandtbeiles von x in den ersten Differentiahraotienten — hervoro'eht, so 1 d.x °        ' 
wird fiber den Werth dieses Factors kein weiterer Zweifel obwaltcn. Am einfachstcn verfabrt 
man, wenn man sich denselben wirklich durch Substitution zu vcrscbaffen suclit. Es unterliegt 

jedoch auch keiner Schwicrigkeit, denselben in Yoraus anzugeben, nur ist seine Form in ver- 

schiedenen Fallen glcicbfalls verscliieden. 
1st man jedoch zufalliger Weise nur auf einen einzigen Werth f, und gleiche 

Wurzelwertbe \ gestossen, so dient dies als Beweis, dass die Trennung der Wurzeln 

in den zwei ersten Gliedern der Entwickelraig nocb nicbt stattfinde, sondern diese beiden 
Auflosungen gemeinschaftlich zukommen. Man wird daher bei der Bestimmung der Folge- 

glieder k, af:; in gleicher Weise verfahren, wie cben jetzt gezeigt wurde, d. h. man wird 

den   crhaltenen   Bestandtlieii   x = h0 a
fo -j- \ a**  in   das   Gleichungspolynom   P  und   seinen 

dl> 
ersten Differentialquotienten — setzen, und gelangt so zu den diesen Substitutionsresul- 

taten entsprechenden hochsten Gliedern, die wir mit .£>, a%1 und .§>/ a"1'' bezeichnen wollen, 

w'ahrend der zweite Differcntiaiquotient — erwiesenermassen ein mit dem Anfangsgliede 

S[x(%—VjHIiff^ d''a~-^ beginnendes Substitutionsresultat liefert. Nun stellt man die quadra- 

tisebe Partiaigleichung: 

auf undbestimmtdie Anfangsglicdcr von x nach der bekannten Methode. Die Ergebnisse dieser 

Untersucbungen lassen die eben friiber angefiihrten 4 verscbiedenen Fallc zu. Sollte dies zur 
Trennung der Wurzeln nocb nicbt binreichen, so muss man auf diesem Wegc so lange fort- 
fahren, bis entweder die Trennung erfolgt, oder bis das Vorbandensein gleicher Wurzeln 

erwiesen ist. Von demjenigen Gliede angefangen, bei dem die Trennung der Wurzeln 

erfolgt ist, "andert die Approximation ilire Natur, indem nun jede Auflosung isolirt zttr 
Berechnung gelangt und an die Stelle der quadratischen Gleiehuiig, Gleichungen des ersten 

Grades treten. 
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Aujlosungsmethode fiir algebraische Buclistabengleiclmngen etc. 153 

§• 10. 

Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen Falle zu, demjenigen namlich, wo m Aiiflosungen 

dasselbe Anfangsglied k0 a
ia gemeinschaftlich besitzen, d. h. wo h(l eine m-faehe Wurzel der 

Bestimmungsgleichung:   2[llk0*] = 0 ist. Es bcstelicn dann die identischen Gleichungen : 

2[Hh0*] = Q 

(8) 2[x(t—l)Hh,r*] = 0 

E[x{%—1) • • • (X—m+ 2) Hhr**1] = 0. 

I )er Werth von 

2[x(x— 1)...{X—m + VjEh*-•] 

ist jedocb. von Null verschieden. In einem solchen Falle sind die friiher angefiihrten Approxi- 
mationsmethoden unzulassig, weil die ilinen zu Grunde gelegte Amialime und somit alle darauf 
gestiitzten Folgerungen ungultig sind. Wir werden jedoch durch em analoges Verfahren zu den 

Folgegliedern gelangen. 

Wir substituiren namlich wieder den Ausdruck: 

anstatt x in die einzelnen Glieder des Gleichungspolynomes P und erhalten, weil zufolge der 

Relation c,<c(, die folgende Reihe fiir x* gesetzt werden muss: 

x*=x* + r^-ix' -i- §x*-*x!\-\- • • • + LU)^rm+^"m~' + CD'xj •"•<•"« +  

aus einem jeden einzelnen Gliede II a" x* einen Ausdruck, wie der folgende: 

Ha°T* = Ha*xJ + xlla'xj-'x' + (i)IIa« x0*-2 x>2 + • • • + (,„!,) H'cf x0'~
M+i a:'""1 + 

+ (li)IIaaxrmx"' +  
Hier bedeutet xQ das bekannte Anfangsglied h0a^, x aber die Summe der Folgeglieder. 

Der fiir xx in der angefiilirten Form gefundene Wertb ist eine reine Function von a, nur er- 
scheint derselbe hier noch nicht geordnet, weil jeder einzelne Bestandtheil in dieser Summe 
eine unendliche Reihe bedeutet. Das hochste Glied einer jeden solchen Reibe ist mit Leichtig- 

keit anzugeben. Es ist namlich: 

./•;• = hj. a^ 

xx0*-' x' = x V-1*!-**"*4"6 +  
(J)x0«-ax'' = (J)V"aV.a?*rJ6rf"6 +  

. x—m+1 ^iwi— 
\m—l) J 

-1 /   I   \J, t—m+ljfcm—1    Qtio—(»»—1){6)—?i) 

»(«»—St) 

und folglicli bedeutet audi jeder Bestandtheil der fiir IIa"xx gefundenen Summe eine unendliche 
Reihe, die in entwickelter Form folgende hochste Glieder besitzen: 

/la'x* = J/h/.'/^ +  

Benksrhriften der maMiem.-naturw. 01. XII. Bd. Abhan'll. v. Nichtmitgl. u 
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154 Ignaz Ileger. 

(9) 4- (mH1)Hk0
x-m+1h1

m-t.al'+*s<>-(m-1M°-^ +  

4-(ySrVm^im-«<,+*f6~w(fo'~f,) + 
Wir sollten nun fur jedes einzelnc Glied dcs Gleichungspolynomes P, d. h. fur alle dort 

erscheincnden Combinationen von a, r., 7/ diese Ausdriicke aus der Form (9) ableiten, indem 

wir anstatt a, r, II die entspreclienden Werthe setzen, und hierauf die Summe aller dieser Aus- 
driicke bilden, und zwar vor der Hand nur ilirer hochsten Glieder. Da die Zahhverthe der mit 
£j und lix bczeichneten Grossen noch unbestimmt gelassen sind, so werden sich diese Rechnungs- 

entwickelungen, namentlich die dabei vorkommenden Reductionen nur insofcrne ausfuhren 
lassen, als sie sich auf Glieder beziehen, welche in der Anzahl der Factoren Jix a*1 iiberein- 
stimmen. Wir werden also das Substitutionsrcsultat nicht in der vollkommen entwickelten 

Gestalt, als ein nur a enthaltendes und absteigend geordnetes Polynom darzustellen vermogen, 
wenn gleich nur das hochste Glied dessclbon gefordert wird; sondern werden es als ein x' oder 
h^cfi1 in gewissen Potenzen enthaltendes Polynom erhalten, und nur die mit diesen Potenzen 

von x' oder hxa
il multiplicirten, a enthaltenden und absteigend nach dieser Grosse geordneten 

Reihon in ihrem hochsten Gliede bestimmen konnen. Auf solche Weise gelangen wir zu einem 
a und ht a

?1 enthaltenden Ausdrucko, gebildet aus der Summe dieser hochsten Glieder, und 

wenn wir dieselbo gleich Null sotzen, so erhalten wir cine Partialgleichung, die zu dem ver- 
langten Gliedo h^cfi fiihrt. Wir werden bci der Substitution von x = x0 -\-x' in die einzelnen 

Glieder IIaaxx des Gleichungspolynomes in einer analogen Weise verfahrcn, wie friiher; wir 
werden n'amlich diese Glieder in zwei Gruppen theilen, und die Substitution in zwei Momenten 

vollfiihren, indem wir zuerst in die Summe der Glieder der ersten, clann in die der zweiten 

Gruppe diesen Werth von x einfiihren. Diese Eintheilung der Glieder des Gleichungspolynomes 
P in zwei Gruppen bewerkstelligen wir nach den Werthen, welche die ihnon zugehorigen 

linearen Functionen &-{-%%• fur c0 erlangeQ. Wir zahlen n'amlich zur ersten Gruppe alle jene 

Glieder, deren lineare Functionen a 4* £ £ fur £0 den grossten Werth rj0 erlangen, alle iibrigen 
aber zur zweiten Gruppe. Diese Trennung in zwei Gruppen haben wir nicht erst einzuleiten, 

denn sie ist schon bci der vorhergegangenen Bestimmung von £0 erfolgt, und aus der Summe 
eben dieser Glieder der ersten Gruppe ist die bekannte Bestimmungsgleichung fiir h„: I\IIhx] = 0 

gebildet. Substituiren wir nun in die Summe dieser Glieder der ersten Gruppe 2[ffa"xx] 
anstatt x den Ausdruck x0 ~f x' = h0 cfo + /^a1'+ ....; so ergibt sich ein Substitutions - 
resultat von folgender Form: 

2[Haaxx]=2[Ek0
x]a^ + x1 ar->-*>I'[xHhQ

x-1]~\- x-x*. aP«-^2\x (r— \)Hhx~%] 4-  

1 _  ar-Ja*^-l^I[x(x—l) (r—w-r-2) Hk0
x~m+1] - 

+ •     - x'm a*>-mf» 2 [x (t— 1) (r—m 4-1) II hx~m] +  

= 2[Hhx]ar* 4- 

(10) + ki.a'--^l[xIIlix-Y\ 4- .  

4- v • ^°-2fo+2f' 2[x(x—i) iriirr\ 4-  

H —   - a
,"~{m-1)^~h)2[x (x- -1). . :{x—m + 2)HV~m+1]4  

4_ __J a''«-"'^-^2\x(x— 1). • .(x—m+l)II7i0
z-m]4-  
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Auflosungsmetliode fur algebraische Buclistabengleichungen etc. 155 

Der gcmaehten Annalime zufolge, h0 sei eine mfache Wurzel der Bcstimmungsgleichung 

2[Hhx] = 0 fallen die in (8) aufgefuhrten Summon gleich Null aus und nur die letzte derselben' 
besitzt einen von Null verscliiedenen Werth. Wir sehen liieraus, dass in diesem Ausdrueke 

(10) die Bestandthcile: 

a^2[Hhx\ x'a^S{x~I:IKx-v], jrt2 a^°2[x(x—l)Hh0
x~% .... 

 1 x""-1 a'^-^'Zlx (X—1) • • • (x—m + 2) IIhx-m+11 
1 . . .(on—1) 

verschwinden und nur der letzte der hicr aufgefuhrten, namlich: 

1 . . . m 
•X fa*-^S[x(x—l) • • • (x--m+ 1)#V~1 

einen von Null verscliiedenen Wertli besitzt, so zwar, dass die in der Summe vonGliedern: 

2[Uaaxx] ausgefiilirte Substitution als liochstes Glied 

(11) 
h,m 

a lo-M' fr-ft) S[x (x—1) • • • (X^•+ 1) HkT*] 

liefert. Alio iibrigen bier nieht aufgefuhrten Bestandtlieile sind gegen dieses Glied von niedri- 

gerer Ordnung nach a, denn die einen gehen aus Bestandtheilen: 

JL-JB* »*"** S[x (x—.l) • • • (x—p +1) XKr" ] 

hervor, welche einen m iiborsteigenden Wertli vonp aufweisen,  die anderen aber entspringen 

zwar aus 
m nrj0—m<r0 

1 ... in 
x   a 2[x(x— l)...(x-m+l)EK-m) 

entbaltcn aber anstatt des hoclisten Gliedes von x'm die spateren von niedriger Ordnung.    Die 

erstercU erreichen hochstens die Gradzalil: 

y]o + P £i — P Co < rJo — m (c0 — ft) 

die letzteren aber hochstens nur die Gradzalil: 

^ __ m 5o + (m — 1) & -f £2 < Vo — m (£o — £i)- 

Substituir'en wir nun audi den Werth x = x, + x1 m die iibrigen Glieder des Gleichungs- 
polynomes P, die in der Summe 2[Ha'of] niclit einbegriffen sind, namlich in die Ghedersumme 
© [Ha*a?], liber den Erfolg einer solchen Substitution lasst sich im Vorhineinnichts bestimmen; 
man muss dahcr diese'Substitution und alio dabei moglicben Eeduetionen wirklich durchfuhren. 

Man gelangt aufsoldi e Weise jedenfalls zu cinem Ausdrueke von folgender Gestalt: 

. . . + x m-l  f,  (M—1) „9W*,-«) 
r'O a 

weil sich nur jene Glieder reducircn lassen, welche dieselbe Potenz von x als Factor 
besitzen, da in x' die Grossen h und £ nocb unbestimmte Buehstabengrossen anzeigen. Hier 

bedeuten: 

^0«'^4v«3l^^o''«3V^•••^o(M-l)«S1^,,  

die mit der hoclisten Potenz von a verkniipften und von Null verscliiedenen Glieder der fur 

P, 
dP 

dx 2 dx? 

1 dm-'I' 

(m— 1)!   '   d,z"»-l 

hervor^ehenden Substitutionsresultate. 
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156 Ignaz Heger. 

Da nun die hochsten Glieder von x, x"1.... x'm. ...  beziiglich: h^cfi, h{a2*1.  k,mam^'  

sind, so kann das hochste Glied des aus den Gliedern der zweiten Gruppe hervorgehenden 

Substitutionsresultates sich nur aus den folgenden zusammensetzen: 

(12) $0a*> , A1^0'-o*,+* , h;^0"an",'+^ , . . . h^1§Q
(m~1]"aV +(m^ )?• 

Hier sind absichtlich nur m solelie Glieder aufgesehrieben, hingegen alle iibrigen, welclie 

eine hcihere Potenz von kta^ als die (m—1)'° enthalten, weggelassen. Der Grund und 

die Bereehtigung hiezu liegt in dem Umstande, dass erwiesenermassen alle diese weg- 
gelassenen Glieder von niederer Ordnung nacli a sind. In der That ware das nacliste derselben 
^1

mf)i(m)«3lo(""+"ifl. Die erste Gruppe liefert aber, wie wir eben friilier gezeigt haben, ein mit 
derselben mten Potenz von hxa

Sl verkniipftes Glied (11). Vergleicht man die Exponenten von 

a in diesen beiden Gliedern, namlich: 

%0(m'>Jrm£, und rj0 — m£0-\-m£u 

so gelangt man vermittelst der Relation: 

(13) Vm)<vo—•$„ 

deren Giltigkeit wir sogleich erweiscn werden, zu der anderen : 

(14) 21 „(w) + m ft < rJo — m ft + m ft 

und gewinnt   dadurch   die   Uberzeugung,   dass   das    aus   der   zweiten   Gruppe   gewonnene 

;-en   das   aus  der  ersten  Gruppe  entspringende   (11) von   niedri- geg Glied:   h1
m$fm)a*'P0+«e> 

gerer Ordnung sei. Die Richtigkeit der Relation (13) lasst sich auf folgende Weise darthun. 

2l0
('B) ist namlich dureh directe Substitution von x = h0a%° in die mmal nacli x diffe- 

rentiirten Glieder der zweiten Gruppe hervorgegangen, und bedeutet eben den hoch- 
sten dabei erscheinenden Exponenten von a. Substituirt man x=h0a£° in diese Sum me von 

Gliedern: 

t(r—-1). . . (r—w-f 1) llaaxx-n\ 

so besitzt 2l0
(w) jedenfalls die Gestalt: 

3lW = a + r£0—mft 

und da alle diesen Gliedern entsprechenden Werthe von a + jcft, kleiner sind als rjm so ist 

offenbar: 

3ro
w<^0—-mft; 

was zu beweisen war. 

Von den iibrigen hier ausser Acht golassenen Gliedern von der Form kf$)0
w a% +pSl, 

die cine hohere Potenz von hla^i in sich sehliessen, fiir die also p>m ist, lasst sich diese 
Eigenschaft gleichfalls erweisen, wenn man sich an die Relation ft <ft erinnert, derm 

hier ist darm p($0 — ft) >m(ft— ft) und da fur alle Glieder der zweiten Gruppe 3y„>a -f r;ft 
besteht: so folgt hieraus unmittelbar: 

(15) ^0—m(e0 — ^) >0+ rft — i?(ft, — ft)- 

Nun ist aber SI,,0'', wie wir friiher erwahnt haben, der Exponent von aim hochsten Gliede 

des Substitutionsresultates.  welches aus der Summe  der pmaJ  nacli x differentiirten Glieder 
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Auflosungsmethode fur algebraische Buchstabengleichungen etc. 157 

der zweiten Gruppe abgeleitet wird durch Substitution von x0 anstatt x, und demnacli jedenfalls 
ein Ausdruck von folgender Form: 

2l6w = a+r.£0 — p$o, 

wo a und r. eine Combination von Werthen darstellt, die einem Gliede der zweiten Gruppe 

angehoren. Setzen wir diesen Werth in die (15), so ergibt sich die Eelation: 

.welche besagt, dass der Exponent von a im Gliede hf^0
(p)a%,,WJrP^ kleiner sei, als in 

1       fflo—•(fo- 

Es ist somit dargethan, dass diese Glieder alle nach a von niedrigerer Ordnung sind, 

und dalier bei der Bildung des liochsten Gliedes unberiicksiclitigt bleiben konnen. 

Fassen wir nun im Kurzen die Ergebnisse unserer Untersucliungen zusammen, so erseben 
wir, naclidem im Substitutionsresultate P das allerhochste oder vielleicht audi eine Reihe der 

nachstfolgenden liochsten Glieder durcli die zweckmassige Wahl von £0 und h0 sich auf Null 
reducirt hat, dass das nunmehr hochste Glied desselben nur aus folgenden m Gliedern entstehen 
konne: 

$o*SAi*o'a*,,+6, V$ a «„"+->?, 

-hfXxix—l) • . .{x—m + 1) Hh*-•^-^*-^]. 
I . . . <m 

Die m zuerst aufeefiihrten Glieder werden durcli directe Substitution von x~h0a^ 
erhalten und gehen aus den Gliedern der zweiten Gruppe <§[IIaaxx] und ihren successi- 
ven naeh x genommenen Differentialquotienten: © [xlla'x*-1], @[r(r—l)JB"<z<,af~2] , . . . . 

@'[r.(r.—l)(r—2). . . (v.—m-\-2)Haax*~~'"+i] hervor;das zuletzt angefiihrte aber l'asst sich ohne 
alle Substitution bios nur aus der Bestimmungsgleichung fiir h0 ableiten auf eine unmit- 

telbar ersichtliche Weise und gehort den Gliedern der ersten Gruppe 2[3<tfx"] an. Es han- 
delt sich nun darum, fiir ft und hx die entsprechenden Zahlwerthe aufzusuchen. Diese Werthe 
haben den Zweck zu erfullen, das hochste Glied mit einem Coefficienten Null zu versehen. 

Zu diesen Werthen fiihrt eine bekannte Untersuchungsweise, die darauf beruht, ein System 

linearer Ungleichungen aufzustellen und dann die Grenzwerthe dor zweiten Ordnung fiir die 
demselben entsprechenden Auftosungen aufzusuchen. Dieses System von TO-f 1 Ungleichungen 
ist folgeiides: 

> X + ft 

- «0" + ^ ft 

> jy0— m£Q + m ea. 

DasResuItat einer soichen Bestimmung der Grenzwerthe zweiter Ordnung kann sehr ver- 

schiedene Eigenthiimlichkeiten darbieten, die fiir die weitere Approximation von Einfluss sind. Die 
-Vnzalil der Grenzwerthe kann namlich von Eins angefangen alle moglichen ganzenWerthe bis TO 
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158 Ignaz Ileger. 

annehmen. Einemjeden einzelnen aufgefundenen Grenzwertlie c, entspriclit eine gewisse Bestirn- 

mungsgieichung, die die zugebbrigen AVerthe dcs Coefficienten h1 liefert. Diese Bestimmungsglei- 
chunglasst sich olme alle Schwierigkeit ableiten aus denjenigen Gliedern cler oberwabnten Reihe, 

welchen die grbsstcn linearen Functionen entsprecben, und kann dem erstcn oder audi einem 

hohercn Grade angelioren. Sie liefert daher zu dem cinen Wertlie cx entweder nur einen oder mclirere 

zugelib'rigo ht. Diese Gleichung in h1 kann ausnahmsweise gleiclie AVurzeln aufweisen, und dies 
wird immer als ein Beweis angesehen werden konnen, dass die Glieder h0 a*° -j- h1 cfi1 zweien 
oder mekreron Auflosumren x o-emcinschaftlich zukommen. Diese Auflosuno-cn unterscbeiden 

sicli dann von einander in den zwei ersten Gliedern der Entwickelung nicbt, und wenn ilire 
Trennung bewerkstelligt werden sollte,  so bedarf es noch  der Bestimmung der dritten, viel- 

leicht auch noch mehreror Glieder der Entwickelum J a  es kann  sich  treffen,   dass   diese 

Trennung niemals erfolgt, weil diese Auflosungen tiberhaupt ganz glcich scin konnen. 
Es ist wohl leicht einzusebcn, dass die Anzalil der auf solcbc AVcisc gewonnenen Glieder 
/^a*1 gleichkommt der Anzalil m der glcichen AVurzeln li0, deun die Bestimmung derselben 

ist eigcntlich abbangig von der Auffindung der Anfangsglieder einer Gleichung von folgender 
Form: 

(16) $0 dx« + $,' a9*'. x' H- $9" a'1"". x* + . . . + $0<—J> a^"'^. x'm-> + 

H —^[;t(jC—1). . . (p—m + 1) Uh*-~m- «''°~mfo • xm] = 0 

welche die neue Unbekannte x' entli'alt, und dem mimi Grade angehort. Eine solelie Gleichung 

liefert stets entweder m von einander verschiedcnc Anfangsglieder lil a*1 fur x' oder, wenn sie 
dercn weniger liefert, so besitzcn die Bestimmungsgleichungen fiir den Coefficienten hi gleiche 
AVurzeln, und zwar dercn so vieie, dass sie die Anzahl m wiedcr vervollstandigen. AVir sehen 

also, dass wenn bei einem Anfangsgliede sich der Coefficient k0 als eine mfaclie AVurzel der 
Bestimmungsglcichung herausstellt, die weitere Approximation entweder liiezu m verschiedene 

Folgeglieder liefert, oder dercn weniger. Ersteres ist der gewbhnlichere, das zweite jedoch ein 

specieller Fall, begriinclet in dem Auftretcn gleicher AVurzeln hr Die Summe der Gradzahlen 
aller Bestimmungsgleichungen fiir \ ist aber stets m. 

%  11- 

Die bisberigen Untersucbungen haben nur die Bestimmung des Folgegliedes kta^ zum 
Gegenstande gebabt. Die gewonnenen Bcsultatc haben jedoch cine allgemcino Giltigkeit, weil 

sie auch zur Bestimmung eines beliebigen Folgegliedes hr+1a^r+i dienen, wenn die Summe der 

vorhergebenden Entwickelungsgliedcr, n'amlicli: 'S°SJ 

xr = h0 a
?0 -\- \ afl -\- h2 h. 

bekannt   ist.   Es   ist   daher   nothwendig,   diese Untersucbungen   nun   auch   in ibrer vollen 
eino-eleitet Allgemeinheit   zu   geben,   nachdem   sie   bishcr   nur   in   einem    speciellen  Falh 

wurden. 

AVenn die Gliedersummc xr den Bcginn der auf r+1 Glieder ausgedehnten Entwickelung 

einer AVurzel x darstellt, so wird sie sich offenbar durch Hinzufiigen der Reihe: 

x K+1a* K+'i «f'f2 + h, +3 a
sr + 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Auflosungsmetliode fiir algebraisclw Buchstahengleichungen etc. 159 

in   den   wirklichen   "Wurzelwerth   x'= xr -f x'   verwandeln   lassen,   wobei   die   Exponenten 

C-+i , c,.+3 , 6r+s j  sammtlich kleiner  sind als £,,.   Die Gleichung P —0  wird daher filr 

£ = #, -f-a;' crfiillt werden. Nun ist: 

x1' = jc,f Jr £xf~laf -f- (I)#,*~2a;" 

und fc-lgdich: 

(17) 0 •= P = S'f.ffa'V] + x' S [r Ha" x. *-n 

+ (*)flj/-*SB» + 

^S[r(r-l)PTa<V-2] 

Die darin ersclicinenden Summen: 

8[Ha*x*\ , SfrHa'x/-1] , Sfcfc—yHu'x/-*] , • • £[*&— 1). .. (x—p-\- l)Ha*xrp] 
dp d?P 

dx* 

dPP 

dxP 
hervorcelienden Substitu- sind die fiir x = xr aus den Polynomen : P 

tionsresultate. Setzen wir voraus, dass die nacli Durchfiilirung aller moglichen  Ecductionen 
iibrig   bleibenden   und  von   Null  verschiedenen hochsten Glieder  derselben  beziiglich  mit 

§,<&*"    "^r'0*"'    •& "a<ilr"    • • • <&.(rt«aw') bezeichnet werden; so sind die hochsten Glieder 

der einzelnen Bestandtheile in (17): 

(18) £„«*- , h^#<fi«*» , \h\^;'a*"+^ ,..-. ^^Wfl^^  

Der Ausdruek (17) stellt das Substitutionsresultat eines Wurzelwerthes dar und muss sich 

demnach identisch auf Null reduciren. Dies wird nur dann moglieh sein, wenn von den auf- 
gefiihrten hochsten Gliedern (18) zwei odcr mehrere mit derselben und hochsten Potenz von a 

versehen sind, so zwar, dass eine Reduction und in Folge der zweckmassigen Wahl des hr+1 ein 
ganzliches Yerschwindcn derselben erfolgt. Es wird demnach c,.+1 und hr+1 gewisse Bedingun- 
gen zu erfiillen haben, ahnlich denjenigen, die wir bei der Bestimmung des Anfangsgliedes 

h0a& weitlaufig erortert haben. Man hat namlieh das System von Ungleichungen: 

fa > ** 

(19) 'Jr+l > 21," + 

rjr+i>%w+pl-+. 

aufzustellen und fiir £.+1 die Grenzworthc der zweiten Ordnung aufzusuchen. 
• Man hat aber nicht noting, alle diese Grenzwerthe zu suchen, weil von ilinen nur die- 

jenigen brauclibar erscheinen, welche kleiner als c,. ausfallen und dcmnacli einen Worth von 
$r+i darstellen konnen. Dadurch wird man in den Stand gesetzt, statt des Systems von 
Ungleichungen (19) nur cine Abtheilung derselben in Rechnung zu ziehen, diejenige namlieh, 

welche die unter £, Iiegenden Grenzwerthe liefert. Da die Ungleichungen in (19) aufsteigend 
nach den Coe'fficienten von £r+1 geordnet erscheinen, so werden die Grenzwerthe gleichfalls 

nur in aufsteigender Reihenfolge erhalten und cs wird demnach die fiir uns wichtige Abtheilung 

von Ungleichungen, welche die unter c, Iiegenden Werthe liefert, aus eincr Gruppe der ersteren 

bi (19) zusammengesetzt sein. 
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160 Ignaz lleger. 

Wir wollen sie mit: 

(20) 7)r+l > %: + C,. 

andeuten. Diese Abtheilung von Ungleichungen wird sicli beim Bestimmen der Grenzwertlie 

der zweiten Ordnung von selbst abgrenzen, weil zufolge der Ordnungsweise der linearen 
Functionen die Grenzwertlie in aufsteigender Reihenfolge erlialten werden. Man wird namlieli 

zuerst die unter £, liegenden Grenzwertlie finden, und endlicli zum grossten unter ihnen 
gelangen. Auf diesen folgen die dem £, gleichen oder grosseren Grenzwertlie. Ist man zu einem 
'solclien gelangt, so schliesst man die Untersuchung in der Uberzeugung, alle unter I, liegenden 
Grenzwertlie erschopft zu liaben. 

Denken wir uns nun unter $r+1 einen bestimmten jener unter £r liegenden Grenzwertlie 
der zweiten Ordnung fur das System (19) oder (20), ferner unter: 

(21) r/r+1 = %^ + q£r+i = = = %<*+•) + (q .   ,•) £. *r+l 

diejenigen linearen Functionen, welche die gleichen und grossten Werthe erlangen, wobei also 

der Natur der Sache nach q + s <p ausfallt, so ist hiemit die Reihe von Gliedern: 

hr+i<i$r(!)     %rM . av hr+il+s$r(S+*) 
a 5(,(.,r.) + (,/+s)fr+, 

bezeiehnet, welche alle dieselbe hochste Potenz C^-H enthalten und bei dor Summirung sich in 
ein einziges 

+ hr+VI+s^»-('J+«) 

(?+«) 

zusammenziehen Lassen. Fine Reduction desselben auf Null, d. h. ein Null werden seines Coeffi- 
cienten ist demnach an die Bedingungsgleiehung: 

(22) 
hr+llftM 

-f 
/lr+l'l+s$,-('l+s) 

:0 

gebunden, aus welcher die Werthe von hr+i hervorgehen. Diese Gleichung ist ganz und rational, 

weil q und s, wie in (18) ersichtlich ist, ganze und positive Zahlwerthe bedeuten. Sie lasst dem- 

nach, wenn man von dem "Werthe hr+i = 0 absieht, in der Regel s, mindestens aber einen ein- 
zigen Werth von hr+1 zu. 

Stellen wir uns nun unter hr+1 einen bestimmten dieser Werthe vor, der von Null verschieden 

und eine Auflo'sung der (22) ist und, um den allgemeinstcn Fall zu beriicksichtigen, eine taial 
wiederholte Wurzcl derselben darstellt, wobei, wie sicli von selbst versteht, t<C-s ist; so ist 
dann fiir diesen bestimmten Zahlwerth von hr+1 identisch: 

hr+i&$r(s) 

(23) 

1 .. • '/ 
-l$r(S) 

I . . . 

/lr+1'l 

(2-1) 
-2§r(2) 

1   . . . (?-2) 

!•••(?- -1) 

-f 
hr+il+—*$r(3+>) 

!...(? + 8-2) 

= 0 

=s 0 

= 0 
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Auflosungsmethode fur algebraisclie Buchstabengleicliungen etc. 161 

...(Z-t + 1) "T" "*"    1 ...(<?+«-;'+17~~ 

aber 

1...17—0                1... {<?+«—?) 

von Null versehieden. 

Dm Missverst'andnisse zu vermeiden, bemerken wir bier, dass eigentlich statt des liruehes 

•  der andcre — ^—-—  zu setzen ware, so zwar, dass die hier gebrauchte Sehreib- 
1 ... (S-t) 1... 2 ' 1 . 
weise nur fur q~>t richtio- ist, fur q — t jedoch der Bruch  und ieder ihmahnliohe dureh 

Eins, fiir r/< t aber dureh Null zu ersetzen kommt. 

Substituiren wir also anstatt x den Werth .r, + /?,.,,«f,"T' in die Polynome: P, -—, —-  
dtp . 
— .  JNun 1st aber: 
dx' 

P = S[IIaax*] 
dP 

d.i 
— = ShHaax*^] 
ax L 

~ = S[x(x—l)Ea^-i] 
d;>;- '-     x 

~-  '''== 8[x(x—l). • • {x—t+2)Hafa?-+l] 
d£ = S[x(x-l)...(x-t+l)Ha*x>-<] 
dx* 

mid 

a:" = Kr" + wa-,.^1 hr+i a^< + (J) x,.""- lfr+l a
2^' + , 

folglich: 

(24) P = S[JIa\rr
r]-i-hr+ia^'S[xIIa"xr

t-1] + ^h\+la
i'' ' S[x (x—l) Hefx/-*] + .... 

+ T 7^ A*,.+ I tf*« -Sfrfr—1) - • • (?—p+l)H*Xr-*] + . . . 

(25) ~ = Sfr/Z-a"^-1] + /ip+1a-'^[rrr-l)yiaa.r/-i!] + l/rr+1«
2->£[r(r— l)(r-2)7?a^~3] +. 

+ i - '±--rhr+1*-*eP-l>Sr*tS[i(p-l). . • {X—p+l)Ha'xr'-*]+ . . . 

(26) ~ = S[x(r— 1) IIa*x,r'] + kr+i ah*8[x (x—l){x—2) Ha" x/~s] + 

+ i/,r+I*a^+ >S'[?:(u—l)(r— 2)(]c — s/sVz/-4] +.,.. 

+ ---L—hr+r
2a(p-*)S'+'S[x(x-— 1) • • (r—j» + I)Ua*.?•/-"]4-  

(27) g? = £[&—1)• • • ft—'+ 2)Ha*xr*~*i]4, AH., af^/S[r.fr—1)...(x—t+ l)Ha<xr'-<]+... 

+ -1 hr.l>-+laf*-*-i)f«lS\tfa—l)... (p—p + 1) Ha*xr*-*\+  
'   l...(p—t-fi)   ,+l L  v y       \r   jr 1    j >     J 

(28)^ = ,9[x(r-l)...(r^4-])/^a'/-'J4-^.+1^ '£[r (r— 1)... (x.—t)Ea?xr'-1 \+ • • • 

+ n-^-Ar+,'-'«
c?-',^>S'[f (r—1) •.. CC-P+ 1)^*/-*]+ .... 

Da vorausgesetztermassen die hoehsten Glieder der hier erscheinenden Ausdriicke: 

S[Htfxr*] , S\xIIaaxrr\ , S\i{i—l)lla«x: «] , . . . S[i(x—l)...(x—t+l)IIa°xr'] 
DenksoMften der matham.-naturw. 01. XII. Bd. Abhandi. v. Nichtmitgl. 
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162 lgnaz  Hegei 

mit: 

$ra*-,&cry&'dr, . . . $„< w^'-1" a 

bezeiclmet wurden, so hat man als Ordnungszahlen der einzelnen Bestandtheile 

(29) 

(30) 

(31) in (26): 

in (24):   %. , 21/ + 6+. , %." \- 2 6+. Vp)+p\^+i . . 

in (25): 21/ , 21/' + 6+,    ,....., 51 « + (p_l)£. 

(32) 

SI," 

in (27): 

• %!"} h(p—2)6+,  

5t,.('~,)       .21/" + ?,+,   , 5l,w + (p—*+l)6+t  ,-. 

(33) in (28): 21/ ,...., 3I,W 4-(p—*)6_,  

Unter ihnen sind die grossten Werthe, wie allsogleich erlautert werden soil 

fiir (24) .... rlr+i 

(34) 

wo rjr+i den in (21) ersichtlichen Werth besitzt. Fiir die der (24) angehb'rigen Reilie (29) ist dies 
unmittelbar einleuchtend, weil sie geradezu dieselben linearcn Functionen entlialt, die in dem 

Systeme von Ungleichungen (19) erscheinen. Die iibrigen Reihen (30), (31) , . . . (32), (33) 

unterscheiden sich von der Reihc (29) nur durch einen bei alien gemeinschaftlieh hinzugetre- 

fiir (25) . . •   •  Vr+r £r+l 

fiir (26) . . • • Vr+r 

fiir (27) . . • • ft+i- -(«-l)6+« 
fiir (28) . . •  • Vr+i- -t5r+i 

tenen  subtractiven Bestandtheil:   —6 +15 It, +15 •' und  ferner   noch   durch   das  Fehlen 
gewisser Anfangsglieder. So z. B. sind die Glieder der Reihc (30) abgeleitet aus dem (29) durch 

Weglassen des ersten: 51,. und durch Verminderung aller iibrigen um die Grosse c,,+1: jene der 

(31) durch Weglassen dor zwei ersten: 31,. und St',. + 6+i und Verminderung der iibrigen um 

2 6+i u- s- w- -^ine Verminderung aller Glieder der Reihe (29) um eine und dieselbe Grosse 
kann offenbar an der relativen Grosse derselben keine Ver'anderung bewirken; und selbst das 
Wegfallen gewisser Anfangsglieder wird nur dann cine Ungiltigkeit in don Angaben (34) 

herbeifiihren, wenn sich dasselbe auf alle mit den grossten Werthen versehenen Glieder der 

(29) erstrecken wiirde, d. h. wenn in der entsprechenden Reihe kein Glied mehr mit den in (21) 

erscheinenden SI vorhanden ware, also namentlich, wenn auch das Glied mit 2l/'/+5) wegge- 
fallen ware. Allein dieser Verlust erstreckt sich selbst bei der Reihe (33) nur auf die t ersten 

Glieder, und da stets t-f^s also auch t<^q-\-s ist, so werden in alien diesen Reihen noch 

immer Glieder mit S(/,H~s) crschcinen und dernnach die Angaben (34) vollkommen giltig sein. 
Hiedurch sind diejenigen Bestandtheile in (24), (25), (26),.... (27), (28) bezeiclmet, welche 

zur Bildung des hb'chstcn Gliedes dieser Substitutionsresultate beitragen; die in (21) erschei- 

nenden St/2', • • • • SL(?+s) machen sic namhaft. 
Die mit der hochsten Potenz von a versehenen Glieder in den fiir x = x. 

P 
dP 

dx 

d3P 

dx3 

d'—ip      dtp 

dxA—*       dxi 

K+i (^r+l aus 

hervorgehenden Substitutionsresultaten besitzen dernnach vor Aus- 

fiihrung der hier moglichen Reductioncn die Form: 

__  Thr+ll 

dP 

dx 

r 
<] 

(2-0 

+ hr+tS+s$r(t+a) 

1 . . . (q+s) 
]a7H-«4- .... 

//r+C/+s~l§r('/ + 5)l 

(2 + s—l) 

-t-»J-j 

IVJ 
C0r+I— ~r+' 
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cfiP 

dx* 

d'-iP 

dx 

d'l 

dx 

rhr+13—*§r(a) A,-+t?+s-3£r(?+») 

1 ... (q + s 

_ = fz± 
*-l     ll.. 

;<   ~ ~ L   1 . . 

4 -la' 
l ...(j+.-f+i) i) J 

hr+l9. + s — tf),.</i + -V 

is-*) +«—t)    J t...(j+«—*) 

Da nun aber kr+1 den Bedingungsgleichungeu (28) Geniige leistet, so verschwinden die 
hier aufgefiihrten Glieder alle mit Ausnahme des letzten, welches einen von Null verschiedenen 
Werth erlangt. Bezeichnet man dalier mit 

lie nacli VoJJfiilirung aller moglichen Eeductionen iibrig bleibenden, von Null verschiedenen 

iur x = xr 4- rcr+) «"'+' = ;*",,,,  nervorgehen- 
,   <1P    <2?iP 

Aniangsfflieder der aus 1 . — . —- 
°   ° '    dx   '   dx* dx'-* dx' 

den Substitutionsresultate, so bestehen die Eelationen: 

(35) 51", +i <7r+i' • 9 Crfl 

2l,+,(8-1}<^ 

[36) 

;s7j £(" 

91     W 

r+f (7-/) (? + *—*) 

Fiir die Substitutionsresultate, die aus den derivirten Functionen hoherer Ordnunff, z. B. b> 

aus — tiervorgehen, wo v^>t angenommen wird — lasst sich weder fiir das entsprechende 

#£L noch fiir 2t£L eine diesen ahnliche und bestimmte Relation aufstellen, weil fiir t iiber- 
steigende Wcrthe von v weder die Angaben (34) noch die Eelationen (23) Giltigkeit besitzen. 

Es l'asst sich nur so viel bestimmen, dass auch fiir v > t eine der (28) analoge Form besteht 
und dass die Gradzahlen der darin erscheinenden Bcstandtheile durch eine der (33) 'ahnliche 

Eeihe angegeben werden, deren Glieder hochstens den Worth jyr+1 — v£r+i erreichen. Ob aber 
dieser hochste Werth sich wirklich darin vorfindet oder nicht, hangt davon ab, ob v kleiner, 

hochstens glcich oder grosser ist als q-\-s. Der Coefficient der hcichsten Potenz von a, die 

also fUr q4-5>v den Exponenten r/„+1 — «c,+, tr'agt, fiir q + s<Cv aber einen klcinercn auf- 
weist, kann mehr- oder eintheilig sein und gelegentlich auch Null werden. Daraus geht 

hervor, das fiir t<£v<q-\-s die doppeldeutigc Eolation: 

(38) 

fiir v > q -j- s aber die eindeutige: 

(39) 

2lr+1
w<^+1 — vl +i 

91     (<•) <r;,.+i—vi, +i 

besteht. 
Nachdem wir nun die Eelationen (35), (36), (37), (38), (39) kennen gelernt haben, wollen 

wir zur BestinmiunQ- des Folgegliedes hr,.,a
s>-+2 schreiten. Wir verfahren dazu auf eine ahnliche 

Weise, wie bei  der Besthnmung des Gliedes hr+1 a$H-i; wir substituiren namlich anstatt x das 

Bi noni x. -H 4 •*' • wo 
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^?._j_l      tVQ w 

Ignaz lleger. 

hta^1 -j- ... -f Ka^r a?''+( 

x : hr+i «&•+« -\- A,.+3 a?''+3 -j- 

., und /i;,+3 zu erf'iillen baben. Es ist iiber- ist und erortern dieBedingungen, welch e die Grossen 

fliissig diese Untersuchungen hier zu wiederholen, da far r 4- 1 dasselbe gilt, wie fiir r. Das 
hochste Grlxed des Substitutionsresultates, das fiir x — xr+1 + x ausPhervorgeht, ist demnacb 

gleiehfalls aus einer Eeihe von Gliedern zusammcnzusetzen, die den in (18) aufgez'ahlten ahnlich 
sind, aus ihnen durch Verwandeln von r in r-j-1 abgeleitet werden konnen. Sie sind folgende: 

(40) -gU^-H , kr+2$r+iaWr+i + !r+* , iAV.*", +i' •;'W 'm^' r+l'- + P?T+1  , 

£r+2 wird so zu wahlen sein, dass eine Reduction der hochsten Glieder, hr+., aber so, dass das 
Nullwerden derselben eintritt, wobci noch iiberdies £r+s < c,.+] ausfallen muss. Man hat dem- 

nacb zur Bestimmung von cjr+2 das System von Ungleichungen: 

(41) ^,>9l",.+1 9 A 

*H-.>W}+.?£+. 

und wird die Grenzwcrthe der zweiten Orclnung aufzusuchen haben. Die unter c,+i liegenden 

Grenzwerthe liefern brauchbaro AVerihe fiir £r+s. Bei dor friiher eingeleiteten Bestimmung von 

c,.+i wurde die Annahme gemacht, dass solche kleine Grenzwerthe wirklich bestehen. Hier 
aber konnen wir ihre Existenz erweisen. Bei der Auflb'sung dieses Systemes von Ungleichungen 
kommen namlich die folgenden Reihen von Quotienten in Betrachtung: 

«r+i — St'V+l ffl+rl —Str+l(0 
3U-3T, +1 • 

(42) 2r,.+r-r r+1 

/ 

f—1 

or    C-u    sir    (0 

Man hat unter ihnen stets die kleinstcn auszuwahlen, und hierauf zur entsprechenden 

nachfolgenden Reihe iiberzugehen oder iiberzuspringen. Nun bestehen zufolge der aufgestellten 

Ungleichungen (35) und der Gleichung (36) die Relationcn: 

Or+l—STr+lM 

(4: 
JilV+l— 3tr+l(0 

< 6 •+i 

woraus unmittelbar ersichtlich ist,   class unter  den Quotienten   (42) solche  vorkommen,   die 
kleiner als c,.+ 1 sind und brauchbare Werthe von £r+2 darstellen. 

Betreff der Bestimmung von c,,+1 wurde schon friiher dieBemerkung gemacht, dass man nicht 

die Auflosung der Ungleichungen bis zu Ende fuhren miissc, sondcrn dass man nur so weit zu 

gehen habe, bis man alle unter £r liegenden Grenzwcrthe erschopft hat. Auch hier gilt diese 

Bemerkungundesgeniigt namentlich statt der Ungleichungen (41) nur cine Abtheilung derselben: 
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Auflosungsmeihode fUr algebraiscke Buchstabengleichungen etc. 

?,+2 > 2l",.+1 + 2~.+3 

165 

1 )&« ^+a > 2I,.+1^
,J 4- (*- 

zu beriicksiclitigen, weil die weiter gefiilirte Untersuchung lauter dem cr+I gleiche oder grossere 

Wertiie liefert, die dem £r+s nicht ertheilt werden konnen. 
In dcr That gelaugt man nach den Quotientenreihen (42) zu dcr folgenden: 

21, w. Br+iW—«r+l(H-»)        Sl,.+ lW—?[,.+ l('+3) 

Diese Quotienten sind zufolge der Relationen (38) and (39), wehhe fur v > / gclten und der 

Gleichung (36) sammtlieh mindestens glcicli oder grosser als ?,+1, womit die Unbrauclibarkeit 
der durcli weitergefiihrte Untersucliungen gewonnenen Grenzwertlie erwiesen ist. Man wird mit 

dem Systeme von Ungleichungen (44) zur Bestimmung von c,.+3 vollkommen ausreichen. Jedcm 
daraus abgelcitcten Werthe von c,+2 entspricht mindestens Em Werth von hr+i. Die Anzahl der 

von einander verschiedcnen Folgeglicder hr+ia&+*, die auf solclie Weise gewonnen werden, 
kann abcr niemals die Anzahl t iibersteigcn, und audi nie miter Eins fallen, weil die Bestim- 

mungsgleichung fiir hr+a der (22) almlicli ist, und aus ihr durcli Yerwandeln von r in r-\- 1 

liervorgelit. q und s sind ganze positive Zahlen und Q-f-s< t. 
In ganz gleicher Weise, wie zum Folgegliede kr+2a^+z, gelangt man zum naclistfolgenden 

K+3a^r+i und 7Al c'eu spateren. Es ergibt sich stets mindestens Eines, lioclistens aber t an der 
Zalil. Wir scliliesscn hieraus, dass die tier auseinandergesetzte Methode allgcmein giltig sei, 

um zu der bekannten Giiedersumme xr das n'achstfolgende Glied zu bestimmen, und wir waxen 
audi iiberzeugt, stets mindestens ein einziges Folgeglied zu gewinnen, wenn nicht den hier 

gefuhrten Untersucliungen cine stillschweigend gemachte Annahme zu Grande 1'age. Es ist 
namlieh bisher nicht bewiesen worclen, dass zu der Giiedersumme xT mindestens ein einziger 
unter c,. liegender Grenzwerth fiir das System von Ungleichungen (19) und (20) bestehe, es 

ist nur erwiesen, dass, wenn ein soldier sich wirklich vorfindet, audi jedesmal mindestens ein 
einziger Werth fiir hr+i und Ar+2a*H-s, hr+ia&+» aufgefunden werden kdnne. Diese Liicke 

im Beweisc lasst sich aber durcli die friiheren Untersucliungen lcicht ausfullen. Es wurde nam- 

lich bei dcr Bestimmung des Folgegliedes \cfii bewiesen, dass zu einem jeden Anfangsgliede 

hQa^ immer mindestens ein einziges Folgeglied h^a*1 aufgefunden werde. Die Existenz eines 
unter £r liegenden Grcnzwcrthes ist somit fiir r = 0  erwiesen und die eben jetzt beendigten 

Untersucliungen sctzen seine Existenz audi fiir r = 1, 2   ausser  allem Zweifel, und wir 
gelangcn dadurch zur Uberzeugung, dass einem jeden Anfangsgliede wirklich mindestens Einc 

Aufldsung entsprechen miisse. 

§• 12. 

Aus all' dem bisher Gcsagten ergibt sich folgende allgemeine und fiir alle mdgliclien 

Falle passende Kegel, um zu dcr ermittelten Giiedersumme xr das darauffolgende Glied 
hr+la,Zr+i aufzufinden: Man bestimme zuvorderst, ob dcr Coefficient h,. des zulctzt bestimmten 
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16G Ignaz Ileger. 

Gliedes hra^ nur eine einfaehe oder eine wiederholte Wurzel jener Bestimmungsgleicliung sei, 

aus der cr gowonncn worden. Diese Untersuchung, wclche niclit erst anzusteUen sein wird, da 
sie eben ein Theil der Auflosung der Bestimmungsgleicliung ausmaclit, fiilirt nun zu einer 

bestimmten Zahl p, welche angibt, wie oft diese Wurzel h,. in der Gleichung ersclieint. Nun 
setze man die bekannte Gliedersumme xr an die Stelle der Unbekannten x im Glcichungs- 
polynome P sowohl, als in seine p ersten nacb x partiell genommencn Diffcrcntlalquotienten. 
also in eine Iicihe von Functionen: 

,p p 
/' 

(IF 

dx dx^ 

dp P 

dxp 

p -j- 1 an der Zahl unci ordne diese Substitutionsresultate, in welchen nur nocli a ersclieint. 
absteigend nacli Potenzen dieser Buchstabengrosse. Die hochsten von Null verschiedenen 

Glieder dieser absteigend geordneten Substitutionsresultate: 

&«*, *>*,#' .a «„*<» &wa 

werden zu einer Gleichung1 

fra*+ af$'r<F'+ -$', 4- —— ^r
woa'(" = o 

verbunden, die x als Unbekanntc enthalt und dem ptcn Grade angehb'rt, und nun wendet man 

auf diese das bekannte Verfahren zur Bestimmung der Anfangsglieder an.   Die gewonnenen •*8ueJ 

Anfangsglieder von x1 sind die gesuchten Folgeglieder /i,,+1a
?'-+i. Jedes derselben bildet den 

Ausgangspunkt fur eine eigene weitere Entwickekmg von genau derselben Art. 

Es ist nun leicht, sich ein klares Bild von dem Gange der absteigenden Entwickelung 

von x zu entwcrfen. Man beginnt mit der Bestimmung des Anfangsgliedes. In der Kegel findet 
man mchrere vcrscliiedene Anfangsglieder, deren jedes einer einzigon Auflosung zukommt. 

Man erkennt dies daran, class die zur Bestimmung von h0 dienenden Glciehungen gar keine 

gleichen Wurzeln besitzen. Findet dieser gewohnlichste Fall wirklicli Statt, so ist mit der 
Bestimmung der Anfangsglieder zugleich die Trennung aller Wurzeln erfolgt, und die weitere 

Entwickelung bestcht nur in der Annaherung zu einer dieser Wurzeln. Jedes Anfangsglied 
kann als Ausgangspunkt ciner solchen Approximation bentitzt werden, und man wird durch ein 

regelmassig wiederkehrendes Verfahren die zugehorigen Folgeglieder entwickeln. Diese gehen 
alle aus Gleichungen des ersten Grades, also durch Divisionen hcrvor. 

Minder einfach ist die Entwickelung der Folgeglieder, wenn mit der Bestimmung der 
Anfangsglieder noch nicht alle Wurzeln isolirt erscheinen. Man erkennt dies daran, dass der 

Coefficient h0 eines Anfangsgliedes eine wiederholte Wurzel der zu seiner Bestimmung 

dienenden Gleichung darstellt. Ist h0 eine wfache Wurzel derselben, so besitzen m Auflosungen 
dieses Anfangsglied gemeinschaftlich, und k0a^ bildet den Ausgangspunkt einer complicirteren 

Entwickelung. Zur Bestimmung des Folgegliedcs hta
?> hat man eine Gleichung des mtcn Grades, 

namlioh die: 

&a*, + a'$>*', + v$>"v + : £o(M)«* 1 .. . m 
«„<»" 

zu bilden und die Anfangsglieder von x zu ermitteln. Findet man m von einander verschiedene 

Anfangsglieder ^a*1, so sind die Wurzeln vollkommen isolirt. Jedes derselben wird claim den 
Ausgangspunkt bilden einer eigenen Entwickelung, die nur zu einer einzigon Wurzel fiilirt 

und in einer Reihe von Divisionen bestcht.  Es kann abcr kx auch  als wiederholte Wurzel auf- 
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Auflosv/ngsmeihode fur algebratseke Buchstabengleichungen etc. 107 

fcreten und dann stimmen melirere Auflosungen x in den zwei ersten Entwiekelungsgliedern 

k0a^> -f-^i^1 iiberein. Die Anzabl p der gleichen Wurzcln ht ist zugleich die Anzabl dieser 
ubereiiistimniciiden Auflosungen x. Das dritte Entwickelungsglicd lua-^ erh'alt man dann aus 

einer Gleiclumg des p,en Grades: 

$ia*> + x'$i'a*' + ^-&'a*" + + &fi*amw: 

durch Bestimmung der Anfangsglicder. Dieser Schritt kann eine vollst'andige oder theilweise 
Trennung der p noeh nicht isolirten Wurzcln herbeifiihren oder sie noch ungetrennt lassen. In 

dieser Weise sclireitet die Entwiekelung vorwarts. Besitzt die Grleichung P = 0 keine gleiehen 
Wurzeln. so erfolgt die Trennung derselben immer bei hinlanglich wcit fortgesetzter Entwicke- 
lung und von da an vereinfaeht sich die weitere Entwiekelung, indem sie sich auf wiederholte 

Division zuriickfiihren lasst. Nur dann, wenn P= 0 zwei oder mehrere gleiclie Wurzeln besitzt, 

wird die Trennung derselben niemals erfolgen. 
Man sieht aus dieser Darsteilung. class die absteigende Entwiekelung grosse Almlichkeit 

besitzt mit den bekannten Approximationsmetlioden fiir Zahlengleielningen. Die eigentliche 
Schwierigk.eit ist auch hier nur, die Trennung der Wurzeln zu bewerkstelligen. Hat man die- 

selbe erreiclit, so ist die fernere Entwiekelung mit keinen anderen Schwierigkeiten mehr ver- 
kuiipft. Die Wurzel ist namlicb dann so bestimmt. wie jene einer Gleicliung des ersten Grades, 

mit dem einzigen Untersebicde, dass man zu ihrer Entwiekelung eine in der Kegel unendliclie 

Anzabl von solclien Gleichungen des ersten Grades aufzuloscn hat. Die Entwiekelung lasst sich 

meistentheils ins Unendliche fortsetzen, und cin Abbrechen der Reihe bei einem gewissen 

Gliede geliort nur zu den Ausnabmen. So lange namlicb das der Gliedersummc x,, entsprechende 
Substitutionsresultat, welches aus dem Gleichungspoivnome P hervorgeht, von Null verschieden 

ausfallt, ergibt sicb, wie dargethan wurde, stcts cin von Null verscbiedenes Folgeglied hr+1a^+' 
und nur dann, wenn irgencl eines dieser Substitutionsresultate vollkommen verschwindet, ist 

der Beweis hergestellt, dass die entsprechende Glicdersumme xr schon der complete Worth 
von x ist, und dass die nachfolgenden Entwickclungsglieder alle gleich Null ausfallen. Das 

g'anzliehe Verschwinden eines Substiiutionsresultates geliort aber immer nur zu den selteneren 

Fallen unci biingt von dem zufalliffen Erfu'lltsein cewisser Relationen ab. Es ist dies im Grunde 
nur cin analogcs Verhalten, wie bei den bekannten Vorg'angen der Division und des Wurzel- 

auszicbens, wobei man audi meistentheils die Bediming ins Unendliclie fortsetzen kann, weil 
man gewbbnlich lauter von Null verschiedene Reste erh'alt, mid cin Abbrechen der Entwieke- 

lung geliort nur zu den Ausnabmen. Diese Analogic war im Voraus zu erwartcn, weil diese 
bekannten Vorgange der Division und des Wurzelausziehcns die specielle Anwendung der hier 

auscinander gesetzten allgemeinen Entwickclungsmetliode auf Gleichungen des ersten und 

binomische hbheren Grades vorstellen. 

§.  m. 

Nachdem nun die Auflbsungsmethode, urn die Wurzeln einer Buchstabengleichung 
absteigend zu cntwickeln, festgestellt ist, haben wir noch den rein praktischen Theil der Recla- 

ming einer Betrachtung zu unterwerfen. Die aufgestellte Regcl schreibt namlicb vor, nach der 

Bestimmung eines Entwickelungsgliedcs die gauze bereits gefundenc Gliedersummc in das 

Gieichnngspolynom mid vielleiclit audi in einige derivirte Functioncn anstatt der Unbekannten 
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168 Ignaz Tie ger. 

x zu substituiren. Da sich diese Substitution dcmnacli oftmals wiederholt und der damit 

verbundene Rechnungsaufwand mit der Anzahl der entwickelten Glieder fortw'ahrend w'achst. so 

wiirde selbst der g-eringrste dabei beffangcene Umwesf einen sehr merkbaren unffunstisren Ein- 
fluss nehmen. Allein niclit nur der unmitze Zcit- und Miibeaufwand ist bier voni Belange, 

sondern auch die Fehlerquellen werden hiedurch vervielfacht, denn wo g'abe es einen Reclmer, 
dor diesem fiihlbaren Ubelstande nicht unterliegen wiirde. Diese Grifndc dtirften zur Geniige 

die Nothwendigkeit erweisen, dieses rein praktische Bediirfniss inErwagung zu Ziehen, wenndie 
hier gelehrte Auflosungsmethode in den nur einigermassen complicirteren Fallen ilire Anwend- 

barkeit niclit verlicren soil. Hier kann es keineswegs unsere Absicht sein, alio bierber gehorigen 
praktischen Regeln aufzufiihren, die den mit ihncn \rollkommen und zwar durch wiederholte 

Ubung vcrtrauten Reclmer in die Lagc versetzen, in verhaltnissmassig kurzer Zeit die Reeh- 
nung zu beenden und auch begangene Feliler leicht aufzufinden, und den Ort des Fehlcrs olme 
langem Nachsuchon anzugeben. Dies wiirde uns niclit nur hier zu weit voni eigentlichen Ziele 

ablenken, sondern auch dem Leser wenig niitzen, da diese kleinen aber sehr wichtigen Kunst- 
griffc mit j en en Fertigkciten vcrglichcn werden musscn, die nur durch lange und fortgesetzte 
IJbung zum Eigentlmme des Rechners werden, fur den Theoretiker aber ein nutzloses Werk- 
zeug sind und bleiben. Durch einiges Nachdenken kann Jedermann beim wirklichen Rechnen 

ohne Schwierigkeit dazu gelangen. Wir haben hier aber einen andern Gegenstand uns zur Auf- 
gabe gemacht, der niclit so nahe licgt, und desshalb auch verdient, hier beriihrt zu werden. 

Die von der Regel vorgeschriebenen Substitutionen, welche bei jedem neuen Entwickc- 

lungsgliede vollfiihrt werden miissen, braucht man n'amlich nicht immer von Neuem auszu- 

I'iihren mit der ganzen bislicr bekannten Gliedersumme, sondern die Rechnung lasst sich 
bedeutend vereinfachen, indem man die bereits friiher entwickelten Substitutionsresultate 

beniitzt und nur gewisse Zusatzc zu densclbcn hinzufiigt. Hat man n'amlich fur die Glieder- 

summe xr die cntsprechenden Substitutionsresultate schon gebildct, so erh'alt man hieraus das 
der um ein Glied vergrosserten Gliedersumme xr+i entsprechende Substitutionsresultat durch 

Hinzufiigen gewisser Zusatzc. Bei diesem Vorgangc cntgebt man ciner unnothigen Wieder- 

holung aller jencr Rechnungsoperationen, welche die Substitution der Gliedersumme x,, zum 

Zwecke bat und die einen Thcil der Substitution der vollstandigen Gliedersumme xr+1 aus- 
machen wiirde. Diese Anordnung der Rechnung wurde von Fourier, wiewohl zun'achst nur 

fur numerische Gleichungcn angegeben: sic gilt aber in vollig unge'anderter Form auch fur 
Buchstabengleichungen und crweist sich hier bei dem vicl complicirteren Problemc nur von 

desto grossercm Nutzen. 

Bezeichnen wir mit ^},., ty'r,  '$",. ,.... ^J,.""5 die fur X — Xr aus  den Polynomen  P,  , 
dm J' d x 

. . . -      abgoleitetcn Substitutionsresultate, so  erhalt man  dem   Taylor'schen Eehrsatze 
dx^ 

zufolge das fiir x = xr+1   hcrvorgehende Substitutionsresultat $r+1 in folgender Form: 

9U« « % 
[: WrK or +i+-^r,A»,.+1o«^+i .  H 7 *$,.<•"" h'"r+i d'"sr + i- 

In dieser Gleichung ist selbstredend die Regel enthalten, wie man aus den bekannten 

Substitutionsresultaten $,.. ^'r, $$'r . . . ^s,.""' und dem zulctzt gewonncnen Glicde lir+^aP<-+1 

das Substitutionsresultat %r+1 ableiten konne. Bei dieser Bildungsweise der Substitutionsresul- 
tate ist es jedoch, wie von selbst ersichtlich, unerlasslich, auch in alle partiell nach x genom- 

menen Differentialquotienten des Gleichungspolynomes P die Substitutionen auszufiihren. Die 
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Auflosungsmethode filr algebraische Buchstabencjleichungen etc. 169 

Kegel, naeh welcher dabei vorgegangen wird, ist von Fourier angegeben worden nnd hin- 
langlich bekannt. Man leitet namlich aus den bekannten Substitutionsresultaten tyr, ^>',., $$'r, 
• . . %,':'"' folgende Ausdriickc ab, wobei das Glicd hr+] «'>•+> kurz mif x bezeichnet wurde: 

%{'"\ %{">-r>.         ft.",        &•'.,     & 

~%('"K -f^V"'-1' -fw, -fw 

^,("°- ^(m_1)    S^" 
vm-~l ,   , xm—1 

„__^ sn (»>)      : q\ (»'-J) 
[...(ra- 1) ^     '       !...(«- I)   Vr 

_ 5£ ('«)_ 
I  . . . «8 

Man multiplicirt zuerst die in der ersten Horizontalreihe stehenden Grossen mif Ausnahme 

der letzten mit x. Die dabei erlialtenen Producte sind die Grossen der zwciten Horizontalreihe. 

Diese werden abermals mit x multiplicirt und durcli zwei dividirt, die letzte derselben aus- 
genommen. und fiihren so zu der dritten Horizontalreihe. Auf solche AVeise fahrt man fort, die 

Grossen einer eben erhaltenen Horizontalreihe mit x zu multipliciren und durch eine gauze 

Zahl zu dividiren, welche die Anzahl der bereits geiibten Multiplieationen ist, und erhalt so 

eine neue Horizontalreihe. Dabei lasst man aber stets die letzte Grosse unberiihrt, wodurch 
sieh die Anzahl der Grossen stets um Eins vcrringcrt. Hat man dies genugend oft wiederholt, 
so zwar dass ein weiteres Fortsetzen unmoglich ist, so hat man nur noch alle in einer Diagonale 

liegenden Grossen zu summiren, um %.+1, $P'r+n $",.+), 93"'r+i ?••• tyr+im) zu erhalten. Namlich: 

%+ w == sprw 

9J   ,   !'"~l) — SR (m-U _|_ JL SQ (»0 

% .)
(""~2) = ^,.("'""2) + — sp,/'"^1' + — %{m) 

¥*V = K + 7- %•" + ~ W + •••+ r^ij*" 

*W. = *. + f *' + FS ^" + • • • + T^Ti ^' + T^ *W • 
Bei dieser Anordnung  der Redlining vermeidet  man jede Wiedcrholung   einer   bereits 

frcihcr geiibten Operation  und beschraakt sieh geradezu auf das Minimum der unerlasslichen 

Rechnungen. 
Das hier genannte Minimum bezieht sieh aber gleichzeitig auf die Bildung einer bestimm- 

ten Anzahl von Entwickelungsgliedern und des zugehorigen S u bstitu tionsr e su Dates. 
Wollte man nur diese bestimmte Anzahl von Entwickelungsgliedern finden, ohne jedoch naeh 

dem ihnen entspreehenden Substitutionsresultate Verlangen zu tragen, so konnte man allerdings 
in der Verringerung der Rechnungen noch weiter gehen. In der Mehrzahl der Falle jedoch 

ist es nicht hinreichend. die Wurzel in einer besimmten Anzahl von Gliedern zu cntwickeln, 
sondern es soil nebstdem angegeben werden, ob dieselben den completen Wurzelwerth dar- 

stellcn oder nur einen Theil derselben, und wie gross der bei dem willkiirliclien Abbrechen 
der Reihe begangene Fehler sei. Alle diese Fragen lassen sieh nur aus clem entspreehenden 

'Substitutiousresultate beantworten, und dies ist der Grund, wesslialb man wold kaum je in der 
Lage sein wird, das Substitutionsresultat der entwickelten Gliedcrsumme entbehren zu konnen. 

Denkschrlften der mathem.-naturw. CI. MI. Abhandl. v. Nichtmitgl. w 
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170 Ignaz It eg er. 

§•   14. 

Wir wollen nun einige Beispiele der Rechnung unterziehen, und auf solche Weise die iin 
Vorhergehenden gegebenen Eegeln zu crlautern suchen. 

E r s t e s  I > e i s p i e 1: 

(2 a5 — a4 — 4 a3 4- 4 a* — a) x\ - \- 

+ (— 2 «8 + 7 a7 + aG — 9 a5 — 8 a'4 — 16a3 4- 52 a'- — 31 a + 5) > ar 

_|_ (a8 -f 4 a7 — 17 a'; — 31a5 4- 32 a4 + 27 a3 4- 70a2 — 1.18 a + 3.6)«? 4- 

(45) -f- (— 2 a9 + 1 1 a8   - 1 5 a' — 14 ac' -f 32 aft + 35 a4 -|- 74 a:!— 160 (V - G a 50) ^3 

+ (au 4- 2 a8 a7 4- 1 2 aG 

4- (— 2 a8 4- a7 4- 28 a8— 9 aft 

8t)«5- 

-80 a' 

53 a4 4- 49a:!- 

— 5 a8 — 23 a2 

2 7 8 a- 4- 275a — 70) ,r -f 

206 a—120) =0 

sei die gegebene Glcichung. Dieselbe ist sehon zu den complicirteren zu rechnen, da die 
Coeffieienten derselben vielgliederige Polynome sind, und wurde absichtlich dermassen gewahlt, 
um fiir die uns wichtig scheinendcn Bemerkungen Gelegcnhcit zu finden. Die Rechnung selbst 
erhalt bei eincr solehen complicirten Gleichung cine nicht unbedeutende Ausdelmung, und 

erfordert einen verh'altnissmassig grosseren Zeitaufwand; aber eben dadurch finden wir 

Gelegenheit, dcm Leser klar zu machen, wic sehr ein geregeltes Verfahren unentbehrlich sei, 
so wie, dass die Auflosung eincr Buchstabengleichung fast immer zu den miihsamen und zeit- 

raubenden Problcmen zu zahlen sei. Dies ist aber keineswegs ein Ubelstand unscrer Auf- 
losungsmethode, sondern in der Natur eines solehen Problemes selber begriindet, indem 

durchaus kein unniitzer und uberfliissiger Schritt dabei gemacht wird. Wer diesen Aufwand an 
Zeit und Miihe scheut, und statt Schritt fiir Schritt dcm Zicle naher zu kommen mit einem 

einzigen gewaltigen Streiche all' dies auf Einmal erreichen will, verkennt die Natur eines 

solehen Problemes ganz und gar, und wird sich stets im Kreise herumdrehend immer wieder 

zur urspriinglichen Gleichung zuriick kommen als denijenigen analytischen Gebilde, welches 
einzig und aliein seinen Wiinschen entspricht. 

Die Bestimmung der Anfangsglicder, nach der im §. 6 aufgestellten Regel fiir die 

absteigende Entwickelungsform ausgefiihrt, liefert fiinf von einander verschiedene solche, 

n'amlich: 

a +V-1. a* -V— l.ai 2ar4. 

Ein jedes derselben entspricht nur einer einzigen Auflosung und cs ist demnach mit der 

Bestimmung der Anfangsglieder die Trcnnung aller Wurzeln bcwerkstelligt. Die weitere Ent- 
wickelung der Folgeglieder hat sonach die einfachste Gestalt und erfordert nur noch die Bildung 

und Auflosung von Gleichungen des ersten Grades,-wie dies in §. 8 auseinandergesetzt wurde. 
Wir wollen bier die mit dcm Anfangsgiicde a3 beginnende Auflosung weiter entwickcln. 

Die Regel schreibt vor, den gewonnenen Bcstandtheil a3 anstatt x in das Gleichungspolynoni 

zu substituiren, das hochste Glied des so erhaltcnen absteigend geordneten Substitutionsresul- 
d P 

tates durch das unver'anderlich  bleibende hochste Glied des aus —— hervorgehenden Substitu- 
dx ° 

tionsresultates zu. dividiren, und das Zeichen dieses Quotienten in das entgegengesetztc zu \rer- 

wandeln. Die im vorhergehenden §. 13 gegebenen Vorschriften erfordem aber behufs der 
miiglichsten  Vereinfaehung der Rechnung,   dass dicse Substitution audi in  alien  derivirten 
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Aufldsimgsmethode far cdgebraische Buckstabengleickungen etc. 171 

Functionen vollfiihrt werde. Wir liaben also zunachst anstatt x das Glied a"' in den Polynomen 
T)      dp     d2P d'=p ,    .    . 
1   ,  —   ,   — ..... —T zu substituiren. 

'    d.x    '    ate* ' das* 

Diese Substitution fiilirt man am einfachsten aus, wonn man in diese Ausdriicke zuvbrderst 
a; = 0 substituirt, hierauf x um den Zusatz a3 vergrb'ssert, wobei x in a3 iibergeht, und nun die 
diesem Wcrthe x = a3 entspreehenden Substitutionsresultate auf die in §. 13 angegebene Weise 

ableitet. Die Substitutionsresultate fiir x = Q crh'alt man immittelbar aus den Coefficienten des 
Gleichungspolynomcs, indem man sie mit der Faetorielle des Exponenten von x multiplicirt. 

Es ist liamlich: 

P  v 
J

- (0) 
p    IV 
1 (0) 

+ 240 . a5 — 120 a4 — -180 a3 4- 480 cf — 120 . a 

_48 .a8+168. a7+ 24 . a6 — 21G . a* — 192 . a1 — 384 . a34- 1 248 a2 — 744 . a4-120 

7%/'' = i- 6 a8 4- 24 a7 — 102. a6— 186. a5 4- 192. a1 + 162. a3 + 420. a2— 708. a +210 

P " = —4a9+22as—30a7—28a6 + 64a5+70a4 + 148 a3 — 320a2 — 1 2 a oo 

P '  = a9 + 2 a8 — 27 a7 + 12 a6 +86 a5 — 53 a* + 49a3 — 278 a2 4- 275 a— 70 
(0) 

P (0) 
__ 2as 4- a7 + 28 a11 — 9 a5— SO a4 — 5 a3 — 23 a2 4- 206 a—120. 

Um nun aus diesen Ausdrucken P(0)V, -^(o)• •P(o)'"j ^V' P(o{i ^m die fiir aj = a3 geltenden 
Substitutionsresultate %Y, %lv, %"', %", %', % abzuleiten. hat man jeden derselben zu 

wiederholten Malcn zu multipliciren und zwar der Reihe nach mit — , — , — ,' — , —.    Dabei ± 1 2 3 4 5 

wird P(0)
v fiinfmal dieser Multiplication unterworfen, P(0)

IV viermal. P(0)'" dreimal, P(0)" zwei- 
mal, PJ Einmal. Die dabei gewonnenen Ausdriicke werden dann in entsprcchender Ordnung 
summirt.   Die wirkliche Ausfiihrung dieser Rechnung ist im Kachfolgenden ersichtlich: 

P<0)
v = 240. a5— 120a4 — 480 a3 + 480a2— 120a 

- P,J = 240. as — 120 a7 — 480 a° + 480 a5 — 120 a1 

— P^ = + 120.a11 — 60a10 — 240a9 + 240a8—60a1 

- P(0)
v =. + 40. a14 — 20a13 — 80 a12 4- 80 a11 — 20 a10 

1.2.3 

1.2.3.4 
n.15 

P+' = + 10. a17 — 5 a10 — 20 a15 + 20 a14 — 5 a13 
(0) 

p   v 
1.2.3.4.5     <°> 

/J     IV 
J  o 

4- 2 . <r — a1 -4 a18 4- 4a1 

_48a8 + 168a74r 24a'; — 216a5— 192a4 — 384a3 + 1248 a2 —744a + 120 

P/ — — 48 a" + 1 G*ah' + 24a9—216 a8—192a7—384a'14-1248 a5 — 744 as4 4-120a8 

(0) 

_P<v = —24.au + S4a13+12a12— 108 a11 — 96 a"1— 192 a9 + 624 a8 — 372a7 + 60 
(0) 

a 

a    p  iv____8ai7_i_28a,64-4a16—36au—32a18—64a134- 208a11      L24a10 + 20a9 

1.2.3      (0) 

-Jil pm^==_2a204- 7a194-a18 —9a17—8a16-    L6a164-52a14    -31aI8+5aia 

1.2.3.4      (0) 

P(0)'" = + 6 o8 + 24 a7-- 102 aB - -186 a? + 192 a4 + 162 a3 + 420 a2 — 708 a + 210 

-P(0)"' = + 6an + 24a10— 102a9— 186 a8+192 a7 +1 62ae + 420a3      708a4 + 210a3 
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172 Ig n a z  He g e r. 

^ I\0)'" = + 3 au + 12 a13 — 51 a12 — 93 a11 + 96 a10 + 81 a9 + 210 a8 — 354 a7 + 105 aB 

-~Pm"> = 4. a17 4. 4 a10— 17 a" — 31 a14 + 32 a13 4- 27a32 + 70a11 — 118 a10 + 35a9 

P(0)" = — 4a9 4- 22a8 —30a7 —28a6 + 64a5 + 70a'1 + 148 a3 — 320a3 — 12a + 100 

- P(0)" = — 4 a12 4- 22 a11 —30a10— 28a9 + 64a8 + 70a7 7 148 aG — 320 a5— 12 a4 4- LOO a:! 

p " 
4-.2^(0) -2 a15 4- 11a14 —15 a18 —14 a12+ 32 a11 + 35 a10 7 74a8—160 a8— 6 a7 4- 50 a6 

P '  = a? 4- 2a8 —27a7 7 12a'1 + 86a5 —53a4 -f 49 a3 — 278a8 4- 275a—70 
(0 

t   
J (0) 

».« a_ 9 «» — 9, 7 a10 7 12a9 4- 86 a8 —53 a7 4- 49 aG —278a5 7 275 a1 —70 a3 

p(0)   _ _ 2 a8 + a7 4- 28 a6 - 9 a5 — 80 a4 — 5 a3 — 23 a2 4- 206 a— 120. 

Die gesuchten Substitutionsresultate *po
v, *P0

IV, %'", %". %', %, welclie dem Werthe 
x = aB entsprechen, findet man aus diesen Ausdrtieken clurch Summirung einiger derselben, 
wie dies die nachfolgenden Formeln angeben: 

m v P  v 
-Po      — l (0) 

oa iv   p   iv 
'-Po    — J- (o)    ~r 7 J- (o) P, 

$„'" = P(0/" 4- T 
p    IV    1       "'       p    V 

J- mi 1     "—r -t mi (0) 1 .2 (0) 

%" p " 1  (0) 

p /,/  I    «    p 
1 col    i" i—r J i 1 . 2 (0) 

(0)       +  J i  (0)       4"  7 - J   (0) 

$0   = P(o)   + 7 P(o)   + 772 * (o)' 

p   V 
1.2.;;- (°) 

a'> " p    IV 

1. a. 8   <« 

«9_ p „, 
1.2.3   <0) 

 ^ p   v 
1.2 . 871X <°> 

"32 p   IV 
1.2.3.4J(°» 

"    p    V 
1.2.3.4.5       <0)   " 

Fiihrt man diese Summirungen wirklich aus, so findet man: 

sp(|v __j_ 240. a5 — 120 a4— 480. a3 7 480. a2—120. a     • 

%• = 7192 a84-48 a7—45G .a64- 264 . a5—312 .a4— 384 .a3 + 1248 . a2 — 7.44.0+ 120 

%" = 7 72a11 4- 108. a10 —216 a9 7 30.a8—228 .a7 —486 .a6 7 1062.a5 — 552.a4 + 

7 282 a3 7 420a2—708 a 7 210 

(4G) %;' == 7 IGa14 7 64a13 —68a12—22an—92a10—298a9 4- 460a8—210a7+ 194a6 + 

7 484a5 —638a4 + 358a3—320a2 —12a + 100 

%'   =7 2a1T+ 23a1G — 16a15 — 13a14 — 25a13— 119a" + 137a" — 58a10 + 74a9 7 

+ 276 a8 — 311a7 + 265 aG — 234a5 — 65 a4 + 149 a3 — 278 a2 7 275 a — 70 

ft,   = + 6 a19— 3a18 —4a17 —5 a1(; — 35a15+ 32 a14—14a13+ 19a12 + 104a11 —110a10 + 

+ 121 a9 — 76a8 — 58 a77 127 a6—287 a5 7 195a4 — 75 a3—23 a2 + 20 6 a — 120 

Nun kann man die Bestimmung des Folgegliedes oinleifcn. Da das Anfangsglied a3 liur 
einer einzigen Auflosung angebort, so bat man nur eine Gleicbung des ersten Grades auf- 
zulosen, oder mit anderen Worten eine Division vorzunelnnen. Man dividirt namlich das bocbste 
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Glied + (id19 von ^ durcli das hochste Glied 4- 2a17 von ${$„' und nimmt den Quotienten mit 

enrgcgengesetztem Zeichen. 
- c . «i» 

ht a* = — 3 d\ 

Die der Entwickelung unterworfene Wurzel ist sonacli in iliren beiden ersten Gliedern 

folgcnde: 

x = as — 8 c? 4-  

Diesen Werth a? — 3«2 hat man nun abermals anstatt x in das Gleichungspolynom P 
und seine partiell nacli x genommenen Differentialquotienten zu substituiren. Die dabei her- 
vorgeliendcn Substitutionsresultate ^3,v. ^,IV. %'", $,", *$,', SJ}, gewinnt man aber viol leiehter 

aus den sclion gebildeten *pv. ^3„r\ $0'", $P0", *po', $0 und zwar auf erne ahnliche "Weise, wie 

diese Letzteren aus P^, P(o)Yi -^V"; Pif))'i -P(o)'j ^j gewonnen wurden. Man unterwirft n'am- 

lich  die Ausdriicke *P0 ,  $0  , %'", %", %', $0 einer wiederholten Multiplication mit — •  -, 
3a2 ?>a'2 3a2 3a2 ,  .   . .    , , ,, •   i       »        T        , -,        i      •,.      . 
 ,  —— , , — und ieitet aus jeder derseiben so viele Ausdrucke ab, als die An- 

zahl der angeliangten Accente angibt. Zuletzt summirt man die entsprechenden der so gewon- 

nenenAusdriicke, dabei von der bekanntenTa ylor'sclien Formel Gebrauchmaeliend, und erhalt 

so mit verh'altnissmassig geringer Miilie: ^t
Vj $P/\ $,'", W. ^Pi'j ^Pi- Wir iibergehen hier die 

wirkliche Ausfiilirung diescr hochst einfaehen Rechnung, da sie im Vorliergehenden gentigend 
erl'autert worden, und lassen nur die Endresultate folgeii.   Sie sind: 

(47)      % 

%" = 

%'  = 

%   = 

120. a 

• 1752. a4 24. a3 

2610. 

1248 . cr 

-1674. a5 

4- 240 .a5 —120.a4 —480 . a3 + 480 . a2 - 

4-192. a8 — 672. a7 — 96. a6 + 1704.a5 

—744.a+120 

4- 72. a11 — 468.«104-720.a9 + 858 . as —3180. a1 

—4296.«' + 2514 .«;i -J- 60. «2—708 . a^ 210 

4-1 6 . «"—152. «]3 + 472.a1-— 238. a11 —1694. a10 4- 3734 . a9— 1646 . a8 — 

—4584. ffl7+ 7466 .a6—3710.a5—1358.«J + 2482 .a3—950. a2 — 1 2.«+100 

+ 2. a17 —25. a10 4-116. a15 — 187 . oM— 337. a18 + 1939. «12 — 2803 . a11 — 

_601 .a,n + 6806 . a9 — 8406 .a8 + 2854. a7 + 3529 .a6- 

• 185. a3— 578.«2 + 275.a— 70 

•8 . a17— 110. o1G + 589 . a15—1456 . an- 

-4494, 1840. 

,13 I 68 9 i >.a 

6631. a5 >48. a9 — 5227 . a8-f 5441.a' — 2063. a6— 788. a64-1479. a4 

-120. —900.a3+187.«2 + 206.a 

Das niichstfolgende Glied findet man durcli Division des mit entgegengesetztem Zeichen 

genommenen hochsten Glicdes von ^ durcli das imverandert gebliebene hochste Glied von 9$\. 

A., a " = — = — 4 
+ 2 .a1' 

und der bisher gefundene Bestandtheil der Wurzel besteht aus folgenden drei Gliedern: 

x = a? — 3 a2 — 4 4- . . . 

Man hat nun die Substitution dieses Trinoms zu bewerkstelligen und verfahrt dabei aber- 

mals auf die  bereits geiibte Weise, indem man die Ausdrucke %v,  %•, *&"', *$,",  *£, mit 
4 4 4 4 4 

den Multiplicatoren . — , — , —, —   z" wiederholten  Malen   multiplicirt 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



174 Ignaz  II eg er. 

und die so gewonnenen Producte in geeigneter Ordnung addirt.  Das Resultat dieser Rechnun 

ist Folgendes : 

%v = + 24:0.a5—120.a4— 480.«3 +480.a2--120.a 

% : + 192.«8—672. a7—  96. a6+744. a5—1275 1896 . a3~672.a2—264.a + 120 

$P2'"= + 72. a11 — 468. a10 + 720 . a9+ 90 . a8 — 492 . a7 + 2994. «G — 3222 . «/'+ 1752.«4 — 

— 1230 . a8—1092 . a2 +1308 . a—270 

sp2" = + 16. a14--152. a13+ 472 . a12 — 526 .an + 178.a10 + 854. an -3542. a8 + 2760. a7 — 

—3742.aB + 666. a5 + 3090. a4—2646.a3 + 3674.a2- -1852.a + 220 

%' = + 2.a17—25a16+116.a15—251au+271.ais+51 .a18— 127S.au + 2431.a10—2370.a9+ 

+ 2994.a8 + 2918.a7—4431. ac + 8122.a5—9688.a4 + 5505a3- -4490.a8 + 1 315.a—70 

*2 
10.a16+125.a15— 580 .a14+1255 .a13— 1555. a,2+1645. a11+ 475.a10 5580. a9 

8125.a8—15895. a7 +14685. ae—14220. a5+11415.a*— 4760. a3 + 3475. a2—350. a 

Man erh'alt hier als n'achstes Folgeglied: 

ea       + io. a• 
h.a8 

-t- 
+ 5 a' 

und hat somit fur a* den in vier Glicdern entwickelten Ausdruek: 

x = a3 — 3 a2 — 4 4- 5 a-1 + . . . . 

Der nachste Scliritt besteht nun in der Bildung der Substitutionsresultate. Fiihrt man die se 
Rechnung in der bekannten Weise aus, so gelangt man zur Tjberzeugung, dass das Substitu- 
tionsresultat $$8 identisch gleich Null wird, und es ist sonach : 

X : 3a2 — 4 + ha l 

der complete Wurzelwerth. Hier schliesst sich also die Entwickelung von selbst. 

Dieser Fall gehort zu den giinstigsten von alien, dem man begegnen kann, indem man 

dadurch aller Untersuchungen tiber die Convergent der Eeihe und liber die Grosse des 
Erg'anzungsgliedes uberhoben wird. Aber dersclbe ist jcdenfalls zu den nicht haufigen Aus- 

nahmen zu zahlen. Meistentheils bricht die Entwickelung nicht ab, sondern laast sich naeh 
Belieben fortsetzen ins Ijnendliche. Dies gilt auch hier von alien ubrigen Auflosungen der hier 

vorliegenden Gleichung. Wir wollen einige derselben gleichfalls in Betracht ziehen, so weit 
namlich, als sie zu neuen Bemerkungen Veranlassung geben. 

Nehmen wir zun'achst die mit dem Anfangsgliede: + versehene Auflcisung vor. Wir 
begegnen hier einer neuen Eigenthiimlichkeit in Bezug auf das praktische Reehnen. Da nam- 

lich hier ein Bruch erscheint, so wiirden auch sammtliche Coefficienten oder doch mindestens 
einige in den Substitutionsresultaten gebrochenc Werthe erlangen, was die Rechnung einiger- 

massen erschweren wiirde. Hier, wo diescr Nenner znfiillig den Werth 2 besitzt, l'asst sich wohl 
diesem Ubelstande leicht abbelfcn, indem man + durch den Decimalbruch 0-5 ersetzt und man 
konnte im Ubrigen genau so wie friiher verfahrcn. Wenn aber der Nenner eine andere Zahl 

ware, die auch andere einfache Factoren als 2 und 5 in sich schliesst, so wiirde man wohl den 
Decimalbruch nicht mehr anwenden konnen, da derselbe ein unendlicher ware. Man wird dann 

vielmehr alle Coefficienten der Substitutionsresultate lieber in Bruchform belassen, aber auf 
einerlei Nenner bringen, der dann dem ganzen Substitutionsresultate vorgesetzt werden kann. 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



1 ujldsungsmeihode Jtlr algebraisclie Buchstabengleichungen etc. 175 

Innerhalb der Tvlammem erscheinen dann nur ganze Zahlen. Man kann sieh diesen Vorgang 
noch in einer anderen Weise versinnliclit denken. Anstatt namlicli x = 4 zu substituiren, 
ver'andert man die Unbekannte x in erne nene y vermittelst der Substitution x — -v- und 
hat nun nur noch y = 1 zu setzen. Diese Veranderung der Unbekannten x lasst sich, 

wie bekannt. fast ohne alle Rechnung an dem Gleichungspolynome vornehmen. 1st 
namlicli: 

A„ x' + A.. • + Aia_,xm^2 +... + A., x2 + Axx + A0z=0 

ui ie ffeffebene Gleiclumg, und will man x-. setzen, so erhalt man: 

Amym + N. Am_,. y'"-! •+ N*. Am_2tT* + ... + N'"-'A2f + N'^A.y + N'"A0 = 0 

und hier ist zugleich die Regel ersichtlich , wie diese Transformation der Gleichung am ein- 

fachsten bewerkstelligt werden kann. Man multiplicirt namlicli die Cocfficienten derselben 
beziehungsweise mit 

1,   i\r,   N*,   N3, . . . Nm~\   #—»,   N". 

Diesen Weg wird man also in alien jenen Fallen einsehlagen, wo gebrochene Coefficienten 
h in der Entwickelung vorkommen. Im gegenwartigen Falle nimmt die Rechnung folgende 

Gestalt an: 

7J
f0)

v = -f 240.a5—120.a4— 480. a3 + 480 . a2-   120. a 

2. P(0)
IV=—96. a's + 336 . a' + 48 . a6—432 . a5—384.a4 —768 . a3 + 2496 . cr-    1488. a + 240 

•>\ Pm'" = + 24. (/ + 96 .a1-— 408. a8-- 744 . a5 + 768 . a4 + 648. a3 + 1680 . a1 — 2832. a + 840 

2;1. P(0)" =—32.a9 + 176.«8--240.a7 — 224. a8 4- 512. a5 4- 560.a4 + L184.as—2560. a8 — 

—96.a+800 

24. /%•/ —-f16.a9 + 32.a8 —432 .a7 + 192.a8 4- 1376. a6 — 848. a4 + 784 . a3 — 4448 . a2 + 

+ 4400. a—1120 

—64.a84-32.a74-896.a6—288.ag—2560.a4- 160.a8—736.a94-6592.a- -3840 25.1 M 

-192.a5—504. a4—1248. as+2976. a2—1608. a + 240 

$J = 4- 240. a5—120. a4—480. a3 + 480. a8— 120. a 

2 . SJJJV= -96.a8 + 336 . a7 + 48 . «8 

2-.q3(,'" = — 72. a8 + 432 .«7--360.a6--1056. a5+ 324 . a4-    360.a8 + 4416 . a2—4380 . a+1080 

2;i.^(l"=—32. a9 + 152 . «s+ 24 . a7 —608.«8—,408 . a5 + 1116 . a4+ L368 . a3 + 448 .a2 — 

—3692. a +1760 

24.sp„' =—16.a9 + 204.a8  -568.a7   -228.ae+ 1454.a8 + 27 . a4 + 2144.a8—5732. a2 + 

+ 2635.a4- 140 

26-?p0 = + 56.a8—490.a7 + 910.«'''+ 1204. a5- -3017.a4 + 1288.a8—6076.a84-10409.a—4410. 

Das nachstc Folgcglied ist: 

//. a*i = r — H a 1 —2. 16. a9 4 

und der bisher entwickelte Werth von x: 

x = — + — a"1 +—     oder     £ =  — [ 1 + — a-1 + .. .1. 

Bei den nun zu bildenden Substitutionsresultaten $7, %y. sp/",  %". ^/. ^ wird man 

daher abermals -- in vcrscliiedcncn  Potenzen neuerdings als Factor zu sondern   haben,  weil 
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17 6 Ignaz Jleger. 

der Coefficient h, abermals einen neuen Nenner 2 besitzt. Demgemass erhalten diese Substi 

tutionsresultatc 1, —, 
i '     4- 

l 
IF' 

I 

IT' — als Factor gesondert. Der Gang der Reehnung bedarf 45 o 00 

weiter keiner Erlauterung. Das nachste Folgeglied ist: 

7     -        ,     7     -2 
8 I g 

und macht abermals erne Sondcrung eines neuen Factors - nothwendig, so dass ^3T, $:'v, $P2'" 

$2", ^3./, *p.j ausserlialb der Klammern beziehvmgsweise mit 1, —,    -7-,   —-,   —,   ——   multi- 
8 8* 8 8 8° 

plicirt crscheinen. In soldier Weise sclireitet die Entwickelung vorwarts, und liefert stets ein 

neues Glied von x, welches in einer uncndlichen Reihe erscheint, und zwar in nachfolgender 

Gestalt: 
1 1 i    ,     7 „ 7 

2-4 'a '     16 ' 

Nun wollcn wir noch zuletzt cine der beidcn Auflosungen in Retraclitung zieben, welchei) 
l.a3', — V — l.al entsprechen, weil sic cine bislier nielit beriihrte 

ko 111 nit in 

die Anfangsglieder -f V 

Eigenthiimlichkeit vorfiihren.  Die in  denselben ersclieinende Wurzelgrosse V — 

beidcn vor, und der einzige Unterschicd dieser beiden Anfangsglieder liegt nur im Zeiehen 
4- , —• welcher dieser doppeldeutigen Grosse V—1 ertheilt wurde.   Dieser Eigenthiimlichkeit 
begegnet man bei dor Auflosung von Buchstabengleiclmngen sehr haufig und ist dadurch in 

den Stand gesetzt,  zwei  oder niehrere Auflosungen auf einmal  zu  entwickeln.   Ftihrt man 
namlieh die Rechnungen fur eines dieser Anfangsglieder,  z. B. fur -f V—1 . ai*   durch,   so 
braucht man in dem erhaltenen Ausdrucke: 

r      _t        1 x V-i. \ 

nur V — 1  in   der  zweiten   Bedeutung  —V- 

Auflosung: 

a   * -   -V — \ . a~i + . . . . 
2 

-1 zu nehmen, um audi allsogleich  die andere 

X: —V — l.a* +V--   1 . a -V—i 
zu erhalten, ohne die Reehnung neuerdings durchfiihrcn zu nhissen. Dieser Erscheinung 

begegnet man ofters, namentlich dann, wenn die Restinimungsglcichung in h0 cine binomische, 
Gleichung hoheren Grades ist, aber audi in anderen Fallen, wo die hohcre Bestimmungs- 

gleichung in h0 zwar nicht binomisch ist, aber durch Wurzelausziehungen in gcschlossener 

Form aufgelost werden kann. In all' diesen Fallen kann man sich mit der Entwickelung 

eines einzigen dieser Werthe von x begniigen, da in ihm audi alle iibrigen enthalten 
sind. Zuletzt w'aren noch jeno Falle zu erwahnen, in welchen die Bestimmungsgleichung 

in k0 vom hoheren Grade ist, und nicht in gcschlossener Form aufgelost werden kann. 

Dieser Fall ereignet sich aber doch nur verhaltnissmassig sehr seltcn, aber wenn man dem- 
selben wirklich begegnet, so kann man eben nur augenaherte Werthe fiir/ifl, hx, h.,:.... finden. 
Im Ubrieren bleibt der Ganff der Reehnung unverandert. 

Zwcites Beispie 1. 

Um audi den zweiten Fall durch ein Bcispiel zu erl'autern, in welchem die vollstandige 

Trennung der Wurzeln vermittelst der Bestimmung der Anfangsglieder nicht erfolgt, w'ahlen 
wir die Gleichung: 
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Auflosuiigsmethode filr algebraische Buchstdbengleichungen etc. 17 7 

& + (—lO.a-f 1 )£* + ( + 40.a2— 8.a)x3 + (—80.«3+ 23.«2+ l).r2 -f (80.a4—28.a3—a2—4a 4- l).r + 

4-(—32 .a:>+ 12 .a*4-2 .a3 + 4 .a3—2.a) = 0. 

Die Bestimmung der Anfangsglieder fiir die absteigende Entwickelungsform liefert   den 

L = 1 

einzigen Werth 

mit der Bestimmnngsgleichung: 

h0
b- -10V4- 40A/— 80h* + 80 A0— 32 = 0 

welche einen einzigen Werth : 

K = 2 

aber als fiinffache Wurzel liefert. Das Anfangsglied ist somit ein einziges : 4- 2 a und ist alien 
fiinf Wurzeln x gemeinschaftlich. Alan hat hier zur Bestimmung der Folgeglieder nach der 

allgemeinen Hegel von §. 12 vorzugehen,  d. h. man muss x=-~2a in das Gleiehungspolynom 
dP d'P d:iP dAP </•'/' 

P und  seine   fiinf  nach   x  genommenen   Differentialquotienten , —- ,  —- , — - , —- 
° x dx    •     d.c~   '     dxi   '     dx*   '     dx:< 

substituiren, aus den dabei gcwonnenen Substitutionsresultaten $$J, %w, *po'", %', SJJ0', *P0 

die Gleichung- des fiinften Grades in x bilden: 

5/ 4/ 0/ «/ '• 
0 

und die Anfangsglieder von x   nach der bekannten Kegel bestimmen.   Man gelangt zu den 
Substitutionsresultaten auf die bekannte Weise und finclet namentlich: 

W = + 120 ,    %y = 4- 24 ,   W" = 0 ,    W =-2a2 + 2 ,    W = 1 ,   % = 0. 

Da hier *po verschwindet, so folgt hieraus, class x = 2a der complete Werth einer Wurzel 

sei, allein nur einer einzigen, weil *p'0 von Null verschieden ist. Die iibrigen vier Wurzeln 
miissen erst weiter entwickelt werden. Zur Bestimmung der n'achsten Folgeglieder  dient die 

Gdeichung: 
x'° 4- x ,'i •a'x a~ x 0. 

Sic liefert vier von einandcr und von Null verschiedene Anfangsglieder 

a/' f(-l+V-i)a*,  \{- 1 1 / -3)af, 

und somit ist die vollst'andige Trcnnung aller Wurzeln erfolgt. Die^weitere Entwiekelung erfor- 
dert nur die Auflosung von Gleiehungen des ersten Grades und wird in bekannter Weise 

weitergefiihrt. 

§•  15- 

Die absteigende Entwiekelung von x wurde bisher in ihrer einfachsten Gestalt gezeigt, und 
immer ein Glied nach dem anderen, jedes (lurch ein eigenes und rcgelmassig wiederkehrendes 
Verfahren aufgefunden. Dieses regelm'assige Wicderholen der Substitution nach einem jeden 
einzelnen Folgegliede ist aber nur beim Beginne der Entwiekelung unumganglich nothwendig; 

hat man eine grossere Anzahl von Gliedcrn bereits entwickelt. so kann man aus einem einzigen 
Substitutionsresultatc nicht bios das n'achstfolgende Glied, sondern eine grbssere Anzahl der- 

selben auf einmal finden. Die Anzahl der durch einen einzigen Schritt zu gewinnenden Glieder 

Denkschriftcn der mathem.-naturw. CI. XII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



178 Ignaz   lleger, 

nimmt in einem raschen Verh'altnisse zu, wenn schon ffenuarend viele EntwiekelunffSfflieder 
bekannt sind. Das Verfahren, welches statt eines einzigen Folgegliedes deren mehrere auf Ein- 
mal liefert, ist nicht selir different von dem friiheren. Bekanntlieh hat man zvir Bestimmung 
des Folgegliedes lir+la^r+'i im gewohnlichen Falle, wo die Trennung der Wurzel bewerkstelligt 
ist, die gewonnene Gliedersumme x,. anstatt x in das Gleiehungspolynom P zu substituiren und 
das hochste Glied des dabei erhaltenen Substitutionsresultates *P,. dure]] das hochste Glied des 

aus -      hervorgehenden Substitutionsresultates *P',, zu  dividiren, und  das Zeichen des erhal- 
dx 

tenen Quotienten in das entgegengesetzte zu verwandeln. Es beruht denmaeh die Bestimmum 
des Folgegliedes hr+1a^r+i eigentlieh in der Entwickelung des ersten Gliedes des Quotienten 

Hat man schon eine genugende Anzahl von Gliedern entwickelt, mit andern Worten, 

ist T hinl'anglieh gross, so kann man die Entwickelung dieses Quotienten iibcr das erste Glied 
i'ortsetzen und nach Umstanden cine mchr oder minder srosse Anzahl von Gliedern aus diesem 
einzigen Substitutionsresultate gewinnen, die alio der Wurzel x zukommen. Auf solche Weise 
ist man im Stande, zur bekannten Gliedersumme xr eine andere x' hinzuzufu'gen, die aus s 
(iliedern besteht, und erhalt so durch eine einzige Substitution und geniigend weit fortgesetzte 
Division die Wurzel x in r -j- s Gliedern, wozu sonst s aufeinanderfolgende Substitution en 
erforderlich gewesen waren. Die Anzahl s der durch eineu einzigen solchen Schritt zu gewin- 
nenden Gliedcr steht mit der Anzahl r der friiher bekannten im Zusammenhanare und w'achst 
mit r in einem raschen Verhaltnisse. Es ist dies ein ahnliches Vcrhalten, wie bci demApproxi- 
mationsverfahren fiir numerisqhe Gleichungen: Ist man mit dem Grenzwerthe der Wurzel 
hinlangdieh nahe fferiiekt, so kann man durch tune einzige Division nicht bios eine einzigre, 
sondern eine mehr oder minder bedeutende Anzahl von verl'asslichen Stellen gewinnen. Die dabei 
stattfindende Gesetzmassigkeit wurde zuerst von Fourier griindlich untersucht. Die Ergebnisse 
dieser Untersuchungen sind im zweiten Ruche seines unvollstandig ersehienenen Werkea: 
^Analyse des equations determiners" niedergelegt. Die darauf abzielenden Regeln sind dorfc 
zunachst nur fiir numerisehe Gleichungen entwickelt, allein sic besitzen eine allgemeine Geltung, 
auch fiir Buehstabengleichungen. Wir wollen nun das Stattfindcn der aufgcstellten Behauptun- 

Wir bezeichnen im Folgenden init*p,., *P/, sp/' . . . die Substitutionsresultate, welche fur 

x = x„ aus den Polynomen V. — , —- , . .. hervorgehen und mit Sb-ofr . <6',a^'r , $'' a%"r.... 

Hire hoehstcn von Null vcrschiedenen Gliedcr. Fiigt man nun. zur Gliedersumme xr ein 
n'achstes Entwickelungsglied hr+1a^-+1 oder eine Summe von mehreren solchen: 

h,.^., aS<-+i + . . . X • K+i^'1 
•+2 hr+ta*r+» 

lunzu, so erh'alt man xr+i und xr+s und die diesen Gliedersummen entspreehenden Substitutions- 
resultate und hoehstcn Glicder derselbcn tragen als Unterscheidungszeichen den Index ?• 4-1 
und r 4- s statt r. 

hi der Kegel kann man annehmen, dass die Wurzeln x der Gleichung P = 0 verschieden 

= 0, als auch der ---• = 0. Findet diese Amialime wirklich Statt. 
ax1 sind, sowohl von jenen der 

is 
so wiru eine Wurzel x der Gleichung   P = 0 entweder schon  im  Anfanffsarliede der abstei- 

a'cndcn Entwickelungsfon 
an 

0 und der      • = 0 verschieden ausfallen,  oder •in von tener uer — 
•> <i,- ,/,••-; 

wenigstens in einem spateren Entwickelungsgliede.  Es geht daher aus dieser Annahme her- 
vor, dass bei fortgesetzter Entwickelung von x. also beim Waehscn der Gliederzah] r-j-1, die 
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. [ujfaisungsmetfiode filr algebraische Buchstabengleichungen etc. 170 

Reduction auf Null, welche im Subsritutionsresultate % anfange nur die hochsten Glieder 
spater aber der Reihe naeh die n'achst niedrigeren befallt und in der angegebenen Riehtung 
unaufhaltsam fortsch'reitet, je niehr Entwickelungsglieder zusammengefasst werden, hoi don 
beidcn andcren Substitutionsresultaten *$' und *J>" niclit ins Unbegrenzte fortsehreiteh konne. 
Eine  Reduction  der hochsten Glicder auf Null kann in *$' und *p" nur dann erfolgen, wenn 

dP ,!-/' 
0 odci- —— = 0 zukommf. 

dx« 
das Anfangsglied h0a*° zufalligerwcise aueh einer Wurzel der 

Wenn flalier ffleichwohl dieser seltene Fall stattfinden sollte. so wird dennoch bci fortyesetzter 
Entwickelung von x, sobald man zuni unterscheidenden Entwickelungsgliede anlangt, dieses 
Verschwinden der hochsten Glieder in *£' und *C" ihr Ende erreichen. Ein unbegrenztes Fort- 
schreiten dieser Reductionen auf Null in den hochsten Gliedern von *$' odor ty" wiirde aber 
darauf hinweisen. dass die der Entwickelung unterworfene Wurzel x nicht nur der P = 0 
sondern auch der F = 0 oder der P" = 0 Geniigo leistet. Ein soldier softener Fall wiirde 
aber stets zu einer bedeutenden Yereinfacliung fiihren, denn man kann (lurch Sondcrung des 

gemeinschaftlicben Factors, der in zweien dieser dreiPolynome erscheint, und durchNullsetzen 
desselben die in Entwickelungbegriffene Wurzel aus einer viel einfaclier gebauten Gleichung 
gewinnen, bei der dieser Ausnahmsfall niclit melir stattfindet. Mat alter bei irgend eincm Ent- 
wickelungsgliede die Reduction auf Null in den hochsten Gliedern von $$' und $" ihr Ende 

erreicht, so wird bei dem Hinzufiigen neuer Entwickelungsglieder in dc]\ Anfangsgliedern 
$'a* und SQ"cfr" keine Anderung melir vor sich gehen, weil die neu kinzugefiigten Glieder 
s'ammtlich von niederer Ordnung sind. Wenn also die in Entwickelung stehende Wurzel :/• 

weder der — = 0 noch der—r = 0 Geniigc leistet. so nimmt zwar 2L mit dem Wachsen von r 
dx >!>•- ° 

in's Unbegrenzte ab.   aber 31/   und 21/' erreichen friilier oder spater einen constanten Werth. 
Wir wollen dieselben bezieluuigsweise mit 51/  und 21/' andeuten, womit zuglcich gesagt sein 
soil, dass mit dem Entwickelungsgliede hp a£p die Reduction in *JJ/ und mit dem anderen hqa^i 
jene in *$" ihr Ende erreicht hat.   Allejene 51,.' und 9(,.". deren Index r sowohl j> als q iiber- 

steigt, besitzen die AArerthe 51/ und 21/'. 
1st man zu einem constanten Werthe von 21/ gelangt,  so dient dies bekanntermassen als 

Kennzeichen   dass die vollst'andigc Isolirung der in Entwickelung stehenden Wurzel X von alien 
anderen. welelie noch ausscr dem der Gleichung P=Q zukommen, erfolgt sei, und man erh'alt 

cue ubrigfen Folgef'-lieder (lurch wiederholte Divisionen.  1st namlich r > p,  so  findet man das 

ai if x   folffende  Glied h ,,a^r+1  durch Entwickelung des  hochsten  Gliedes v 0111 Quotient 311 

. Wir len nun aber voraussetzen. r sei noch uberdics grosser oder mindestens gleich 

a. 1st man in der Entwickelung so weit gelangt. so braueht man sich niclit melir mit eincm 

einzigen weiteren Entwickelungsgliede zu begniigen . sondern kann die Division von -- —/ 

auf mehrere Glicder fortsctzen; sic sind allc brauchbare Entwickelungsglieder. 
Um die Wahrheit des Gesagtcn darzuthun, werden wir zeigen.  dass dann die einzelnen 

% Anfangsglieder des entwickelten Quotienren 

ersten Gliedern der Quotienten: 

%• 

der   Reihe   nach   identisch  sind   mit   den 

&•+.- 

so zwar, dass es dem Erfolge nach einerlci ist, ob man die Sumrae von Folgegliedern: 

r+8 = /',^l"'',+ 1    H~    Lj^    +    /'r+:'/^''+:i   +   •   •   +    K+*a*r+' r+ 1 

X" 
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180 Ignaz Jleger. 

auf einmal durcli hinlanglich welt fortgesetzte Division von — — oder einzelnweise auf die 

bekannte Art ableitet. Wir werden dalier tyr+s und ty'r+, fur einen allgenieinen Wertli von s 

construiren und das erste Glied des Quotienten -r^— mit dem (6'+l)sten Entwiekelungsgliede 

von — - zusamnienhalten und untersuchen, fur welclie Wertlie von s cine vollkommene Iden- 

titi&t derselben bestelit und fur welclie nicht. 
Unserer Bezeichnungsweise   gem'ass   bedeutet  x,. die  bekannte   Gliedersunmie,    x'   die 

Summe der naehstfolgenden s Glieder von x, und $Pr+„ ?P',.+S. ty",.+s.. • •.. die fur xr+s — xr + x' 
dP       d2P 

aus den Polynomen P, —-, — , . . . hervorgelienden Substitutionsresultate. Sie sind, aufstei- 

gend nacli Potcnzen von x' geordnet, folgende Ausdriiekc: 

%, , = % + %' X   + i $/' ;r:'2 + jL %'" x" + jl- SJJ/v ^4 +  

r,.+3= w   +   $/"*' + ^  *,IV^ +  
Da vorausgesetztermassen die hochsten von Null verscliiedenen Glieder der Substitutions- 

resultate *P,.; %', *$/', $,.'" die Exponenten 21,., 21/, 21'/, 21'",  tragen,  wahrend a?' vom 
Grade f,.+1 =21,. — 21/ ist; so sind die einzelnen Bestandtheile der Summen in den zweiten 
Theilen dieser Gleichungen Ausdrueke vom Grade: 

%. ay -i- er+1, %,- + 2 Sr+x,*/" + 3 £+»>^IV +4 £•+•  
2i; , 21/' +    c,.+l, 2*/" + 2 £,.+1,2l,,v + 3 e,.+1  

V ,»/" +    c,.+1,2L'v + 2?,.+1,  

und weil 21/ und 21/' fiir alle iiber^» und q liegenden Wertlie von r die Exponenten 21/ und 2Ir" 
vorstcllen sollen, so muss offenbar in der zweiten horizontalen Reihe dieser Gradzahlen 21/, in 
der dritten aber 21/' den grossten Werth besitzen. Da nun die Gradzalilen der crsten Reihe 
sich nur durcli das Ilinzutreten von £r+1 und 2£,.+1 von den darunter stehenden der zweiten und 

dritten Reihe unterscheiden, wodurch das gegenseitige Grossenverhaltniss offenbar nicht gean- 
dert wird und ferner 

21/ = 21/ + £r+1 

ist; so sind in der ersten Reihe die beidcn ersten Gradzalilen gleicli und grosser als alle nach- 
folgenden; nach ihnen ist die dritte 21/' + 2£r+, die n'achst niedrigere ; alle iibrigen aber 
besitzen noch viel kleinere Wertlie. Es bestelit also die Relation: 

(48) % = 21/ -(- £r+1 > 21/' + 2 f,.+1 > 21/" + 3 £r+1 und die iibrigen. 

Nach dieser Relation wird also das  hochste Glied von tyr+s nothwendig aus den beiden 
Bestandtheilen $,. + tyjx' hervorgehen, wahrend die Summe aller iibrigen, namlich: 

(49) \ %" x- + ± %'" ^ + ^l;4 %• x" +  

Nichts dazu beizutragen vermag. Allein zufolge der Wahl von x' erfolgt in einer ge- 
wissen Anzahl von Anfangsgliedern cine Reduction auf Null, so zwar, dass 2t/+a einen unter 

21,.=2i/ + sv+1 liegenden AVerth erlangcu wird. Es kann dalier im Allgenieinen nicht beliauptet 
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Auflosungsmethode far algebraist-he Buchstabengleichungen etc. 181 

verden, dass a'uch 3tr+s 

lann auch gelegentlich mit 31''^ 

9J"    J_ 9 S 

9 * 

ausfallen werde, sondern der Werth dieses Exponenten 
., zusammenfallen oder darunter liegen.  Man wird hier 

zwei Fiille zu unterseheiden haben: jenen, wo der Exponent des hb'chsten von Nul 
denen Gliedes 

(50) 2lr+J>V + 2^ 
ist, und den anderen, wo die entgegengesetzte Relation: 

rersel ne- 

(51) 3U. <*.".+• 2 £H-. 

stattfindet. Gilt das Erstere, so ist aucli unmittelbar ersichtlich, dass das hochste Glied von 
$Pr+0 n'amlieh ^+sa^+* nur aus den zwei Bestandtheilen S$T -\-^rx' hervorgehen tonne und 
dass alio tibrigcn Bestandtlieile (49) niehts dazu beizutragen vermbgen. Findet aber die ent- 
gegengesetzte Relation Statt, so wird >£>r+s «

5tr+s seine constituirenden Elemente auch aus 
4- ?$,'.'x'~ und vielleieht auch aus den iibrigen naehfolgenden Bestandtlieilen ziehen. Die Unter- 
scheidung dieser beiden Falle ist von Wiclitigkeit, weil es davon abh'angen wird, ob das (s + l)ste 

Entwiekelungsglied von —f- nocli mit dem Anfangsgliede —r— iibereinstimmt oder nieht. So 

lange namlieh die Relation (50) erfiillt ist, wird es bei   der Bestimmung des Anfangsgliedes 

von     '      einerlei sein, ob man das erste von Null verschiedene Glied von tyr-f *P', x oder von 
+> '•+> 

$P,.+! der Division durch das erste Glied von 5$r+, oder, was dasselbe ist, durch ^'pa^'p unter- 
wirft, wahrend beim Stattfinden der entgegengesetzten Relation (51) dies nieht mehr im All- 
gemeinen behauptet werden darf, weil auch Glieder von ~ 5$r" x'2 in die Rechnung eingehen. 
Bedenkt man noch iiberdies, dass —($&-f-$P'r x) nach gehoriger Reduction der sich tilgenden 
Glieder eigentlich der s° Partialrest ist, der sich bei der Division (— *$,,):*)3',. ergibt, und aus 
dem das n'achstfolgende * •+- lste Glied gezogen wird, so sieht man allsogleich, dass so lange 
die Relation (50) besteht, die vollkommene Ubereinstimmung zwischen den einzelnen Ent- 

wickeluiigsgliedern von  —- und den Anfangsgliedern der Quotienten: 
«P' 

9-V 
^.•+i <$r+l        %•+$ 

sp'r+a  ' qBV+3 tyr+> 

stattfindet, wahrend bei dem Auftreten der entgegengesetzten Relation (51) eine Verschicden- 
heit in den auf diesen zwei Wegen entnommenen Entwiekelungsgliedern auftaucht. Die beiden 
Relationen (50)   and (51) werden daher die Grenze angeben,   bis zu der die Division  von 

 forto-csetzt werden darf. 

Wir wollen denselben eine andere fiir die praktische Anwendung geoignetere Form 
ertheilen, indem wir beiderseits die Grbsse Wp abziehen. Sie verwandeln sich dadurch, wenn 
man noch iiberdies dem letzten verlassliclien Gliede den Index r -\- $, dem darauffolgenden 
unverlasslichen aber den Index r -j- s -j- 1 ertheilt, in: 

2(,.+s_1 — Wp>%"— %'+2£r+i 

5tr+a    — 2L'< 2i; —9i;+2fP+J 

oder,   da die Differenzen 3lr+v — 31'    und   2tH 31',,  eben   die  Exponenten Sr'-i-,~i  und £r_ 
angeben in: 

(52) 

(53) •»r+s+l 21 '4- ' 
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182 Jgnaz Hege'i 

Es ergibt sieh daraus folgende einfachc Regel: 1st man bei der abstoigend en 
Entwickelung einer Wurzel x zu eincr Gliedersumme xr gclangt, fiir welche 
sowohl im S ubsti t utionsr esultate $', als aueh im $J$" cine Reduction dor 
hoehsten Glieder auf Null nieht mcbr crfolgt, und die Gradzahlen 9C and 
W daher constante Wcrthe %'p und 31/ erlangt haben: sokannman mehrere 
Entwickelungsgliede r von X aufEinmal erhalten, indem man die Division 

von — --'-auf mehrere Glieder fortsetzt. Zur genau en Angabe der Grenze, 

wie weit diese Division fortgesetzt werden darf, dient der Zahlwerth von: 

31/' — % + 2 £,.+ , == 2 % — 3 %,' + 9I7" 

und alio Entw ickelungsglicd er des Quotienten - -57-7, deren Exponcnten £ iiber 

diesem Grenzwerthe liegen, sin d vcrl'asslieh. Man hat daher die Entwickelung 

des Q no ti entcn - - — fortzusetzenausschhesslieh bis z 11 j cue m Gliede, (lessen 

f unter 29I„ — 3 %'p + 3T2 fa lit. 
Wir wollen nun noeh versuchen, ein klares Bild davon zu entwerfen, in welehem rasehen 

Verh'altnisse die Anzahl s der verlasslichen Glieder mit dera Wachsen von r zunimmt. Aus den 
Relationen (48) 1'asst sich unmittelbar die folgende andere ableiten: 

und aus diescr folgt: 
91/ - - Ts > c„ +1 

31'/ - 91/  4- 2 Sr+y < C,+ 1 

Da die Relationen (48) fiir jedes r gclten, das der grb'sseren der beiden Zahlen /> und y 
gleichkommt oder dieselbe iibersteigt, so wird aueh diese Relation fiir solche r gelten. Man 
sieht hieraus unmittelbar, wie sehon von frilber her bckannt ist, dass man hnmcr mindestens 
Ein (Hied entwickeln diirfe. 1st man aber in der Entwickelung weiter fortgerilckt, so wird nicht 

nur ?,,+1, sondern aueh cine Rcihc darauffol gender Exponente'n $,.+., , c,.+:!, • • . c,.+., grosser 
ausfallen, als 91,/' — 91/ + 2£r+1. Wir wollen es an einem Beispiele zeigen: Gesetzt gr+l = 0 
und. 9i; — 91/' = 1, so folgt: 91/ — 91/ + 2 £,+] == — 1. Man darf also die Entwickelung von 

—• —- fortsetzen bis exclusive zu einem Gliede mit dem Exponenten — 1 oder einem kleineren. 
'Pr' 

AV'aren die c sammtlich ganze Zahlen,  so konnte man nur ein einziges Glied, namlich das 

k +1 erii altcn.   Der n'achste Sehritt   besteht in der Entwickelung des Quotienten 

$', +1 
Fiir diescn Fall ist also der Grenzwerth 9t,/' — 91/ -f - 6r+s = — 3 ; man wird ai so sehon 

zwei Glieder: hr+2a^r+'i + K+sa  +B = K+ia~ 
sc hon deren vier   auf einmal: der Grenzwerth 9l„" — 9l„ 

A,..." 2 srewinnen. Der nachste Sehritt liefert 
— 7 zeifi't namlich   an. 

dass man die Division von 

" *r+i 

bis   zur   Potenz inclusive fortsetzen   diirfe: u.  s.  w. 

Im folarenden Schema sind die bei iedem Sehritte grewmnDaren ba Gliedern ersiehtlich : 

0) 
1) 

4) 

+1 

 K+^ lir+.. a 

') K -M' 

K+R a 7 + hr+9 a + K+%0 a~ 

hr+1 a 

K+na + K+ita' r+13 '*+*> + 11 
1 + ^,+ 15' 
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Aujldsungsmetkode fur algebraiscke Buckstabengleichungen etc 183 

Man siclit an diesem Beispiele, class bei fortgesetzter Entwickelung mit jcdem Schritte 
die Anzahl der auf einmal gcwinnbaren Gliedcr in einem raschen Verhaltnisse steigt. Die hier 

erwiesene Gesetzmassigkeit ist genau diesclbe, wie jene fur die Zunahme der verlasslichen 
Deeimalstellen bei numerisehen Gleiehungen. Wir werden auch in einer nachfolgenden Ab- 
handlung Gelegenlieit finden, dicse Gesetzmassigkeit aus den von Fourier crorterten Eigen- 
schaften der linearen Approximation abzuleifen. 

Eine ahnliehe EigenthiimlieLkeit lasst sich auch fiir jeneFalle nachweisen, wo zur Bestim- 
mung der Folgeglieder die Auflosung von Gleiehungen des zweiten oder noch hoherer 
Grade erfordert werden; auch in diesen Fallen kann man aus einer Partialgleiehung hohcren 
Grades bisweilen mehrere Glieder aufEinmal gewinnen, und es gelten hier die von Fourier 
fiir die Approximationsmethoden der zweiten, dritten und hohcren Ordnung aufgestellten 
Satze. Wir tibergehen aber ihre Auseinanclersetzung, well sie uns von unserem Ziele zu weit 
abzielien wiirde und weil man immer im Stande ist, auf die lineare Approximationsmetliode 
iiberzugehen, die, wenn sie auch einen geringeren Grad von Convergenz besitzt, als die iibrigen, 
denn doeh unter alien bei weiteni die einfaehsten Rechnungen nut sich fiihrt. 

Wir wollen noch schliesslich die Anwendung der oben entwickelten Kegel an einem Bei- 
spiele zeigen. l.Iiezu eignct sich ganz gut die bereits friiher im §.14 sub (45) aufgestellte 
Gleiehune', deren Wurzeln Glied fiir Gdiod entwickelt wurden. Fassen wir also diesclbe 
und zwar die mit dem Anfangsgliede x0 = a3 beginnende Wurzel in's Auge. Die diesem 
Anfangsgliede entsprcehenden Substitutionsresultate sind sub (46) aufgefuhrt und zugleich zeigt 
der Gang der Rechnung, dass weder in *P'0 noch $P"0 eine Reduction der hochsten Glieder 
auf Null erfolgt sei, dass demnach das Anfangsglicd a3 weder einer Wurzel der Gleiehung 

— =0  noch  der — = 0   entspreche.     Die   Grundbcdingunq-   fiir   die   Anwendbarkeit   der 
doe dot? L &      to 

eben friiher auseinandergesetzten Kegel ist demnach hier erfiillt. Man hat namentlich 3t0 == 19, 

9C,, = 17,    31" =14,   und   demnach:   25Cr — 3 ST. + 9T. = 4-1.   Der Quotient: - 

3 cr und sonach die Wurzel in ihren zwei ersten Ent- 

$0 
-», T ** -/= "I" l- 1,er Vuwjenr: - - ^ 

sonach bis exclusive dem mit der ersten Potenz von a versehenen Gliedc fortgesetzt werden 

Dies licfert ein einzelnes Folgeglied : 
wickelungsgliedcrn: x = a 
von dem friihercn Verfahren bemerkbar. Allein bei dem n'achstcn Schritte tritt sie bereits auf. 
Die demWurzelbestandtheile x1 = a8—3 cr entsprechendenSubstitutionsresultate sind sub (47) 
ersiehtlich. Es ist hier 91] = 17. wahrend 91',, und 2l"s ihre friiheren Wcrthe behalten, und sonach 

6 cr -+- .... genau so, wie m § S. 14. Bisher ist keine Verschiedenheit 

2 31 — o die Grenze bis zu welcl ciier die Di lvision: ¥ 3 SM'   4- 21" _ 

arf. Man wird daher ty, und ^3', in ihren drei ersten Grliedern nehmen: 

fortgesetzt   werden 

sp1==8a17-   -110 a" + 589 a15 

und nun den Quotienten: 

%' = 2a» 

SPj —S.r/I7    !-   1 Ill.ft"' — 5S9.«l.r' 

*p7/ ~~ ->.a<~--   25. a1G i- 1 16. '>,:' 

in so vielen Anfangsgliedern entwickeln, bis man zu dem mit a~3 oder mit einer uoch niedri- 
geren Potenz von a versehenen Gliedc gelangen wiirde: dort brichi man die Division ab. 

Man findet solchergestalt: 

4 + 
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und foiglieh: 

Tgnaz Ileger. 

x = di — 3 a2 — 4 -f- 5 a  '. 

Dieser Werth stimmt init dem in §. 14 gefundenen vollkommen iiberein . und ist hier zufallig 
die vollst'andige Wurzel. Diese letzte Operation liefcrte also schon mehr als ein einziges (Hied 
und zwar deren zwei oder, wenn man will, deren drei. 

Dieses Beispiel diirfte vollkommen hinreiehcn, um von dem Nutzen der erwahnten Regel 
ein deutlichesBild zu geben. Auffalliger noeh wird dies aber bei den-sp'ateren Entwickelungs- 

eliedern. 

E n t wick clung der Wurzeln  einer Gleichung in cine   nach  aufsteigenden   Potenzen   von 
a — a ffeovdnetc Rcihe. 

§•  16- 

Hier findet sicli das Problem behandelt, die Wurzeln x einer Gleichung: P—0, welche 
zwei Buchstabengrosssen x und a cnth'alt, nach aufsteigenden Potenzen von a — a in eine 
Reihe zu entwickeln. Wir setzen hier gleiclifalls P als ein Polynom, und die Glieder dieses 
Polynoms von der Form II a" xx voraus. x bedeutet die unbekannte und abh'angigc, a die unab- 
h'angige Buchstabengrosse, a aber einen beliebigen abcr bestimmten Zahlwerth. Die Functions- 

form, die wir hier wahlen, ist gleiclifalls eine sehr gcbraucliliche, da eine jede Function sich 
in dieser Form geben lasst. In dieser Gestalt sucht man vermittelst der bekannten Opcrationen 
des Dividirens und des Wurzelausziehens die Auflosungen der Gleichungen des ersten 
und der binomischen hoheren Grades und es ware demnach schon durch diesen Umstand 
dieses Problem gerechtfertigt, wenn man gleichwohl keinen anderen Grund hiezu auffinden 

konnte als den, dass es wunschenswerth sei, fiir beliebig gestaltete hiihere Gleichungen ein zu 
diesem Zweckc dicnendes Yerfahrcn zu besitzen, gleichsam als eine Verallgemeinerung der 

zum Dividiren und Wurzelziehen dienenden Rogeln. Allein so wie die absteigencle Entwicke- 
lung der Wurzeln einen hoheren Zweck erreicht, n'amlich den, das Verhalten fiir sehr grosse 

AVerthe von a anzugeben, und mit der Asymptotenbestimmung fiir ebene Curven, die imBereiche 
a= ± OQ liegen, in enger Verbindung steht; eben so werden wir von dieserEntwickelungsform 
mancherlei Nutzen ziehen: Wir werden durch sic namlich alle Nenner, alle Factoren und 
endlich alle Wurzelgrb'ssen erfahrcn, die in der Gentige leistenden Function x erschcinen ; 
in die Sprache der Geometrie tibersetzt: wir werden die Asymptoten im Bereiche der end- 

lichen Werthe dor Abscisse 

kennen lerncn. 

, so wie audi andcre cigenthiimliclie Punkte der eben en Curve 

Wir suchen also x in folgender Form: 

(51) x = h0(a—af« + hx (a—a)''1 -f- k,(a—<z);=+ . . , . -f hr(a—af 

wo c0, f,, c2  zr dann h0, hi: h2,  h,. bestimmte, bisher noch unbekannte Zahlwerthe 
bedeuten, r aber eine in der Kegel unendlich grosse Zahl vorstellt, und nur selten einen endlichen 
Werth besitzt. Diese Reihe muss namlich in der Regel als eine uncndliche Eeihc voraus- 
gesetzt werden, denn nur in Form einer unendlichen Rcihe sind die Functionen allgemein 
darstellbar, und nur durch eine unendlich grosse Anzahl von Gliedern wird man das Gleichungs- 
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Auflosungsmethode fur algebraische Buclistabengleichungen etc. <Sa 

polynom auf Null bringen, oder besser gesagt diesem Nullwerthe beliebig weit n'ahern konnen 
Zwischen den hier ersehcinenden Exponenten wird folgende Relation vorausgesetzt: 

(55) S><6<6<  
Nur durch diese Relation unterscheidet sicli unser gegeiiwartiges Problem von dem vor- 

hergehenden; in allem iibrigen berrsebt die grosste Ahnlichkeit. In der That verwandeln wir 
audi hier, so vie dort, die Natur der Aufgabe; denn es handelt sicli jetzt nieht mehr am die 
Angabe einer Function von «,  die, anstatt x gesetzt, P identisch in Null verwandelt, sondern 
nur urn die Bestimmung  der Zahlwerthe  der  mit £0,   c,, .... und h0, A,, ....  bezeiehneten 
Grossen. An die Stelle der Buchstabengleichung ist somit ein System von Zahlcngleiehungen 
getretcn. Der Gang der Untersuchungen wird die grosste Ubereinstimmung mit den friiher 
eingeleiteten beobaehten und wir werden una desshalb kiirzer fassen konnen, weil wir nur jene 
Versehiedenheiten und Abweichungen von dem friiher Gesagten umst'andlicher zu besprechen 
brauehen,   welche   durch   die   nun  entgegengesetzt   angenommene   Relation   zwisclien   den 
Exponenten B, herbeigefuhrt werden. Wir werden audi die nach aufsteigenden Potenzen geord- 

nete Entwickelung von x nicht fiir a — a, sondern nur fur a zeigen, ohne  desshalb unsere 
Untersuchungen nur auf den speciellen Fall a = 0 zu beschr'anken;   es  ist  vielmehr  leicht 
ersichtlich, wie diese fiir a geltende Entwickelungsmethode audi auf beliebige andere Grossen 
a — a   ausgedehnt   werden   kb'nne,   weil   durch die   einfachc   Substitution:   a = o — a,   also 
a= a -)- a das Polynom Pin ein anderes verwandelt werden kann, welches statt dcr Buchstaben- 

grossen x und a. die anderen x und a enthalt. Entwickelt man nun x aufsteigcnd nach a, so hat 

man   offenbar  die   verlangte Entwickelungsweise von x aufsteigend  nach   a — a.  Bei einer 
soichen  Substitution  andert  wohl  allerdings   das   Gleichungspolynom P seine Gestalt, weil 
es jetzt, statt cine Summe von Gliedern Ha? xx darzustellen, vielmehr Giieder von der folgenden 
andere]) Form: 7/(a + af xs besitzt, und nur,  wenn  alio Exponenten a in den verschiedcnen 
Gliedern ganze und positive Zahlwerthe besitzen, wird (a + a)" entwickelt ein geschlossenes 
Polynom   sein,   und  demnach   das  neuc  Gleichungspolynom  in seiner entwickelten   Gestalt 
gleichfalls cine  Summe einer cndlichen Anzabl von Gliedern von der friiheren Form 77aaa-r 

darstellen; fiir alio jene Fallo aber, wo ein einzigcs imPolynome P erscheinendes a negativ oder 
gebrochen ausfallt, lasst sich diese cntwickelte Form (a + a)" nicht anwenden, sondern man muss 
es bei dieser unentwickelten Form bewenden lassen. Dies soil jedoch keincswegs ein llinderniss 
abgebcn, weil audi fiir solche Gleichungen dieseMethode mit Erfolg angewendet werden kann; 
ja sie besitzt audi dann noch ihre Wirksamkeit, wenn im Gleicliungspolynome Wurzelgrossen 

erscheinen, welche untftr den Wurzclzeichen eine Summe von Gliedern IIa?xx besitzen.   Wir 
erwahnen diese verschiedcnen Falle, auf welche sich die Wirksamkeit der folgenden Methode 
ausdehnt, keineswegs in der Absicht, sie in dieser verallgemeinerten Gestalt zu geben 5 sondern 
im Gegentheile, urn sie jetzt nur fiir den einfachsten Fall vorfiihrcn zu konnen, ohne dadurch 
bei dem Lescr die Meinung hervorzurufen, diese Beschriinkung sci eine nothwendige,  in  der 

Natur der Methode begriindete. Wir werden also zun'achst cine Gleichung P = 0 mit Gliedern 
von der Form Ha*x* vornehmen, und uns die Aufgabe stellen, x nach aufsteigenden Potenzen 
von a zu entwickeln. Wenn wir das biezu dienliche Verfahren werden abgeleitet haben, wird es 
leicht sein, zu zeigen, wie sie sich auch zur Entwickelung derWurzehi x in eine Reihe nach auf- 

steigenden Potenzen einer anderen Grosse von der Form a — a modificiren lasse; ja wir wiirden 
dann  a\ich jene Gleichungen  in   das Gebiet   unserer Betrachtungen ziehen konnen,  die  kein 

Benkschriften der mathem.-naturw. CI. XII. lid. Abhandl. von Nichtmitgl. J 
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186 Ignaz  Heger. 

Gleichungspolynom mit Gliedern llaa x* melir cnthalten, sondern wo Wurzelgrossen erscheinen, 
die unter den Wurzelzeichen eine Summe von solchen Gliedern llcfx* besitzen. 

Das Problem, welches wir uns stellen, ist folgendes: Es ist eine Gleichung P = 0 gegeben, 
deren erster Theil eine Summe von Gliedern von der Form PIaaxx ist: man soil die Geniige 
leistenden Functionen x in eine Reihe entwiekeln, geordnet nach aufsteigenden Potenzen von a. 
Wir setzen hier x in der Form voraus: 

(56) x = h0 a
e« -f hx ah -f h2 a

h + ..... 

und es sollen nun die Werthe von  c05 ?i > c2- • • • • dann  von k0, />.,, li.,, 
Zwischen dem Exponenten £ wird die Relation: 

angegeben werden. 

SllKl gewissen Bedingungen  entspreehend vorausgesetzt. Die Werthe c„, ?,, 
zu wahlen. 

Diese Bedingungen werden wir durch die unmittelbare Substitution der fiir x angenommenen 
Reihe (56) in das Gleichungspolynom P ableiten. Bei diescr Substitution verwandclt sich das 
Gleichungspolynom P in einen gleichfalls aufstcigejid nach a geordneten Ausdruck, der dem 
Ausspruche der Gleichung P= 0 zufolge identisch Null sein soil. Man hat demnacb diese mit 
c und h bezeicbneten Grossen so zu wahlen, dass jede einzelne Potenz von a in dem Substi- 
tutionsresultate mit dem Coefficienten Null versehen erscheint, und wird auf soldie Wcise eine 
geniigende Anzahl von Bedingungen erhalten, um diese noch unbestimmt gelassenen Grossen 
£ und h der einzelnen Glieder der Entwicke'lung ihrenZahlwerthen nach zweckentsprechend zu 
bestimmen. Wir wissen andererseits, dass alle bekannten Functionen von a sich nach aufsteigen- 

den Potenzen von a mittelst dor Taylor'schenPeihe entwickeln lassen, wonn dieselben und alle 
ihre Differentialquotienten fiir a sfatig und endlich bleiben, und werden daher unter diesen 
Bedingungen gleichfalls die Wurzei x in Form einer solchen Reihe: 

(5 7) x = h0 + /ij « + h2 cir -j-  

erhalten. Eine Ausnahme hievon findet Statt, wenn die Wurzei x od'er einer ihrcr Differential- 

quotienten fiir a unendlich oder   unst'atig   wird ,  wenn  z. B. x den Nenner 
d.v        dx1 

da        da'    ' 
besitzt, oder aber in sich die Wurzelgrosse Va schliesst, dcnn dann wiirde an die Stelle dieser 
Reihe mit den ganzen und positiven Werthen ?o = 0 ^ = 1, $2 = 2, cine andcrc zu tretcn 
haben, die negative oder gebrochcne f aufweist. Wir sehen also in dieser aufsteigenden Ent- 
wickelungsweise von x zugleich ein Mittel, die in x erscheinenden Factoren, Divisoren und 
Wurzelgrossen a zu erkennen. Wir legen hier aber keincswegs die Form (57) unseren Rech- 
nungen zu Grunde, da sic gelegentlich, fiir die erwahnten Ausnahmsfalle niclit geeignet ist, 
x darzustellen, sondern beniitzen die allgcmeinere, stets giltige Form (56) mit noch unbestimmt 

gelassenen Exponenten if. Die nun folgenden Untersuohungeu. welche, wie schon erwahnt wurde, 
mit den bei der absteigenden Entwickelungsweise von x eingeleiteten die grosste Ubereinstim- 
mung zeigen, zerfallen gleichfalls in zwei Abtheilungen: Die erste hat die Bestimrnung des 
Anfangsgliedes h0a^°, die zweito die der Folgeglieder zum Gegenstandc. Aueh hier erweist sich 
eine Abtheilung der Untersuchungen in zwei Thcile als eine nattirliche, denn die Bestimrnung 
des Anfangsgliedes h0a*° bewirkt hier gleichfalls in der Regel die Trennung der Wurzeln, so 
zwar dass durch dasselbe jede einzelne Wurzei vollkommen genau bezeichnct, und von alien 
iibrigen vollig isolirt erscheint.   Die Bestimrnung der Folgeglieder bezieht sich  daher in der 
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Auflosungamethode fur algebraische Buclistabengleichungen etc. 187 

Eegel audi nur auf erne   einzige solehe isolirte Wurzel, und   stellt  die  weitere Approxima- 
tion vor. 

I. Bestimmung der Anfangsglieder. 

§•   17- 

Wir substituiren in das Gleichungspolynom P anstatt x eine aufsteigend geordnete Beihe 
(56), deren Anfangsglied h0a^> ist. Der Gang einer solchen Substitution wurde bereits genau 

beleuchtet. Hier wo statt x eine aufsteigend geordnete Reihe gesetzt wird, tritt die einzige 
Verschiedenlieit gegen friiher auf, dass die Substitutionsresultate gleichfalls aufsteigend nach 
a geordnet erscbeinen werden. Diese Substitution lasst sicb bier bei nocb unbestimmt gelassenen 

Werthen des Exponcnten c0 nur in den einzelnen Gliedern IIaa x* ausfiibren, wenn man sieb 
mit dem Anfangsgliede begniigt. Jedes einzclne Glied IIa" xx liefert n'amlich einen Ausdruck, 
der nach. aufsteigenden Potenzen von a geordnet ist und dessen erstes, mit der niedrigston 

Potenz von a versehenes Glied die Form: IIh0
xaa+ *fo besitzt. Summirt man alle diese ver- 

schiedenen, fiir die einzelnen Glicder des Gleichungspolynoms abgeleiteten Ausdriicke, so 
entstebt das vollst'andige Substitutionsresultat $J3. Das Anfangsglied desselben kann nur aus 
einer Gruppe von Gliedern entstehen, die die Form IIh0

taa+^o besitzen und deren jedes 
einem gewissen Gliede des Gleichungspolynoms P entspriebt. Man hat n'amlich die Grad- 
zahlen, welcbe die Form a+£Co besitzen, in Vergleichung zu bringen, und unter ihnen 
die kleinste zu erwablen. Das mit dieser kleinsten Gradzabl a -f- %^0 versebene Glied Hh^a^+^° 
ist zuglcieh das Anfangsglied des Substitutionsresultates *p. Dieses Aufsuchen der kleinsten 
Gradzabl a4-r?0 kann nur gesclieben, wenn £0 einen bestimmten Zahlwerth besitzt. 
Allein hier handelt es sicb. um eine andere Untersuchung. Der Erfolg einer solchen Ver- 
gleichung der Gradzahlen a -f r £0, kann verschieden ausfallen, je nach dem dem £0 ertheilten 
Zahlwerthe; es sind namentlich zwei Falle moglich: entweder findet sich unter der Gruppe dieser 

Gradzahlen a -f-. X £o eme einzige mit dem kleinsten Werthe verschene, w'ahrend alle iibrigen 
grossere Werthe besitzen: odor der kleinste Werth kommt zweien oder mehreren derselbon 

gemeinschaftlich zu. Diejenigen Werthe von £0, welcbe den zuerst erwahntcn Fall herbeifiihren, 
bewirken, dass ein einziges Glied IIaaxx des Gleichungspolynoms einen mit der niedrigsten 
Potenz von a beginnenden Ausdruck liefert, wahrend die aus alien iibrigen Gliedern hervorge- 
benden Ausdriicke nur hohere Potenzen von a enthalten. Bei derSummirung dieser Ausdriicke 
wird dieses mit der niedrigsten Potenz von a versehene Glied daher vereinzelt stehen, sich 
mit keinem anderen verbinden lassen und zugleich das erste Glied des Substitutionsresultates 

$P darstellen. Fiir solehe Werthe von c„ ist folglich das erste Glied des Substitutionsresultates 
von der Form : 

'58] Ilk X Q*+X SO 

aus   einem   einzigen   Gliede   des sein Coefficient Hh0
x ein eintheiliger Ausdruck, weil es 

Gleichungspolynoms hervorgeht, und stets von Null verschieden, so lange dem h0 ein von Null 
verschiedener Werth ertheilt wird. Diese sind daher keine geeigneten Zahlwerthe fiir |0, weil 

sie ein Nullwerden des Coefficienten im ersten Gliede des Substitutionsresultates unmoglich 
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188 Ignaz Ileger. 

tungegen, welche zwei  oder melirere gleiclie und kleinste maclien. Jenen Werthen von £ 

Gradzahlen a -f r^0 aufweisen, entsprechen eben so viele Glieder des Gleiehungspolynomes, 
welche einen mit dieser niedrigsten Potenz von a beginnenden Ausdruck und daher auch zu 
dem ersten Gliede des Substitutionsresultates einen Bestandtlieil liefern. Alle diese Bestand- 
theile besitzen die Form (58) und reduciren sich bei dor Summirung der Ausdriicke auf 
ein Glied, welches a in der niedrigsten Potenz und einen Coe'fficienten in Gestalt einer Summe 
von Gliedern If k besitzt und in folgender Form erseheint: 

rj0 bezeichnet liier diesen kleinsten Werth, der zweien oder melireren Gradzahlen a -j- x$o eigen 
ist, und das Summenzeichen 2' bezieht sich auf gewisse Combinationen, der Werthe IT, x, ft, 

welche jenen kleinsten Gradzahlen sy0 = ft -f-JJfo zugehoren. Hiemit sind also alle zur Bestim- 
mung von c0 and h0 dicncndcn Bedingungen bekannt: £0 ist n'amlich so zu wahlen, dass 

zwei o d e r m e h r e r e G r a d z a h 1 e n a -f- x c„ g 1 o i c h u n d a m k 1 e i n s t e n a u s fa 11 c n. Ist £0 

bekannt und sind hiemit auch jene Glieder IIa*xx des Gleichungspolynoms P bezeichnet, 
welchen diese kleinsten "Werthe von a-f rc0 entsprechen; so lasst sich aus ihrer Summe 
2[Ha<txx] die andere I[Uhr] (lurch a = 1, x = h Setzon ableiten, und S[Hh'] = 0 ist die 
Bestimmungsgl eich ting fur h0. 

Wir sehen hieraus, dass das gegenwartige Problem eine grosse Ubereinstimmung mit dem 
fru'her behandclten ausweise. Hier kommt es gleichfalls auf die Ableitung und Vergleichung 

der linearen Functionen a + lc0 an, derselben, die fiir die absteigende Entwickelung von x in 
Betrachtung kamen. 1st f„ bestimmt so ist die Bestimmungsgleichung fiir h0 namiich: 

von einer'ahnlichen Gestalt, wie die bei der absteigenden Entwickelung aufgestellte. Der einzige 

Unterschicd besteht darin, dass c0 so zu wahlen ist, dass zwei oder melirere dieser linearen 

Functionen jetzt gleich und am kleinsten ausfallen, wahrend friiher jene f0 in Betrachtung 
kamen, die zweien oder melireren Functionen gleiche und grosste Werthe ertheilen. Man hat 

also auch hier die einem einzelncn Gliede Ha'^x* des Gleichungspolynomes P entsprechende 
lineare Function a -f- rf() zu bilden, und dieselben einer eigenen Untersuchung zu unterwerfen. 
Der Gang dieser Untersuchung wird sich, obwohl von dem fur die absteigende Entwickelung 

gelehrtcn verschieden, ohne bedeutende Schwicrigkeit angeben lassen. 
Wenden wir una zucrst zu der geometrischen Construction, so ergibt sich den einzelnen 

linearen Functionen a 4- Xs entsprechend das bekannte System von geraden Linien. Dieses 
System ist genau das friihere, nnr handelt es sich jetzt um andere Durchschnittspunkte als 

damals. Gleiclrwio friiher fiir dieses System ein unendliches Polynom aufgefunden wurde, 
welches in sich alle oberhalb der Linien des Systems liegenden Punkte vereinigt, eben so 
besteht hier ein solches unendlicho Polygon, welches unterhalb aller verzeielmeten Geraden 
liegt, und in sich alio jene Punkte einschlicsst, deren Ordinaten rj klcincr sind als sammtliche 
correspondirende TJ der Geraden. Dieses nach unten gelegene Polygon ist nur nach oben zu 
begrenzt, nach alien anderen Kichtungen unbegrenzt. Die Bcgrenzung desselben bilden gewisse 

Stiicke der geraden Linien im Systenie, und diese setzen sich zu einer gebrochenen Linie 
zusammen. Die Eckpunkte dieses Polygons oder dieser gebrochenen Linie sind es, welche 
die Werthe von £0 liefern und um deren Bestimmung es sich eigentlich handelt. Dieses Polygon 
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besitzt gleichfalls nur auswarts springende Ecken, und die gebroeliene Begrenzungslinie des- 

selben ist dalier in demselben Shine nach aufw'arts zu convex, wie die bei der absteigenden 
Entwickelung von x betrachtete concav war. Die cinzelnen Stiieke dieser gebrocheneii Linie 
folgen daher in der Kichtung von £0 = 4- oo nach c0 =— oo in aufsteigende r Beihenfolge 
nach der Grosse von r, also audi nach der Grosse des mit der positiven Halbaxe des £0 einge- 

schlossenen Winkels geordnet, so zwar, dass das am meisten rechts gelegene Anfangsstiick 
derjenigen Geraden angehort, welche mit der Abscissenaxe den kleinsten Winkel einschliesst, 

dem also die mit dem kleinsten r versehene lineare Function a + jc|0 entsprieht. Auf dieses 
Anfangsstiick folgen die iibrigen Stiieke in derjenigen Weise geordnet, wie es der Werth von 
X vorsclireibt, der in den entsprechenden linearen Functionen a + r£0 ersclieint. Das nach links 
zu beiindliche Endstiiek ist der mit dem grossten r versehenen linearen Function a + rc0 

angehorig. Von dieser Anordnungsweise kann man sich in dem sehon einmal beniitzten Bei- 
spielc: 

(59) (a 4- 1) x* 4- xs 4- (a2 — 1) x1 — (a2 — 2 a) x 4- a2 — a = 0 

(lessen System von Linien in Fig. 1 dargestellt ist, iiberzeugen. Der von dicsem Systeme von 
Linien begrenzte, unterhalb gelegene Theil der Ebene besitzt die gebroeliene Linie iDCb als 
Begrenzungslinie. iD ist das am meisten nach rechts gelegene Stuck desselben, an dieses reiht 
sieh das Stuck DC, und hieraii wieder das Stiick Gb\ die ihnen entsprechenden r besitzen die; 
Werthe: 0, 2, 4 und erweisen sich daher, wie fruiter bemerkt wurde, aufsteigend nach ihrer 
Grosse geordnet. Flier sind die Eckpunkte G und D von Belang, sie liefcrn die zwei Werthe 

£0=0 und £0=-i~5 woraus wir scliliessen, dass die Geniige leistenden Werthe x, nach aufstcigen- 
<len Potenzen von a entwickelt, mit einem Gliede beginnen, welches entwedcr die Form kQ oder 
die andere k0ai besitzt. Fur jeden dieser Werthe von c„ besteht eine eigene Bestimmungs- 
g-leichunff, welche die zugehorigen Werthe des Cocfficienten h0 liefert. Diese leitet sich fiir 
fll==() ab aus denjenigen (dicdern des Gleichungspolynomes, welche durch die im Punkte C 
sich schneidenden Linien bezeichnet werden. Sie sind: 

und liefern die Gleichung: 

(60) 

.-r1    ,    xa 

hi + k3 — hs=0. 

Diese Gleichung liefert zuerst k = 0 entspreehend dem darin erscheinenden Factor A2 und 

dann noch die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

ll' 4- h— 1  =0 
die die Werthe: 

K = i (— 1 ± Vh) 

liefert. Wir gelangen so zu dem Resultate. dass zwei Aufliosungen x aufsteigend nach a ent- 

wickelt die Anfangsglieder: 

x0 = -2 (—1+1/5) 

x0 = I(—1—1/5) 

besitzen,   wahrend  noch  zwei andere bestehen,   die   mit   einer   hoheren Potenz   von a   als a" 

beginnen. Diese zwei anderen Auflosungen sind durch den in der Bestimmungsgleichung (60) 
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190 Ignaz IIeg er. 

erscheinenden Factor A2 angedeutet, dem zwei gleiche Nullwurzeln entspreclien. Hire Ant'angs- 

glieder sind mit ab verselien. Nehmen wir das ilmen entsprecliende £0=4~ V01% s0 linden wir 
durcli den zugehorigen Punkt D in der Zeichnung nur die Glieder: 

•x •a 

bezeiehnet, und erlialten hierau's die Bestimmungsgleicliung: 

— k2 — 1 = 0 

welche zwei Werthe fiir h liefert, namlich : 

h0 = Y—l     ,     h0 = — V~T 

und so sind audi die Anfangsglieder dieser zwei Auflosungcn, n'amlicl 

XQ       ? JC(\ 

ermittelt. Wir ersehen hieraus, dass die Gleichung (59) vier Auflosungen besitzt, welchen, nacli 
aufsteigenden Potenzen von a entwickelt, die Anfangsglieder: 

x0 = ~(—1 + ^6)  , x0 = ±(—l — VT)  ,  x0 = Y— x0 — \ •a 

zukommen. 

Wirhabenbei derabsteigendenEntwickelungvonx uns von dergeometriscben Construction 
befreit, und an Hire Stelle cine einfaclie analytische Kegel treten lassen. Ein Gleiches wird aueh 

bier moglieh und zweckdienlich sein. Dort haben wir namlich die Gleichung nach Potenzen 
von x absteigend geordnet und die mit denselben Potenzen verkniipften Glieder zusam- 
mengefasst, xx als Factor gesondert und die damit multiplicirten Ha? in ein Polynom 

zusammengefasst, in Klammern eingeschlossen und absteigend nach a geordnet, so dass das 
Gleiehungspolynom P die Gestalt erlangte, wie sic in diesem Beispiele (59) ersichtlich ist. Auf 
gleiche Weise kann man aueh bier vorgehen, nur mit dem Unterschiede, dass es dann zweck- 
dienlich erscheint, die mit den Potenzen von x multiplicirten Polynome, bestehend aus einer 
Summe von Gliedern Ha?, aufsteigend zu ordnen, also der Gleichung die Gestalt: 

(61) (l _|_ a) x" + x\ + (— 1 + a?) x* -f (2 a — a2) x — a + a2 

zu ertheilen. Nun leitet man, wie dort, cine Beihe von Untersuchungen ein, die mit dem ersten 
Gliede a?4 beginnen, und dann, durch den Gang der Untersuchungen von selbst geleitet, zu den 

spateren Gliedern iiberspringen. Man bilde daher die Quoticnten:    J o       i       i 

I 2 3 4 
Die Z'ahler dieser Briiche sind aus den Exponenten: 0 0 0 1 1,   welche der niedrigsten 

Potenz von a in den verschiedenen mit x multiplicirten Ausdriicken angehoren,  durch Sub- 

gegen- traetion des ersten von alien folgenden abgeleitet, die Nenner aber stellen die im ent 
gesetzten Sinne genommencn Differenzen der Exponenten von x, namlich von: 4 3 2 10 
vor. Diese Quotienten geben die £ der Durchschnittspunkte, welche die Linien rj6 = 0 -\- 4f 

mit den iibrigen: ^,. = 0+3?, %=0-f-2£, j^ = l-j-£; 37<=1 bildet. Von alien diesen 
Werthen ist der kleinste zu bestimmen (bier £ = 0) und als brauchbar zu notiren. Zugleich 
sind die drei Glieder, namlich: x4, als das untersuclite,  dann die zwei dem Quotienten Null 
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entsprechenden: xs und —x2 behufe der Bildung der Bestimmungsgleichung fur den Coeffi- 
-x2 das zunachst zu untersueliende Glied, ihm entsprechen 

se aus •x 
2 und den folgenden Glidern:  2ax und 

eienten h0 zu bezeichnen. Nun ist 
die Quotienten:   - -,  die auf gleicbe Wei 
— a gebildet werden. Von ihnen ist 4 der kleinste und daher der zweite braucbbare Wertb 
c0;   ihm   entsprechen die zwei Glieder —x1 und —a fur die Bestimmungsgleichung fur h0. 

Der Sinn  dieser analytischen Rcgel findet sich in dem Systeme von verzeichneten Geraden 
in einer popularen Weise beleuchtet, denn gerade so miisste man verfahren, um die gebrochene 
Linie bCDi abzuseheiden, indem man zuerst die Durehschnittspunkte der b mit alien iibrigen 
Linien bestimmt,  und unter  ihnen   den am meisten links gelegenen G erwahlt,   auf der  so 
ermitteltcn Geraden e in gleieher "Weise den am weitesten nach links gelegenen Durchschnitts- 
punkt T) aufsucht und so zur i gelangt, von der man schon im Voraus tiberzeugt ist,  dass sie 

das rechte Endstiick der gebrochenen Linie sei. 
Auch diese Untersuchung gehort dem Gebietc der Ungleichungen an, namentlich 

ist das nach unten gelegene Polygon, um dessen Bestimmung es sich bier handelt, die 

geometrische Darstellung der Auflosungen eines Systems von Ungleichungen, welche die 
Gestalt: 

7/o XSn 

besitzen, also eines Systems von Ungleichungen, welche geradezu die entgegengesetzten Bedin- 
gungen aussprechen als jene, die bei der absteigenden Entwickelung in Betracht kommen. Die 
gebrochene Linie, welche die Begrenzung dieses Polygons bildet, entha.lt alle jene Punkte, 
deren c und y diesen Ungleichungen geniigen, bis auf eine einzige, die sie zwar nicht, aber 
dafiir die entsprechende Gleichung rj = a -\- xs erfullen, und stellt somit die Grenzwerthe der 
ersten Ordnung vor. Die Eckpunkte des Polygons aber erfullen zwei Gleichungen von der 
Form. 3? = a + X € und alle Iibrigen Ungleichungen, und stellen die Grenzwerthe der zweiten 
Ordnung vor. Auf solche Weise also fallt die Bestimmung der Werthe von c0 zusammen mit 
der Aufsuchung der Grenzwerthe der zweiten Ordnung zu einem Systeme von 
Ungleichungen mit zwei Unbckannten, welche aus den einzelnen Gliedern JIaaxx des 
Gleichungspolynoms abgeleitet werden, und die Form: r/o<Ca + yfu besitzen. Wir glauben 
uns weitere Erlauterungen dieses Verfahrens ersparen zu konnen, weil die grosste Uberein- 
stimmung mit dem friiher und weitlaufiger behandelten Probleme besteht und lassen jetzt die 
allgemeine Kegel zur Bestimmung der Anfangsglieder der aufsteigenden Entwickelung folgen; 
wollen aber an einem Beispiele ihre Anwendung zeigen, um dasjenige in's klare Licht zu 
setzen, was bei der bier beobachteten Kurze vielleicht manehen Leser noch zweifelhaft 
erscheinen diirfte. 

§•   18. 

Die allgemeine Regel zur Bestimmung der Anfangsglieder fur die aufsteigende Entwicke- 
lung der Wurzeln ist folgende: Man ordne das Gleichungspolynom in erster Instanz abstei- 
gend nach Potenzen von x, d. h. man bringe dasselbe auf die Form : 

At x
r> + A2x*' + AAx

x> -f .... 4- Amx*'» =. 0 
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wo die Exponenten in der Relation: j, >- r2> r3 > JL, zu einander stchen. die Polynome 

yln yl2, J-3,  -4OT aber naeh Potenzei i  von a anfsteigend. Nun bilde man,   einem jeden 
Bestandtheile:  A^ot?1, A2x*2, Az7?\ .... Amx

Xm des Gleichungspolynomes cntsprechend, aus dem 
Exponenten a, im Anfangsgliede von A und dem Exponenten r. von  x  dureh   ein   hier  von 
selbst ersichtliches Verfahren cine lineare Ungleichung: 

rj < a, + r, c , rj < a, + r,c , ?<a3 + JE8S yj < a„, + *,„ c 

und suche die Grenzwerthe zweiter Ordnung, welclie diesem Systeme von linearen Ungleiehun- 
gen mit den zwei Unbekannten $ und 7] entsprechen, d. h. jene zusammengehorigen Werthe 
von f und -q1 welclie diese Ungleiclumgen strong genommen nicht melir erfullen, indein 

sie zwei oder mehrere derselben in identiscbe Gleichungen, alle iibrigen aber in iden- 
tische Ungleichungen verwandeln. Diese seien folgende: 

e'       e"       £'" p 
<=0      7     »0       J     '0        >  •   •   •   •   %0 

(r) 

5?0      j    ?0 
7/ M 

Gleichzeitig bezeichnet man fur einen jeden solclien Grenzwerth der zweiten Ordnung 
jeneUngleichungen, die in Gleichungen iibergehen, oder vielmehr die ilmen correspondirenden 
Glieder des Gleichungspolynoms, und erhalt dermassen, einem jeden einzelnen Grenzwerthe 
der zweiten Ordnung entsprechend, eine Summe von Gliedern, die wir hier mit: 

2[IIaax*] , 2[Hcfa?Y ,  Z[Uaax*]" , . . . .  S[H aase*lw 

symbolisch bezeichnen wollen. Nun substituirt man in eine jede dieser Gliedersummen a= 1 

und x = h, setzt sie alsdann der Nulle gleich, und erhalt so fiir jeden Grenzwerth eine Gleichung 
mit der Unbekannten h: 

2[ffh']' S[Shx]'=0 , 2[Hh*]'" . . 2[H&]v = 0. 

Diese Gleichungen, derReihe naeh einzeln vorgenonnnen und aufgelb'st, liefern jede eine 
gewisse Anzahl von Werthen fur h, die zu demjenigen Werthe von ? passen, welcher in dem 
correspondirenden Grenzwerthe zweiter Ordnung erscheint. Combinirt man nun jeden der 
Werthe £ mit den ihm entsprechenden Werthen von h, so erhalt man eine gewisse Anzahl von 
Systemen zusammengehoriger Werthe £0 und h0: 

An' 

£ " 
Co 

K , 
Co 

k'" 

und  diese liefern unmittelbar die Anfangsglieder 

wickelung: 

h^au , h0" a*"" , k0"'a*' 

AM 
•   •   •    •   S|| 

h w 

der Wurzeln x fiir ilire aufstei 

IWffif'1". 

srenae Knr- 

U1H Ihre Anzahl s ist meistentheils grosser, als jene r der Grenzwerthe zweiter Ordnun 
bei ganzen und rationalen Gleichungen in der Regel gleich der Gradzahl derselben. 

Es ist jctzt nocli  iibrig, anzugeben,  in welcher Weise  die Auflosung des Systems von 
Ungleichungen: 

1 
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193 

einzuleiten sei. 
Man konnte hier in den Ungleichungen die Zeichen beider Theile in die entgegen- 

gesetzten und das Ungleieblieitszeielien <C in > verwandeln und wiirde so cin aquivalentes 
System von Ungleichungen erhalten, dessen Behandlungsweise schon im ersten Abschnitte §. 6 
dureh cine Kegel festgestellt ist; allein ebenso leieht ist es, die Regcl dem vorliegenden 
Systeme von Ungleichungen unmittelbar anzupassen. Man hat namlich abermals ein eombina- 
torisches Verfahren einzuleiten, das mit der ersten der so geordneten Ungleichungen beginnt, 
und zu den n'achstfolgenden fortschreitet. Man subtrahirt zuvorderst die lineare Function 

Oj -J- Xi c der ersten Ungleichung der Reihe nach von alien iibrigen: a, + %., c , a:! + r.,c , . . . . 
am 4- rMc,  setzt jede der hervorgehenden Differenzen: 

as — a, -;- (xa a, + (xs — Xi) c , cu— a, +- (x4 — *i)£ , a. a. (tm — Ti)G 

fiir  sich gleich Null,  lost jcde  solche Gleichung nach | auf,  und sucht nun unter alien so 
gewonnenen Auflosungen: 

1'2 " 

die kleinste Zahl (mit Riicksieht auf das Zeichen): diese ist der kleinstc zulassige Werth 
von c„. Wirwollen ihn mit f0 bezeichnen. Gleichzeitig notirt man nebst der ersten Ungleichung 
alle jene  folgenden,   welche  diesen  kleinsten Werth   c0   gcliefert  haben,   und  fiir   f=f0, 

in  identische   Gleichungen  iibergehen.   Die   letzte   derselben,   die  wir mit •q = at + Xi 
jj < aa -+- X<* £ bezeichnen wollen, bildet nun den Ausgangspunkt einer zweiten, der ebon 
auseinandergesetzten vollkommen "aim lichen Untersuchung und wird mit alien ihr folgenden 
Ungleichungen combinirt den zweiten brauchbaren Werth von £0, namlich £"0 liefern, und 
zugleich jene Ungleichungen bezeichnen, die fur c — f"0. -q = aa + ya c„" sich in identische 
Gleichungen verwandeln. Die letzte der so bezeichneten Ungleichungen ist der Ausgangspunkt 
der dritten Untersuchung, welche c'"c, liefert, an der aber nur die ihr nachfoigenden Ungleichun- 
gen Theil nehmen. Solchergestalt schreitet die Untersuchung entweder st'atig odor sprungweise 
von der ersten Gleichung zu den nachfoigenden tibcr. Die Anzahl der in Betraeht kommenden 
Ungleichungen nimmt mit jedem Schritte ab. 1st man endlich dahin gelangt, dass die letzte 
Ungleichung 7} <C a,H + 1*M ? als eine solche bezeichnet ist, welche sich in eine identische 
Gleichung vcrwandelt, so schliesst sich die Untersuchung von selbst, indem alle Gleichungen 

erschopft sind. 
Beziiglich der zweckmassigsten Art, diese Reehnung zu Papier zu bringen, gel ten die- 

selben Vorschriften, wie fiir die absteigende Entwickelung. Sie fin den sich in §. 6 ausein- 
andergesetzt. Hier tritt, wie sich aus dem Vorhergehenden von selbst ergibt, nur der einzige 
Unterschied auf, dass von jeder Quotientenreihe die kleinsten statt der grossten Zahlen zu 

nehmen sind. 
Hier folgt ein Beispiel zur Erlauterung der gegebenen Regel: 

(«' 4. a5) sc5 + (3 a + -4 a2 + a3) xl + 2 ax + (3 + 4 a) = 0 

Denkschriften der mathcm.-narurw. Cl. XII. Bd. Abhandl. v. Xichtmitgl. * 
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194 Ignaz  Heger. 

ersteQuotientenreihe:   —- , —- , --- unter ilmen ist 3 der kleinste,  und lieferl 

£, = — 3 

zweite Quotientenreihe: _ unter diesen ist der kleinste. und liefert: £,,--=  

Dem Werthe: c0~—3 cntsprechen die Glieder: 

und die Bestimmungsgleichung: 

diese liefert: 

und das Anfangrssrlied: 

a4 x" 4 3 a a?4 

If' + 3 ¥ = 0 : 

An 

Xn 

• o 

3 

dem Werthe: £0 = •— entsprechen die Glieder: 

und die Bestimmungsgleichung: 

diese liefert: 

3 a x4 4- 3 

•Mi' 4. 3 = 0; 

und das Anfangsglied in vier verschiedcnen Formen: x0 = y  

II. Bestimmung der Folgeglieder. 

§.  19. 

Wenn schon die Bestimmung der Anfangsglieder von x fur die aufsteigende Entwickelungs- 
form eine grosse Ahnlichkeit besitzt mit dem bei der absteigenden Entwickelung zum 
gleichen Zwecke einzuleitenden Verfahren; so geht diese Ahnlichkeit bei der Bestimmung der 
Folgeglieder in eine vollkommene Ubereinstimmung iiber. Man hat genau dieselben Schritte, 
wie bei der absteigenden Entwickelungsform zu machen; und ist man gar bei der vollst'andigen 
Isolirung der Wurzel angelangt, so bestcht der einzigc Unterscliied nur noch darin, dass die 
vorliegenden Substitutionsresultate, welche bei Entwickelung der Folgeglieder in die Kechnung 
eingehen, aufsteigend gcordnct sind; im Rechnungsverfahren selbst herrscht nicht der 
geringste Unterscliied. 

Beginnen wir mit dem gcwohnlichsten Falle, demjenigen namlich, wo das gewonnene 
Anfangsglied x0 = h0 a

fo nur ciner einzigen Wurzel zukommt, d. h. setzen wir vorans, dass 

X[Hh0>] = 0 

und 2 [r 7/ h0
x~l] von Null vcrschieden, also h0 eine einfaehe Wurzel der Bestimmungsgleichung 

2 [If hx | = 0 gewesen sei, und versuchen wir jetzt, das Folgeglied hx cf' dermassen zu bestim- 
men, dass bei der Substitution von x = h. aSi li, afl die Reduction auf Null im Substitutions- 
resultate $P auch bei der n'achstfolgcnden Botenz von a erfolge, so zwar, dass nicht nur die 
Glieder mit der niedrigsten, sondern audi jene mit der nachst hoheren Botenz sich tilgen. 
Man hat: 
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Iiiflosungsmethode filr algebraische Buchstabengleichungen etc. 195 

f = h0 rV-'^.a1'-"^5'' + 

Hier besitzen die aufgeschriebenen beidcn Glieder wegen des Stattfindens der Relation 
Co <C Ci die beiden niedrigsten Potenzen von a, alio iibrigen, hier nicht anfgefiilirten aber 
s'ammtlieh hohere Potenzen. Jedes einzelne Glied Ha* x* des Gleichungspolynomes P liefert 
demnach einen aufsteigend geordneten Ausdruck, der, in semen beiden ersten Gliedern ent- 
wickelt, die Form besitzt: 

'62) Ra" f == IIh0
x aa+xS> + x Ilh,1-' li, «*+^V-?o+?, _|_ 

und  durch  Summirung all or dieser verschiedenen Ausdriieke,   ausgedehnt auf alle  Glieder 
des Gleichungspolynomes, gelangt man zum Substitutionsresultate $&. Das erste, mit der 
niedrigsten Potenz von a verseliene Glied des geordneten Substitutionsresultates ist einer 
friiheren Untersuchung und Bezeichnungsweise zufolge: 

(63) 2,[i/V«a+l^] = 0. 

Wir gelien nun daran, das n'achst niedrigere, zweite Glied zu bilden.   Vor allem ist eiu 

leuchtend, dass, dem zweiten aufgefiihrten Gliede 

(64) x JIh,1-1 h, aa+x£^s«+s> 

entsprechend, sicli beim Summiren eine Gruppe 

(65) 2[xE:h0*-1h1ar+ar-*+x\ 

ergeben wird, correspondirend alien jenen Gliedern des Gleichungspolynomes, welche bei der 
Bestimmung des Exponenten c0 notirt wurden und auf welche sich das Summenzeichen 2, einer 
schon ofter gebrauchtenBezeicnnungsweise zufolge, erstreckt. Man bemerkt mit leichter Miilio, 
dass der Factor ii1ar',) + ^ alien diesen Gliedern gemeinsehaftlich anhangt, und dass sie noch 
ubcrdies alle mit derselben Potenz von a versehen sind, weil a -f x £0 

m alien Gliedern, auf 
die sich die Summirung erstreckt, einerlei und kleinsten Zahlwertli jy0 hat. Es gelit daraus 

hervor, dass sich alle Glieder dieser Gruppe durch Reduction auf ein einziges zusammen- 
ziehen lassen, von der Form: 

(66) . So'^.a*"-*' 

wo -V)'0 und 81'0 die Bedeutungen haben: 

(67) $0' = 2[xHh0'-
1] 

(68 s %> = 5?o — Co- 

unter y0 den kleinsten Werth von a 
Null verschiedenes Glied, 

X Co vcrstanden. Diese Gruppe (65) liefert also ein von 
so lange k0 eine einfache Wurzel der Bestimmungsgleichung (63) ist. 

Ausser den hier betrachteten Gliedern. welche durch die Summirung 2'erhalten wurden, waren 
noch jene iibrigen zusammenzufassen, welche denjenigen Gliedern des Gleichungspolynomes 
entsprechen, die ausser dem Bereiche desSummenzeiehens S liegen, d. h. die grossere, rj0 iiber- 
steigende Werthe von a -j- X £o liefern, und die wir, um uns kiirzer ausdriicken zu konnen, 
unter dem Summenzeichen © vereinigt denken wollen.   Es ist aber klar vor Augen, dass alle 
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196 Ignaz Ileger. 

solchen Glieder durchaus hohere Potenzen von a aufweisen werden im Vergleiche zu dem 

Gliede (66), weil offenbar a -f- £ £0 — £0 + fx die Grb'sse St'„ -f Ci = rjiy - £0 + Cj bei alien 
iibersteigt. Eben so ist auch klar, dass die ubrigen, hicr nicht aufgefiihrten Bestandglieder des 

Ausdruckes (62) nur Glieder mit hoheren Potenzen von a zu liefern im Stande seien. Wir 
haben uns daher nur nocli zum ersten Gliede des Ausdruckes (62), d. h. zu dem Uh0

x «"+r" 
zu wenden, und naehdem schon die Summirung 2' daran vorgenommen wurde, noch auf jene 
iibrigen Glieder des Gleichungspolynomes P liberzugelien, die ausser dem Bcreicho dieser 
Summe 2, liingegen im Bereiclie der Summirung @ liegen, und unter ihnen das mit der 
niedrigsten Potenz von a verseliene, oder falls mchrere solche sicli ergeben sollten, ihre 
Summe zu bestimmen. |j0 a

3'0 sei dieses verlangte Glied.; so ist nunmehr kein Zwcifel, dass das 
mit der niedrigsten Potenz von a verseliene Glied des Substitutionsresultates nur aus den zwei 
Gliedern: 

£0 a** und $0' h, «5<»'+f' 

entstehen konne und zwar jc nach der Wahl des Zahlwcrthes von £j aus einem oder aus beiden. 
Hier liegen nun die Bedingungen fiir £, und li1 klar vor Augen, uni auch diese Potenz von a 
verschwinden zu lassen. Man erreicht dies n'amlich durch Erfiillen der Gleichung': 

(69) 

also durch 

(70) 

%0a^ + §,; lha*° 

6=3[0 — % 

+f. = 0 

•f>o 

$0 a
%" und <£/,, am'° sind die ersten Glieder der aufsteigend geordneten Substitutionsresul- 

dP 
tate, die fiir x = xa aus P und — hervorgchen. 

dx ° 
Man sieht hieraus, dass das einzuleitende Bechnungsverfahren vollkommen ubereinstimmt 

mit jenem, welches bei dem absteigenden Entwickelungsgange angegeben wurde. Der einzige 
Unterschied besteht darin, dass die Substitutionsresultate aufsteigend geordnet werden. 

Wie man das crste Folgeglied ht a
Sl gefunden hat, ebon so findet man die iibrigen. 

Plat man namlich schon cine Summe von Entwickelungsgliedern: 

Xr h0 cfi h1 a - 

erhalten, so kann man noch eines hinzufiigen: kr+1 a
fr+l, mit noch unbestimmt gelassenen kr+i 

und $r+i, nun anstatt x den Ausdruck xr -f hr+1 a^r+1 in das Gleichungspolynom substituiren, 
das Substitutionsresultat ordnen und hierauf die Bedingungen fiir kr+1 und c,.+] ableiten, damit 
eine weitere Beduction auf Null erfolge. Bei dieser Substitution verwandelt sich das Gleichungs- 
polynom P in einen hr+1 a

fr+1 und a enthaltenden Ausdruck von der Form: 

(71) P = 8 [IIaa xf\ + hr+i aM^ 8 [x IIaa x/-1] + 

IP 
Hier bodeuten 8 [IIaa x/]  und   8 [}: IIaa x,x ']  die fiir x = xr aus P und — hervorge 

dx 
henden Substitutionsresultate und sind- daher a enthaltende Ausdriicke,  die aufsteigend nach 
Potenzen dieser Grosse geordnet sind. In 8 [IIaa xr

x] findet eine Beduction auf Null in einer 
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Aufiosungsmethode ftir algebraische Buchstabengleickungen etc. 197 

Reihe der niedrigsten Potenzen Statt und das erste von Null versehiedene Glied desselben, 
welches wir mit £>,. cflr bezeiclmen wollen, wircl daher durcb wirkliche Substitution ermittelt 
werden mu^sen. Im zweiten Bestandtheile ersebeint S [x II a" a?/"1] als Factor von hr+1a

ir+1. 
Das mit der niedrigsten Potenz von a versehene Glied derselben ist offenbar 

Die iibrigen mit hoberen Potenzen von hr+1 a
?'+1 versebenen Bestandtheile, die in (71) 

rxicht ausdriieklich aufgefiilirt sind, konnen bier aus jeder weiteren Beriicksichtigung gelassen 
werden, so lange, wie bier vorausgesetzt wurde, 2[% II h J-1] einen von Null verschiedenen 
Werth besitzt, weil sie sammtlicli nur Glieder mit hoheren Potenzen von a beherbergen. Es geht 

daraus bervor, class ftir jede Wahl von hr+1 und %r+1, so lange nur £,+J > ?, erfiillt bleibt, das 
erste, mit der niedrigsten Potenz von a versehene Glied des Substitutionsresultates P nur aus 
den beiden Gliedern: 

£ra^und#0'£,.+1aV+&+> 

hervorgehen  konne.  Hier sind gleicbfalls   die  fiir A id rorgenen  Konne.  nier sma gieicniaiis   me  iur nr+1 una c,.+] z 
gungen  unmittclbar ersicbtlich: Man hat n'amlich die Gleiehunj 

u Recht bestehenden Bedin- 

(72) 

zu erfiillen, d. b. 

(73) 

|f^ + ^o'^+i* + ff+I=0 

5r+i = %—%: und A,.+1 = 
£«' 

zu wahlen. Es findet sicli die friiher gemachte Behauptung bestatigt, dass das bier geltende 
Verfahren in nicbts von jcnem versehieden sei, das bei der absteigenden Reihenentwickelung 
in analogen Fallen zur Bestimmung der Folgeglieder diente,  als eben nur in der verkehrten 
Ordnungsweise der Substitutionsresultate. 

§•  20. 

AVenden wir nun noch unsere Aufmerksamkeit jenen anderen, seltener zutreffenden Fallen 
zu, wo die gewonnenen Anfangsglieder der Entwickelung als wiederholte Wurzeln hoherer 
GleichuiiQ-en erseheinen, und iiberzeugen wir uns audi in diescn Ausnahmsfallen von der 
vollkomnienen Ubereinstimmung des Rechnungsverfabrens bei der auf- und absteigenden Ent- 
wickelung. Setzen wir also voraus, die Bestimmung der Anfangsglieder von x hatte zu einem 
bestimmten solchen x0 = h0 o/° gefiihrt, und der Coefficient h0 in demselben sei eine m-msd 
wiederholte Wurzel der Bestimmungsgleichung: 

(74) 2[Hh0*]=0. 

Es bestehen dann die identischen Gleichungen: 

W]=o 
2[xm0'-

i]=o 
(75) z[x(x—i)m0>-*]=o 
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198 

hingegen ist 

Ignaz Heger. 

2[x(x—l) • • • (x—m+2)m0*-m+l] 

I[t(x—1) • • • {x~m+l)llkrm\ 

von Null verschieden. 
Substituiren wir anstatt x in das Gleichungspolynom P = 8 \JI a" a?*] den Ausdrucl 

(76) x --= x0 -j- x' = h0 «
e° + kt <zfl -f- . . . . 

wobei A0 und c0 ebon jene speciellcn Werthe besitzen, die bei der Bestimmung des Anfangs- 
gliedes dafu'r aufgefunden worden, x' aber eine aufsteigond geordnete Reihe bcdeutet, begin- 
nend mit dem Gliede hl a

e', in welchem hx und £s noch unbestimmt gelassen sind; so erlialt man: 

(77)    x* = x0* + rxo'-'x' + (DxJ-'x'* + . . . + (mL1)x0*-m+1x'm-1 + (*m)x0*^nx'm +  

weil zufolge der Relation £0 <]ci nur bei dieser Entwiekelungsweise ein aufsteigend geordneter 
Ausdruck gewonnen wird. Man findet ferner: 

(78)    P=8[ Ha" x'] = 8 [Haa x/\ + S\x JIaa x,"1] x' + i S [r (x -1) Ha" x0*~*] x- + ... 

+ 1. . .(TO—1) 
-8[x(x—l) • • • (r~TO + 2)//«n.x'0

Mi+,]x'""-1 + 

• 8 [x (r— 1) • • • (r — m + 1) II aa x^m) x"" + • • • 

und hatjetzt bei unbestimmt gelassenen x1 und f, die Reduetionen so weit wie moglieh durch- 
zufiihren und die mit den niedrigsten Potenzen von a versehenen Glieder zu bestimmen. Vor- 
erst lassen sich die Summen S in zwei Theile zerlegen: I und ®, wo in I die mit dem kleinsten 

Werthe von a + X l0 versehenen Glieder, in @ aber alle iibrigen zusammengefasst erscheinen ; 
ferner ist das erste Glied hta^ von x' jedenfalls mit der niedrigsten Potenz von a versehen, so 
zwar, dass man, x (lurch h1 a*' ersetzend, wohl eine grosse Anzahl von Gliedern wird weg- 
gelassen haben, aber durchaus nur solche, die (lie niedrigste Potenz von a sicherlieh nicht 
besitzen. Man crh'alt dcrmassen verfalirend: 

P 

+ - 
Z[llk* . ffla+r?»j + M6 . E{xHh*-" .a**-***-*] + \ h*a^ .I[x(x— \)Hh0

x-i .ai+^ ~**°] 

1 .. . (m—1) 

h,m a'>'i< 

2'[r (jc—1) . . . (r—m+ 2) JlhJ '"+1. a«+«*H«-0&] -j_ 

1     1 ... m       L    v ' 
-m- l)Sht 

t—m    ,»<»+*?«—'"Sol +  

1 . . . (m—1) L 

+ ?!^*e[j(,_l) . . . (r_m+l)^V 
1 . . . m       '- 

In Folgc der Gleichungen (74), (75) verschwinden alle mit 1'bezeichneten Summen unter 
den bier aufgefiihrten, mit Ausnahme der letzten, die jedenfalls einen von Null verschiedenen 
Werth erlaugt, den wir eincr friiheren Bezeiehnungsweise gemass mit «£>0

(m) a""'"0 andeuten 
wollen,   wobei   2I0

(m) = rj0 — m £0 ist.    Die   mit   @  bezeichneten  Summen   hingegen sind   im 
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Aujloswngsmethode fiir algebravsohe Buclistabengleichungen etc. 199 

Allgemeinen von Null verseliieden und zwar selbst wieder Polynome, in welchen a erseheint. 
Die ersten, mit der niedrigsten Potenz von a versehenen Glieder derselben lassen sicli vermit- 
telst direeter Substitution finden; wir wollen sie fur die m ersten mit: 

£„««• . £0'«
?1»' , &'<***•• .... $0<—'laV-  

bezeichnen; die letzte fallt von selbst aus dem Bereiche jeder ferneren Betrachtung. wie allso- 
gleicli gezeigt werden soil. 

Es ist n'amlich liier: 

2l0> rh , %'>y0—e0 , %)">7!o— e0 • • • • V"-1:>?<, O — 1) £o  

r Co versehenen Glieder nicht weil in den Summen @ die mit dem kleinsten Werthe von a 

ersclicincn. Die letzte der aufgeschriebenen Summen © ist demnach jedenfalls mit einer hoheren 
Potenz von a versclien, als die letzte Summe 2'. Alle ubrigen hier nicht aufgefiihrten Be- 
standglieder fallen, wie eine leichte Uberlegung lehrt, von selbst weg, so lange 

S[t(x—1) • • • • (je—m + l).ffV^] «*"•"*== So0"0 ***"'   • 

einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 
Wir schliessen hieraus, dass fur alle moglichen Werthe von ft, wenn sie nur die Relation 

ft > c0 ei'fiillen, das erste, mit der niedrigsten Potenz von a versehene Glied des Substitutions- 
resultates P sich nur aus einem oder aus mchreren der folgenden zusammensetzen konne: 

<Q0a*o,k1H0'a%'o+Zi,1h1
2$0"a%>" + 2 

i 

1..  .:„/— I I 
h•-1 ^0

(-_1) o*.("-1)+(«-i)« 

Hier liegen nun die fiir ft und \ bcstchenclen Bedingungen klar vor Augen: ft ist nam- 
lich dermassen zu wahlen, dass unter diesen Glicdcrn mindestens zwei oder mehrere die 
niedrigste Potenz von a aufweisen, also ist ihiii ein Grenzwcrth zweiter Ordnung fiir das 

System von Ungleichungen: 

yj <5G + ft 

9<«o" + 2ft 

y< «„(-)+«» ft 

zu ertheilen. Man kann solcher brauchbaren Werthe fiir ft hochstens m und muss mindestens 
Einen linden. Die Bestimmung der zugehorigen ht erfolgt durch Auflosen der entspreehenden 
Gleichungen. Im Ganzen ergeben sich in der Kegel auf diesem Wege m verschicdene Folge- 
glieder A, «fl, deren jedes einer cinzigen und bestimmten Auflosung x zukommt; bisweilen 
finden sicli aber wiederliolte Wurzelwerthe &, vor und die Anzahl der von einander verschie- 
denen Folgegliedcr hi a*1 ist dann klcincr als vi. 

Das Verfahren,   welches  zu   den  Folgegliedern  hx «f< fiihrt,   wenn  k0  eine   wiederliolte 
Avurzel der Bestimmungsglciehung war.   ist   daher im Wcsentlichen folgendes:  Man   substi- 
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200 Ignaz Jleger. 

tuire das gefundene Anfangsglied A0a
fo anstatt a: in das Gleichungsp o lynom und 

in seine m ersten derivirten Functionen, ordne diesc Substitutionsres ultate 
aufsteigend nach Potenzen von a und bilde nun a us den ersten von Null ver- 
schiedenen Gliedern derselben, die wir mit: 

£o«J°, 4>o' «a°»l>o" « >*>" 
•   •  $ 

(•-.)a»t0(»-i * (-) a9l0(») 

bezeichnet haben,  die folgende Gleiehung nach  x' des m-ten Grades: 

(79) !>o a^ + $„' «S(o' a;' + - £0" a%" ^2 • + 
l....(ro— 1)     J :     !...»» 

und wen do darauf das bekannte Verfahren an, welches die Anfangsglieder 
von x' in der aufsteigenden Entwickelungsform liefert; dieselben sind die 
gesuchten Werthe von hi a

f|. 
Man bemerkt hier allsogleich die vollkommene Ubereinstimmung dieses Verfahrens mit 

jenem, welches bei der absteigenden Entwickelung von x angegeben wurde. 

21. 

Es bleibt una jetzt nur noch ein einziger Fall zu erortern, n'amlich die Bestimmung eines 
3rer 

namlieh: 

spiiteren Folgegliedes hr+1 a
fr+1, wenn die Summe aller vorhergehenden Entwiekelungsglieder, 

•hi,. hda
s°-\-h1a*1~irh%a

h-\- .... -\--k,.as 

bekannt ist, und die  in denselben ersclieinenden Coefficicnten A0, kt, k.,. hr wiederholte 
Wurzeln ihrer Bestimmungsgleicliungen darstellen. Es ist dies der allgemeinste Fall von alien 
und wir werden audi in diesem die voUkommenste Ubereinstimmung zwischen dcm auf- und 
absteigenden Entwiekelungsvorgange nachweisen. 

Wir wollen annehmen, dass die Coefficicnten h0, kt, li21 kr als wiederholte Wurzeln 
nieht nur ihren Bestimmungsgleicliungen, sondern auch den daraus durch Differentiationen 
abgeleiteten Gleichungen Genu'gc leisten, und namentlich der letzte derselben h,. eine j?-faehe 
Wurzel darstelle. AVir werden nun anstatt x den Ausdruck: 

(80) x,. -f x' = h0 a
e° -f- ^i «fl + K a*% - ...  -\- hr a?' -f- hr+l a?' 

•+i 

in das Gleichungspolynom P substituiren, wobei wir die Werthe von A,,+] und £r+1 noch ganz 
unbestimmt lassen. Das auf diesem Wege hervorgehende Substitutionsresultat wird daher die 
Grosser a und x' in sich schliessen, und, so lange die in x erscheinenden Grossen h und c 
unbestimmt bleiben, nur jene Reductionen zulassen,  die zufolge der zweckmassigen Wahl von 

c0, Si, S27 ?,? K- h\i \i K eintreten. Sehreitet man nun zur Bestimmung des mit der 
niedrigsten Potenz von a versehenen Gliedes derselben, so bleibt seine Form so lange unbe- 
stimmt, als fiber fr+] nieht in einer bestimmten Weise verfiigt wird. 

Beschr'ankt man die Werthe von c,.+1 durch die Relation :  £r+1 > 
die uncrlasslicb  ist,  wenn x  ein wohlgeordncter Ausdruck sein soil. 

s,.J eine Beschrankung 
so ereibt sich nur cine 
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Aujtdsungsmethode fiir algebraische Bicchstabengleichungen etc. 201 

beschrankte Anzahl von Gliedern, p -j- 1 an der Zahl, die moglicherweise einzeln oder zu 
melireren, je nach dem speciellen Werthe von £r+] das erste mit der niedrigsten Potenz von a 
versebene Glied zusammensetzen konnen. 

Dieselben besitzen Tir+i «?»•+'  in verscliiedenen Potenzen  von  der  0""  bis -pU:"   und sind 

namentlieh folgende: 

Klr 
$r d*» . hr+l& a«'-+&+i , ~tL $r" o«"H-t6H. 

r...rP-i] 
^fr-»a«r(l^-l)+(p-l)eH-l, 

llr+M' .6 Wa5Wp'+pfr+i 

wo die gebrauchten Pezeiehnungen die bekannten Bcdeutungen haben. Zur Bestimmung von 
c,.+ 1 wendet man sich nun zum Systeme von Ungleichungen 

^<«,.,^1)+ (y—1)£, +i 

?<3t«  4- pe +1 

und findct als Grenzwerthe zweiter Ordnung lauter brauchbare Werthe fur diese Grosse. Fiir 
jcdcn solchen Werth von fr+1 besteht cine entsprechende Gleiehung in hr+1 ineist hoheren 
Grades, deren von Null verschiedene Wurzcln die verlangten Werthe darstellen. 

Dies ist im Wesentlichen der Gang und das Ergebniss der nachfolgenden Untersuchungen. 
(DO O O 

Substituiren wir in das Gleichungspolvnom P anstatt x den Ausdruek xr + x der in ent- 
wickelter Form in (80) ersiehtlicb ist, so erhalt man: 

(82) P= 8[Ha"xr'] + .r'. B[xH<fx?-1] + *— S[x (r—1) JIa'x/--] 

+ -^'}i S[x(x—1) • • . (x—p + l)Ha*xr*] +  

Setzen wir voraus, dass in den hier erscheinenden Summen, welche die fiir x = xr aus den 

Polvnomen: 

dP     d~I> d"l> p _ 
dx      dx" d.r>' 

hervorgehenden Substitutionsresultate, also naeh Potenzen von a aufsteigend geordnete Polynome 
darstellen, die von Null verschiedenen ersten, also mit der niedrigsten Potenz von a versehenen 

Glieder bezuglieh mit: 

$fa»',*r'a«''^;aJr" $/a*-«  

bezeicb.net werden, und bedenkt man noch uberdies, dass hr+j aSr+l das erste Glied von x' ist, so 

tindet man als erste und niedrigste Glieder der einzelnen Bestandtheile in (82): 

(83)      £,.«•'", hr+] $J oft-'+Gn-J, - k2
r+1 %r" a®r"+^*+\ 

i . . . . /. 
hp

r+l$Wa%>-w+**<•+!, 

Eine weitere Reduction im niedrigsten Glicdc durch entsprechende Wahl von cr+,  wird 

erfolgen, wenn unter den Exponenten dieser Glieder: 

Denkschriften <-Wr mathem.-naturw. CI. XII. lid. AbluuiiU. *. Nicbtmitg 
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202 Ignaz Heger. 

(84) %, . 31/+ £,.+ , , 3I,"4 2£+1 , %M n>c,.+1  

zwei oder mehrere gleieh und am kleinsten ausfallen, oder mit anderen Worten,  wenn c,.+1 

gleich einem Grenzwerthe der zweiten Ordnung fiir das System von Ungleichungen: 

(85) rt <%;+ 2 l.+ l 

und noch iiberdies der Bedingung £,+] > t-r entsprecliend gewahlt wird. 

Wir konnen zwar jetzt nocli niclit beweisen, dass wenn hr eine p-mal wiederholte Wurzel 
seiner Bestimmungsgleichung war, die Gruppe der^> -j- 1 ersten dieser Ungleichungen wirk- 
lich solche iiber £r liegendc Grenzwerthe fiir c,.+1 liefern werde, wollen aber indess dies als 
wahr annehmen, den Beweis aber spater folgen lassen. 

Wir nehmen also an, dass das System von Ungleichungen p -\- 1 an der Zahl: 

(86) ?, +i 

KWi+pe, +i 

lauter Grenzwerthe liefere, die iiber fr fallen. Das System (85) ist aufsteigend nach den Coeffi- 

cienten von <~,+1 geordnct. Gcht man bei der Bestimmung der Grenzwerthe in dieser Beihen- 
folge vor, indem man mit der ersten Ungleichung beginnt und auf die spateren iibergeht, so 
erh'alt man zuerst den allergrossten Grenzwerth und hierauf die nachst niedrigercn. Es ist 

hieraus ersichtlich, dass, wenn es tibcrhaupt solche iiber !,. licgende Grenzwerthe gibt, sie nur 
aus einer Gruppe der ersten Ungleichungen hervorgehen konnen. Ob aber solche iiber £, 

liegende Grenzwerthe bestehen, d. h. ob zu den G-liedersummen x,. wirklich jedesmal ein Folge- 
glied hr+ia*r+1 gefunden werden konne und dass namentlich die Gruppe (86) der ersten 

Ungleichungenp 4- 1 an der Zahl nur lauter solche liefere, muss vor der Hand noch als 
zwcifelhaft angenommen werden; den Beweis, dass dies wirklich stattfinde, werden wir. wie 

bereits erwahnt, spater folgen lassen. 

Denkon wir uns nununter £,.+i einen bestimmten jener iiber ?,. liegenden Grenzwerthe der 
zweiten Ordnung fiir das System (85) oder (86), fcrner unter 

(87) rir+i^%^-Yq^= = 2I,/"+-H(7 + ,-j,4.+ 1 

diejenigen Gleichungen, in welche sich die entsprechenden Ungleichungen verwandeln, wobei 
also der Natur der Sache nach q 4- s < p ausfallt, so ist hiemit eine Bcihe von Gliedern der in 

(83) aufgefiihrten bezeichnet: 

(88) 
hr+ll feM^l-M+gSr+i. 

hr+\1+* 

..(q + s) 
fate+tiaj&r (!+') + {q + s)lr+.l 

welche alle dieselbe und niedrigste Potcnz arir+1 enthalten und bei der Summirung sich in ein 
einziges zusammenziehen lassen 
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A iiflosungsmcthode flir algebraisclie ftuchstabengleichungen etc. 203 

(89) 
L 1 . . . q 

hr+l!+ 

(<?+*) 
— -&r

(7+s)l arr+> 

Einc Reduction desselben auf Null lasst sich demnach durch eine zweckm'assige Wahl des 
bisher noch unbestimmt gelassenen Coefficienten hr+i herbeifiihren, gebunden an das Erfiillt- 

sein der Bedingungsgleicliung: 

(90) f^.^)+ +    *H^_A(^ = O. 

Dicse Gleicbung ist ganz und rational und lasst demnach ausser den Nullwerthen noeh 

mindestens einen einzigen, in der Kegel aber s verschiedene Werthe von hr+1 zu. 
Zu einem jeden Grenzwerthe fr+1 ergibt sich eine entsprechende Gleichung, die nach 

Wegschaffen der Nullwurzeln von einem gewissen Grade s ist, entsprechend dem Unterschiede 
(q -j- s) — q der Coefficienten von (;r+i in den zugehorigen beiden aussersten linearen Fune- 

tionen. Die Summe aller verscliiedenen s, welclie den einzelnen Grenzwerthen angehoren, ist 

demnach, wie leicht ersichtlieh, gleichjp. 

Die Gesammtzahl der auf solche Weisc hervorgehenden Folgeglieder /ir+]a
f'+1 ist folglieh 

in der Kegel p, und eine Yerminderung ihrer Anzahl kann nur durch das Auftreten gleicher 
Wurzeln erfolgen, welclie dann wieder den Keim fur mehrere Folgeglieder hr+i <:rr+i in sich 
schliessen. 

Wir haben also im Grande nur noch zu beweisen, dass das System (86) wirklicb nur 
lauter iiber c,. liegende Grenzwerthe liefern konne. Dies ist der Zweck der nachfolgenden 
Unters uchungen. 

Wir werden namlich nun das nachstfolgende Glied hr+2 a}r+'~ auf dieselbe Weise bestim- 
men, und linden, dass wenn k,.+i eine £-fache \^ urzel der Gleichung (90) ist, zu der Glieder- 
sunnnc xr+i das nachstfolgende wirklich durch eine Gleichung vom Grade t gegeben sei. 

Man wird also in der Kegel / verschiedene Folgeglieder hr+2 air+3 oder wieder gleiche 

Wurzelwcrtlie f'iir hr+2 erlialtcn, die aus demselben Grunde zu mehreren verscliiedenen oder 
ifn^ni.••,, geben u 

r+2 

e'leichen // ,, a*r+3 Vefanlassunp- i . s. wr., so dass eine £-mal wiederholte Wurzel kr+1 

jedenfails bei fortgesetzter Entwickelung cntweder zu t verscliiedenen Auflosungen fiihrt, oder 
die Bestimmungsgleichungen fur die Coefficienten fortan bei hoherem Grade erhalt, was dann 

als cin Beweis anzuselien ist, dass die entwiekelten Glieder nicht nur die P = 0, sondern 
audi eine oder mehrere der derivirten Gleichungen erfiillen, mit anderen Worten, dass die 
betreffende Auflosung als doppclte, drei- oder mehrfache Wurzel der P=0 zu gelten 

habe. 
Stellen wir uns unter hr+i jetzt einen bestimmten Zahlwerth vor, gezogen aus der Gleichung 

(90) and, um den allgemeinsten Fall zu beriicksichtigen, wollen wir annehnien. derselbe sei 

eine /-mal wiederholte Wurzel, so dass die Gleichungen bestehen: 

!9F 
i..-(?-0 

+ 

+ 

/,,.+ l'/+»$ r(?+«) 
• H : — 

1 ...(? + «) 

1  ...(j + «— X) 

= 0 

= 0 

;    hr+l<t+»-2$r<.1+'>)   

1 . .. (2 + 8-2) 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



204 

alter der Ausdruek: 
T777(q~t+l) 

Ignaz lleger. 

+ ) ...(q+i-t + l) 

\...{q—t) l...(q+S~t) 

von Null versehieden bloibt. Substituiren wir nun anstatt a; den   Werth z, 

Polynome: 

P, 
dP      <P1' d'P 

dx dx3 dos' ' 

welehe die Form besitzen: 

P =S[Ba«x>] 
d-£ = ShHa*x'-1] 
dx L J 

(92) 
,p," 

dx1 S[x(x -ljHa'x'-2] 

di-l.I' 

dx'~ 

dtP 

dxf 

- = S [x (x—1). • • (jc—*+ 2) iTa" a?-'*1] 

= #|> (JC—1)... (x—t+1) 2ZV ^~8] 
so erh'alt man: 

/',.+1 a*r+i  in die 

(93) P = £[#««<] + Ar+1a«^ /S[rJ2"aaa;/-1]+ jh\+1 cr^S[x (jc—1) JETo««„*-•] + ! . . . 

<z.f 
(94)-==S[^aa^-1J + /^1«f-^[!c(!C—l)^aax/-s] + ^/^+1a

3f^4X!C— 1)(]C—^//"'^v'-'J 

(95)     = S[x(x—l)Ha*xr'-»]+hr+1a^S[x(x—l)(x—2) Ha*xr*-*] + 

+ ^-H ^+1 %fr-1) fr- 2) (r- 3) J3V */-*] 

d'-w 
(%)^ =^]C—!)...(;—< + 2)JaV^1] + ^»o^[;(]C~l)...(ic^+l)JSaflav*-'] + .. 

(97)^ = £[*Ct-l)...(*-*+l)^^ 

Da   vorausgesetztermassen   die   ersten   mit  der   nicdrigsten   Potenz   von   a versehenen 
Glieder von 

S[Ha*xr>] , SftEefix/-*] , S[ifr—l)Ha'xr->] .... S[%{x—l)...(x~-t+l)Ha°x/-t] 

bezeichnet wurden,   so  sind   die   Exponenten  von a in  den   ersten Grliodern   der  einzelnen 
Bestandthcile 

(98) in (93) 

(99) in (94) 

(100) in (95) 

(101) in (96) 

(102) in (97) 

%, 2i;+e,.+t, %"+2$r+i......%y^pi.+i ,  
21/ , 21/' + £.+,   ,...., 21w + (p--l)e+I , < 

%" ,.-.., 2l,w+(p—2)^+I * 

2t/'-£)      ,21/', + ^+l   ,.....,«r
w+(2>—^+1)^1 :••• 

a; , a,w+(?—*)£_. ,  
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Auflosungsmetliode fiir algebraische Buclistabenglcichungert etc. 205 

Man soil nun unter ihnen die kleinsten Werthe ermitteln. Wir liaben rJr+l den kleinsten 

Zahhverth genannt, der fiir den speciellen Werth von c,.+J unter den linearen Funetionen des 
Systemes ('85) erscheinen, wobei yr+i den in (87) ersichtlichen Werth bcsitzt. Da nun q -\- s 
einen jcdenfalls t tibersteigenden oder mindestens ihm gleichkommenden Werth hat, so sind 

fiir    (98) • • Vr+i 

fiir    (99) . . •  • tfr+l" 

fiir (100). . • • Vr+r 

fur (101) 7)r^—{t— l)cr+1 

fiir (102) .... rlr+i—t=r+l 

die kleinsten dort orscheincnden Zahiwerthc. Das mit der niedrigstcn Potenz von a versehene 

Glied in den fiir x = xr -f /ir+l «f'+1 aus 

dP      <PP *-'P      cVP 
P, dx   '   dx2 ' dxt-i   '   dxt 

hervorgchenden Substitutionsresultaten bcsitzt demnach, vor der Ausfiihrung der durch eine 

specielle Wahl von Iir+i moglichen Eeductioncn, die Form: 

.. (q+s) 

p = rV+ 

dP       rhr+is—'5rUJ 

dx ~" I 1 ... (2—1) 

17i     ~    \.T...{q-i) 

J \arir+ll    .... 
I... (q+s)   J 

)tr+l'l + '—*$r(<l+")-\ 
Cflr+t— <r+i 

1        l...(? + s—1) 

I     ZI ! \c0r+i—2&+1-4- 

"     '/' fAr+U-'+'.girfe) 

[ cfc'-f 1   1  . . . (j— <+l) 

<"/' [/.',-+l'/-'§,.('/) 

1 ...(2+s- < + 

ftr4.i(l+«-«X&r(«+*) 

—  a7/'- +!-(<—l)?r+i 

r + «—fl     J 
OTH-i-«H-«4- 

1 . . . (q—t) 1 (?- 

Zufolgc der Gleichungen (91) verschwinden aber alle diesc Grlieder mit Ausnahme des 

letzten. und die Substitntionsresultate 

P  — —   . . 
dx '   dx% 

dtp 

dx1 

beginnen   daher   mit   einer   anderen,   lioheren   Potenz   von   a.  Bezeichnet man   einer   ofter 

gebrauehten Bezeichnungsweise gem'ass die  ersten von Null verschicdenen Glieder der fur 
T,     dP      d2P d*~lP     d'P , i        l i m T o   T = xr+1 aus   P, — . —-   , — hervorgenenden und voflkommen geordneten   Sub- x - 

ax      dx~ 

stitutionsresultate mit: 
dx*— * d-rl 

so bestehen die Relationen: 

(103) 

a, 

r,+,>r/r+,-2i+1 
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206 Ignaz Ileger. 

V^^+r-^-l)^ 

*&- 

**r+i 

1 • • • (?—<) 
+ i...(7 + «—0 

Die derivirten Polynome hoherer Ordnung, wie z. B. 
At+ip 

dxt+i 
besitzen    aber   Anfanffs- 

glieder, deren 5l(,,)
r+i mindestens den Worth rjr+1—v £,+1 erreicht oder aber daruber liegt, wie 

eine analoge Betrachtung lehrt, so zwar dass fur alle fiber t liegenden Wertlie von r die dop- 

peldeutige Relation: 

(104) 91     ('° ;^+,•-y?,.+ , 

besteht. 
Diese Relationen (103) und (104) erlauben uns nun unmittelbar den Sehluss, dass zur 

Bestimmung des nachstfolgenden Gliedes hr+ia^+- ein System von t +• 1 Ungleichungen auf- 

zulosen sei, welches lauter Grenzwerthe liefert, die iiber t-r+1 liegen und demnach brauchbare 
Werthc von c,.+2 darstellen. In der That, denkt man sich im Systeme von Ungleichungen (85), 

welches zur Bestimmung von cr+] dienlich war, r inr-f-1 und r-f-1 in r-\-2 verwandelt, so 
erh'alt man daraus unmittelbar das zur Bestimmung von £r+2 dienliche System: 

?<5i'r+I+<rr+2 

//<r,.+1H-2,-.+, 

(105) 

?<3t,+1
W + ^+2. 

Nun folgt aus den Ungleichungen und der Gleichung in (103): 

or    c-f) sw    w -> s 

?[,.+ i(<-a)-3[,.+ 1C) 
>   £, +i 

L06) 
"H-i—«r+lW 

<- __2 

a' r+l- -«u+ 1(0 

*- -1 

si, + 1- •«r+ w 

Die im ersten Theile dieser Ungleichungen stehenden Quotienten sind aber geradezu jene 
Werthe von £.+2, welche die lineare Function 5l(",.+ 1 -\-t$r+3 der Reihe nach gleiehmachen den 
iibrigen: 
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Aufiisungsmethode fiir algebraische Buchstabengleichungen etc. 20" 

(107) %.+r-»+(t~--m^ • %+r
2)+(t-?)^. «",+,+2^.. w,._ , + ?,+, : 91,+. 

und da sie, wie hier ersichtlich ist, alio grosser sind als c,+ 1 - so werden alle der Gruppe von 

Ungleichungen: 

(108) 

//<2('r+1i-l,.+, 

"9L + *6 +2 

zukotnmenden    Grenzwerthe   grosser   ausfallen    als   ^,_fJ    und    daher   brauchbare 

fiir £r+2 liefern. 
Die Gleichung (103) und die Ungleichung (104) liefern fiir v > t die Relation: 

oder die gleichbedeutende: 

Werthe 

«H-lC») — «r+lW < -   Cr+1 

Der im ersten Theile daeser Relation stehende Quotient ist geradezu der Werth von £,.+2 

fiir den die beiden linearen Functioned: %.+1®-\-t£r+i und 21,.+I
(,) + t,cr+2 gleielie Werthe. 

erlangen, und da derselbe, wie hier ersichtlich. fiir alle fiber t liegenden v kleiner oder 
gleich c,._(-i ausfallt. so entnimmt man unmittelbar. dass alle tibrigen Ungleichungen des Systems 
(105), welclie auf die Gruppe (108) folgen sollten, lauter unbrauchbare Grenzwerthe 

liefern werden. 
Es ist also hiemit crwiesen, dass wennbei derBestimmungdes FolgegKedes hra

ir der Coeffi- 

cient //.,. als cine £-mal wiederholte Wurzel der entspreehenden Bestimmungsgleichung erhalten 
worden, die Ermittlung des nachstfolgenden Entwickelungsgliedes hr+i a

c'+I durch ein System 

von t + 1 Uno'leichuniren, oder wenn man will, durch eine hoherc Buchstabengleichung vom 
(rrade t gegeben sei. welclie lauter brauchbare Werthe, dafiir licfert, und hiemit ware die friiher 
erwahnte Liicke des Beweises ausgefiillt. wenn man sich daran erinnert, dass dasselbe Verhalten 

auch schon bei hna^ ffelte. 
Fassen wir nun alles bisher iibcr die Bestimmung der Folgeglieder Gesagte zusamm en. 

stellt sich die vollkommenste Ubereinstimmung zwischen der ab- und aufsteigenden Ent- 
rmittelten  Bestandtheile xr der Wurzel em cm   e wickelungsweise heraus: Um zu^^^^^^^^^^^^^^^^ 

das unmittelbar darauff o 1 gende G lied hr+1a'r+1 aufz ufinde n , hat man vo.r allem 
andercn zu untersuchen, ob der let zte Co efficient A,, eine einfache oder eine 
wiederholte Wurzel seiner Bestimmungsgleichung war. 1st h,. eine j)-mal 

wiederholte Wurzel (wo iibrigens auch p = l sein kann), so hat man xr 

a n s t a 11 x in die Po 1 vn o m e : 

D 
i 

dP 

dx } 

<PP 

dx'^ 

dpP 

dxV 

7. \\ s u b s ti t u i r en. die s e S ub sti tu t i o n s result a t e a u f s t e i g e n d z u o r d n e n , i h r e 

ersten G1 i e d e r: 
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208 Ignaz  JJeger. 

z u bestimmen u n d n una u s i h n e n d i e Oleic h una-: 

109) &a«' +a/$>*' + —$'>*' 4- (?) «*•*' - -fc^O 

z u 1)ilden, we 1 che x' a 1 s Unbek a nnte e n th a 11,   an d da s  bekannte Verfah r en 

zur   Bcstimmung   der A nf an g s g li e d e r von   x    fur   die   aufsteigend   naeh 

Potenzcn von a gcordncte Ent wiekcl ungs fo r m anzuwenden. Alio auf sblche 
Wo i s e ge fun de n en An fang sgl ieder stel I c n bran ehba r e Wert he von h ., af"+i da r. 
Findet man mekrere von einander versekiedene solcke Glieder, so bildct ein jedes den Aus- 

gangspunkt einer cigenen ferneren Entwickelung and man wird endlieJh in der Kegel dahin 
gelangen, dass zu jeder entwickelten Gliedersumme niir ein einziges Folgeglied gekdrt, zu 
(lessen Bestimmung eine Gleickung des ersten Grades fiihrt. 1st man dahin gekommen, so sind 

die Wurzeln der Gleickung vollkommen isolirt, und die weiter fortgesetzte Rechnung er- 
t'iillt nur den Zweck, eine grb'ssere Anzald von Entwickelungsgliedern zu liefern. Hier 
konnen wieder zweierlci Falle eintreten. Gcwohnlieh lasst sick namlick die Entwickelung ins 

Unendliche fortsetzen, well das aus dem Gleiekungspolynomc ]' kcrvorgekende Substitutions- 
resultat von Null versckieden bleibt, wie vicle Glieder man audi bilden mag; bisweilen jedock 
sckliesst sick die Entwickelung von scibst, indem bei einem gewissen Gliede das Substitutions- 
resultat vollstandig versckwindet. Diescr Fall gckb'rt, wie leickt einzuseken, nickt zur Begel 
sondern zu den Ausnakmen. Untcr solckcn giinstigen Umstanden fuhrt also die Entwickelung 

zu einer gescklossenen Form von x. Dies Abbreehen der Entwickelung liegt hier sogar mit- 
unter in der Gewalt des Ileckncrs; bisweilen namlick lasst sick eine Grosse a = a — a fiuden, 

nack welcker eine Wurzel aufsteiffend cntwickelt in o-escklossener Form erhalten werden kann, 
und es kangt nur dann von der zweckmassigen Wahl von a ab. Wir werden in einer 
nachstfolgenden Abhandlung diesen Gegenstand ausfiikrlieker behandeln. 

Wir halten es fur iiberfliissig, die hier auseinandergesetzte Methode noch durch Bcispiele 
weiter zu beleuckten, da das dabei einzuscklagende Flecknungsvcrfakren keinen neuen Weg 
verfolgt, der nickt sckon dem Leser von der absteigenden Entwickelung ker bekannt w'dre und 

daker alios dort Gesagte auch hier vollkommen passt. 

§.   22. 

Wir kaben sckon zu wiederholten Malen Gelegenheit gefunden, auf die tJbereinstiimnung 
hinzuweisen, welche zwiscken dor auf steigen den und der absteigenden Reikenent- 

wickelung stattfindet. Hier wollen wir noch cine solcke zur Sprache bringen. Im §. lfi 
wurde dargetkan, dass man bei der absteigenden Rcikenentwickelung von x, wenn die- 

selbe bis zu einer gewissen Weite vorgesckritten ist, mit einer cinzigcu Theiloperation nicht 
immcr nur ein einziges Folgeglied, sondern deren mekrere auf Einmal erhalten konnc. 
Genau dieselbe Eigentkiimlickkeit komnit auch der aufsteigenden Entwickelungsweise zu. Iel 

,1 man namlick in der Rechnung so we.it vorgeschritten,  dass die Substitutionsresultate *j3'r un 

?P"r3 welche fur x = xr aus den derivirten Polynomen —und —^ 

fortwakrenden Zunckmen der Gliederanzakl r   fortan   dieselben   Anfangsglieder $ ,aiVr und 

abgelcitet werden ,    beim 
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[uflosungsmethode fur algebraische Buchstabengleichungen etc. 209 

&'' a*7" aufweiscn: so ist man bei dem Punkte angelangt. wo durch eine schickliche Abanderune; 
des Reclinungsverfahrens  mit   einem  einzigen Schritte   immer  mchrere   Glieder auf  Einmal 
erhalten werden konnen. Anstatt namlich, wie die friihere Kegel zur Bestimmung der Folge- 

gliedcr vorschreibt, nur das erste Glied des Quotienten Wr 
zu  suchen, welches  eben  d 

Wertli des naehsten Folgeglied(es J/.,.+1a^r+i ist, fiihrt man die Division weiter aus, nnd erhalt so 
mehrere Glieder auf Einmal: 

(110) K+iaSr+, + li,^2c^r+- - h,.+., «-"''+3 - •h. . at;r+' 

Die Grenzc.  bis zu welcher die Division fortgesetzt werden darf,  wird  durch eine sehr 
einfaehe Relation : 

(111) £+.<«",—3T,+2^i 

festgesetzt. Alio auf solche Wcise entwickelten Glieder, deren Exponenten £ diese Relation 
erfiillen, sind verl'asslich. d. h. sind von denjenigen nieht versehieden, wclche zufolge des 

gewohnlichen Yerfahrens einzeln aus der Quotientenreihe: 

IV+i ^V+2 tyr+s—1 
(112) 

spv- Vr ¥V+*- 

hcrvoi'gehen. Die Anzahl 5 dieser verlassliehen Glieder ist beim Fortschreiten der Entwicke- 
lung im raschen Waehsen besyriffen. Diese Eigenthiimlichkeit tritt aber, wie aresafft, erst dann 
auf, wenn die Anfangsglieder von ty'r und $"r unverandert bleiben beim fortw'ahrenden 

Waehsen der Gliederanzahl r. Dieses (Jnver'andertbleiben der Anfanffssrlieder ist ein 
Beweis, dass die cntwickclte Gliedersumme ffar kciner Auflosuns; der  derivirten Gleichunffen 
dl' drP 
— = 0 oder - - = 0 eigen sei und dass somit durch dicselbe das der Entwickeluug unterworfene 
dx tie- B S 

x vollkommeii isolirt sei von alien Wurzeln dieser beiden derivirten Gleichungen. Es ist ieicht 
emzuselicn. dass man bei den meisten Gleichungen, wenn nicht schon beim Anf; mare < ier Rech- 

nune: so  doch im weiteren Verlaufe  derselben  zu diesem Punkte gelangen miisse,  und nur 

dann, wenn die der Entwickeluug unterworfene Wurzel gleichzeitig mit der P=0 noch cine 

der beiden derivirten Gleichungen —- =0 und-— =0 erfiillt.  dieses Constantwerden derAn- 
OX d.r- 

fanerssdieder &Ja%rl und $b'' cfo" niemals eintreten werde, weil in einem solchen Falle die ent- 
wickelten Glieder bei einer der beiden derivirten Gleichungen genau diesclbe Wirkung, wie bei 

derP= 0 ausiiben. In dem Substitutionsresultatc $/ oder $,." wird namlich die Reduction auf 
Null genau so, wie bei dem Substitutionsresultatc S#r durch Hinzufiigen neuer Folgeglieder. 
d. h. beim Zunehmcn der Gliederanzahl r von den niedrigsten Potenzen von a aus zu den 

n'achst hoheren iibcrgchend unaufhaltsam fortschreiten, so zwar dass der Exponent 21/ oder der 
andcre 21/' ebenso wie der 21,. bei dem Waehsen von r sich fortwahrend andert und ins 
Unbegrenzte w'achst. Allein in einem solchen Falle besteht ein gemeinschaftlicher Factor in I' 

und einem der beiden derivirten Polvnome — und :— .   Denselben kann man auf die bekannte 
dx r?.e2 

Weise finden. Setzt man ihn der Nulle gleieh. so erhalt man cine neue und einfaehere Gleiehung, 
welcher genau dasselbe X entspricht und bei der dieser Ubelstand meist nicht mchr stattfindet. 

Ein solcher Ausnahmsfall ist demnaeh immer als ein giinstiger zu betrachten. 
Nachdem wir nun bemerkt haben, dass die hier besprochene Bedingung entweder durch 

hinreichend  weit  fortgesetzte  Entwickeluug  von x  bei  der Gleiehung   P=Q   erfiillt   oder 
dP iPJ' 

vermittelst der Bestimmung   des sonst in P und — oder in P und —- enthaltenen gemein- 
° dx ax* 

Oeiiksclii'ii'tcn der mathem.-naturw. 01. XII.  Bd. Abliandl. v. Nlehtmitgl. 1)1, 
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210 Ignaz Heger. 

schaftliehen Factors  eine neue Gleichung   abgeleitet  werden konne,  welche  die  verlangte 
Esolirung verstattet; so wollen wir nun zuin Beweise dcs frfiher Bebau])teten scbreiten. 

Wir setzen voraus, eine Auflosung der Gleichung P=0 sei, in ihren r -4- 1 ersten 

Gliedern aufsteigend entwickelt, durch die Gliedersumme xr dargestellt und von alien Auf- 

losungen der derivirten Gleichungen —= 0 und—- = 0 isolirt, oder mit anderen Worten, die 
° tic ill" 

Anfangsglieder derjenigenSubstitutionsresultate %' und *P", deren Index gleicli oder grosser als 

r ist, seicn stets  dieselben; und wollen jetzt die Bedingungen entwickelu, unter welchen das 

s + lste Entwickelungsglied des Quotienten 
*Pr 
tyr' 

mit  dern ersten Giiede von %•+ 

%•+*' 
- lib erem- 

stimmt oder  davon differirt. Das erste Glied von — --—  ist  n'amlieh hier der c'ewdhn lichen 

Kegel zufolge das (r -f *+ 2)ste Entwickelungsglied der Wurzel x, w'ahrend das (s-i-l)8te Glied 

des Quotienten     £ 
9r'   * 

leichfalls das  (r n\»te in der Reihe wird, werrn man den Ent- 

wickelungsgliedern dieses Quotienten die r + 1 Glieder der Gliedersumme xr vorsctzt. 
Wcnn wir daber die Bedingungen kennen, unter welchen eine vollige Gleicbheit 
zwischen ihnen bestcht oder das Gegentheil stattfindet, so haben wir unseren Zweck crreicht. 

Bezeichnen wir mit x die Summc der auf xr unmittelbar folgenden s Entwickelungs- 

sdieder von z: 

(113) 

so hat man: 

(114) 

und folglich: 

x = hM, «-'•+' hr+i a^+2 • 

xr+s=x, 

K+. a^r+e 

X 

(115) 

(116) 

(1171 

%+s = *, + %'* + - r*' 3?*+-±-W'X'* + 

Vr+. =     $; -f %: V  +    jW"x'* + 

$",+, =s %' +    %'" * + 
Die ersten Glieder von %., $/. %" , $/", .... 

zufolge: 

sind der gewohnlicken Bezeichnungsweise 

&a* . £>*'' ,  &"«*'" ,  $,."V  

wobei, den friiher gemachten Voraussetzungen entKj)recbend,.f)',.a3I'r und ^/'«a'v die unverander- 

lichen Werthe besitzen, die audi fur r -j- 1, r-j-2, gelten. Wir wollen sie daher durch 
tQ'a®'p und ^"?ffi""' ersctzen. weil das Constantwerden  dieser Anfangsgli edcr moffliclierweise 
sc ;hon bei einem friiheren Entwickelungsgliede von x. dencn die Indices p und q entsprechen, 
erfolgt sein kann. Das erste Glied von x aber ist, wie in (113) ersichtlich: h,.+1a^'+'. Es geht 

daraus hervor, dass das erste mit der niedrigsten Potenz von a versehene Glied von $P,.+„, *p'r, s 

und ^3",.+s nur aus folgenden Gliedern entstehen konne: 

nis) %.+, 

(119) %r+, 

(120) S|3"r+i 

A*r+1 

-k+1 
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Yuflf'tsungsmetlwdefiir algebraischc Buchstabengleichungen etc. 211 

Da nun vorausgesetztermassen $' und *JT fiir alle Indices, die gleick oder grosser sind als 
r. dieselben Anfangsglieder $ am'p und 1)"^""' besitzen sollen, so gilt dies auch von ^'r+8 und 

Wr+,- Dies 1st aber nur dann moglich, wenn 2l"(/ unter alien in den Gliedern (120) erschei- 
nenden Exponenten den kleinsten Werth besitzt und 9l'p unter alien in den Gliedern (119) 
vorkommenden Exponenten am kleinsten ausfallt, also wenn die folgenden Relationen bestehen: 

(121) %; < 5lv" + cr+1 < X" + "2 ?— ^d alle iibrigen. >f+i 

Beini Ausdrucke *£,,,„ aber herrsekt ein anderes Yerkalten. Zufolge der zweckmassigen 
Wakl von x', namentlick in Eolge der "Wertke: 

(122) Zr+1 = % 

(123) Vfi = - 

-2t; 
I), 

tilgen sick die beiden ersten Glieder der (118), und das erste von Null versckiedene Glied 
wird nur durck wirklicke Substitution und Ausfuhrung aller Eeductionen bestimmt werden 
konnen. So viel ist aber gewiss, dass dasselbe entweder nur aus den zwei Bestandtheilen: 

(124) %+Wx' 
oder gleickzeitig auch aus den iibrigen: 

(125) -f;v! + -f;v! + 
seine constituirenden Elemente ziekt. Den Relationen (121) und (122) zufolge gilt aber auch 
die and ere: 

(126) 51, = 51/ s,-+i <9l,/' + 2c,.+i <9I,.'" + 3c,,+,   und alle iibrigen, 

woraus unmittelbar ersicktlick ist, dass das erste mit  der niedrmsten Potenz von a versekene 

Glied der Summe (125) 

T£*"^H a**"+^ 

sci. Es folgt kieraus, dass wenn im vollkommen geordneten Substitutionsresultate tyr+a der 

Exponent 5I,,+S des ersten von Null versckiedenen Gliedes kleiner ist. als 21", + 2 c,,+1, dasselbe 
nur aus den beiden Bestandtheilen (124) entstanden sein kb'nne, wakrend fiir den anderen Fall: 

(127) %+>>%" 2c 

auck die iibrigen Bestandtkeile (125) zu   seiner  Bildung beitragen werden. Bestekt also die 
Relation: 

(128) 5k. . -or" 4.  9£ 

so ist das Anfangsglied von S$r+S identisck mit jenem von *J3, -\- ty'r x': hat aber die entgegen- 

gesetzte (126) Statt, so differiren die Anfangsglieder von tyr+) und tyr -f tyrx. 
Bei der aufsteigendeil Entwickelung beginnt im Substitutionsresultate die Reduction auf 

Null bei der niedrigsten Potenz von a mid gelit beim Hinzufiigen neuer Folgeglieder auf die 

n'achst hb'heren Potenzen iiber. Sonach werden die Substitutionsresultate $P, wie sie nach einem 

jeden einzelnen Folgegliede hervorgeken, mit stets hoheren Potenzen von a beginnen. und 

daker die Exponenten 21 in folgender Relation zu einander steken: 

bb* 
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212 Ignaz lleger. 

%.<?(,+, <3t,+a <2L+3 < • • • <%;+^ <K+,.... 

Da nun 21/ -f- 2 cr+1 einen vollkommen bestimmten Zahlwerth hat, wahrend die Expo- 

nenten 21 mit ihrem Index fortwahrend wachsen, so wird man, weil gemass den Relationen (126) 

(120) 3l,<V + 2£,+1 

ist,  beim Ubergange von 21,. zu 2(,.+I, 2L+3,   endlich zu  zwei Exponenten 2l,.+J_1  und  2l,+, 
gelangen, die in folgender Relation zu 21/' + 2 c,.+1 stehen: 

(130) 

Es ist dann auch: 

21 »•+«—i :2f/'+2£+1<3W.. 

131) 2lr < 31,., j <9(r+2 < . . . < 2l,.+s., < 21/' + 2 c,+1 < 2I,.+S. 

Aus dieser Relation in Verbindung mit dem eben friiher Bewiesenen folfft, dass cue ersten 
Glieder von 

(132) % 

(133) &+1 

(134) &+, 

(135) $r+8 

und    ?Pr 

„       $P, + $P/. /,,.,., a& +• 

^4-sp/[Vi^+I+^+2a
f'-+2] 

a^+i • -* + /',+_. «''•+-'J (136) &+_,      .,       & + $/[*,+,. 

dieselben sind, wahrend die ersten Glieder von 

(137) %+,      und    % + %r
,[Jtr+1a*r+i + hr+ta?'+*+: +K+Ja&+°] 

diffcriren. Dividirt man diesc Ausdriicke odcr vielmehr nur ihre ersten Glieder durcli das mit 
entgegengesetzten Zeichcn genommene unveranderliclie Anfangsglicd von *$' namlich durcli 

—$pa*'1'i so-ist wieder das Ergebnise dieser Division einerlei bei den links und den rechts stehen- 
den  Ausdriicken in  (132),   (133), (134), (135), (136), different aber bei den beiden Aus- 
driieken (137). Die links stehenden Ausdriicke liefern aber bei dieser Division der Reihe nacii 

die Entwickelungsglieder von x : 

h..,9a?'+* . Ji,.A, «<?«• <V+2 r+S ' K 

und folglieh thun dies auch die rechts stehenden Ausdriicke mit Ausnahme des letztcn (137). 
Man iiberzeugt sich aber schr leicht, dass die rechts stehenden Ausdriicke geradezu die Theil- 

reste vorstellen, wie sie   sich bei der Division von — ergeben  und   hiemit   ist also der 

Beweis gefiihrt.   dass  die bis inclusive zum Gliede h.,.a*r+° fortgesetzte Division von - 

lauter verl'assliche Glieder von x liefert, wahrend schon das n'achste Glied unriehtig ware. Es 
ist auch durch die Relation (130) die Grenze, bis zu der die Division fortgesetzt werden darf, 
genau bezeicb.net. Man kann dieselbc auf cine andere Gestalt bringen, indem man allerseits 

21/ abzieht und sich erinnert,  dass 2lr+s_i — 21/ 
sie sich in die: 

£r+. < %" — %: 4 

£r+, und 2(r, , — 21/ = c,.+s+] ist, wodurcl 

9  £ <T r 

vcrwandelt. die mit der anfangs aufgefiihrten (111) identisch ist. 
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