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EINLEITUNG.
[st

Va . dx

{l~x){l~->cx)

ein immer endlich bleibendes elliptisches Integral, so hat Jacobi zuerst gezeio-t, dass x als

Function von u eindeutig bestimmt ist, und man hat nach seiner ßezeiehnunffS

VX ^ s.va amu: Vi—x = cos,aviu-^ V\—x^x = ^amu-

diese drei Formen sind einwerthige doppelt periodische Functionen von ?<, von denen jede
innerhalb des ihre Perioden umfassenden Parallelogramms zweimal oo und wird.

Anders gestaltet sich die Sache, wenn man die auf die elliptischen naturgemäss folgenden
Integrale betrachtet, wo unter dem Wurzelzeichen eine Function fünften oder sechsten CTrades

steht, -wie

r" (a+ßx) dx
?fl = /

!

^' ^x (1—x) {l—y.'x) (l—A^x) il—iJ:'x)

für diesen Fall hat Jacobi zuerst nachgewiesen^), und wir werden es noch zeigen dass

wenn der Werth von x bestimmt ist, noch keineswegs der Werth von «, bestimmt ist- sondern
dass man immer den Integrationsweg so einrichten kann, dass «^ jeden beliebigen Werth

1) Crelle, Band 13. De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis
, quibus tbeoria trauscetideiitium Abeliana-

rum innititur.

Denkschriften der mathem.-natunv. CI. XXIV. Bd. Abhandl. von NichtmitgUedern. a
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Fr i edr ich Pry VI.

erhält. Es entsprechen demnacli einem Wertlie von x alle möglichen Werthe von w, und

umgekehrt: so dass man im Allgemeinen ?fj weder als Function von .t, noch x als Function

von u^ betrachten darf.

Nimmt man aber noch ein zweites ähnlich gebautes Integral

(a'+ß'ic) dx.= f ^x{_l—x) (l-x^ic) (l—^x) (l-fJ-'x)^

das mit dem vorigen in keiner linearen Relation steht (so dass tu = mui -f 7i wäre) und setzt

lest, dass der Integrationsweg von Mj derselbe, wie der von u^: so ist, wenn der Werth von u^

und von x einmal festgesetzt, dadurch auch der Werth von u.^ eindeutig bestimmt. Wir

können also setzen:

und ebenso:

"l —fl («2
I

^-)

woyi,y'., einwerthige P\uietionen bezeichnen, die darum keinen analytischen Ausdruck zu

haben brauchen, sondern eine gleichsam nur ta,bellarische Bedeutung behaupten. Daraus wird

sieh dann ero-eben:ö

X = ^ («1
I

M.).

Den Charakter dieser Function zu untersuchen, ist das vorgelegte Problem, und zumal

den der fünf Functionen:

Vx , V 1—X , V 1—x'x , V 1—}:rx , V 1— fx^x,

die ich speciell ultraelliptische nenne, weil sie in dieser Classe von Transcendenten eine

ebenso einfache Rolle spielen, wie die elliptischen Functionen bei der vorigen, und die

übrio-en sich leicht durch diese fünf ausdrücken lassen. Zur Discussion dieser F^ormen bediene

ich mich der anschaulichen Methode meines hochverehrten Lehrers Riemanu , niedergelegt

in seiner „Theorie der Abel'schen Functionen"') zumal aber in seiner Inaugural-Dissertation:

„Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen complexen

Grösse." Göttingen 1851 bei Huth. Sollte es mir gelingen, durch diese Arbeit die Bekannt-

schaft mit der Riemann'schen Theorie für weitere Kreise zu vermitteln und zum Studium

derselben anzuregen, so würde ich dies als das schönste Resultat meiner Arbeit bctracliten.

') Grelle, Band 54, auch als Soparatabdruck aus demselben erschienen, Berlin bei Beimer.
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Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen.

ERSTER THEIL.

Graphik des Problems.

§• 1-

Die Form der Gleichung niedrigsten Grades, die auf ultraelliptische Integrale führt, ist,

wenn wir die höchste vorkommende Potenz der Variablen durch eingeklammerte Indices

bezeichnen,

F{f\ «t'') = «0*' + 2«!« + «., =

wo «0, «I, «2 rationale ganze Functionen des dritten Grades von z sind, und zwischen den
Constanten Coefficienten in diesen Functionen keinerlei Relationen bestehen. Ein immer end-

lich bleibendes Integral, auch Abel'sches Integral der ersten Gattung genannt, hat dann die

Form:
^{A-^Bz) dz __ r (A+Bz) dz _ r- (Ä+Bz)dz

W :=

WO die sechs Wurzeln «j . . . otg nothwendig verschieden sein müssen. Wir bemerken sofort, dass

man zu einem Integrale immer unendlich viele davon iinearunabhängige finden kann indem
der Zähler zwei willkürliche Constante enthält. Jedes beliebige dritte ist dann durch je zwei

von solcher Beschaffenheit linear ausdrückbar. Es ist leicht den letzten Ausdruck in eine

elegante Form zu transformiren, die wir die canonische nennen wollen, indem wir* durch

eine lineare Substitution eine neue Variable einführen. Wir setzen nämlich

X = .

dann ist für

s = ßj : X =

und es sei für

Z = «o
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4 Friedricli Prym.

wobei die Grössen x, X^ fi ganz beliebige Werthe liaben mögen. Für die Graphik des Pro-

blems setzen wir aber die Grössen et, ß, x", }?
,
/r reell und positiv voraus und die drei letzten

so dass 1 > x^ > -^^ > //, da dadurch die Anschauung bedeutend erleichtert, die Allgemein-

heit der analytischen Eesultate aber keineswegs beeinträchtigt wird.

§• 2.

Um dem Probleme die möglichste Allgemeinheit zu geben, gestatten wir der Variablen x

alle reellen und complexen Werthe anzunehmen. Wir repräsentiren sie nach der Gauss'schen

Weise in ihrem ganzen Umfange durch die Punkte einer unendlichen Ebene derart, dass dem

Werthe

X = y -\- zi

der Punkt entspricht, dessen Coordinaten auf ein durch den Nullpunkt gelegtes rechtwinke-

liges Coordinatensystem bezogen y und z sind. Statt dessen können wir auch schreiben

X = ?-e*''

dann bezeichnet ?• den vom Anfangspunkte nach dem Punkte x gezogenen Leitstrahl und cp den

Winkel, den derselbe mit der F-Axe bildet. Wir machen ferner die Voraussetzung, dass dem

Werthe x = oo auch nur ein Punkt entspricht; mit anderen Worten, wir denken uns die

Ebene im Unendlichen geschlossen, oder wie eine Kugel mit dem Radius C5o.

Betrachten wir nun die unter dem Integralzeichen vorkommende algebraische Function

s = Vx (1

—

x) (1—x^a;) (1

—

X'x) (1

—

jjl'x) = V {x, x, X, /jl)

so hat diese Function in der A'-Ebene für jeden Punkt zwei entgegengesetzte Werthe. Wenn

man von einem festen Punkte cTq ^"s, für den man einen der beiden Werthe ± *o angenommen

hat, zu einem beliebigen Punkte x gebt, so wird man den Weg immer so einrichten können,

dass man durch stetige Fortsetzung der Function s von dem Anfangswerthe s^ aus sowohl den

positiven als den negativen Werth im Punkte x erhält; man braucht nur um einen der Punkte

Oj 1, — , — , -^, oo herumzugehen, in denen die beiden Zweige der Function zusammenfallen.

und die wir aus dem Grunde „Verzweigungspunkte" neimeii. Cauchy hat dafür den Namen

,.points critiques"; in ihnen hört nach seinem Ausdrucke die Function auf „monodrome"

zu sein.

Man erkennt hieraus, dass man bei der Untersuchung algebraischer Functionen beständig

vom Wege abhängig ist, so lange man in einer Ebene operirt; und es fragt sich, ob nicht

eine Methode angebbar, um sich davon zu befreien? Dieses Problem hat Riemann zuerst

allgemein gelöst durch seine mehrblättrigen Flächen und Verzweigungsschiiitte. In unserm

vorliegenden Falle denken wir uns nämlich über die A'-Ebene zwei neue Ebeuenbiätter aus-

gebreitet, wie sie selbst unendlich und geschlossen, und markiren in beiden die Verzwei-

gungspunkte. Wir bestimmen dann die Function s einwerthig im obern Blatte durch stetige

Fortsetzung von einem bestimuiton Anfangswerthe s^, aus: in Folge dessen muss sie längs

gewissen Linien unstetig werden, denn verbindet man zwei beliebige Verzweiguugspuukte

z. B. und 1 durch eine Linie, und ist in einem Punkte auf der linken Seite dieser Linie

(man steht in der I'-Axe und sieht nach der positiven Seite) der Werth der Function (-{- i).

b
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Neue Tlieorie der idtraelliptischen Functionen. 5

so ist er in dem entsprechenden Punkte auf der rechten Seite (— s), da die Function durch

Umlauf um einen einfachen Verzweigungspunkt, wie bekannt, den Factor (— 1) erhält. Ver-

binden wir ebenso — und — , -^ und oo durch Linien, und setzen fest, dass die Function

diese Linien nicht überschreiten soll, so ist sie, da dadurch der Umlauf um jeden der sechs

Verzweigungspunkte gehindert wird, in der obern Fläche einwerthig aber nicht mehr stetig,

denn zu beiden Seiten der Linien hat sie entgegengesetzte Werthe. Wir setzen dann fest, dass

im untern Blatte dem Punkte x immer der andere Werth von s entsprechen soll, entgegen-

gesetzt dem, den die Function im obern Blatte hat; sie ist dann auch im untern Blatte einwer-

thig bestimmt und wird längs derselben Linien unstetig. Diese Doppelfläche repräsentirt uns

also einwerthig alle Werthe von *; zu jedem x gehören zwei Punkte: {s, x) in der obern und

(— «, x) in der untern Fläche, entsprechend den beiden Werthen der Function im Punkte x.

Da man nun aber analytisch durch den Umlauf um die Verzweigungspunkte vom
Punkte x aus bis wieder zu ihm zurück die Function s in stetiger Fortsetzung zu dem ent-

gegengesetzten Werthe an demselben Punkte x führen kann, dies aber graphisch nichts

anders heisst, als man kommt aus einem Blatte in das andere, indem für jedes Blatt die Func-

tion einwerthig bestimmt sein soll, so folgt daraus, dass die beiden Blätter an gewissen Stellen

zusammenhängen, d. h. in einander übergehen müssen, wenn anders die graphische Reprä-

sentation mit der analytischen Anschauung zusammenfallen soll. Es ist bekannt , dass , wenn

man die Function s um einen einfachen Verzweigungswei'th herumführt, man am Ausgangs-

punkte zu dem entgegengesetzten Werthe kommen muss; geht man noch einmal herum, so

kommt man wieder zu dem ursprünglichen Werthe. Geht man um zwei Verzweigungswerthe

herum bis wieder zu demselben Punkte x, so ist der Werth von s wieder derselbe. Dies erreichen

wir, wenn wir die beiden Blätter längs der drei Unstetigkeitslinien durchschneiden und so

zusammensetzen, dass links unten (

—

s) mit rechts oben (— .s) und rechts unten {-\- s) mit links

oben (-f s) zusammenhängt, dass also in diesen Schnitten die Flächen sich durch einander

durchsetzen. Fig. 1 zeigt uns dann den Verlauf einer beliebigen in dieser zusammenhan-

genden Doppelfläche gezogenen Linie, wobei die im untern Blatte verlaufenden Stücke der

bessern Anschaulichkeit wegen punktirt sind. Die Function s ist nun in der ganzen Fläche,

die wir T" nennen wollen, und die ihre Verzweigungsart darstellt, einwerthig und stetig,

denn durch die Zusammensetzung der beiden Blatter sind die Unstetigkeiten gegenseitig

aufgehoben worden; sie kann demnach als eine völlig bestimmte stetige Function des

Ortes in dieser Fläche angesehen werden. — Man sieht leicht, dass diese Fläche voll-

ständig die analytische Eigenschaft der Function s repräsentirt. Ziehen wir in der obern

Fläche eine Linie um die Punkte — 1, so geht diese nicht in die untere Fläche über: man

erhält also für den Werth x wieder denselben Werth ä, von dem man ausging; ebenso ist e.s,

wenn man um die Punkte 1 und — herumgeht: man kommt dann beim Überschreiten von

11 ••
.— 1 in die untere Fläche, bleibt darin bis zum Schnitte -, kommt durch Überschreiten

A^'

dieses wieder in die obere Fläche, also an demselben Punkte x wieder zum ursprünglichen

Werthe von .?, wie es ja analytisch verlangt wurde. Geht man nur um einen Verzwei-

gungspunkt herum, so kommt man ersichtlich zu dem Punkte x im andern Blatte, also zu dem

entgegengesetzten Werthe von s, da man dann eine der Verzweigungslinien nur einmal

schneidet; geht man noch einmal herum, so schneidet man zum zweiten Male, kommt also

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



6 Fr i e dr ich Vrym.

wieder in das erste Blatt zum ursprünglichen WertLe. Es ist übrigens, wie man bemerken

kann, ganz beliebig, welche von den Verzweigungspunkten man zu je zweien verbindet; das

leitende Princip ist nur, die Zerschneiduug so einzurichten, dass man in der Fläche durch

Umlauf um eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten zu demselben Werthe von s, durch

Umlauf um eine ungerade Anzahl zu dem entgegengesetzten Werthe kommt. Für unsere Unter-

suchung halten wir die gemachte Zerschneidung als die einfachste fest, ziehen die Schnittlinien

gerade und nennen die Punkte — 1, -^— t, , —^— oo conjugirte Verzweigungspunkte.
X" Au,

§. 3.

Jede aus s und x rational zusammengesetzte Function /"
(.s, x) ist nun auch in der Fläche

T einwerthig und stetig (d. h. nicht längs einer Linie unstetig), da s und x es darin sind; wir

nennen sie gleichverzweigt. Umgekehrt lässt sich leicht zeigen, dass, wenn eine Function ein-

werthig und stetig in T, also gleichverzweigt ist, sie sich rational durch 6- und x ausdrücken

lässt. Alle diese Functionen haben die Eigenschaft in ebenso vielen Punkten der Fläche T
unendlich gross als unendlich klein von der ersten Ordnung zu werden, und durch die Punkte,

wo sie unendlich gross werden, sind sie bis auf Constante bestimmt. Wir nennen dabei eine

Function unendlich klein von der ersten Ordnung im Punkte a (und bezeichnen dies durch 0'),

wenn ihr Logarithmus bei einem linksherumgehenden Umlaufe der Variablen um ein diesen

Punkt umgebendes sehr kleines Flächenstück, in dem keine weitern 0' oder oo' Punkte der

Function liegen, um 2to wächst. Ist also der Punkt a keinVerzweigungspunkt, so ist (;r

—

a)^ 0^;

ist dagegen a ein Verzweigungspunkt, so ist (x—«,)'''== 0* in diesem Punkte, denn dann muss

man, um das ganze den Punkt a in unmittelbarerNähe begrenzende Flächenstück einzuschliessen,

zwei Umläufe machen und dadurch würde log [x—a) um 4to wachsen. Demnach wird Vi — -a^x

im Punkte a; ^ -^ : 0\ also 1 — v^x dort unendlich klein von der zweiten Ordnung. Dies ergiebt

sich auch leicht, wenn man bedenkt, dass in einem Verzweigungspunkte zwei Punkte der

Fläche T zusammenfallen, (x

—

a) wird in zwei Punkten 0\ von denen der eine im obern, der

andere im untern Blatte liegt ; wird nun a einVerzweigungspunkt, so fallen die beiden Nullpunkte

aufeinander, {x—a) wird dann in einem Punkte unendlich klein von der zweiten Ordnung. Für

den Unendlichkeitspunkt ist — = 0', wenn im Unendlichen kein Verzweigungspunkt liegt, da
*

. IL
aberbeiderFläche TderPunktic= oo einVerzweigungspunkt, so wird dort—;- = 0', x^^oo^'.x

wird also in diesem Punkte unendlich gross von der zweiten Ordnung. Demnach wird eine

ganze Function von x vom «"'" Grade f[x^"^) für a; = oo : oo"", folglich auch für 2;«-Punkte

0' : sie wird nämlich für ?« -Werthe von x gleich 0, und jedem x entsprechen im Allgemeinen

zwei Punkte der Fläche; 5 = V (.r, x, ?,, jx) wird für a; = 00 : oc"' und für die fünf im Endlichen

liegenden Verzweigungspunkte 0\ Bei diesen Untersuchungen wird immer ein Punkt, wo die

Function von einer höhern Ordnung unendlich oross oder klein wird, ebenso vielen einfachen

C5o' und 0' Punkten gleich geachtet. Eine solche wie T verzweigte Function lässt sich um einen

Punkt a herum, für den sie nicht 00 wird, nach steigenden Potenzen von {x—a) entwickeln,

wenn derselbe keiner der fünf endlichen Verzweigungspunkte ist; für diese nach steigenden
1

Potenzen von [x—a)-. Um den Unendlichkeitspunkt der Fläclie T lässt sie sich, wenn sie dort

cndlicli bleibt, nach steigenden Potenzen von -
_- entwicklen , da derselbe auch ein Verzwei-

gungspunkt ist.
•*''
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Neue Theorie der ultraelUptischen Functionen. 7

Der allgemeinste Ausdruck einer wie die Fläche T verzweigten Function, der sich also

rational aus s und x zusammensetzt, ist nun, da ä" eine rationale Function von x,

wo ^0 5 ßoi -^\i ^i ganze rationale Functionen beliebigen Grades von x sind. Es wird uns für

die Folge nützlich sein, zu untersuchen, wann und wie wir diesen Ausdruck so bestimmen

können, dass er für beliebig zu w^ählende Punkte oo wird, und wie von diesen die PunktOj wo
er dann wird , abhängig sind. Um gleich den allgemeinsten Fall dieser Bestimmung zu

betrachten, nehmen wir an, dass für .x' = oo, -s = oo der Ausdruck F einen willkürlichen

Werth habe; dann müssen die höchsten Potenzen im Zähler und Nenner dieselben sein, und

i^wird nur oo, wenn der Nenner verschwindet, nur 0, wenn der Zähler verschwindet. Wir

können in F zwei Formen unterscheiden (die uns beide dasselbe Resultat liefern werden), je

nachdem Zähler und Nenner für a;= oo von einer geraden oder ungeraden Ordnung oo werden.

Sei also

wo die eingeklammerten Indices jedesmal die höchste vorkommende Potenz der Variableu

bezeichnen, und sei

2n > 2m + 5

2n > 2to, + 5

dann werden Zähler und Nenner für a; = oo : unendlich von der Ordnung 2n, folglich auch

für 2?i Punkte unendlich klein von der ersten Ordnung. Wir können die Constanten des

Nenners so bestimmen , dass er für p beliebig zu wählende Punkte 0' wird , wo p natürlich

nicht grösser als die Anzahl der Constanten im Nenner sein darf; dann wird er ausserdem

noch für 2?i— p Punkte 0\ Der Zähler des Ausdrucks F^ enthält n -f '^^ + 1 unabhängige

Constante; bestimmen wir diese so, dass der Zähler auch für die 2n— p Punkte verschwindet,

wie der Nenner, so bleiben noch

(n-j-m-f 1) — (2n—p) = p -{- m — m -f 1

Constante willkürlich. Nehmen wir tn so gross, als die Relation 2?? > 2ot -f- 5 es erlaubt, so

wird m — « = — 3 : und p -\- m — n -{- 1 ^ p — 2. Wir haben so eine Function gewonnen,

die für p beliebig zu wählende Punkte oo' wird, indem für 2n—p Punkte Zähler und Nenner

gleichzeitig 0' werden, und die im Zähler p—2 willkürliche Constante enthält. Die zweite Form

:

^"^
"

foi^^"''') + ?i (a;W) . s

wo
2m < 2wi + 5

2«, < 2m 4- 5

wird für 2m + 5 Punkte oo' und 0'. Wir bestimmen den Nenner des Ausdrucks so, dass er

für p beliebig festzusetzende Punkte 0' wird, und die « -j- m + 1 Constanten des Zählers so.
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8 Fr iedr ich Prym.

dass er für die 2m +5 — p Punkte, für die der Nenner noch verschwindet, auch verschwindet;

dann bleiben

(?2+ ??2 + 1) — (2?rt+ 5— p) = p + w — m — 4

Constante willkürlich. Nehmen war n möglichst gross, so wird n — w == 2 : mid

Ol -}- n — m — 4 = p — 2 , wie im ersten Falle.

Wir können also, w^enn p>2, den Ausdruck i^ immer so bestimmen in seinen Constanten,

dass er für p ganz beliebig zu wählende Punkte der Fläche Too' wird. Von den p-Punkten,

für die er dann 0' wird, können wir p—2 beliebig wählen, da der Zähler p—2 unabhängige

willkürliche Constante enthält, von denen er eine lineare Function ist.

Ist aber p = 2, so enthält der Zähler keine willkürliche Constante mehr, d. h. er ist

vollkommen bestimmt dadurch, dass er für die Punkte verschwindet, für die ausser den p

noch der Nenner verschwindet. Er kann sich folglich von dem Nenner nur um eine multipli-

cative Constante unterscheiden, und i^ selbst ward eine Constante. Es giebt also keine wie T
verzweigte Functionen, die für zwei beliebig zu wählende Punkte der Fläche oo' werden.

Nur wenn die beiden Punkte demselben Werthe x entsprechen, existiren solche Functionen

und ihr allgemeinster Ausdruck ist

m -\- nx

m' -\- nx '

sie werden in zwei wie (.?, x) und (— s, x) über einander liegenden Punkten oo' und in zwei

ebenso gelegenen von den ersteren unabhängigen 0'. Dass es endlich keine wie T verzweigte

Functionen giebt, die nur für einen Punkt oo* und 0' werden, ist klar, denn dann enthielte F
eine negative Anzahl von Constanten, was keinen Sinn hat.

§. 4.

In der Fläche T betrachten wir jetzt die Integralfunction

{a.-\-^x)dx

u V Vx(l-.{l—x) (l-x'o;) [l—Vx) {l—l>.-x)

Die unter dem Integralzeichen stehende Function hat in der Fläche allenthalben einen

bestimmten Werth und ändert sich stetig; sie wird unendlich für die fünf im Endliehen liegen-

C C
den Verzweigungspunkte wie lim : für .r = co wird sie Avie lim —-. Die Integral-

x = a[x— «) -5- x = ooa; —

function bleibt demnach allenthalben in der Fläche endlich; sie ist ein immer endlich bleiben-

des Integral. Gehen wir von dem Anfangspunkte der Integration, den wir einstweilen als

nehmen wollen, zu einem Punkte x.s der Fläche, so wird bekanntlich das Integral einen ver-

schiedenen Werth erhalten, je nach dem Wege, den wir die Integrationscurve durchlaufen

lassen. Liegt z. B. der Punkt x^s in dem obern Blatte, so kann man die Integrationscurve

ganz in demselben verlaufen lassen oder auch tlieilweise in dem untern; man kann ein oder

mehrere Male um conjugirte Verzweigungspunkte gehen etc. und jedesmal wird die Integral-

function im Punkte x,s einen von den frühern verschiedenen Werth erhalten. Es ist aus der

allgemeinen Theorie bekannt, dass zu einem Werthe von x unzählige Werthe von u gehören;
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Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 9

es findet dies analog schon bei den einfacheren Integralen, den elliptischen und circularen.

Statt. Es fragt sich, ob wir uns bei dieser Classe von Functionen nicht auch vom Wege unab-

hängig machen können , wie es uns mit den algebraischen E\inctionen in dem vorigen Para-

graphen gelungen ist. Dieselbe Methode wie vorher können wir natürlich nicht anwenden, denn

wir müssten dann, da die Integralfunction unendlich viele Zweige hat, die Fläche Tnoch mit

unendlich vielen Blättern bedecken, so dass in jedem Blatte ein Zweig der Function läge. Allein

das eigenthümliche Verhältniss der Zweige zu einander, was wir bald näher feststellen werden,

gestattet, einen Zweig durch passend angebrachte Linien (Querschnitte) von den übrigen zu

trennen und für sich in der Ausdehnung der ganzen Fläche zu betrachten. Wir verdanken

Kiemann auch diese sinnreiche graphische Metliode; sie ist eine natürliche Folge des

bekannten Cardilialsatzes über die Integration durch das Imaginäre, von dem wir hier aus-

gehen wollen. Er lautet:

„Ist in einer die AT-Ebene einfach oder mehrfach bedeckenden Fläche w eine einwerthige

stetige Function des Ortes von x, so hat/^o . dx durch eine geschlossene Curve ausgedehnt,

innerhalb deren io nicht unendlich wird wie lim , den Werth 0, wenn die Curve die

ganze Begrenzung eines Theiles der Fläche ausmacht."

Der Beweis dieses Satzes von Cauchy'j ist nicht allgemein genug, da er für eine Ebene

geführt ist und in Folge dessen innerhalb des betreffenden Flächentheils keine Verzweigungs-

punkte liegen dürfen; wir geben desshalb in Kürze den von Riemann, der sich in etwas

anderer Weise in seiner Dissertation (Seite 9 u. ff.) findet. Es war x ^=^ y -f s/, und es mögen

y und Z zwei einwerthige Functionen des Ortes ?/, z bezeichnen, die in dem betrachteten Theile

der Fläche sammt ihren Derivirten endlich bleiben ; wir ziehen dann eine geschlossene Curve

die einen Theil der Fläche vollständig begrenzt, und dehnen das Integral

m~^"-''
über die ganze von der Curve umschlossene Fläche aus. Durch Integration des ersten Theiles

nach ?/, des zweiten nach z findet man leicht, dass der Werth des Flächenintegrals gleich ist.

dem Werthe des CurA'enintegrals

J(Z.d.z -\- Y.dy)

über die ganze Begrenzung in positiver Richtung erstreckt. Hierbei sind dy^ dz zum Unter.

schiede von 8_?/, 83 die Änderungen von y und z, die entstehen, wenn man in der Begrenzung

von einem Punkte zu einem benachbarten übergeht. Unter positiver Richtung beim Durch-

laufen verstehen wir diejenige, bei der man den Flächentheil, den die Curve begrenzt, immer

auf der linken Seite liegen hat. Wir setzen Y = iv , Z = wi, und sei lo =f{x) =f{y + si),

so dass i — = — ; so folgt, wenn wir diese Werthe in die gefundene Gleichung einsetzen,

J) Comptes reiidus de l'Arademie des Sciences 1846.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXIV. Bd. Alihandl. von Nuhtmitgliedern.
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10 Friedrich Prym.

8?c S

Ein iedes Element des ersten Integrals yerscliwindet, weil die Gleichung i- =
•^ oy oz

für jeden Punkt des betrachteten Flächentheiles gilt, indem durch die Bestimmung, dass die

Derivirten endlieh sein sollen, die linke Seite nie unter der unbestimmten Form c» — oo

erscheinen kann : für diesen Fall ist also

/ IC . dx = 0.

Aus diesem Falle ergiebt sich sofort der allgemeinere, wo innerhalb des begrenzten Flä-

chenstückes Punkte a liegen, für die ?o oder -—- unendlich werden. Der Werth des obigen lute-
ox

grals ist alsdann gleich der Summe der Integrale / m; . (Zx in kleinen Kreisen iind in positiver

Riehtuno- um die Punkte a erstreckt, da wir vermöge des bewiesenen Falles alle die Flächen-

theile ausscheiden können, für die w und-— endlich sind, indem das Integral jic.dx um sie

herum erstreckt den Werth hat. Für einen solchen Punkt a hat nun lo nothwendig den

Charakter einer Function Sc,„(cc—«)'", wo die ra <C 1 sind, denn man kann immer die Con-

stauten c und m so bestimmen, dass w — '^c.„X^— «)'" und ^c,„ni (x—rt)"'~Mn dem betref-
ox

fenden Punkte a den Werth haben, da w als einwerthige Function des Ortes nur algebraisch,

nicht logarithmisch unendlich werden soll. Ist a kein Yerzweigungspuukt, so müssen die m
negative ganze Zahlen sein (m = betrachten wir sowohl als negative, wie als positive ganze

Zahl), denn sonst wäre w nicht einwerthig in der Fläche, wenn einige m Brüche wären;

integrirt man in einem kleinen Kreise um einen solchen Punkt herum, indem man

X— rt = 7'e'^', dx = re'^' . tZcp . i

setzt, so resultirt für das allgemeine Glied der obigen Summe:

r c.dx c r^''- d'^.i

J (x—ay r'~\' e'"-'^f

und dieser Ausdruck ist, da n eine positive ganze Zahl sein soll, immer 0, ausser wenn n^l:/c . dx—— . Ist dagegen a ein v-facher Verzweigungspunkt, um den
x~a

herum also v-Blätter der Fläche zusammenhangend sich winden, so können einige m auch

gebrochene Zahlen sein, und sie lassen sich dann, da ro einwerthig in der Fläche sein soll, alle

nothwendig in die Form — bringen, wo |j. eine positive oder negative ganze Zahl. Um einen

solchen v-fachen Verzweigungspunkt vollständig abzugrenzen, müssen Avir v-ümläufe um üin

machen, in jedem Blatte einen; dann folgt

/•2-r

r: (x—a) ' dx = er ' / e ' ''
. f/'f . i

fc.dx
und dieser Ausdruck ist immer 0, ausser wenn |ji -f- v = : dann ist sein Werth c. v . 27:? = 1 _
für den v-fachen Verzweigungspunkt a. Somit ist der aufgestellte Satz in seiner ganzen Allge-

meinheit bewiesen und er lässt sich auch folgen derraassen aussprechen:
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' Neue TJieorie de?- idtraelUptiscTien Functionen. 11

»Ist ?c in einer ein- oder mehrblättrigen Fläche eine einwerthige und stetige Function

des Ortes von a-, die für keinen Punkt unendlich wird wie lim—^— (zu welchen Functionen —
auch gehört), so hat fio.dx auf zwei verschiedenen Wegen zwischen zwei beliebigen festen

Punkten erstreckt immer denselben Werth, wenn diese beiden Wege zusammengenommen
die ganze Begrenzung eines Theiles der Fläche ausmachen.- Denn es ist nach dem bewiese-

nen Lehrsatze unter den festgesetzten Bedingungen (s. Fig, 1"):

daher auch:

/ IC . dx (über d) -f- / w .dx (über a") = 0,

w .dx (über «') = / lo .dx (über «").

Dieser Cardinalsatz giebt uns ein Mittel zur Classification solcher Flächen , die die A'er-

zweigung algebraischer Functionen repräsentiren. Wir nennen eine Fläche einfach zusam-

menhangend, wenn eine jede in ihr gezogene in sieh zurücklaufende Curve die ganze

Begrenzung eines Stückes der Fläche ausmacht, durch sie die Fläche also in getrennte

Theile zerlegt wird. Eine solche ist z. B. jede unendliche Ebene; zieht man in iiir eine

geschlossene Curve, so wird dadurch gleichsam ein Stück aus ihr herausgeschnitten. Anders

verhält es sich bei mehrblättrigen Flächen, wozu unsere T gehört. Ziehen wir z. H, um die

eonjugirten Verzweigungspunkte — 1 im obern Blatte eine geschlossene Curve, so Avird

die Fläche keineswegs in getrennte Theile zerspalten, eben weil man durch die Verzweigungs-

schnitte gehend von der Innern Seite der Curve zur äussern kommen kann. Eine solche Fläche

heisst mehrfach zusammenhangend; sie heisst («+ l)-fach zusammenhangend, wenn man
sie durch ein System von n geschlossenen Linien, die wir Querschnitte nennen wollen, und

die ihre Begrenzung bilden, in eine einfach zusammenhangende zerlegen kann. Das Gesagte

wird in dem Folgenden klare und anschauliche Gestalt gewinnen.

In unserer Fläche T hat nach dem ausgesprochenen Lehrsatze die lutegralfunction u

(die nirgendwo logarithmisch unendlich wird, da in keinem Punkte — unendlich wie lim )

dx X = a X— a

von einem festen Anfangspunkte bis zu einem Punkte x.s auf einem Wege erstreckt nur dann

denselben Werth wie auf einem andern, wenn beide Wege zusammen die ganze Begren-

zung eines Theiles der Fläche ausmachen. AYäre die Fläche T einfach zusammenhangend,

so würde dies immer der Fall sein . und der Werth des Integrals wäre alsdann von dem Inte-

grationswege vollkommen unabhängig. Wir zerlegen also durch Querschnitte die mehrfach

zusammenhangende Fläche T in eine einfach zusammenhangende T'; dies kann auf die ver-

schiedenste Weise geschehen, immer aber ist die Anzahl der Querschnitte dieselbe, wie wir

weiter unten seilen werden.

Die vorliegende Fläche T hat keinerlei Begrenzung, da wir sie als ein System zweier

im Unendlichen geschlossener Ebenen auffassen, die längs den Verzweigungsschnitten zusam-

menhängen. Wir ziehen eine beliebige geschlossene Curve im obern Blatte, durch die die

Fläche nicht in o-etrennte Theile zerleo-t wird, z. B. um die coiiiuoirten Verzweio'uni;spunkte

— 1 (siehe Fig. 2), und betrachten ihre beiden Seiten als zur Begrenzung gehörig;
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12 Friedrich Prijin.

dann besteht die Begrenzung aus zwei getrennten Linien, nämlich der innern und der äussern

Seite der Curve. Die weitere Zerlegung der Fläche geschieht dann so, dass jeder folgende

Schnitt von einem Punkte eines frühem nach demselben Punkte auf der andern Seite geht,

oder in sich selbst zurückläuft, wenn in dem frühem schon ein anderer Schnitt mündet; dies

wird so lange fortgesetzt wie möglich, bis die Fläche in eine einfach zusammenhangende

zerlegt ist. Wir gehen folglich von einem Punkte ä auf der innern Seite des Querschnittes I

aus, kommen durch den Verzweigungssehnitt — 1 in die untere Fläche und durch den Yer-

zweigungsschnitt -^ — —
- wieder in die obere bis zum Punkte ä auf der äussern Seite: wobei

wir, und auch in der Folge, die im untern Blatte liegenden Theile der Querschnitte punktircn.

Durch diesen Querschnitt II, dessen beide Seiten wir als zur Begrenzung gehörig betraihten,

sind nun die beiden getrennten Begrenzungen, die durch den Querschnitt I gebildet wurden,

verbunden, und die Begrenzung der Fläche besteht aus einem Stücke. Die Fläche ist aber noch

nicht einfach zusammenhangend, wir ziehen desshalb einen Querschnitt III von einem Punkte

des Querschnittes II im obern Blatte aus um die Yerzweiuungsimnkte - und - und lassen

ihn in einem seiner früheren Puidcte enden. Die Begrenzung besteht wieder aus zwei getrenn-

ten Theilen, nämlich der innern Seite des Querschnittes III und der äussern, welche letztere

mit den beiden Seiten des vorigen Querschnittpaares eine in sich zurücklaufende Curve bildet.

Verbinden wir nun noch diese getrennten Theile durch einen Querschnitt IV, der um die con-

jugirten Verzweigungspunkte — — oo gehend von einem Punkte b der innern Seite des Quer-

Schnittes III zum entsprechenden Punkte auf der äussern Seite gezogen ist, so besteht die

Begrenzung aus einem zusammenhangenden Stücke, und die dadurch begrenzte Fläche 7, die

wir als solche T nennen wollen, ist einfach zusammenhangend, denn man kann keine, die

Begrenzung natürlich nicht schneidende, geschlossene Curve mehr ziehen, durch die die

Fläche T nicht in getrennte Theile zerlegt wird. Da unsere Fläche T durch vier Querschnitte

in eine einfach zusammenhangende T zerlegbar, so war sie demnach fünffach zusammen-
hangend. Wie schon bemerkt, haben die Querschnitte eine ganz willkürliche Gestalt und eben so

die Punkte, wo zwei Querschnitte in einander münden, wie z. B. a, eine ganz beliebige Lage.

Jede Seite eines Querschnittes dient dem re.sp. anliegenden Theile der Fläche als Begrenzung,

und diese wird positiv durchlaufen (welche Ptichtung in Fig. 2 die Pfeile andeuten), wenn wir

dabei die von ihr begrenzte Fläche immer auf der linken Seite haben.

§. 5.

Nachdem wir so unsere vorgelegte Fläche T, indem wir ihr eine Begrenzung gaben, in

eine einfach zusammenhangende 2" zerlegt, deren Kriterium darin besteht, dass wenn man in

ihr auf zwei verschiedenen Wegen von einem Punkte zum andern geht, diese beiden zusani-

mengenommen immer die ganze Begrenzung eines Theiles der Fläche bilden: können wir den
Lehrsatz, von dem wir ausgingen, anwenden, und es folgt daraus, dass unser Integral u

zwischen zwei festen Endpunkten in der Fläche T' beliebig erstreckt immer ein und dciiselben

Werth hat; es ist daher in der Ausdehnung der ganzen Fläche T' eine einwerthige endliche

und stetige Function des Ortes, d. h. unabhängig von dem Integrationswege, der selbstver-

ständlich die Begrenzung von 7" nicht schneiden darf. Eine weitere Frage ist jetzt, wie sich

die AVerthe der so allenthalben in T' bestimmten Function u zu beiden Seiten der Querschnitte
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Xeuc Tiicorie der ultraellipti.scheu FanrfioneJi. 1

3

Torlmlten, oder, um einfacher zu reden, wie sieh die Function u beim Überschreiten der ftuer-

schnitte ändert? Um dies zu untersuchen, müssen wir eine positive und negative Seite unter-

scheiden, und wir nelimen für die Folg-e bei allen Querschnitten die innere als die positive, die

äussere als die negative an. Wir bezeichnen die Querschnitte der Reihe nach vtui links nach

rechts mit «i, 6] : a.^, b.,] dann münden a, , 6, so wie c?,, , b., in einander resp. in den Punkten ä

und b. Jeden dieser beiden Mündungspunkte wollen wir vierfach bezeichnen, je nachdem wir

ihn auf der einen oder andern Seite der Querschnitte a oder b liegend denken. Die a., mit b^

verbindende Linie, die eigentlich zum Querschnitte a., gehört, nennen wir c (s. Fig. 2). Wir

können fiir's Frste bemerken, dass die Function u beim Überschreiten der Linie c stetig

bleibt: «jehen wir nämlich in der Flä<-he T' von einem Punkte auf der einen Seite von c bis

zu demselben Punkte auf der andern, indem wir längs der Begrenzung, die durch das Quer-

schnittsvstem «i, b^ gebildet wird, in der Pvichtung der Pfeile integriren, so wird jeder dieser

beiden Querschnitte und ein Stück von c zweimal, das zweite Mal in entgegengesetzter Richtung

durchlaufen, die Elemente des Integralsy"c?» heben sieh also gegenseitig auf und sein Werth, der

die Differenz der Werthe von u auf der einen und andern Seite von c angiebt, ist 0. Die Func-

tion hat demnach in einem Punkte auf der einen Seite denselben Werth wie in demselben

Punkte auf der andern Seite; man kann folglich bei Integrationen immer die Linie c über-

schreiten, ohne dass dies den Werth des Litegrals/fZ« in T' beeinflusst. — Gehen wir nun von

dem Punkte a" auf der negativen Seite von a^ zum entsprechenden Punkte « auf der positiven,

indem wir die äussere Seite des Querschnittes b^ durchlaufen, so ist die Differenz der Werthe

von n in diesen beiden Punkten, die wir mit «"^
' — u~^ bezeichnen wollen,, gleich dem Inte-

grale fdu längs des Querschnittes b^ von a" bis a erstreckt: also gleich dem Integrale f d/i

rechtsherum um die Verzweigungspunkte 1 und -^ erstreckt. Der Werth dieses Integrals bleibt

nngeändcrt, wenn man den Punkt, wo die Integrationscurve den Querschnitt a^ trifft, vom

Punkte ä ab auf der Linie a^ beliebig verschiebt, da man bei der Integration durch eine geschlos-

sene Curve beliebige Flächenstücke, in denen die Function -— endlich und stetig bleibt.

ein- und austreten lassen kann. Man erkennt daraus, dass für jeden Punkt des Querschnittes

(7, die Differenz der "Werthe von u auf der positiven und negativen Seite eine constante ist.

l>iese in der ganzen Ausdehnung des Querschnittes constante Grösse nennt man den Periodi-

citätsmodul der Function u für den Querschnitt a^. Eben so findet man durch ähnliches

Raisonnement, dass die Periodicitätsmodulen für die übrigen Querschnitte constante Grössen

sind, unabhängig von der Gestalt der Schnitte; ihr W^erth ist gleich dem Integrale fdu

erstreckt durch die resp. Querschnitte, die von der negativen auf die positive Seite der

betrachteten führen; sie sind demnach bestimmte Integrale, die um zwei Verzweigungspunkte

herumgehen.

Wir wollen jetzt die Periodicitätsmodulen für die Querschnitte ßj , b^, a.,, b.,, die wir resp.

mit A'''\ B^'\ A^''\ jBf'-' bezeichnen, auswcrthen. Für die Linie c ist nach dem Vorigen der

Periodicitätsmodul gleich 0. Zu dem Ende ziehen wir die Integrationscurven der bestimmten,

die Periodicitätsmodulen repräsentirenden Integrale nach jeder Richtung möglichst zusammen

und machen sie geradlinig, so dass sie sich ganz an die Abscissenaxe anlegen. Dies ist

erlaubt, da dadurch nur Flächenstücke, in denen — endlich bleibt, ein- und austreten, womit
dx

keine Änderung der Werthe der durch geschlossene Curven erstreckten Integrale verbunden

ist. Wir erhalten dann:
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l

1

4

Fr ic d r i c h P ry m.

1. «+' — »-' = ^f" = fdu + I
— du = 2 fein = 2A'

X-

2. /(+' — ir- = 5"' = /'(Z// + /'— '/" = — - / ^^" = — -2K

1 U

1

3. H+' — «^-^ = .4'-' ^ j du + f— du = -2 fdu = 27.

4. «+^ _ „-^ = i?(ä' = /^S„ +
l"!!

du = — 2 fdu =— 2Li.

Bei dem zweiten Integrale in jeder Formel hat du das entgegengesetzte Vorzeichen wie beim

ersten, weil dort die lutegrationscurve entweder auf der andern (rechten) Seite eines Verzwei-

gungsschnittes (wie bei 2. und 3.) oder in der untern Fläche (wie bei 1. und 4.) verläul't, in

welchen beiden Fällen s^ und folglich auch du, einen dem ursprünglichen entgegengesetzten

Werth hat. Die Integrationscurven der Integrale 1. und 3. gehen rechts, diejenigen der Inte-

grale 2. und 4. links um die betreffenden Verzweigungspunkte herum: eben weil dieselben

von der negativen auf die positive Seite der Querschnitte, deren Periodicitätsmodulen sie

repräsentiren , führen müssen. Unter den im §. 1 über die Grössen a, j5, x, X, fi gemachten Vor-

aussetzungen haben die Grössen Ä', K\ L, L' reelle Werthe, wie sich leicht durch Betrachtung

-I TXT 1 ••
'^"- («+ i3^)der Wurzelgrosse — = ergebt.

Unsere durch Beschränkung des Integrationsweges des Integrales u auf die Fläche T'

entstandene Integralfunction u, die in Folge dessen allenthalben in der Fläche T' einwertliige

und stetige Bestimmtheit hat, ist demnach so in der Begrenzung dieser Fläche beschafteii.

dass ihre Werthe zu beiden Seiten eines Querschnittes in den entsprechenden Punkten mir

nm eine Constante verschieden sind: mit anderen Worten, sie ändert sich beim Überschreiten

der Querschnitte um constante Modulen, und zwar giebt es deren, den vier Querschnitten

entsprechend, vier verschiedene, die als incommensurable Grössen insofern von einander unab-

hängig sind, als nicht einer von ihnen sich aus endliehen Vielfachen der übrigen drei zusammen-
setzen lässt. Hätten wir die Fläche Tauf andere Weise durch vier Querschnitte zerlegt, so wären

auch andere Periodicitätsmodulen gekommen, die sich aber linear durch die vorliegenden vier

ausdrücken lassen würden. Dies ist leicht zu zeigen, denn da die Periodicitätsmodulen bei jeder

Zerlegung der Fläche nichts anderes sind als Integrale durch eine geschlossene Curve um zwei

Verzweigungspunkte erstreckt, so ist der Beweis geliefert, wenn man das in der Eeilie noch

ijdufehlende Integral^ du durch die übrigen ausdrücken könnte. Zu dem Ende ziehen wir in der
j

obern Fläche T eine geschlossene Curve um sämmtliche Verzweigungsschnitte (s. Fig. 3);

da ausserhalb ihrer keine Verzweigungspunkte mehr liegen, so kann man nicht von der einen

Seite auf die andere kommen, sie bildet also die irauze Besrenzuno- ehies Theiles der Fläche?
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Neice Theorie der ultrae/liptischen Functionen. 15

und folglich ist f du durch sie erstreckt gleich 0. Zieht man sie bis an die Verzweigungs-

schnitte zusammen und macht sie geradlinig, so ei'giebt sich:

:
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] 6 Fr ied r i. c h P r y m.

dicitätsmodul unterscheiden. Wenn man demgemäss nur einen Zweig betrachtet, mit anderen

"Worten sich vollkommen in der Fläfhe 7" hält, so kann man u als vollkommen

bestimmte Function des Ortes in dieser Fläche ansehen, denn einem jeden Punkte a",.v

entspricht dann, wenn «^ bestimmt ist, nur ein Werth von z;. Die Natur dieser Function worden

Avir bald durch die Inversion näher kennen lernen. Operirt man dagegen in der Fläche 7', so

sind Umgänge um die Verzweigungspunkte, die in 7" durch die Querschnitte gehindert werden,

in beliebiger Anzahl gestattet: und da der Werth eines jeden Integrals /r/«, das in 7" durch

eine geschlossene Curve ausgedehnt wird, sich durch Ganze der Periodicitätsmodulen , wie

eben bewiesen, ausdrücken lässt, so folgt, dass man durch Integrationen um die Verzweigungs-

punkte noch immer beliebige Vielfache der Perioden zu dem ursprünglichen Werthe von « im

Punkte x,s zuaddiren kann. Bezeichnen nun m, n, o, p vier ganze, positive oder negative

Zahlen, so lassen sich (da 7^ und L, so wie 7v" und L' incommensurable Grössen sein müssen,

wenn anders nicht zwei Perioden in eine einzige zusammenfallen sollen) dieselben immer so

bestimmen , dass
lim [niK + nL) = P
lim (o K'i -[- pLi) = Qi

wo 7'+ Qi. eine ganz beliebige Grösse, zu u addirbar ist. Da man nun diese Grösse auch

beliebig klein werden lassen kann, die Function u also, während x dasselbe bleibt, durch

Stufen fortschreiten kann, die kleiner sind als jede noch so kleine Grösse, so kann ohne Vor-

aussetzung eines bestimmten Weges in T von einem eigentlichen Functionalzusammenhange

zwischen x und u nicht mehr die Rede sein. In Folge dessen ist auch der Anfangswerth ;^o

eine ganz willkürliche Grösse, die man beliebig festsetzen kann.

§• 6-

Denken wir uns alle die Werthe, die u bei gegebenem Anfangswerthe in der Fläche 7"

hat, als Punkte auf einer Ebene JJ abgebildet, so erhalten wir, da u in 7" stetig und endlich

ist, eine die ZJ-Ebene einfach oder mehrfach bedeckende Flache, die der T' in den kleinsten

Theilen ähnlich ist. In P'olge dessen ist sie auch einfach zusammenhangend, und einem Punkte

in der einen Fläche entspricht nur ein Punkt in der andern, einer geschlossenen Curve in der

einen auch eine geschlossene in der andern. Wie uns nun 7" den Charakter von u als Function

von X in der Ausdehnung eines Zweiges repräsentirte, so wird uns umgekehrt Z7 die Variable

X als Function von u darstellen; wir können sie desshalb füglich die inverse Fläche nennen.

Da II in T' niemals unendlich wird, so wird die inverse Fläche die t^-Ebene nur theilweise

bedecken; sie wird also eine vollkommene Begrenzung haben, die den Querschnittlinien in

den kleinsten Theilen ähnlich ist. Wir brauchen demnach nur die Begrenzung von T' abzu-

bilden, um alle Punkte, die abzubilden sind, einzufassen. Zu diesem Ende gehen wir vom
Punkte a!" aus, der auf der negativen Seite von Oj und i, liegt, und es habe für diesen Punkt

die Function den Werth «/, den man beliebig annehmen kann. Wir durchlaufen in der Kicli-

tung der Pfeile zuerst die äussere Seite von 6, bis zurück zum Punkte o, wobei wir die Linie

c, da ihr Periodicitätsmodul gleicli 0, überschreiten düi'fen, dann sind wir von der negativen

Seite von r/, auf die positive gekommen, und ii ist um den Periodicitätsmodul grösser gewor-

den; diesem Wege entspricht also in der ?7-Ebene eine Curve (1) vom Punkte u bis zum

Punkte m' -(- J.<'> (s. Fig. 4). Zweitens durchlaufen wir weitergehend die innere Seite von «j,

von a bis o', dann kommen wir von d(;r negativen Seite von h^ auf die positive, also zu einem

uui 7>"" grössern Werthe von u\ diesem AVege entspricht eine Curve (2) vom Punkte u! -f- .d"'
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Netie Theorie der ultraelliptisclicn Fanctionen. 17

bis zum Punkte «'-|-^''' + -B'''. Drittens durchlaufen wir die innere Seite von h^^ von d bis a",

kommen dadurch von der positiven Seite von «i auf die negative, also zu einem um yl''' klei-

nern Werthe; diesem Wege entspricht eine Curve (3) von ii 4- y1*^^ + -ß''* bis li + i?''^.

Endlich viertens durchlaufen wir die äussere Seite von cti, von ci' bis zurück zu dem Punkte «'",

von dem wir ausgingen, kommen dadurch von der positiven Seite von h^ auf die negative,

also zu einem um iJ^'^ kleinern Werthe; diesem Wege entspricht eine Curve (4), die uns

eben so zu dem Ausgangspunkte in C^ zurückführt, von «' + -5'^^ bis iL Diese vier Gurven sind

die Bilder der Querschnitte in der Z7-Ebene, sie ändern sich also mit diesen und umgekehrt.

Die Curve (1) ist mit (3), die Curve (2) mit (4) parallel und congruent, da sie resp. den bei-

den Seiten ein und desselben Querschnittes entsprechen. Der Mündungspunkt a hat sich ver-

möge seiner vierfachen Lage auf der einen oder andern Seite der Querschnitte auch vierfach

abgebildet als die Ecken der Figur.

Dem Querschnittsysteme «.j, 6o entspricht ein ähnlich gebautes Parallelogramm. Sei der

Werth von u im Punkte V" gleich ?<", welcher natürlich von n abhängt,
j

li' ^ «' -(- / du\%o
a'"

findet man eben so verfahrend als Bild der Querschnitte Oo, h.^ eine geschlossene Figur mit den

Ecken «", iC + A^'\ u" -^ A^'^ + B^'\ u" + B^-K

Diese Parallelogramme sind beide geschlossen, sie können folglich nicht in derselben

Ebene liegen, da dann die Flächen getrennt wären und man aus der einen nicht zu jedem

Punkte der andern kommen könnte. Die die ?7- Ebene bedeckende inverse Fläche ist also

zweiblättrig, und es liege das erste Parallelogramm im obern, das zweite im untern Blatte.

Diese beiden Parallelogramme müssen zusammenhängen, da sie die Abbildung der zusam-

menhangenden Fläche J" sein sollen; wir haben also zu untersuchen, ob Verzweigungspunkte
1

existiren. Um einen Verzweigungspunkt u = m. für den lim (ii—»?)-' unendlich klein von der

ersten Ordnung ist, lässt sich ein endliches x nach steigenden Potenzen von («—?«)' entwickeln,

, dx
.

c dx ^(ic, n, A, ix)

und es muss dort-— oo werden wie ;
—- ^ wu-d aber oo ,

wenn 7 -|- dx= 0,
du (u—m)^ «« « 4- ß-v

also hat die Fläche ?7zwei Verzweigungspunkte, die die Bilder der beiden dem Werthe .r = —

—

P
entsprechenden Punkte im obern und untern Blatte von T' sind. Dem Werthe ./• = cso, für

den — auch unendlich wird wie ca."-, entspricht kein Verzweigungspunkt; denn angenommen

ihm entspräche ein Verzweigungspunkt n, so wäre um diesen entwickelt

X

1

+ ; "—i + C3 4- '"4 ("—")
' +

("—») (u—n)i

da lim x'^ und lim als 00' angesehen werden , indem x = 00 in T ein Verzwei-

guugspunkt ist und « = « als ein solcher angenommen wird in U. Dann würde aber für den

Punkt n

dx Cj Co Ct

du
~~

(u—n)- 2{u—n)i 2{u-np

unendlich gross von der vierten Ordnung werden wie x", und nicht wie x'^ unendlich von der

dritten.
t

Denkschriften der matliem.-naturw. Ol. XXTV. Bd. Abhandl. von Niclitmitgliedern- C
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18 Friedricli Prym.

Die über die 6-Ebene ausgebreitete endliche Doppelfläehe hat also nur diese beiden

Verzweiti-ungspunkte, und zwischen ihnen setzt sich das obere Blatt in das untere und umge-

kehrt das untere in das obere fort, so dass x allenthalben eine stetige (einwerthige) Function

des Ortes in der Fläche ist. Die Begrenzungen dieser beiden Parallelogramme liegen nun auch

nicht o-etrennt, sondern wie in T die Linie c mit den beiden Querschnittsystemen eine in sich

zurücklaufende Curve bildet, die die Fläche 2" begrenzt, so Avird das Bild von c auch die

getrennten Begrenzungen in der fZ-Fläche verbinden. Zu beiden Seiten der Linie c hat die

Function n denselben Werth, daher geben sie in der Abbildung eine inid dieselbe Curve,

deren beide Seiten mit den übrigen paarweise parallelen Stücken eine in sich zurücklaufende

Curve als die ganze Begrenzung der Fläche ?7 bilden. Die Linie c verbindet die äussere Seite

von bi mit der äussern Seite von a.,\ der erstem entspricht in ü die Curve von ii bis

u -\- A^^\ der zweiten die Curve von u" bis it" -\- B^^K Das Bild von c wird also diese beiden

Curven verbinden, und demnach wird die ganze Begrenzung ein Bild wie Fig. 4' geben, wobei

die in der untern Fläche verlaufenden Linien punktirt sind.

§. 7.

Nachdem Avir so die Abbildung der Fläche Z"in ihren allgemeinen Umrissen skizzirt haben,

soll unsere speciellere Aufgabe jetzt sein, unter Voraussetzung einer bestimmten Gestalt der

Quersclmitte die vier Halbebenen, aus denen die Fläche Z" besteht, jede für sich auf der

L^-Ebene abzubilden. Die Gestalt der Querschnitte in der Fläche Tist wie schon oft bemerkt

innerhalb gewisser Grenzen ganz willkürlich; mit ihrer Änderung ändert sich aber auch

nothwendig die Begrenzung von U, da diese ihnen in den kleinsten Theilen ähnlich ist.

Machon wir die Querschnitte geradlinig, so wird auch die Begrenzung von U aus geraden

Linien bestehen. Dies erreichen wir, wenn wir die Querschnitte möglichst zusammenziehen,

so dass sie sich an die Abscissenaxe geradlinig anlegen und wir uns frei, d. h. ohne auf einen

Querschnitt zu stossen, in den ganzen Halbebeuen bewegen können. Haben wir sie möglichst

zusammengezogen nach jeder Eichtung Ijin, so dass sie auf der Abscissenaxe gemessen auch

den kleinsten Eaum annehmen, und z. B. der Querschnitt a^ sich mit allen seinen Punkten an

den Verzweigungsschnitt — 1 anlegt, so kommt der Punkt d in die unmittelbare Nähe des

Punktes 1, der Punkt b in die unmittelbare Nähe des Punktes — , und die Linie c geht gerad-

1 1 f^"
. . . .

liniff vom Punkte— bis zum Punkte — : wir können also imuier zwischen zwei aufeinander-

folgenden Verzweigungspunkten integriren, ohne auf einen Querschnitt, der mündet, zu

stossen. Wir nennen die Halbebene links von der Abscissenaxe oben (I), die Halbebene

rechts oben (11), die links unten (IIT). die rechts unten (IV). Wir werden sehen, dass diesen

vier Halbebenen, die unter sich vollkommen gleich sind, auch vier symmetrische Bilder in

der t^-Ebene entsprechen, die zusammengenommen die ganze Abbildung von T' geben.

Ad L Die Halbel)ene I wird von der linken Seite der Abscissenaxe begrenzt, uiul wir

befinden uns dabei auf der negativen Seite sämmtlicher Querschnitte. Für den Anfangswerth

ic ^ sei H' = 0, dann ist:

L
r\ ^. a- = bis X = 1
/ da = K

{ ,, T^

\ du = K'i '" =1 ^'^ ^ = 7
"i ( " = ^^'

V U = K + K'i
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Jdu=-

/ du = Li

Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 19

1
1

K—L a; = — bis x

H = Ä'
-f K'i „ u = K'i— L

a; = — - bis x =
£ I

«= /v'/ — Z „ u = /^'/^— L -f L'«
X2

7
5. / du = L

1

/ (/» = — K'i— L,

x = — bis a; ^ oo

u = K'i— L + L'i
j, « = K'i -\- Li

X = — c» bis X =
u ^= K'i -\- L'i „ u =

Die Integrale haben hier die im §. 5 aufgestellten Werthe, weil wir uns bei der Inte-

gration in der obern Fläche auf der linken Seite der Abscissenaxe befinden. P^s bedarf noch

einer Erklärung, ob der Werth von u derselbe bleibt, wenn wir von 4- oc) zu — oo gehen.

Nach unserer Annahme, dass die Fläche im Unendlichen geschlossen sein, also dem Werthe oo

überhaupt nur ein Punkt entsprechen soll, versteht sich dies eigentlich von selbst, da u in der

ganzen Fläche T' endlich und stetig ist. Dasselbe lässt sich aber auch leicht beweisen, wenn

wir die Halbebenen nicht als geschlossen und von der in sich zurücklaufenden Abscissenaxe

begrenzt, sondern von einem unendlich grossen ebenen Halbkreise im Unendlichen begrenzt

denken, dessen Durchmesser die Abscissenaxe von — oo bis -|- oo ist. Dann müssen wir,

um von + oo zu — oo zu gelangen, das Integral f du durch diesen unendlichen Halbkreis

erstrecken, setzen also darin x = re^', dx = re^' . d(j . i, lassen r gegen oo convergiren und inte-

griren von = bis 6 ^ ti;. Der Werth des Integrals ergiebt sich dann gleich 0, so dass auch

auf diese Weise unsere Annahme der Identität der Punkte — oo und -(- oo gerechtfertigt

du = / du^K'i-\- Li.— . Das Bild von I ist demnach die Figur I„.

Ad IL Die Halbebene II hängt mit I in der Fläche T zusammen längs

(— oo und 0) (1 und —) (-^ und ^,

zwischen diesen Grenzen hat also du und folglich auch f du denselben Werth wie sub I, für

die übrigen den entgegengesetzten, da wir uns dort auf der andern Seite der Verzweigungs-

schnitte befinden. Es folgt:

( r = bis

« =1. fdu= — K

2. pdu = K'i

1

1

3. / du = K -\- j

a: = 1 bis

u = — K y, u =^ — A' + K'i

X = - bis
y.'

u = — K -\- K'i „

X =
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20 Friedr ich Prym.

4. rdu = Li
1

X =z —
u = K'i -\- L

1

u ^= K'i -{- L -\r L'i

I

.r = — oo

bis

n
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Neue Theorie der ultraelUptischen Functionen. 21

Ad IV. Die Halbebene IV hängt mit II gar nicht zusammen , die Integrale haben den

entgegengesetzten Werth wie dort. Pem Punkte a' ^ entspricht u = 2K'i, da dieser Punkt

derselbe wie sab III; man hat also:

1. fdu = K

1

du =2. / du = — K'i

1

3. fdii = — K—L

'•/•du = — L'i

1

a: =: bis » = 1

u = 2K'i „ u = A' + 2K'i

a^ ^ 1 bis X = —

p

u = K + 2K'i „ u = K + A"/

a- =: -7 bis X ^ —
X" X"

u = 7v 4" K i
ri

II = K' — L

a: ^ — his .V = —

u = K'i — L y, u ^=^ K'i— L— Li

fdu =
1 1-

a' = — bis a" = 00

u = K'i— L— L'i „ u = Iv'i— L'i

X ^^ — 00 bis .T =
u = Iv'i— Jj'i „ u = ilv'in

6. / du = Iv'i + /;/

— OS

Dieser Halbebene entspricht die Abbildung IV„, die mit II„ keine Strecke gemeinsam

hat.

Setzen wir diese vier Abbildungen zusammen (s. Fig. 5), so erhalten wir ein natur-

getreues Bild der Fläche T', ganz wie unsere Skizzirung es auch erheischte. Aus dieser

Abbildung ist leicht zu sehen, wie sich x als Function von ti in der Ausdehnung eines

Zweiges u, den die Fläche T' von den übrigen trennt, verhält, x als Function von u hat zwei

Zweige, die wir mit cpi («) und 90 (") bezeichnen, entsprechend den beiden Parallelogrammen

im obern und untern Blatte. Im ersten Zweige ist sie einwerthig bestimmt innerhalb eines

Parallelogrammes mit den Perioden 2lv und 21'L'i unter Voraussetzung des Aufangswerthes

9i (^) =0; im zweiten einwerthig innerhalb eines Parallelogrammes mit den Perioden 2L und

2L'i. Ein jeder Zweig ist für sieh doppelt periodisch, von einer vierfachen Periodicität

kann also bei dieser Betrachtung keine Eede sein. Die beiden Seiten eines Querschnittes

stellen sich in der Abbildung dar als zwei parallele und congruente Linien, deren entspre-

chende Punkte um den Periodicitätsmodul des betreffenden Querschnittes auseinander liegen.

Alle Functionen, die rational aus x und s zusammengesetzt sind, haben zu beiden Seiten der

Querschnitte denselben Werth, da sie in T eiuAverthig und stetig sind; sie haben demnach in

derselben Ausdehnung wie a? als Functionen von « betrachtet auch in den entsprechenden Punkten

paralleler und congruenter Begrenzungsstücke der Abbildung U denselben Werth. Man hat

also, je nachdem u auf einer Begrenzungslinie liegt, die der imaginären oder der reellen Axe

parallel läuft und in der Fig. 5 resp. am meisten nach links oder am meisten nach unten liegt:
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22 Friedrich Frym.

9, U + 2/5:) = cf ,
(m) , cp, (m+ 27v '0 = 9, {v)

;

cp, (w+ 2Z) = 9, («) , 92 («+ 2i'o = 9. (")

;

ähnlich wie bei einer doppelt periodischen Function in dem Werthumfauge eines Parallelo-

grammes; nicht aber gelten diese Gleichungen für Punkte im Innern der Fläche, da dann

ih + 2Ä', u \- ^K'i etc. ausserhalb des Flächenstückes fallen, für das nur die Functionen cp

bestimmt sind. Wir erkennen hieraus, dass so lange man nur einen Zweig von 11 betrach-

tet, sich also in 7" Jiält, man u als vollkommen bestimmte Function von x, so wie x als voll-

kommen bestimmte Function von u ansehen kann, ohne dass dieselbe darum einen ana-

lytischen Ausdruck zu haben braucht, der sie in ihrem ganzen Werthumfange repräsentii't.

Ebenso können wir, wenn wir mehrere Zweige von u betrachten und abbilden, deren Anfangs-

werthe endlich verschieden sind, im Umfange derselben u als Function von x und x als Func-

tion von u betrachten; setzen wir z. B. in der obern Fläche C an alle Seiten des dort liegen-

den Parallelogrannnes ähnliche an mit den entsprechenden kleineren Parallelogrammen in

der untern Fläche und füllen auf diese Weise das ganze obere Blatt aus, so wird durch diese

Figur X als einwerthige Function von lo repräsentirt im Umfange all' der Zweige, die vQn dem

ursprünglichen nur um Vielfache der beiden Periodicitätsmodulen 27v und 2/v '« sich unterschei-

den. Anders verhält es sich aber, wenn wir alle Zweige, also den ganzen Werthumfang von u

in T in Betracht ziehen ; einem jeden Zweige von u entspricht nämlich ein solches Doppelparal-

lelogramm, und da man als dem Punkte x=0 entsprechend jeden beliebigen Punkt ii^^u^

annehmen kann, der als Anfangswerth die Lage des Doppelparallelogramms bestimmt, so

werden nach Abbildung aller Zweige auf jedem Punkte u unzählige viele Parallelogramme

übereinander liegen, so dass zu einem Werthe von n unzählige nur um unendlich kleine

Grössen verschiedene Werthe von x gehören , wie ja auch umgekehrt zu einem Werthe von

X unzählige Werthe von u.

Man kann hier noch eine Bemerkung, die elliptischen Functionen betreffend, machen.

Setzen wir nämlich ß = 0. X ^0, [ji = 0, so wird « ein immer endlich bleibendes elliptisches

Integral, und die Begrenzung der Fläche T' redueirt sich auf ein Querschnittsystem «j, h^, da

zwei Verzweigungspunkte ausgefallen sind. Als Abbildung dieses Querschnittsystems ergiebt

sich nur ein Parallelogranmi, und die Fläche i[7 ist einblättrig; zu einem Werthe von «« gehört

nur ein Werth von x. Man kann nun alle Zweige abbilden, indem man die ganze f7-Ebene mit

diesen Parallelogrammen ausfüllt, und in der ganzen Ausdehnung bleibt x eine einwerthige

doppelt periodische Function von u, wie es ja auch die Theorie der ellij)tischen Functionen

lehrt.

§. 8.

AVir haben durch unsere bisherige Untersuchung gefunden:

1. wie sich u als Function von x verhält, wenn man nur einen Zweig betrachtet;

2. wie sich unter denselben Verhältnissen x als Function von u verhält;

3. dass man allgemein u weder als Function von x, noch umgekehrt x als Function von u

betrachten kann.

Seien mm u^ und u.^ zwei immer endliche Integrale von der Form wie /t , die nicht lineai

von einander abhängen, also

"
(a -]- ßx) dx r''{a-\-ß'x)dx

«1 = /
—

, U., =
I
—=:z=

!-)
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Neue Theorie der uUraeUiptischen Fimctioiieii. 23

wir setzen fest, dass die Integrationswege bei beiden dieselben seien, und bezeichnen die den

vier Querschnitten entsprechenden correspondirenden Modalen resp. mit

^<", B^l\ Af, Bf ,
A^\ B[p, A}^\ m\

so sind, wenn der Werth von x\s bestimmt ist, die Werthe dieser Integrale in der Fläche J"

bei gegebenen Anfangswerthen auch bestimmt als

uf : mJ/'

es sind dies die directen Integrale, deren Wege keine Querschnitte schneiden. In der Fläche T
dagegen sind sie ohne Voraussetzungen über den Integrationsweg völlig unbestimmt, indem

dureh Integrationen um die Yei'zweigungspunkte beliebige Vielfache der Periodiciiätsmodulen

addirt werden können. Allein da die Integrationswege der beiden Integralen dieselben sein

sollen, so ist, wenn die Änderung cp von zi*/' definirt, dadurch aucli die gleichzeitige Änderung

(}> von «ff' fest bestimmt, denn ist:

u, = «i'' + mAf + nB'P + o.4f' + pBf,

wo 7n, }f, o,j) beliebige ganze Zahlen bezeichnen, so ist nothwendig:

u., = «i^-' + m^w ^ nBip + o^f + ^BP,

da die beiden Integrale durch gleichzeitige Umläufe um die Verzweigungs])unkte sich auch

gleichzeitig um die correspondirenden Modulen ändern müssen.

Es gehören also zu einem Werthe von x,.s unzählig viele correspondirende Werthsysteme

Ui
I

u.,. Ist nun der Werth x.s und der Werth u^ gegeben, so ist dadurch der Werth von m,,

wenn er überhaupt ein endlicher ist, eindeutig bestimmt, d. h. zu einem Werthe von x,s und

von «1 kann nur ein endlicher Werth von u., gehören , nicht mehrere. Denn dann ist

u, — u['^ + cp,

und 9. was uns bekannt ist, da ,r und ?f^ gegebene Werthe haben sollen, Ist in die Form
zu bringen:

cp = TO.4<^> + nB['^ + o^f + jjBfK

Angenommen, dies könnte noch auf eine andere Weise geschehen, so dass

cp = m'Af^ + n'i?i') + oA<^p + i/Bf
wäre, so folgte daraus:

JO = (7}i-ni) A':^ + («—«') B['^ + (0—0') A!p + (p—jy) Bf\

Jetzt sind zwei Fälle zu unterscheiden

:

1. Die Grössen 771, m' etc., die ja ganze Zahlen bedeuten, seien endlich, dann kann die

letzte Gleichung nur bestehen , wenn m= m, n = n etc. , denn anders würde sie uns eine

lineare Eelation zwischen den vier unabhängigen Periodicitätsmodulen ergeben, vermöge deren

sie sich auf drei reducirten, was allgemein nicht stattfindet. Demnach sind die Grössen m,

n, o^ p nur einwerthig als ganze Zahlen bestimmbar, d. h. durch den Werth von cp ist auch die

Zunahme von«^'^

cj> = mAf + «j5f,'' + o A^ 4- ji Bf

einwerthig bestimmt, also auch der Werth n.> = uf -j- fj*.
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24 Fr iedr ich Pr y m

.

2. Siud die Grössen w, m etc. aber unendlich, so ist die letzte Gleichung wohl möglich,

dann ist aber der Werth von t|;, folglich auch der von u., unendlicli und als sok'her voll-

kommen unbestimmt.

In diesem Sinne ist es gerechtfertigt, wenn wir in unserer Einleitung setzten:

u-2 —fi («1
I

•*)

«1 =/i («2
I

•')

wo /ä und y'i Einwerthigkeiten bezeichnen, so lange sie überhaupt endlich sind. Diese

Beziehungen fordern uns auf, den Werth von x als abhängig zu betrachten von den corre-

spondirenden Wertheu u^
\
tb und zu untersuchen , ob der Ausdruck .r = cp (ii^

|
u.,) eine

Berechtio-uug hat. Da x beim Überschreiten der Querschnitte ungeändert bleibt, so muss die

Function 9, wie sie auch sonst beschaffen sein mag, ungeändert bleiben, wenn wir u^
|

zi^ um
zusammengehörige, d.h. an demselben Querschnitte statttindende Periodicitätsmodulen ändern,

sie wird folglich, ihre Existenz einmal angenommen, vierfach periodisch sein. Ob cf

eine einwerthige Function ist, vnid ob dadurch der Werth von x ganz allgemein bestimmbar,

hängt davon ab, ob wir u^
\

u., durch x\bschreibung gleicher Vielfacher der correspondirendeu

Periodicitätsmodulen auf eine oder mehrere Weisen in die Form m'/^
|
idf setzen können, so dass

die Gleichung i' ^ cp («1 |
?/.) = cp (z^""' | e4''' ) stattfindet. Diese Frage ist rein graphisch nicht zu

lösen und sie wird ihre Beantw^ortung erst im analytischen Tiieile erhalten; war werden finden,

dass die Werthe ??i |

u., bestimmten Bedingungen genügen, in Folge deren x einwerthig durch

sie bestimmbar ist.

Somit ist der graphische Theil erledigt. Seiner mehr hodegetischen Natur gemäss ist

Manches weniger allgemein, dafür aber anschaulicher dargestellt worden. Die Beschrän-

kungen betreffend die Grössen a, [3, x, X, fi waren uns nur zur bessern geometrischen Darstel-

lung der Inversion nöthig; die übrigen Resultate bleiben ohne diese Bedingungen die-

selben, imd für die Folge heben wir sie auf, da sie auf dem rein analytischen Felde keinen

Einfluss haben.

§. 9.

Es bleibt noch übrig, den Charakter der fünf als Functionen von u^
|

tc^ darzustellenden

Formen

:

l/x, \ 1 — .r, V 1 — x-x, V 1 — X'x , V 1 — (x-x-

zu untersuchen, der in vielen Beziehungen ein merkwürdiger ist. W^ir legen dabei die allge-

meinere Figur 6 zu Grunde (mit Wegiassung der Linien l, die von d und b ausgehen), in der

die Verzweigungspunkte eine ganz beliebige Lage haben. Eine jede dieser Functionen w-ird

in einem Verzweigungspunkte der Fläche T0\ und alle werden sie im Punkte a; =:: cx) :
00' von

der ersten Ordnung (s. §. 3). Da einem Verzweigungswerthe x in der Fläche 7' nur ein

Punkt entspricht, der den beiden Blättern gemeinsam ist, so werden die fünf Functionen Jede

nur einmal 0' inid 00', und die beiden Punkte, wo dies geschieht, sind zugleich für sie Ver-

zweigungspunkte. Sie sind nicht wie die Fläche T verzweigt, da sie sich sonst rational durch

X und Ä würden ausdrücken lassen, was unmöglich ist; in Folge dessen sind sie keine ein-

werthigen Functionen (k^s Ortes in der Fläche, sondern in einem jeden Punkte derselben kann

man die beiden Wcrtlic, die die Functionen für denselben Werth von x dort haben können.
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Neue Theorie der ultraMliptisdien Functionen. 25

hervoi'bringen je nach dem Wege, den man einschlägt. Geht man z. B. in der obern Fläche T

in einer geschlossenen Curve um die Punkte — 1, —r— tt? so kommt man wieder zum

Anfangspunkte x^s zurück: allein die vier ersten Functionen haben dann den entgegen-

gesetzten Werth erhalten, da man für jede um einen Punkt, wo sie sich verzweigt, herum-

gegangen ist, die fünfte nur kehrt zu ihrem Anfangswerthe zurück. Geht man in einer

geschlossenen Curve um alle drei Verzweigungsschnitte (Fig. 3), so kehren alle Functionen

zu ihrem Anfangswerthe zui'ück, eben weil von jeder die beiden Verzweigungspunkte, der

endliche und der unendliche, innerhalb der Curve liegen. Der Werth der Functionen ist also

vom Wege abhängig und er ändert sich beim Umlaufe um eine gerade Anzahl von Verzwei-

gungspunkten der Fläche 1\ da nur ein solcher Umlauf zu demselben Punkte x,s zurückführt,

und dabei an dem Ausgangspunkte diejenigen Functionen entgegengesetzte Werthe erlangen,

von denen ein Verzweigungspunkt innerhalb der durchlaufenen Curve liegt. Daraus folgt,

dass wenn wir durch gewisse Linien die Umläufe um je zwei Verzweigungspunkte verhindern,

indem wir festsetzen, dass die Wege der Functionen diese Linien nicht überschreiten dürfen,

in der so entstehenden Fläche die Functionen einwerthig bestimmt sein und längs der Linien

gewisse Unstetigkeiten annehmen w^erden. Eine Fläche derart ist aber J", denn u ist in T auch

nur durch die Möglichkeit des Umganges um eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten

mehrwerthig, und wird diese entfernt durch die Querschnitte, so ist in der dadurch entstan-

denen Fläche u allenthalben einwerthig bestimmt.

Eine weitere Frage ist demnach, wie sich unsere fünf Functionen bei Beschränkung ihrer

Wege auf die einfach zusammenhangende Fläche T' verhalten, und in welchem Verhältnisse

die Werthe der dadurch allenthalben einwerthig bestimmten Functionen zu beiden Seiten

der Querschnitte zu einander stehen. Überschreitet man einen Querschnitt, d. h. geht man
von einem Punkte auf der einen Seite zu demselben Punkte auf der andern, indem man
den in ihn mündenden Querschnitt durchläuft, so bleiben diejenigen von den fünf Functionen

ungeändert, von denen kein oder beide Verzweigungswerthe innerhalb des durchlaufenen

zweiten liegen: ihr Werth ist demnach in einem Punkte auf der einen Seite derselbe wie in dem
entsprechenden Punkte auf der andern Seite, mit anderen Worten, sie erlangen beim Überschrei-

ten des ersten Querschnittes den Factor + 1. Diejenigen von den fünf Functionen aber, von

denen ein Verzweigungswerth innerhalb des zu durchlaufenden in den ersten mündenden

Querschnittes liegt, haben auf der einen Seite des ersten Querschnittes den entgegengesetzten

Werth wie auf der andern, d. h. sie erlangen beim Überschreiten von ihm den Factor — 1.

So haben z. B. die vier ersten Functionen am Querschnitte a^ alle den Factor — 1, eben weil

der Querschnitt 6, um einen allen vier gemeinsamen Verzweigungspunkt x^oo herumführt;

die Function Vl—\)?x dagegen ist am Querschnitte a<^ stetig, d. h. erlangt den Factor -f 1,

weil der Querschnitt />, ^^in i\ive beiden Verzweigungspunkte —j und oo führt. Diese Factoren

bleiben dieselben, auf welchem Wege man auch in T' von der einen Seite eines Quer-

schnittes auf die andere gehen mag, denn die Functionen können auf einem Wege
erstreckt nur dann in einem Punkte den entgegengesetzten Werth ei'halten wie auf einem

andern, wenn sie Umläufe um eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten machen. Solche

Umläufe sind aber sowohl im obern wie im untern Blatte von T' unmöglich; man stösst dabei

immer auf Querschnitte. Daraus folgt, dass wenn wir einmal für einen Punkt der Begrenzung

von T" die Werthe der Functionen festgesetzt haben, (z. B. für ;r= « im obern Blatte den

Denkschriften der mathem -uaturw Ci. X\IV. Bd. Abliaudl. von NichlmitgUedern. d
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26 Friedrich Vrym.

Werth von Vx = + \' a) sie längs der ganzen Begrenzung einwerthig und stetig bestimmt

sind und nur auf eine Weise in das Innere der Fläche T' einwerthig und stetig fortgesetzt

werden können, da ihr Werth in T von dem Wege unabhängig ist. Ihr Charakter lässt sich

demnach so definiren:

, Sie sind in T' einwerthige und stetige Functionen des Ortes , die nur für einen

Punkt oo' und 0' werden , und an den Querschnitten Factoren annehmen, die ftuadrat-

wurzeln der Einheit sind." Diese Factoren werden durch folgendes Schema gegeben:

\/~r

\/\-
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Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 27

ZWEITER THEIL.

Analytik des Problems.

1.

Die D-Function und ihre Eigenschaften.

§• 10.

Ehe wir dazu übergehen, die Ausdrücke für die fünf darzustellenden Functionen zu

bilden, müssen wir eine eigenthümliche Function betrachten, die wir als den Keim der dar-

zustellenden ansehen können, und deren genaue Keuntniss uns mit Sicherheit zur voll-

kommenen Lösung des vorgelegten Problems führen wird. Zu jeder Classe transcendenter

Integrale gehört eine solche Function, und sie alle begreift man unter dem gemeinsamen

Namen der ö-Functionen wegen der Ähnlichkeit des Baues und der Eigenschaften mit der

zuerst von Jacobi so benannten Transcendenten auf dem Gebiete der ellijjtischen Functio-

nen. Die Theorie dieser Functionen vom allgemeinsten Gesichtspunkte aus hat Rlemann
gegeben (Theorie d. Ab. F., pag. 41 u. ff.); wir wiederholen im Folgenden mit wenigen

Zusätzen seine Theorie, specialisirt für den vorliegenden Fall.

"Wir betrachten zunächst eine zweifach unendliche ö-Reihe: es ist dies eine zweifach

unendliche Eeihe, in welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze Function

zweiten Grades der Stellenzeiger ist. Sie hat die Form:

ö(^.K'-3)= 2 2
öSi.i'w" -}- 2«! oWM -|- a.,„ji--\-2mVi-\-2nv2

e

mit "Weglassung eines beliebigen Constanten Factors. Die drei Grössen «ii, «125 0^2,2 bezeichnen

beliebige Constante, die Summation ist über alle ganzzahligen Werthe der Stellenzeiger m
und n auszudehnen, und die Summe der Reihe wird als Function der Grössen v betrachtet.

Diese Reihe convergirt, so lange Vi und ?', endlich bleiben, wenn der reelle Theil von

a^-^m^ + 2aj oVi7i -\- a„^^ir für jeden Werth der Zahlen m und n wesentlich negativ ist.

Diese einwerthige Function von i\ und j\, hat nun die folgenden Eigenschaften

:

1) Schreibt man statt m: — m, statt n: — n im allgemeinen Gliede, so bleibt der

Werth der Reihe ungeändert, da man dadurch nur die Ordnung der Summation umkehrt. Sie

hat dann aber dieselbe Form, als wenn man in der ursprünglichen statt v^
\

z'j : — v^\ — i\

geschrieben. Man sieht, die ö ist eine gerade Function der beiden Variablen:

(1.) Ö0',|n) = ö(-e>,|— ^;,).

2. Die Function ist in Bezug auf jede der Variablen periodisch mit der Periode r«', da

durch Zunahme von v^ oder von v.^ um T,i das allgemeine Glied der obigen Reihe resp. den

a*
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28 Friedy'icli Prym.

Factor e-"'~' oder den Factor e'-"'' erlangt, der, da m und n nur ganze Zablen sein dürfen,

beständig den Werth 1 hat. Daher ist

:

(2.) {v^
I

V.,) = (y,+ izi\ V.?) — Ö {i\
I

V.,+ -/).

3. Lässt man m um 1 wachsen, schreibt statt m: [m^l) in dem allgemeinen Gliede. so

erhält man, da dadurch der Werth von {> ungeändert bleibt, indem die Grenzen der Summa-

tion: — oo und -j- oo: sich nicht ändern, die Eelation:

(3«) ö(z;,|y,) = e"''+'""&(r, + a,,>,+ a,^,)

schreibt man ebenso, während man m ungeändert lässt, statt ?^: (rt-)-l), so erhält man eine

ähnliche Relation:

(3^) ö (r,lr,) = /'^^+""^ö
(^'. + «,,|r, + «,,,).

Es giebt also Systeme gleichzeitiger Änderungen der beiden Variablen, durch welche

sich log ö nur um eine lineare Function von ihnen ändert, (die auch sein kann wie sub 2).

Diese sollen Systeme zusammengehöriger Periodicitätsmodulen der Variablen genannt

werden. Durch diese Eigenschaften ist die O-Keihe vollkommen bestimmt bis auf einen con-

stauten Factor, denn wir erhalten umgekehrt von den Eigenschaften ausgehend wieder die-

selbe Reihe.

Substitution. Wir substituiren nun für v^ und i\, zwei linearunabhäugige Integralfunc-

tionen u^ und »., mit gemeinschaftlichem Integrationswege, und für die zusammengehörigen

Periodicitätsmodulen der Grössen v zusammengehörige, d. h. an denselben Querschnitten statt-

findende Periodicitätsmodulen dieser Integrale. Dann müssen sich die Constanten a und ß in

den Integralen so bestimmen lassen, dass die Periodicitätsmodulen die folgenden werden:

?<

Uo

a,
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Neue Theorie der ultraelUpüschen Functionen. 29

Wir betrachten

lo^.dio.^f
und dehnen dieses Integral positiv, also in der Richtung der Pfeile, durch die ganze Begren-

zunar der Fläche T" aus. Da innerhalb derselben lo, und ic allenthalben endliche und stetige

Functionen des Ortes sind, so ist nach früherm Satze der Werth des Integrals= 0, da es durch

eine geschlossene Curve, die eine vollkommene Begrenzung bildet, geführt wird. Es wird

nun jede Linie «, b, e, zweimal, das zweite Mal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen,

da die beiden Seiten dieser Linien zur Begrenzung gehören, und wenn man das erste Mal auf

der positiven Seite sich befand, so ist man, wenn man in entgegengesetzter Richtung durch-

läuft, auf der negativen. Mau hat also:

/ tüj . dio., ^ = / zo^ . diot —
I
Wi • dw.>

du-

dx

zweigte Function ist, so hat man diof = dw7i folglich:

oder da dw^ zu beiden Seiten der Querschnitte denselben Werth hat, indem -j^ eine wie T ver-

= / {lof—10^ ) diOo

wo das Integral eben so wie die beiden vorigen rechtsstehenden einmal durch alle Querschnitte

von Anfang bis zu Ende auf der positiven Seite in der Richtung der Pfeile zu erstrecken ist.

Die Differenz (lof—w^) ist längs eines Querschnittes a und b constant, sie Ist der Periodicltäts-

modul von lOi für den betreffenden Querschnitt, für die Linie c aber = 0, weil dort w über-

haupt stetig ; daher

= fiiot—ioT) dw, = ^1<" fdw, -f Af fdw, + B['^ fdw., + 5'-' f dw.

und die Integrale sind auf der positiven Seite In der Richtung der Pfeile durch den Quer-

schnitt von Anfang bis zu Ende auszudehnen, der oben am Integralzeichen steht. Es Ist nun

fdic, = B^>
, fdw, = Bf , fdio, = — M^ , Cdw, = —M\

denn so durchlaufen führen die Querschnitte a von der negativen auf die positive Seite

der b, die b dagegen von der positiven auf die negative der a. Substituirt man diese Grössen

so erhält mau die verlangte Relation:

(M). = A!^^B<i^ + AfBf^ — ^w_ß(j) _ Af^Bf\

die überhaupt für je zwei ganz beliebige immer endliche Integrale gilt.

Setzen wir nun

u^ = m^iOy + m,w.2 + Cj,

u., = 71^10 1 -\- n.;>Wo + Co,

so fragt sieh, ob wir die Grössen m^. ?«_,, Wj, n, so bestimmen können, dass das aufgestellte

Schema der Periodicitätsmodulen für «j, u, erfüllt wird. Dazu muss sein:
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30 Friedrich Vrym.

1. für den Querschnitt a^:

2. für den Querschnitt a.,\

= n, ^w + n., A«
;

= m,A'{^ + m,Af\

ru = n,A^^^ + n.,A^^',

und durch diese Gleicliungen sind die Grössen m und «, folglieh auch ti^ und u., bis aut

additive Constante vollkommen bestimmt, demgemäss auch die zwei noch übrigen Systeme

der Periodicitätsmodulon für die Querschnitte b, die wir mit «ji, a.-,^ und a^,,, a.,,, bezeich-

net haben. Sollen nun diese letzten Systeme auch mit denen von v^, v., stimmen, so müsste

sein: o-i ., = «.,1, da die a in der ö-Reihe als ganz beliebige Constante weiter keinen Bedin-

gungen mehr unterworfen sind. Diese Eelation ergiebt sich aber sofort aus unserer Modul-

gleichung (3/), wenn wir darin statt der Periodicitätsmodulen von ^o^\^0o die betreffenden von

«ijU/j einsetzen, da sie für je zwei beliebige Integrale gilt,- sie liefert uns

so dass damit die Möglichkeit der Substitution, so weit sie die Übereinstimmung der gleich-

zeitigen Änderungen der Variablen betrifft, bewiesen ist.

§• !!

Substituirt man die Integrale zt^ ii.y in die O-Eeihe, so convergirt sie, indem, wie

Riemann allgemein gezeigt, dann der reelle Theil von «iiTO- + 'ia.^jnn -\- «0,2'*" stets

negativ ist, wenn (wie in unserer Fig. 2 oder 6) die inneren Seiten der Querschnitte als die

positiven, die äusseren als die negativen betrachtet werden, nach welcher Annahme sich ja die

Werthe der Periodicitätsmodulen richten. Den Beweis wiederholen wir nicht, da auch oline

ihn das Verständniss des Zusammenhanges nicht ersehwert wird, und wir nur das Nöthigste

aus der Theorie der ö-Functioneu vorführen wollen.

Die Functionen u.\u., sind bis auf additive Constante bestimmt, geben wir also den Inte-

gralen feste, bald zu bestimmende untere Grenzen, so können wir setzen:

r\ = i(, — e, , t', = iL, — e.,
,

wo Ci
I

e, beliebige Constante bedeuten. Wir betrachten dann die Eigenschaften der Function

(«1

—

ei|»>—6-2) in der Fläche J".

Da Ui\u., immer endliche stetige Functionen des Ortes in der Fläche T' sind, so ist

auch i> (»1 — Pj
j

«o — e._) eine in der ganzen Ausdehnung von 7' endliche, stetige und

eindeutig bestimmte Function von x. Es fragt sich, wie verhält sie sich beim Überschreiten

der Querschnitte?

Überschreitet man einen Querschnitt a, so ändert sich eine der Grössen u um tt?";

dadurch wird aber der Werth der nicht geändert, sie bleibt stetig beim Überschreiten dieser

Querschnitte. Anders verhält es sich dagegen, wenn wir eine Linie b überschreiten. Für eine

Linie h, (v^i,2j ist, wenn wir von der negativen auf die positive Seite gehen:

itt = »r + «1
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Neue Theorie der ultraelUptisclien Functionen. 31

& {ut— fi
I

ut— ^2) = & ("7— f
1+ «1, V

i
'T— «'ä + «2, v)

= ö (;«!
—

'a{^/.,
— (>.) e ("v — «v)

gemäss der Eelationen (3") und (3*) des vorigen Paragraphen; wir erhalten also für den Quer-

schnitt 5,, indem wir dieWerthevon d (ö im Folgenden immer Abkürzung für ö iii^— ei|?<2—''2))

auf der positiven und negativen Seite mit &+ und &~ bezeichnen, die Gleichung:

(i?) Ö+ = a-.e-'- («'-"•''--',...

Demnach ist die f>-Funetion in der ganzen Fläche T endlich und stetig mit Ausnahme

der beiden Querschnitte 6. Beim Überschreiten der Linie i, erlangt sie den Factor

ß-2 ("; - cv) - "v, -

^ der aber keineswegs constant ist, sondern sich mit der Lage des Querschnittes

und längs desselben von Punkt zu Punkt ändert.

Da die &-Reihe convergirt, so lange «j

—

e^\u.i— e., endlich sind, so folgt, dass die ö-Function

nicht unendlich wird. Es fragt sich, wie oft sie in T' 0' wird? und in welchen Punkten? Um
die erste Frage zu entscheiden, bedürfen wir eines Hilfsatzes, der wie folgt lautet:

„Hat man eine stetige einwerthige Function des Ortes von x: f{x), die innerhalb eines

begrenzten einfach zusammenhangenden Flächenstüekes nur wird und nicht 00, so ist die

Anzahl der einfachen Nullpunkte der Function innerhalb dieses Flächenstückes gleich dem

Werthe des Integrals

^f'{x)dx

2ki J f{x)

positiv durch die Begrenzung des Flächenstückes erstreckt. Es wird dabei ein Punkt o, wo die

Function von einer höhern Ordnung wird, z. B. von der «'"" wie {x—a)", ebenso vielen

einfachen Nullpunkten gleichgeachtet."

fix)
Beweis: —^— wird in dem Flächenstücke nur 00, wenn/(a3) = ; wirdy"(x) im Punkte a,

f{^) ... . /'(«) . n
der kein Verzweigungspunkt sei

,
gleich wie c [x—«)", so wird '—r— dort 00 wie . Nun

j{x) X a

ist aber das obige Integral auch gleich der Summe der Integrale in kleinen Kreisen und in

positiver Eichtung um die Unstetigkeitspunkte der unter dem Integralzeichen stehenden Func-

f'{x)
tion erstreckt, da wir alle Flächentheile, wo -—^endlich bleibt, ausscheiden können. Um den

/(•^)

Punkt a, wo/(a:;) von der re'^" Ordnung wird, erstreckt ist aber der Werth des Integrals gleich :

— /
—— = n. Wäre a ein Yerzweio:ung-spunkt, z. B. ein v-facher, so wäre dort (x—«)

'

27:1 J x—a ^
D fe F ) \ ^

= 0^, also (x^a) " = von der ?«"" Ordnung; unser Integral müsste, um das ganze den Punkt

a in unmittelbarster Nähe einschliessende Flächenstück zu umfassen, v-Umläufe machen, und

sein Werth wäre wieder n. Eben so verhält es sich für die übrigen Punkte, wo f{x) ^= wird,

so dass der Werth des Gesammtintegrals gleich ist der Anzahl der einfachen Nullpunkte

innerhalb des betrachteten Flächenstückes .q.e.d.

Wenden wir dies auf unsere &-Fuuctiou an, so folgt, dass die Anzahl n der Punkte, wo

sie in T" 0' wird, gleich ist dem Werthe des Integrals

durch die ganze Begrenzung von T' positiv erstreckt, oder nach bekannter Weise:
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32 Friedrich Pryvi.

wo dieses Integral einmal durch jede Begrenzungslinie von Anfang bis zu Ende in der

Eiclitung der Pfeile auf der positiven Seite zu erstrecken ist. Für die Linien a und c ist ö stetig

und dcmgemäss (rHog t}+— t/log {>~)^0; für eine Linie b^ dagegen ist (cZlogö''"— fZlogö")

=— ^du.,, wie leiclit aus der Formel {B) erhellt. "Wir brauchen also nur durch die Linien b zu

integriren, und finden, da die Litegrale

/ du^ = — -/, / dt(^, = — Tzi,

gleich sind den negativen Periodicitätsmodulen für die zugehörigen Querschnitte a, dass

Unsere Function f) (k^ — ej^o— e.) wird also in der Fläche T' für zwei Punkte 0', die wir

mit y;,, vj-, bezeichnen wollen.

§. 12.

Die zweite zu beantwortende Frage betraf die Lage der beiden Punkte , für die

die {> ^ 0' wird. Sind die unteren Grenzen der Litegrale u,
|

«,_, bestimmt, so hängt dieselbe

offenbar nur von den Grössen Cije, ab, denn diese sind alsdann die einzigen noch willkürliehen

Grössen in der O-Function. Bezeichnen wir die Werthe von «i|?^ in den Punkten y;i und y;,_,

resp. durch ai"jG(!,'' und a'i'\a'.p., so ist die Aufgabe, die Abhängigkeit dieser Grössenpaare von

dem Grössensystcmec'j'f^, aufzufinden. Die Beantwortung dieser Frage wird uns zugleich zeigen,

wie wir die unteren Grenzen ajß der Integrale i(.^\i(.,, über die wir noch nichts festgesetzt,

zu bestimmen haben, damit das Operiren mit der &-Function möglichst erleichtert werde.

Zu diesem Zwecke betrachten wir in der Fläche 2" eine neue Function:

2 = log a {u,— e,\ii,—e.;).

Für die beiden Punkte, wo ö := 0', wird H = — oo wie rlog (x—«) für den Punkt a,

und durch Umlauf von x um einen solchen Punkt ändert sich E um + 2-ai, je nachdem mau
positiv oder negativ herumgeht. Die Function log ö ist also in der Fläche T' nicht mehr ein-

werthig bestimmt, da wir in jedem Punkte durch Umläufe um die Unstetigkeitspunkte belie-

bige Vielfache von ± 2T:i hinzufügen können. Um sie aber allenthalben eindeutig zu bestim-

men, müssen wir durch unendlich kleine Kreise die beiden Unstetigkeitspunkte ausschliessen

und diese mit der Begrenzung von T" verbinden. Zu dem Ende führen wir von dem kleinen

Kreise, der den Punkt 7], umgiebt, eine Linie l^ nach dem gemeinschaftlichen Mündungs-

punkte d der Querschnitte ßj und bi; eben so von yJo eine Linie L nach dem gemeinschaft-

lichen Mündungspunkte b der Querschnitte a., und b.,, und betrachten beide Seiten der Linien l

so wie die äusseren der kleinen Kreise als zur Begrenzung gehörig. (Siehe Fig. 6, die Punkte

T^ sind der bessern Zeichnung wegen im obern Blatte liegend angenommen.) Die so ent-

standene Fläche nennen wir T", und da sie die Unstetigkeitspunkte nicht mehr enthält, so ist

in ihr die Function log ö allenthalben eindeutig und endlich bestimmt.

Li den Punkten auf der positiven (linken von den Punkten v; ausgesehen) Seite einer Linie

l ist dann log i) um -f 2-i kleiner als in den entsprechenden Punkten auf der negativen, da

man. um von der positiven Seite auf die negative zu gelangen, einen Umlauf um den betref-
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Neue Tlieorie der idtraelliptischen Functionen. 33

fenden Punkt tj machen muss. Durchläuft man l^ als Theil der Begrenzung aufgefasst positiv

(so dass der anstossende Flächentheil immer zur linken Hand liegt), vom Punkte ä auf der

negativen Seite von l^ bis zu demselben Punkte ä auf der andern Seite, so nimmt log ö um

2to ab , da wir von der negativen auf die positive Seite von l^ gekommen sind. Durchläuft

man, ohne die Linie c zu berücksichtigen, das zu /^ gehörige Querschnittsystem a^. b^ in posi-

tiver Richtung von ä aus, so kommt' man von der positiven Seite von /j auf die negative, und

log 9 nimmt nach dem vorigen Paragraphen um ^ru zu, da /(/(log &) positiv durch ein

System o, b erstreckt den Werth ^rd hat. Folglich bleibt log ö beim Durchlaufen eines Be-

grenzungssystems a, b, l ungeändert, oder da ein solcher Umlauf von der einen Seite der Linie

c auf die andere führt, so bleibt log in der Fläche T" beim Überschreiten der Linie c stetig.

Somit ist die Function log & in T" eindeutig bestimmt, und die Änderungen beim Überschrei,

ten der Begrenzungslinien lassen sich folgendermassen geben:

für eine Linie l ist { log &+— log &~ = — 2Tc^'

c iloo- !}+— loo- i}~=

a. „ {logö+-
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34 Friedrich Pryvi.

3. für eine Linie a., ist der Wertli des Integrals g^ 2%i 1 dui, oder da / du^= a^^^, so

ist der Werth des Integrals für die beiden Linien a, und a,, gleich 2Tu'E.g^ Oi,„.

4. für eine Linie 5, ist unser Integral:

r '

j— 2 (»;— e,) — «,,,— K 271/ j du, = f{—2u- — a,,,) du, + (2f', — Ä, 2tc2) ri«!,

nun ist aber 1 du, = — t:/, / du, = 0, also, wie leicLt zu sehen, der Werth unseres Inte-

grals für sämmtliche Linien b gleich

S j
{—2u-—a.,^„) du, — (2e,— h, 2to) tu.

Fassen wir alle diese Integrale zusammen, so erhalten wir als Werth des Totalintegrals:

I. = 2to j
V «<•'> — e, + h, tJ + S g., a, l + ^ f(— 2u-— a., J du, — 2:1/ Z aS"*.

Schreiben wir in dem Integrale, von dem wir ausgingen, statt du,: du., und verfaliren

ebenso, so erhalten wir eine ähnliche Formel:

IL Ü= 2izi J2a|;;"
— e, + h, tu + I! g., «,, „

[
+ - / (—2«;— «,,,) du,— 271? Sai'',

wo dp, cdpj entsprechend den a['\ a[-^ in L, die Werthe der Function tc, für die Punkte d und

6 resp. bezeichnen.

In diesen beiden Formeln ist jedesmal die zweite, nicht in \\ stehende Hälfte unabhängig

von den Grössen e, g, h und der Lage der Punkte 37, und hängt nur von den Anfangswerthen

der Integrale u,\u.2 ab. Setzen wir den Werth dieser zweiten Hälfte in I. gleich 2Tdk,, in

II. gleich 2-ik.j, so folgen die verlangten Eelationen:

L e, = v< + k,-i+ :^g;(h.. + A;,,

IL e, = S af,'' + h, Ti + S g., «..v + '^2-

Die Grössen k, und k, sind unabhängig von der Gestalt der Querschnitte und der Lage

der Mündungspunkte ä und b: denn da die beiden Formeln für eine ganz beliebige Gestalt

der Querschnitte gelten, so müsste eine Veränderung dieser Gestalt, wenn sie die Grössen k

änderte, auch die übrigen Grössen in den Formeln ändern , was nicht der Fall ist. Demnach

hängen die Constanten k nur von den Anfangswerthen der Integrale ab, und es fragt sich, ob

wir diese letzteren nicht so wählen können, dass die Grössen k den Werth erhalten. Gehen

wir zurück auf unsere Function \}(u,— e,\u,—e,) und setzen darin

statt u,\u.r. u, + t-il«._, + c,,

„ e,\e,: e, + c,\ c, + c,,

so bleibt der Wertli der ti-Function ungeändcrt, da dadurch nur die Form, nicht der Wertli

der Argumente geändert wird. In Folge dessen bleiben auch die Punkte 7; und die Grössen g
und h dieselben

;
geändert werden von den in den obigen Endformeln vorkommenden Werthen,

ausser den Grössen c,\e,, die in c, -f c, [e., + q übergegangen sind, nur die Grössen k, da sie
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Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 35

von den Anfangswerthen der Integrale abliäugen, und die eben davon abhängigen Werthe

der in u^ -\- Cj
|

lu + c, übergegangenen u^\u„_^ in den Punkten yj, und zwar wird ans k^\h.^ : k[\K,

und aus aj''
j
al'' : «i'^ + c,

|

al"' -|- c.,. Setzen wir diese geänderten Werthe in den beiden obigen

Gleichungen ein, die ja allgemeine Giltigkeit haben, so folgt durch Vergleichung mit den

ursprünglichen

:

fcj ^ Ici + Ci , h, = h., -\- Cj

,

nehmen wir also c^^^h^ c.;.^h., an, d. h. geben wir den Integralen ;f,|»2 um /j,|i'., grössere

Anfangs werthe, so dass u^ um h^ und il, um Ä;^ grösser wird, so folgt k\ ^ k'., = 0. Wir
können also immer, aber nur auf eine Weise die unteren Grenzen a|ß der Integrale «, |m„ so

bestimmen, dass in den darauf bezüglichen Gleichungen I. und II. die Grössen k den Werth

haben, und diese Grenzen a|ß sollen für die Folge angenommen werden.

Das Abhängigkeitsgesetz, welches zwischen den Grössen e^\e., und den Punkten, wo

0(»i

—

c^\i(„— e.,) verschwindet, herrscht, lässt sieh nun, da die Grössen k in den obic^en

Formeln gleicli bestimmt sind, einfach geben, wenn man bedenkt, dass das GTrössensystem

Cije^ sich von dem Grössensysteme

V V

nur um ganze Vielfache der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen unterscheidet, indem

g und h ganze Zahlen sind. Nennen wir also ein Grössensystem P\ Q congruent einem

Grössensysteme p[
2^ in Bezug auf die Periodicitätsmodulen der Functionen ti^\iu, wenn

P= p + Yj.tt/ + 7,,. + Ya.öi^j + n-«i,2 )

(? = !Z + Ti- + {-..rJ. -f- Y3.«j,2 + Y4.«.,2 ,

wo Yi, 72, Ys, T4 beliebige ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, und bezeichnen dies :

P\Q^p\q, so folgt:

in Worten:

„Bei den hier gewählten unteren Grenzen a\y der Integrale ii^\u., sind die Grössen e,'e,

congruent Summen von je zwei Integralen I! a',''j^ et!,'' über die beiden Punkte r; ausgedehnt,

für die die Function i)(«i

—

e^\u.,—e^) verschwindet.'^

2.

Beweis der Möglichkeit der Lösung des vorgelegten Problems: x als eindeutige

Function von u\u., zu bestimmen.

§• 13.

Nachdem wir im Vorigen die Eigenschaften der ö-Function kennen gelernt, ergeben sich

leicht daraus die folgenden Sätze, die uns zur vollständigen Lösung des am Ende der

GrajDhik vorgelegten Problems führen werden. Im Folgenden bezeichnen also immer

') Um das Operiren mit Systemen solcher zusammengehöriger Grössen wie e^ \eo oder /j l/^ bezüglich des Wortausdruckes zu ver-

einfachen, notiren wir die folgenden symbolischen Bezeichnungen:

«!k2=/iU3 identisch mit e, =/,, «2 ==/3 ; «i ka +/i I/2 = «'i +/) l«3 i/a ;
«J.e, [«ä = rap, |»««o.

e*

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



3G Friedrich Prym.

je, s

dx/ (a-\-hx) dx I (a -\-h'x)

1 V(a;,x,Ä,fx) J Vui;y.,'/.,
— j

V-)

zwei Integrale mit genieinscliai'tliclicin Intcgratioiiswege , bei denen die Grössen a und b so

bestimmt .«ind, dass das aufgestellte System der Periodicitätsmodulen erfüllt wird, und die

unteren Grenzen a und j5 so, dass die Grössen k den Werth annehmen.

1. Wenn eine l^-Functiou niclit identisch als Function von x, d. h. für jedes x ver-

schwindet (ein Fall, den wir unten näher discutiren werden), so wird sie nur für zwei

Punkte in T' 0'. Sind c\\c., die gegebenen Constanten und vjj, yj^ die beiden Punkte, wo t> = 0',

und man setzt

« a

du, = a!^^ , / du, = a^>
,

so existirt die Relation

Daraus folgt, dass wenn man überhaupt für die Argumente in &(i'i|y.) substituirt:

Vi\v, ^^ ?«i
—

«i''
— a'r'IWi— oi'P— al"*

die D-Function, wie auch die letzte Congruenz beschaffen sein mag, immer für die beiden

Punkte /]!, VJ2 verschwindet. Denn dieses letzte System unterscheidet sich von Ui— e,\u,— e, nur

um Vielfache der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen: ist die D-Function aber für einen

gewissen Werth der Argumente einmal 0, so bleibt sie es auch, wenn man diese um zusam-

mengehörige Periodicitätsmodulen ändert, da sie durch eine solche Änderung nur einen endli-

chen Factor erlangt.

2. Da die i> verschwindet, wenn

= a"M«")'/'loc','*, im Punkte •/]„

und Avemi

Ui\u, = af'|a?', im Punkte r^,,

so folft, wenn wir diese Werthe in die obige Congruenz einsetzen, dass die f)-Funetion

verschwindet, wenn

und wenn
vAv^ ^ — a.'f'\— ccl''

vM = —a['>\—a'.jK

Die i)(f\\v,) verschwindet also, wenn man darin für die Argumente zwei Integrale «i|Wä

substituirt, deren obere Grenze einer der Punkte ist, für die eine beliebige Function

•i)(wi

—

e^l'U,— e.) verschwindet, und zwar kann mau, da •i}(wi|ü.J =: i>(—üi|

—

v,), den Integra-

len das positive oder negative Vorzeichen geben.

3. Ich behaupte nun, dass Aveun man ein Grösseusystem )\\7; hat, für das die U-lveihe

verschwindet, das also der Gleichung
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Neue Theorie der ultraelUptisclien Functionen. 37

genügt, man dieses immer, aber nur auf eine Weise congruent setzen kann einem Systeme

von der Form: — / du^
|

— / da.,., also zwei negativen Integralen u.^\n., mit derselben ubern

a ß

Grenze.

Beweis. Zu diesem Ende betrachten wir

{}(«j

—

it^ -f ^1
1
u-i
— lü+ r._)

,

und es bezeichnen u\\ti.2 die Werthe von Ui\u2 in einem beliebigen Punkte .i',*': dann w^ird die

betrachtete ö-Function in diesem Punkte x'^s gleich 0, weil für ihn die Argumente sich auf

ry\r,2 reduciren. Die muss aber auch noch in einem zweiten Punkte verschwinden, und

bezeichnen wir diesen durch cr,,Si, so folgt nach 1:

f/«i
I

u'.^ -f / du^
,

du^
I

— / du^.

Angenommen, es sei noch eine zweite Zerlegung möglieh:

dui
I

— / du.,

:

so folgt, wenn wdr dies in unserer i>(?<j— ?f'i + '>\\u.-, — ii.-, -|- r,) substituiren, die für Xys = x',s'

und a;,s= x'j,Si verschwindet, dass sie auch noch für a?, s^ ar., s^,, also für einen dritten Punkt

verschwinden muss. Dies ist aber unmöglich, da sie wegen der Avillkürlichen Wahl von 'u\\u.,

nicht identisch verschwindet. Somit ist der Beweis geliefert, dass wenn i^(?"j|'',.) ^*>, nur ein

Punkt a.],5, existirt derart, dass

} r^r.^ ^iH — / c/«i
I

— / du.y \

'

ö. [',
'

Die betrachtete 0-Function wird nun 0, wenn wir x, s = a'j,6'i setzen: dann resultirt, da

du^ — z<i + ']
I

/ dih.,— ü., -\- r.,^^ — ?(',
I

— iL^

und da der Punkt x', 5' dem diese Integrale entsprechen, ein ganz beliebiger x-, 5 ist, so

folgt der wichtige Satz, der die Umkehrung des vorhergehenden ist:

„Die Function ^{t\\v.^ verschwindet als Function von r identisch, wenn man für die

Argumente i\\i\, zwei Integrale u.\u.. mit derselben oberu Grenze oder ein diesen congruen-

tes System substituirt."

Jetzt können wir auch einen Fall entscheiden (ob dies der einzige ist, werden wir im

Folgenden sehen), wo '\S{ii^—e^\u,.,— e,) identisch, d.h. für jeden Werth von x verschwin-

det. Dies geschieht, wenn
Ci'.e, = 0|0,

da dann u^—e.^\u.,— e^ sich auf ein u\u.2 congruentes System reducirt und, wie eben bewie-

sen, \v^\v.) -= ist, wenn t\\v2 ^ Ui\u.,. Lässt sich also das System e^'e., aus Vielfachen
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38 Friedricli Prym.

der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen zusammensetzen, so verschwindet die !) durch

Substitution von tt,—t\\uo—e., identisch.

4. -Ein beliebiges Grössensystem (\,\e.,, für das ö(?;i
— e^\ii.,—e,,) nicht identisch ver.

schwindet, kann immer, aber nur auf eine Weise Summen von je zwei Integralen con-

gruent gesetzt werden, so dass
,v'n». ^:':,»u /.^l.'. /.^-^i»:

e^\eo ^ / (h(t + / rhii
\

/ diu + / du.,."'

•i -{i "i

Denn dann sind nacli Vorigem .r^.s, und .j\,, 5., die beiden Punkte, für die \}[ui— e, |

u.^—e,) ver-

schwindet, und könnte man e^'^c, nocli auf eine andere Weise congruent setzen, z. B.

.

fZ«! -f / dui
I

/ du., -\- I du..^'; - ' /

SO würde d(?<i— cj?/«— e.j) auch noch für :r,s=:i\,,s. und x, *= .rj, ä, verschwinden, was un-

möglich ist, da diese Function, wenn sie nicht identisch verschwindet, nur für zwei Punkte

bew'iesenermassen verschwinden kann.

Verschwindet aber i>(«i— e,:?r,—rj identisch, d. li. für jeden Werth von .r, was einmal

der Fall ist, wenn e, je, e^ OjO, so muss sich das Grössensystem ei|e., auf unzählige Weisen

congruent setzen lassen Summen von je zwei Integralen, so dass

dfi^ + / dui
I

/ du., + / du.,,e,\e.2 ^^ j dv^ 4- / du^
|

' '

WO dem .r, s jeder beliebige Werth genügt. Die Lage des Punktes ?, o ist dann von der Lage

des Punktes x, s abhängig und ändert sich stetig mit ihr. Um dieses Abhängigkeitsgesetz zu

erforschen, differenziren wir die Congruenz, was erlaubt ist, da x vollkommen variabel. Sie

ist gleichbedeutend mit dem folgenden Systeme zweier Gleichungen:

:, ^ / dui + / du^ , s-,= du., + / du..

wo Zi\b., Constante sind congruent c^\e.,. Es folgt also durch Differenziation

:

(a+ h.r}dx {a+b£)d^ (a-\-h'x)dx (a'+ b'^')d^

Eliminiren wir die Differentiale, so folgt als einzige Auflösung: ^ = x, und die Glei-

chungen zeigen, dass dann die beiden Wurzeln |/(.r, x, ^, (jij und \/{^,x,X,ii) dieselben absoluten

Werthe, aber entgegengesetzte Vorzeichen haben müssen, so dass, wenn zum Punkte x^x
der Werth (+ .s) gehört, zum Punkte 3=.r der Werth (

—

s) gehören muss. Demnach haben

die Pimkte x,s und 6, a eine solche Lage wie ,r, .5 und x,—5.

Ist also (}(«,

—

i\\ii..,— e.,) identisch 0, so ist

dui -f / dui
I

/ du., + / du.,

für jeden Werth von .r; in Folge dieser Eigenschaft müssen alle Systeme c^\e.,, für die

t)(Mi

—

e^\u.,— c„) identisch verschwindet, unter einander congruent sein, und da OlO ein solches
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Nene Tlienrie der ultraeUlptisclien Functionen. 39

System ist, indem ö(M,|^fo) = 0, so folgt, dass t)(i«i— e^\u.,— e») nur identisch verschwindet,

wenn ei\e., ^ 0[0, und es ist dann das System p,|e, congruent Summen von je zwei Inte-

gralen ausgedehnt über die beiden Punkte r. v und .r,— v, die einem beliebigen Werthe

von r im obern und untern Blatte der Fläche entsprechen. Man hat also für jedeu Werth

von X die Cougruenz:

oder auch

duj^ + / du^
j / du.^ 4-

f
du.,,

c?Mi
I

/ fZwo ^ — / dui\— / du.,.

Anmerkung. Es bedarf noch einer Erklärung, wesshalb, selbst wenn e,|e2 = 0|0, das Endresultat des §. 11

scheinbar n = 2 ist. Dies beruht auf der Formel (J5), die nur dann Giltigkcit hat, wenn die .5 in einigen

Punkten verschwindet, und dann giebt der Werth ?j= 2 nothwendig die Zahl dieser Punkte an. Ist aber

3- in allen Punkten identisch 0, so verliert die Formol (B) jegliche Bedeutung, indem dann allenthalben

.S+ = .5" = ist, und wenn wir sie doch anwenden, müssen wir natürlich ein falsches Resultat erhalten.

Wir kommen jetzt zum Kernpunkte der ganzen Untersuchung. In der Graphik hatten

wir gefunden, dass zu einem Werthe von x, s unzählig viele correspondirende Systeme ti^
]

u.^

gehören, die alle unter einander congruent sind, d. h. sich nur um zusammengehörige Perio-

dicitätsmodulen unterscheiden. Die Frage, die die Graphik nicht lösen konnte, war, ob wenn

ein System 'Ui\u., gegeben und in Folge dessen auch alle congruenten, dadurch der Werth von

X eindeutig bestimmt sei, ob man also

setzen dürfe. Diese lässt sich jetzt sofort beantworten. Sind nämlich ?«,
|

u., überhaupt die

Werthe zweier demselben Punkte in T entsprechender Integrale, so muss für jeden Werth

dieses Punktes

i){—u,\—u.^ =
sein, also nach 3:

uAu
I
dui

I

/ du./.

und nur auf eine Weise ist diese Congruenz möglich, indem ein Grössensystem, für das die

D-Reihe versehwindet, nur auf eine Weise zwei Integralen mit derselben obern Grenze con-

gruent gesetzt werden kann. Demnach ist durch die Werthe des Systems Ui\u.,, wenn sie

numerisch für einen Punkt gegeben sind, dieser Punkt selbst eindeutig bestimmt. Ändert sich

Ui\u., stetig, indem Avir von einem Punkte zu benachbarten übergehen, so ändert sich auch x

stetig. Demnach ist x eindeutig als Function von u^lu., bestimmbar, muss sich also rational

durch diese Grössen ausdrücken lassen. Dieselbe Eigenschaft muss den fünf darzustellenden

Functionen zukommen, da sie in T' auch einwerthig als Functionen von x bestimmt sind. Sie

müssen sich also, so lange man in J" operirt, rational durch Ui\ti.2 ausdrücken lassen. Hiermit

ist die Möglichkeit der Lösung des Problems bewiesen, und es kommt nur noch darauf an, die

Ausdrücke für die Functionen zu bilden.
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40 Friedricli Pryni.

Eine andere Auffassung des Problems der Inversion für diese Classe von Transcendenten

hat Jaeobi versucht in der schon citirten Abhandlung, und haben nach ihm ausgeführt Göpel ')

und Rosenhain -). Sie ergiebt sich leicht aus dem Lehrsatze sub 4. Setzen wir nämlich mit

Jaeobi bis auf Vielfache der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen

J.
'
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Neue Theorie der ultraelh'ptischen Functionen. 41

3.

Bildung der Ausdrücke für die darzustellenden fünf Functionen.

§. u.

Die d-Function können wir als den Keim der algebraischen Functionen ansehen und wir

wollen jetzt dazu übergehen letztere darzustellen. Da algebraische Functionen in der Fläche

T oder T' für gleich viel Punkte oo' und 0' werden, so nähern wir uns ihnen, wenn wir den

Quotienten von zwei ö-Functionen betrachten : derselbe hat wieder eine Eigenschaft mehr mit

den algebraischen Functionen gemein und wird uns leicht zu weiteren Resultaten führen.

Setzen also:

R
i^{ih—fi\u,—f.i)

so hat dieser Ausdruck folgende Eigenschaften: er wird für zwei Punkte in T' oo' und 0\
an den Linien a und c bleibt er ungeändert, denn die & sind dort stetig, beim Überschreiten

einer Linie 6, (v = i, 2) von der negativen auf die positive Seite erlangt

ö(?<]

—

e^\u.,— e.,) den Factor e"^^"'-'"''' ""'.'
,

daher erlangt

( am Querschnitte i, den Factor e-'-''~-^'^

B ist demnach in T' eine einwerthige und stetige Function des Ortes von .r, die für

zwei Punkte co' und 0' wird und an den öuerschnitten constante Factoren erlangt. Könnten
wir nun diesem Ausdrucke Factoreu an den Querschnitten beibringen, die Quadratwurzeln der

Einheit wären, und suchten alle möglichen Formen, so müssten unter diesen die fünf vorge-

legten: Vx, Vi—X etc. einbegriffen sein. Um an allen Querschnitten die Factoren beliebig

zu erbalten, müssen wir noch eine Exponentialgrösse hinzufügen, schreiben also, indem A
eine willkürliche Constante bedeutet,

dann bleiben die Punkte, wo B 00^ und 0' wird, ungeändert, und

( am Querschnitte o, den Factor e^"""'B erlangt {

Es erlangt also B am Querschnitte a, den Factor ± 1, je nachdem wir a,, = oder = 1

setzen. Soll B am Querschnitte h., den Factor ± 1 erlangen, so haben wir nur bis auf Viel-

fache von 2-/ zu bestimmen :

2 (e.,—
-f.,) + £i«i_, + BM.>,, = e'.,-i , z[ = oder = 1.

Denkschriften der mathem..uaturw. Cl. XXIV. Ed. Abhandl. von Nichtmitgliederu. f
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42 Friedrich Prijm.

Dies giebt uns eine Relation zwischen den Constanten (\ und /, der beiden &, nämlich:

j
e., = /v + y Td— ^ r/,^

.,
— '-^

«,,
.j

(v = i, 2).

Führen wir die hieraus sich ergebenden Werthe für c^ und c, in B ein, so wird

B =.A — ^^^—
-, e^""-^^^-"

und dieser Endausdruck hat folgende Eigenschaften:

„Er wird, da y'i
|
_/_, willkürlich, für zwei beliebig zu wählende Punkte 00' und für

zwei andere davon abhängige 0', ist in der ganzen Fläche T' einwerthig und stetig als Func-

tion des Ortes von x bestimmt und erlangt

am Querschnitte o, den Factor e''"'' = (— 1)''= ± 1, je nachdem s, := oder =: 1,

„ „ ^v ?5 ?5

(''''" = ( — Ij'' = ± 1> je nachdem £.^ = oder = 1.

7?-' erlangt also, wenn die Grössen £, s' so gewählt werden (Ooder 1), an allen Querschnitten den

Factor + 1 , ist demnach nicht nur in T' , sondern auch in der ganzen Fläche T einwerthig

und stetig, also eine wie die Fläche T verzweigte algebraische Function. Da wir nun die

Grössen £, e' beliebig oder 1 setzen können , so liegen in dem Ausdrucke U alle die alge-

braischen Functionen , die in T' einwerthig, für zwei beliebige Punkte r, y 00' werden und

beim Überschreiten der Querschnitte Factoren ± 1 erlangen, in Folge der letztern Eigen-

schaft aber Quadratwurzeln aus algebraischen wie die Fläche T verzweigten Functionen

sind."

§• 15.

Den Zähler des Ausdruckes E wollen wir gesondert untersuchen und setzen

so wird

:

, ,

T> — A
•^(^''~'T '"'' + 7 ''>•' + 1 "'- \^-'—'i "' + '7 ""'-+ 7 ""-) p-, '• + - -

±1 — j±i 1 —_ a

Setzen wir nun statt des Ausdruckes im Zähler die ihm entsprechende zweifach unend-

liche Reihe, so wird der Exponent des allgemeinen Gliedes, wenn A^ ^= e'

:

wenn wir Ä^ = c' so bestimmen, dass die Constante c den Werth annimmt

:

S\ £,£5 £0 ..£,£', £, J.U
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Neue Theorie der vitraelliptischen Functionen. 43

Wir erkennen daraus, dass der Gesammtzähler des Ausdruckes i? eine der ursprüng-

lichen ähnlich gebaute &-Reihe ist, nur mit dem Unterschiede, dass statt vi und n: m-\- -' und
£ ff, J.i

^

w-|—^ und statt v^\i\-^\ i\— -T:i\v., — -rd gesetzt sind. Diese ö-Reihen wollen wir nach dem

Vorgänge von Riemann zur Unterscheidung von der ursprünglichen durch das Symbol f'J'r]

bezeichnen, welches wir die Charakteristik nennen, indem es sammtliche ßestininiungsstücke

enthält. Dann ist also:

(I) R = - "-

und die Factoren an den Querschnitten a^, öi, o., , b., sind in derselben Reihenfolge: (— 1}"',

(—1)-'', (— 1)S (— 1)^ Es ist ferner

m='~oo n =—00

und in dieser allgemeinen Form ist auch unsere gewöhnliche ö-Reihe einbegriffen, indem

Da die Grössen e, e' entweder r=0 oder = 1 sein können, man aber aus und 1 auf 2' ^16
Weisen Variationen zu vier Elementen mit Wiederholung bilden kann, so folgt, dass in

ö^;j7J(yi|i'o) überhaupt sechszehn Formen enthalten sind, und es fragt sich jetzt, wie viele von

diesen ^-Reihen gerade, wie viele ungerade Functionen der Grössen v^lv^ sind. Bedenkt man

nun, dass der Werth der Reihe sub (11) nicht geändert wird, wenn man darin statt Cm -|

—

A

und ^n + ^") : — [m -\- ^^ und — ^n -\- ^\ schreibt, indem diese Grössen auch so alle

ganzen oder halben Zahlen durchlaufen , wenn «i und n alle ganzzahligen Werthe von — 00
bis -|- 00 amiehmen: dadurch also nur die Ordnung der Summation umgekehrt wird: diese

Umschreibung aber in dem allgemeinen Gliede dieselbe Änderung bewirkt, als wenn man
statt Vi \

v.^: — t\\ — V.2 geschrieben und dann mit

also mit einem constanten Factor multiplicirt hätte, da e-""''" ^ 1 := e'" '»'"', so folgt:

(III)
ö(;|a(.,|^.,)

= (-i)^-+-^ö(;;;;)(-.,|- .,).

Demnach ist die ö-Reihe gerade , wenn e^ e[ + e., al {z l] , ungerade , wemi e^ e[ -}- s^ e^= 1.

Unter den sechszehn Formen sind sechs ungerade Functionen, und ihre Charakteristiken

sind

:

/on /on ni\ /io\ no\ ni\
\oiJi \ii,h \oiJj \if)J: \nji \ioJ-

Die übrigen zehn sind gerade Functionen, mit den Charakteristiken:

\od)i [oiji [uoji iiiij? (oüj) (11)) [lojj (.üi); (,00); Inj-

f
*
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44 Friedrich Prym.

Die ungeraden f> - Functionen verschwinden, wie alle ungeraden Functionen, wenn

man die Argumente gleich ü setzt, <lenn i-t (ilie Cliarakteiistik werde durch einen Bucli-

stuben bezeichnet)

(lY)

SO ist ö(£)(0|0} = — ö(s)(0|0) = 0.

§• Iß-

Die den sechs ungeraden ö-Functionen gemeinsame Eigenschaft, zu verschwinden, wenn

die Argumente vAv^^(i\0 (ob von den geraden auch welche für diese Werthe verschwinden,

bleibe einstweilen dahingestellt) macht es uns möglich, Functionen zu bilden, die in 7" ein-

werthig, nur für einen Punkt oo' und 0' werden und an den Querschnitten Factoren + 1

erlangen. DanunV.r, Vi—.r,...Vl— \)?x und Quotienten von je zweien dieser fünf Func-

tionen die einzigen sind, die diese Eigenschaft haben, so müssen sie wenigstens theilweise

in den zu bildenden Formen enthalten sein, ob alle, wird die folgende Untersuchung lehren.

Wir hatten nämlich gesetzt: i\\i\, = ?«i—/il»,—/., wo /j,/, ganz beliebige Grössen

waren ; wir können demnach auch setzen

:

Vi\v„ = Ml lf'i|i<i
—

u'.,,

w'o u\\iL, die Werthe von Ui\u., in einem beliebigen festen Punkte x,s' bezeichnen sollen.

Substituiren wir dies in den i)-Functionen, so verschwinden sämmtliche sechs ungerade

i>- Functionen für denselben Punkt XyS = :r', s', da dafür t\\v2 ^ 0|0.

Aus f)(£)(UJÜ) = ü folgt aber aus (II) des vorigen Paragraphen:

da der Factor A^e''"''^^'-"' endlich bleibt, wenn i\
|

2;., ^
|
0. Wir finden also den zweiten

Punkt CC],«, , für den eine ungerade i>(£)(^',—-"'il'^

—

u.>) ausser für x,s = x\s' noch ver-

schwindet, indem wir

(b) _ ^ TU* + S ^ «1, .
I

— ^ TT/ -+ S^ «. V
= — / du,

I

— / du,
^ ^ - _ -i »fi

setzen, was ja nur auf eine Weise möglich ist. Ich behaupte nun, dass ein Punkt a-j, s„ der dieser

Congruenz genügt, nothwendig einer der sechs Verzweigungspuukte der Fläche T ist. Denn

da die Grössen £, s' nur oder 1 sein können, so folgt aus der obigen Congruenz durch Mul-

tiplication mit der Zahl 2 :

I

= 2
I
du,

I

2J du,.

Aus Früheriu ist aber bekannt, dass für jeden Werth von x tlie (Jongruenz

/x,s ^x,—

»

_x,s ^x

du, + f
du,

I

/ du, + 1 cdu.

P
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Neue Theorie der tdtraelliptischen Functionen. 45

stattfindet, und diese Congruenz kann für a;, s= .Tj, Sj nur die Form der vorhergehenden anneh-

men, wenn die beiden Punkte x, s und x,— 5 zusammenfallen, d. h. wenn Xj ein Verzwei-

gungspunlct ist. Da es sechs Verzweigungspunkte giebt, so werden demnach von den sechszehn

Systemen, die sieh aus Halben der correspoudirenden Periodieitätsmodulen bilden, sechs sich

in die Form [b] bringen lassen luid in Folge dessen die Gleichung («) erfüllen. Gäbe es mehr

Verzweigungspunkte, so würde die Gleichung (a) für mehr als sechs Systeme stattfinden,

d. h. es müssten auch von den geraden i)-Funetionen einige für i\\v.2 ^ OjO verschwinden,

und umgekehrt, verschwänden von den geraden &-Functionen einige, so müssten mehr als

sechs Systeme sich in die Form (6) bringen lassen, was unmöglich ist, da nur die sechs Ver-

zweigungspunkte dieser Congruenz genügen können. Daraus folgt, dass die Punkte, für die

die ungeraden i)-Functionen ausser für den gemeinsamen Punkt .r,.s=:r',.',' noch verschwin-

den, die sechs Verzweigungspunkte sind, d. h. wenn man in einer ungeraden O-Function

für die Argumente v^\v.2 die Integrale u^—Ux\u.,—?<'^ substituirt, so verschwindet dieselbe

für den Punkt x', s' und ausserdem noch für einen bestimmten der sechs Verzweigungspunkte

1

0, 1, 00.
X-

Zu demselben Resultate können wir auch durch rein algebraische Betrachtungen gelan-

gen. Bilden wir nämlich den Quotienten von zwei ungeraden t>- Functionen;

-il',\h,~u',) =,=; + ^=4=i.
»(::;;](-'-

5

Ti, l'i + Tljliä =

von 7?'= --i-V'^.—u-^-'W
^_i^.,^ ^_13..^ (_!)>>,, (_!)'..,

öQ;g(»-";i".-«;)

so hat derselbe folgende Eigenschaften. Für x, s ^ «', s werden Zähler und Neuner des

Ausdruckes zugleich 0\ r bleibt also in diesem Punkte endlich und wird demnach nur für

den einen Punkt 0^ für den die f> im Zähler noch verschwindet, und für den einen Punkt oo\

für den die i> im Nenner noch verschwindet. Um die Factoren zu finden, die die Function beim

Überschreiten der Querschnitte erlangt, so wissen Avir, dass die Factoren

«1 61 Oo ^2

voni? = ^^
— (— 1)', (—1), (—1)) (

—
^J »

ä{ri){Ui 2l[\lL, i/o)

sind, daher sind die Factoren

von r =-= äi^{«^n>.-uil
\ (_ne. + . (_i)^:+V., (_!)-% + ''>, (-Ij^^ + ^i,

w S){r:)(u—u,\u—u':) j
^ ^ ' ^ ^ ^ ^

indem wir allgemein statt (— l)""^ dasgleichwerthige (da s, -/; nur oder 1)(— 1)'+'' schreiben.

Demnach ist r eine algebraische Function, die in T' einwerthig, nur für einen Punkt 00

und U' wird und an den Querschnitten Factoren ± 1 annimmt. Es erlangt also r- an allen

Querschnitten den Factor + 1, ist demnach eine wie die Fläche T verzweigte algebraische

Function, die für einen Punkt 00'" und für einen Punkt 0" wird.

Der allgemeine Ausdruck einer Avie die Fläche T verzweigten Function, die nur für

zwei Punkte 00* und 0' wird, ist aber (nach §. o)

111 -)- 71X

m' -\- n'x
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46 Fr iedr ich Prym.

wo m, m', n, n beliebige Constante bezeichnen, die tlieilweise auch sein können, wenn z. B.

der Ausdruck für a; := oo keinen endlichen Werth haben soll. In dieser Form muss also die

Function r' enthalten sein, und da dieser Ausdruck nur dann in einem Punkte oo'^ und (J-

wird, wenn wir die Constanten so bestimmen, dass die beiden Punkte, wo er oo\ so wie die,

wo er 0^ wird, zusammenfallen, er also nur in Verzweigungspunkten oo und wird, so folgt

daraus, dass der Quotient r zweier ö-Functionen, die für cc, s = x'^s beide verschwinden, in

einem Yerzweigungspunkte oo' und in einem andern 0' wird, und da es nur sechs Verzwei-

gungspunkte giebt, so verschwinden auch nur sechs von den sechszehn ^-Functionen, wenn

man die Argumente v^\v„_^ ^ 0|0 setzt.

Hat man nun so bestimmt, dass dieser Ausdruck für den Verzweigungspunkt,

wo die 9 im Zähler verschwindet, 0^ und für den andern, wo die d im Nenner verschwindet,

CO" wird, so kann sich ?'" von diesem Ausdrucke nur um eine Constante unterscheiden, und

man hat

:

r =: Const

.

I
/ ^^

y in' -\- t/'x

I)er Werth dieser Constante ist offenbar von dem Punkte :/',«' abhängig, für den der

ö-Quotient unter der Form - erscheint. Da der Werth des Quotienten nicht geändert wird,

wenn wir .r, s mit x', s vertauschen , indem dann Zähler und Nenner als ungerade Functionen

den Factor — 1 erhalten, so darf durch diese Vertauschung auch die rechte Seite der vor-

stehenden Gleichung sich nicht ändern, d. h. es muss sein

:

r = Constj

,

m' -\- II x' \ in -\- )ix

wo jetzt Consti von x und x' vollkommen unabhängig ist. In dem Ausdrucke r sind demnach

alle algebraischen Functionen enthalten, die für einen Verzweigungspunkt oo' und für einen

andern U' werden, und an den Querschnitten Factoren ± 1 annehmen, demnach auch die fünf

darzustellenden Functionen: V x^ Vi—x etc.: die Aufgabe ist nur noch, für jede der sechs

ö-Functionen den ihr zugehörigen Verzweigungspunkt zu finden, für den sie ausser für

x,s = x',«' noch verschwindet.

§. 17.

Die sechs ungeraden &-Functionen sind nun, wenn wir ic^—u[
|
u.,— u'., mit v^

|
o., be-

zeichnen :

1. yPi^l^^.) = Gonst.ö(., + ^ + ^ 1 ..-f + '^ + f)e-^--

2.-0(:i)K|.,) = Const. ö(.', + ^'
I

V, -^' + ^>"=

3. i)Q{v,\v.^ = Const. {)(?', -Y + "f '
''^'~¥ + "f)

'"'

4. ÖGJ)(.>,) = Const.ö(., _ f + «^' + "^
I

., + "^ + '^j .- + ••
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Neue Theorie der tdtraellqitwchen Functioiicn. 47

5. a(-)(t'>,) = Const.ö(t^ - 1^ + ^'
I

tu + 1:')e".

6. 0(-)(^;,|^,) = Const.a(., _ ^ + '^^
|

^,, _
-J
+ "^^ e'\

Um für jede dieser Functionen den zugehörigen Verzweigungspunkt zu finden, für den

sie ausser für den Punkt x^s ^= x',s' noch verschwindet, müssen wir die Werthe des Inte-

gralsystems

—j du, \—
I

idui

für sämmtliche sechs Verzweigungspunkte, als obere Grenzen, bilden, und dann untersuchen,

welchem von den sechs Systemen, in die die Argumente der rechts stehenden einfachen

&-Functionen übergehen, wenn man, der Gleichung x,s^x\s' entsprechend, die Grössen

y = setzt, ein jedes Tntegralsystem congruent gesetzt werden kann: denn es ist

wenn x, den Verzweigungspunkt bezeichnet, für den die ungerade Function ö(£)(?/i

—

u\\u.i— u.,)

noch verschwindet, ausser für a;, ^ = »', s'.

du, = u^. — / du., = ;?p: Werthe, die wir einstweilen noch nicht ken-

nen, indem wir die unteren Grenzen a und ß zwar so angenommen, dass die & bestimmte Eigen-

schaften erlangte, sie aber noch nicht ausgewerthet haben. Das nur wissen wir, dass die

Grenzen a und ß und folglich auch die Grössen ?<„ und u^ immer, aber nur auf eine Weise,

d. h. einwerthig so bestimmbar sind, dass sie den aufgestellten Bedingungen genügen. Die

Werthe der übrigen Integrale zwischen den Verzweigungspunkten, auf bestimmten Wegen in

der Fläche T erstreckt, kennen wir, da sie sich, wie wir früher gesehen (vergleiche §. 5),

durch Halbe der Periodicitätsmodulen ausdrücken lassen. Es ist nämlich

:

a,^, — — 2 fdu,, -Kl = 2 / du,^ ci,^„ ~ — 2 j du,, =
2
J du,;

1 ^

a,, = — 2 fdu.i, = 2 / du,, a.,,^ = — 2J du,, Tzi = 2j du,;

wodurch zuzüglich der Relation: / dit + / du + du = alle Werthe bestimmt sind. Allein

diese Integralwerthe entsprechen einem bestimmten Wege in der Fläche T, nämlich im oberu

Blatte in der Pvichtung der Abscissenaxe, auf der linken Seite der Verzweigungsschnitte, wo

solche zwei Verzweigungspunkte verbinden. Da wir aber hier in der Fläche T' operiren, so

kommt es darauf an, die Werthe in T auf die Werthe in T' zu reduciren, denn die Integrale

sind in T wegen der verschiedenen mögliehen Wege nur bis auf ganze Vielfache der zusam-

mengehörigen Periodicitätsmodulen bestimmt, in T' sind ihre Werthe aber vollkommen vom
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48 Friedrich Frym.

Weo'e iinabliäno-io-. IMan hat bei dieser Reductimi nur zu beobachten, dass wenn man bei der

Integration einen Querschnitt überschreitet, man den Werth des Integrals um den betreffenden

Periodieitätsmodul zu- oder abnehmen lässt, je nachdem man von der negativen auf die j)Ositive

oder von der positiven auf die negative Seite kommt, und dann sind die so erhaltenen Resultate

die Werthe der Integrale für die Fläche T' . Die Wege der obigen Integrale in T überschreiten nun

immer Querschnitte, und zwar zwischen und 1 den Querschnitt ij, zwischen 1 und -^ den Quer-11 .
.11"'.

«chnitt a zwiscljen — und— die Querschnitte h^ und o„, zwischen ^^ und -^ den Querschnitt

]),. zwischen — und oo den Querschnitt a.^. Wir erhalten demnach:

/ du in 2" = / du^ -|- Oj j
r= -^' , eben so / cZ«. in T = --'

,

und ähnlich für die übrigen, so dass als Werthe der Integrale in T' sich die folgenden

ergeben:

du,= -^, /cZ«, =— ^', du, = — ^ ,
di(, = ^, dii, = 0;

•o - ^1 "1 1
"

1

i. i- —

j du, ^ -f, J dih = <J
, J du, = — -2' + 2 ' J ' ^ 'f' J '

^ ~
2

Jetzt können wir für sämmtliche Verzweiguugspunkte das verlangte Integralsystem

bilden, und es findet sich :

du^
I

— j du, = u^
\

u^

2. „ x= 1 : — / rZ?^,
! —J du, = u,—~

\
u^—^

3. „ X = - : — / du,
I

— / rf«, = »,+ ~
I

»p

1 r^: r^ -i
,

;ri

4. „ X = - : — / du,
\

— / rf«., = »„ + -
I

??p — -

o. „ .T = - : — / du,
I

—
/ (/«, = »,-{-- ^^-

I

»3 — 1^ ^
f^ 'a "P

- - _ -

/oo /*oc

/ ,
;:^ ff, o a.,„

du,
j —J du, = M, + _-

I

n^ ^.aß
Diese Werthe der correspondirenden Integrale müs^^cu nun congruent mit den sechs

Systemen von Halben der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen übereinstimmen, für die

die einfache 0-Function verschwindet. Eines dieser letzteren muss dem Systeme u^\u^ con-

gruent sein, unil wenn wir seinen Werth statt «J«, in ^i^iw letzten Formehi einsetzen, so
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Neue Theorie der ultraßlUptisclien Functionen. 49

müssen die Integralwerthe vollkommen oongraent mit den sechs Systemen im Anfange dieses

Paragraphen übereinstimmen. Dass diese Übereinstimmung nur auf eine Weise mögür-h

gemacht werden kann, ist klar, da bis auf Ganze der zusammengehörigen Periodicitäts-

modulen u^u^ wie a und ß einwerthige Bestimmtheit haben; Avir erreichen sie, wemi wir setzen:

«1,1 «l,-2 • " "-'1 -> «"> '

dann stimmen die Werthe des lutegralsystems für die sechs Verzweigungspimkte vollständig

congruent mit den sechs Systemen, für die die & verschwindet, überein, und zwar so, dass in

der Reihenfolge, wie wir die i>-Functionen geschrieben, sie auch verschwinden für diePunk(e:

0, 1, -,
Ä='

1

-, OO.
V-'

Dividiren wir demnach die ersten fünf ö-Functionen durch die sechste, die für x' = od

verschwindet, so erhalten wir die folgenden Formen:

I.
•&(j;)(«—«;
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hO Fr ie dl- ich Prym..

die erste Furni , die in ihren Eigenschaften mit Va- übereinstimmt, durcli 7\, so ist—̂ eine
V.c

stetige Function des Ortes in T' . die für keinen Punkt oo und wird und an allen Quer-
schnitten den Factor + 1 erlangt: demnach ist sie wie T algebraisch verzweio-t und muss
da sie nicht oo wird, eine Constante sein. Wie diese Constanten in jedem speciellen Falle

von x' abhängen, haben wir oben discutirt; wie nämlich die ö-Quotienten so müssen auch die

ihnen äquivalenten algebraischen Ausdrücke symmetrische Functionen der Grössen x' und x
sein. Setzen wir nun zur Abkürzung:

"i— "i = / dii^ = ?/,^',
, u.— U, := / dudu. = n',

und schreiben statt der &-Functionen mit den Cljarakteristiken die ihnen entsprechenden cin-

iachen, um übersichtlicher die Constanten bestimmen zu können, so folgen die Endresultate;

1. e " ^= c.V X \x
-( «!.' — 7 + i" I

"-'— T + -.,
-)

e -' ^' = c.,V 1—X VI—./

^(«^-, _ I _|_ '^
I

«^.-,_ I + -lu^j

HI. -^^ ^
'

iZ^^"-' -' =c,Vl-yrxVl—yrx

Iv. e ;= c\\ \—k-x V 1

—

A-d

-(«i^' — 7 + ^1 "2.- - Y + i-")

^«'-7 + T i«2:'-T + '^)

= CäV 1—/iV 1 1

—

[i'x

§ 18.

Hiermit ist das aufgestellte Problem in seiner allgemeinsten Form gelöst. Wir bemerken

zunächst, dass wenn wir die beiden Grössen x und x unbeschränkt variabel annehmen, die

links stehenden Ausdrücke Functionen mit ganz beliebigen Argumenten sind , indem man

j' und x' immer so bestimmen kann, dass das System ?(j;^,j »._,', jedem willkürlich angenomme-

nen Systeme ejeg congruent wird. In sofern wir aber dem x auch einen constanten Werth

beilegen können, ist die Möglichkeit gegeben, sowohl die rechts stehende Function von .r, so

wie die ihr entsprechende von .r', jede für sich, durch {>-Functionen mit bestimmten Argumenten

auszudrücken: in Folge dessen werden dann aurh die links stehenden Quotienten, die die Difle-

renzen zweier Integrale zu Argumenten haben, sich durch i)-Functionen, die die zwei Integrale

gesondert enthalten, ausdrücken lassen. In dieser zweifachen Auffassung berühren sich die

Jacobi'sche Theorie und die unsrige, indem beide, obwohl von verschiedenen Grund-

anschauungen auf verschiedenen Wegen ausgehend, zu den Endresultaten des vorigen Para-

graphen fuhren köimen. Nach der Jacobischen Theorie werden nämlich von Anfang an
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Neue Tlicorie dir ultra^lli'ptlschen Functionen. 51

Funetionen mit beliebigen Argumenten, die also zwei Variable wie oben enthalten, betrachtet.

während bei unserer Untersuchung die Einführung der Grösse x erst durch den Umstand
geboten erschien, dass eine d-Function immer für zwei Punkte 0' wird, luid demnach der

Quotient von zwei soleheu Functionen nur dann fü'r einen Punkt oo' und 0' wird, wenn
Zähler und Nenner für denselben Punkt x\ s' verschwinden. Wenn wir also im nächsten

Abschnitte zur Darstellung algebraischer Formen übergehen, die für zwei Punkte C5o^ und 0'

werden, so reisst der Faden der Analogie, der bei den vorliegenden Functionen die beiden

Theorien verknüpft.

Unsere nächste Aufgabe soll jetzt sein, die fünf Constanten c zu bestimmen, indem wir für

T und ,r' Yerzweigungswerthe einsetzen: denn dafür sind uns auch die Werthe der Integrale

Uil>\u.^l< bekannt. Die Quadratwurzeln können für denselben Werth von .i' verschiedene Werthe
haben, je nachdem wir uns im obern oder untern Blatte der Fläche T' befinden, und wie wir

früher gesehen, kann man den Werth derselben in einem Punkte beliebig, positiv oder neo-a-

tiv annehmen, in Folge dessen sie dann in der Ausdehnung der ganzen Fläche T' einwerthio-

und stetig bestimmt sind. In den Yerzweigungspunkten haben aber alsdann die Functionen

immer nur einen Werth, da für sie oberes und unteres Blatt zusammenfallen, und diese

Werthe wollen wir mit Bezugnahme auf die Anfangswerthe durch die Quadratwurzeln ohne

Vorzeichen bezeichnen, so dass z.B. VI— ^ der Werth der Function Vi—.r imPunkte - seni
X"

soll, den man dort durch stetige Fortsetzung in T' von dem Anfangswerthe -j- 1 (für x = 0)

aus erhält. Gleicherweise müssen wir dann auch, wenn alle Resultate stimmen sollen,

den Integralen die Werthe geben, die sie in T" haben, also die in der Gleichung (J") des

vorigen Paragraphen aufgestellten. Es ergeben sich nun leicht mit Berücksichtiguno- der

Formeln des §. 10 die folgenden Gruppen von Gleichungen, die einzeln den fünf aufo-e-

stellten Endgleichungen entsprechen.

I. Der Anfangswerth von V x sei -f 1 für .r = 1. Die möglichen Combinationen von

Verzweigungswerthen, durch deren Einsetzung die Gleichung I nicht die Form = oder

oo = oo annimmt, sind:

1. .t' = 1, X =
, _ 1 _

und wir erhalten durch ihre Einführung:

j ^(-f + ^ + '^M - 7 + "f + i^O __ c.
_ ^ ^(-? + "f 1^) 1-^^ _c-._

e- - - =-; 4 .- .
.

1
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Friedrich Pryni.

II. Der Anfano-s-^-ertli von t 1— x sei + 1 für .r = 0. Die anwendbaren Cnmbinatinnen

der Verzweio-ungswerthe sind:

1 1

1. x' = 0, .r = -
;

2. x' == 0, .r = ..,

;

/.' ''.

1 1 . - 1 1

/.- /r X- p.-

und es folyts

1.

^(0 1
-%)

"^

3. ,-
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Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 53

IV. Der Änfangswerth von Vi

—

X" x sei -|-1 für .r = 0. Die anviendbareii Couibina-

tionen der Verzweigungswerthe sind:

1. x' = 0, .r = 1
;

2. x —0, :r = -

;

3. x =0, •/ = -;

4 _^.' ^ 1 r = -• 5 r = 1 T = - • 6 r' = - r = -•

und es folgt:

TCj'
I

Tli\
Kl a,,j «2,3

6.
^^-^'"^^-^^--^-^ = .^1-^ Vl-^

"^
V 2 ' 2 I 2 /

V. Der Änfangswerth von V 1

—

i^'x sei +1 für x = 0. Die anwendbaren Combinationen

der Verzweigungswerthe sind:

1. x' = 0, .r = 1
;

2. ;r' = 0, ,r =: -
;

3. x' = 0, .r = -
;

1 1^,1!
4. .r = 1, .T = -; 5. X = 1 j- =-; G. .r = -, x = .,,

;

und es folgt:

«1.1 I «i.iA
0) ,/ : ^{^^r-f:= e.KT-,^

;
4. _:!!:X1ZZ_ = .j/i_,= Kl- J;

3.
^^^'~^ + ^^ = c,^/]!:? : 6. ;tÄl^= cfl-^ Vl-%.

^(^1^) --
'

^(-lio)

Wir wollen die in diesen Formeln vorkommenden D-Functionen besonders bezeichnen

indem wir setzen

:

5. = -^©(0
1

0) = ^-(0 1 0)

;

63 = ^(SD(0 1 0) = ^i
I

- f) ;

9, = ^ay (0
1

0) = ä{-
^f I

Oj
;

6, = ^(»)(0 1 0) = ^-(- 1 1

- ^^j ;
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54: Friedrich Prym.

6, = ^(jy(OlO) = ^-("^
1
^=) e"^ ; 6, = 3P(0|0) = ^-("^'

| -f + "fj e^;

e, = ^Q(0|0) == ^(^^
1 ^0

''^'
; ö» = •5(?J)(0|0) = -^(-f + '^

I T )

^"^'
!

ff

6, = ^CJ)(0|0) = ä{^ + ^ 1
^^ + f-=)

e

e.„ = ^(10(0
i

0) = ^(- "^ + ^'+ ^--^
I

- f + ^'+ "f '

^a,„ j^ a,,3
,

a„j 1^ °2-:\ „ 4 2 4 .

"! I "im _1_ ''i-;
I

"' _1_ fiiis _L !!5l'\^42 4 '

.

dann sind die zehn Grössen die Werthe der zehn geraden Functionen
^^(J';^;)!?^! |

^^0;

wenn man darin die Argumente v,
|

y,, ^ j
setzt (s. §.15 II. j, und die Gleichungen gestal-

ten sicli wie folgt, indem e" = — 1, e - = ± * ist.

1. 1. e *=-: 1. i - e — —
i

^- '-

c,

'^ — i

4. 'i'-e - *=-; 5. i-e -
^=—

;
G. — e - '= —

•

r "vi «s'
a,,, aj.

.

IL l.-i':^e^ ^=c,Kl-A; 2. --^e^-^'^c^l-^;
9,

e.

a„ , Oi,

e "" "

5. « -:e ^ " =c
U|, 1 a-2,

aj,
1

ff;.
;

a„, O;,

= c3Ki-x^ Ki-5; G. ?^e^-^ =.3^^1-5 Ki::^^544

(7i, 2 '^S' 2
f.

a,.: <«2.". / f] _'lil3—-J^ ,/ j;r

y,i -'s

/ fft.i Ol, •» - . . . t-t "l'S "ZJ B y /Di
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Neue Tlieorie der ultraelliptischen Functionen. 55

§. 19.

Aus den letzten Gleichungen ergeben sich die Werthe der fünf Functionen \'x V\ x
etc. für die Verzweigungspuukte algebraisch durch die Grössen 6 ausgedrückt, und umgekehrt
die Quotienten von je zwei beliebigen 6 als Functionen der drei Grössen x, X, (x. Endlich lassen

sich die fünf Constanten c sowohl durch die Grössen als auch durch x, X, (x ausdrücken.

Mau erhält für's Erste leicht durch Division der passenden Gleichungen aus je einer

Gruppe ineinander die folgenden Resultate:

I.
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56 Friedrich Prym.

Umgekeürt findet man aus den letzten Formeln die Quotienten von zwei Grössen

diirrli x. \. \x ausgedrückt, wie folgt:

und hieraus ergeben sich durch gegenseitige Division alle übrigen. Den beiden letzten

Systemen entsprechende Formeln hat schon Rosenhain aufgestellt in seinen Briefen an

Jacobi'), die auch einen Auszug seiner oben erwähnten Preisschrift entlialten.

Die fünf Constanten c finden sich direct aus den Endgleichungen des vorigen Parao-ra-

jihen. Man erhält ihre Quadrate durch x, X, \x ausgedrückt, wenn man in jeder Gruppe (1) mit

(G), oder (2) mit (5), oder (3) mit (4) multiplicirt, demnach
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JSTeiie Theorie der ultraelliptischen Functionen. 57

Integ-rale u\ Uo gehen alsdann in Halbe der zusaramengehörigen Periodicit'ätsmodulen über,

so dass die b--Functioneu die einfachen Argumente «ijwa erhalten. Wir bringen sie durch

Multiplioation mit constanten Factoren auf die Form:

wo

und erhalten für iede der fünf Functionen die folo-enden vier Formen:

V a;

6,6.6,
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58 Friedricli Prym.

4.

Discussion der allgemeinen in dem Ausdrucke E^ liegenden Formen.

§. -20.

"Wir haben im vorigen Abschuitte die Functionen untersucht, die in T' einwerthig und

stetio-, nur für einen Punkt oo' und 0* werden und an den Querschnitten Factoren + 1

annehmen. Wir fanden, dass ihre Anzahl eine begrenzte ist; es sind nämlich die fünf darge-

stellten, ihre reciproken Werthe, so wie Quotienten je zweier von ihnen. Zugleich ergaben

sich bei dieser Untersuchung die Werthe der Integrale Hi\u.2, mit den unteren Grenzen ajß, für

die sechs Yerzweigungspunkte. Zur Darstellung der obigen Functionen Avaren wir von einem

Ausdrucke

f>p!^]("-/^l"-/;)
p ' '-

.

auso'oo'angen, in dem alle die algebraischen Functionen liegen sollten, die in T' einwerthig und

stetio-, für zwei beliebige Punkte oo^ werden und an den Querschnitten Factoren ± 1

erlangen; die Functionen, die nur für einen Punkt oo' werden, hatten sich als specielle Fälle

dieses Ausdrucks R ergeben, den wir jetzt ganz allgemein discutiren wollen.

fZ»i 4- / f7«i
I

/ du, -\- / du.,, wo wir die Punkte x\, .Viund .ro..s.,

« 'ß 'ß

ganz beliebig annehmen können, indem das Grössensystem/j |/„ vollkommen willkürlich ist:

es wird dann R für die beiden Punkte x^^s^ und ,7-o, *>oo^ Ebenso können wir die Grössen

£, £ (0 oder 1) oder, was dasselbe, die Factoren (— 1)'', (— 1)'', (— 1)'% (—1)% die der Aus-

druck der Peihe nach an den Querschnitten a^. l\, a.,, b.^ annimmt, beliebig wählen (als -f 1

oder— 1), dann sind aber dadurch die beiden Punkte, für die B 0' wird, vollkommen bestimmt,

sie fmden sich als XyS^ und x^,s^ aus der Congruenz:

.' ,
'

^
^^i, «3 /^''i.»» /^^3:»3 ^n.-'i

J\ + j-' — r i^^i.v \A+ y^^'— r y "2,v =J (iuy

+J
dUi

\J
du., i-J

du,
,

deren linke Seite das Constantensystcm der D-Function im Zähler bildet.

Da es ausser ("") noch fünfzehn verschiedene Charakteristiken (j! J;]
giebt, so folgt, dass

in dem Ausdrucke li zu dem bestimmten Xenner i)(»i—/i|"2

—

fd fünfzehn verschiedene

Zähler gehfiren können, und die dadurch festgelegten algebraischen Functionen haben alle

fünfzehn das mit einander gemein, dass sie für dieselben beiden Punkte oo' werden, und

unterscheiden sicli nur durch die Punkte, wo sie 0' werden, oder durch die Factoren an den

Querschnitten, die ja mit den Punkten, wo der Zähler 0' wird, gemäss der letzten Congruenz

in wechselseitiger Abhängigkeit stehen. II' erlangt, da die Grössen £ nur oder 1 sein

können, an allen Querschnitten den Factor -f 1 . ist demnach eine wie die Fläche T ver-

zweigte algebraische Function, die für die beiden Punkte .'\,s^ und x,,s, cx)- wird und für

zwei andere von diesen abhängige 0".
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Neue Theorie der ultraeUlptisclien Functionen. 59

Um den dem ö-Quotienten B' äquivalenten algebraischen Ausdruck zu bilden, betrachten

wir eine Function, die für vier Punkte oo' und 0' wird. Eine solche ist (nach §. 3) in der

allgemeinen Form

F=a
s + y^x' + 7,*- + 73.C + 7,

enthalten. Zähler und Nenner von F werden für .t^oo:oo^ also auch für sechs Punkte 0'.

Da der Neuner des Ausdruckes vier willkürliche Constante y enthält, so können wir ihn in

seinen Constanten so bestimmen, dass er für die beiden Punkte x^,s\ und Xo, s.,
0'^ wird; er wird

dann ausserdem noch für zwei andere, von den beiden abhängige Punkte 0'. Die vier Con-

stanten c des Zählers müssen wir so bestimmen, dass derselbe für die beiden Punkte, wo der

Nenner noch ausser für a;i5i mid X2,S2 verschwindet, auch 0' wird. Dies giebt zwei Bedingungs-

gleichungen, der Zähler behält zwei willkürliche Constante und wird ausser für die beiden

Pnnkte, die er mit dem Nenner gemeinsam hat, noch für vier Punkte 0\ Setzen Avir diese vier

Puiakte paarweise einander gleich, so dass also der Zähler für zwei Punkte 0'^ wird, so ent-

stehen dadurch zw-ei Bedingungsgleichungen, die die noch willkürlichen zwei Constanten des

Zählers bestimmen. Auf wie viele "Weisen diese Bestimmung möglich ist, können wir aus dem

Vorigen schliessen Da es nämlich nur fünfzehn verschiedene Formen B'- giebt, die für die-

selben beiden Punkte oo"'^ werden, so folgt daraus, dass sieh die beiden letzten willkürlichen

Constanten des Zählers von F auf fünfzehn Weisen so bestimmen lassen werden, dass derselbe

für zwei Punkte 0'^ wird, die sechszehnte Weise abgerechnet, wo der Zähler mit dem Nenner

vollkommen identisch würde , indem c\ = 71 , c.^=^ -(., etc. auch eine Lösmig der Aufgabe ist.

Im Allgemeinen werden sich also die beiden letzten zu bestimmenden Constanten als Wurzeln

zweier Gleichungen ergeben, die im günstigsten Falle vom sechszehnten Grade sind. Einer

jeden der fünfzehn Formen F wird nun eine Form B^ entsprechen, die für dieselben Punkte

00'- und 0^ wird und sich demnach von ihr nur um eine Constante untei'scheiden kann; es

lassen sich demnach immer die Grössen c und 7 für jeden ö-Quotienten B so bestimmen, dass

p ^ ,, g + c.x" -f c,x' -t- c^x + c,

' ~ "
s + 7ia;' -1- y,x- + 73a; -|- 7,

Dies ist die Form für B im allgemeinen Falle, wenn die Punkte 2\,ö\ und x.,,s.2 ganz belie-

bige sind. In sjjeciellen Fällen können sowohl Zähler wie Nenner des obigen Ausdruckes frei von

s und blosse Functionen von x sein, die Betrachtung wurd dadurcli nicht geändert. Das Eesul-

tat der Untersuchung ist, dass die Bestimmung der den ö-Quotienten äquivalenten algebraischen

Ausdrücke zwar möglich, nicht aber auf dem angedeuteten Wege ausführbar ist, indem die

Unlösbarkeit von Gleichungen höherer Grade sich entgegenstellt. Wir betreten desshalb einen

andern Weg, der von speciellen Formen ausgehend uns synthetisch zu den allgemeinsten führen

wird, indem wir die folgenden drei Fälle in Betreff der Grössen y\ |/j unterscheiden.

1. Es sei

/: lA^-^TU + S^ «,. \-^^i + S^ a,,„ (/;, vj' =0 oderl)

d. h. congruent beliebigen Halben der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen.

h*
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(;0 Friedrich l'rym.

2. Es sei

aß
d. h. das Grössensystem/ij/ä erfülle die Bedingung ö(/,|/,) = 0.

3. Es sei

c?«, + / c?«,
I

I f?«. + / du.,
,

das Grössensystem ist dann ein ganz beliebiges.

Der zweite Fall umfasst den ersten und geht darin über, wenn wir für .<' einen Verzwei-

gungspunkt setzen. Der dritte Fall umfasst die beiden vorhergehenden als der allgemeinste.

Die Lösung des ersten Falles wird uns auf natürlichem Wege zur Lösung des zweiten, und

dieser hinwiederum zur Lösung des dritten führen.

§ 21.

Kister Fall:

/!/; = - ~ - + ?|^ CK:
I

- I ^' + ?y ": (vi.v;=0 Odern

Serzt sieh das System fi\f-i aus Halben der zusammengehörigen Periodieitätsmodulen

zusammen, so wird das Consfantensystem der ö-Funetion im Zahler von B auch nur aus Halben

der zusammengehörigen Periodieitätsmodulen bestehen, und E lässt sich durch Multiplication

mit Constanten (vcrgl. §. 15, IL) inmier in die allgemeine Form

bringen, indem wir statt der Grössen s + "'ii
die in der Charakteristik des Zahlers vorkommen

würden, die wieder nur die Werthe oder 1 bezeichnenden s einführen. Einfacher erhalten

wir dieselbe Foi'm. wenn Avir zwei Formen E mit den resp. Zähler Charakteristiken (s) und

(>]) durch einander dividiren und in dem entstehenden Quotienten fi\fi = 0|0 setzen. Da

die Charakteristik (JJ") ausgeschlossen, indem f>(oo)("i|?'ä) = ^O'ih'ä) identisch ist, so ge-

hören zu einem bestimmten Nenner nur vierzehn verschiedene Zähler, Avenn r^ nicht cou-

stant werden soll. Um diese Functionen r^ algebraisch ausdrücken zu können, müssen wir die

Punkte kennen, für die jede der fünfzehn il-Functionen 0' wird; Avir finden sie, indem wir das zu

jeder gehörige, durch die Gleichung 0(£)(«i|e<2) ^ ^(wi

—

e,|?f>— e^) e"'"'"'"'-"=+'' bestimmte Con-

stantensystem e,|eo, aus Halben der zusammengehörigen Periodieitätsmodulen bestehend, in

die Form

du^ -)- / dn^
I

/ diio + / du..

zerlegen, dann sind .r,..s-, und .r,,, .y, die beiden Punkte, für die die betreffende »-Function
0' wird.
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yeue Theorie der ulfraellq'tischen Functionen. G

1

Wir kennen (iiacli §. 17) die Werthe der Integrale «j |
»^ für die sechs Verzweigungs-

punkte, sie drücken sich durch Halbe der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen aus. Com-

biniren wir diese Integralsysteme zu je zweien, oder, was dasselbe, führen für x, und x., in der

obigen Congruenz immer je zwei verschiedene Verzweigungsjjunkte ein, so erhalten wir die

fünfzehn möglichen Systeme von Halben der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen, nämlich

:

a
X-, = 0,
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62 Fr iedr icli Prym.

0.

^(1D(«.
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Nene Theorie der ultraelliptischen Functionen. 63

(9)

Es bedarf wohl keiner Bemerkung mehr, dass der Quotient der Quadrate zweier (^-Fun-

ctionen, z.B. ' "
, ganz ungeändert bleibt, sowohl wenn man die einzelnen Glieder der

Charakteristiken um ± 2 ändert, als auch, wenn man für i\\t\ beliebige andere congruente

Systeme einsetzt: er ist in Bezug auf gleichzeitige Änderungen der Variablen um Einzelne der

vier Systeme zusammengehöriger Periodicitätsmodulen periodisch, also eine vierfach perio-

dische Function.

Die Constanten ergeben sich nun wie folgt:

.6.

Ös
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C4 Fr iedricli Pry m.

+ 1 annehmen, aber es sind die einzigen von dieser Art, die sieli als Quotienten von zwei

i)-Functioucn darstellen lassen. Alle übrio-en sind in der Form ^^zzziz—:^=^ enthalten und
V\—x Vl— l^x

werden für zwei demselben Werthe von x entsprechende Punkte 0'; eine ö-Function

\)(n,^— eAu.,— e,,)) '^^^ ebenso 0' würde, hat aber keinen Sinn, denn ihr Constantensystem e.^\e<,

wäre congruent 010 luid sie selbst verschwände identisch.

Zneiter Fall:

/il/i ^^j du, \j du.,= u[y,.

« ß

Erfallt das Constantensystem /il/. die Bedingung &(/i!yl,) = 0, so lässt es sieh immer

in die Form setzen:

/1I/2 ^j du,
\ I

du, -^ u[\u'.

und zwar nur auf eine Weise. Der Ausdruck 7? und alle übrigen, die durch Division zweier

Ausdrücke JR mit demselben Nenner b(^u,—/\\u,—
-f.,)

und verschiedenen Zählern entstehen,

sind dann in der allgemeinen Form

?•„ = h;: :!)(«. u,— u',)

^G;S)("—"^1"— "^)

enthalten. Da alle sechszehn Charakteristiken vorkommen können, so gehören zu einem

bestimmten Nenner fünfzehn verschiedene Zähler; die dadurch entstehenden Functionen r,

lassen sich als Hauptformen ansehen, in sofern aus ihnen durch gegenseitige Division alle

übrigen sich ergeben; sie haben alle fünfzehn die beiden Punkte, wo sie 00' werden, gemein

und unterscheiden sich nur durch die Nulljumkte oder durch die davon abhängigen Factoreu

an den Querschnitten.

Den algebraischen Ausdruck für r, haben wir schon hergestellt für den Fall, dass sein

Zähler und sein Nenner ungerade l>-Functionen waren (vergl. §. 17); zum gemeinschaftlichen

Nenner hatten wir die Function ^^(^')(«l

—

u[\u,— u',) genommen, die für j\s:=.r',s' und für

.{ ^ cx:i : 0' wurde. Wir behalten diesen Nenner bei und geben ihm der Reihe nach jede der

zehn geraden D-Functionen als Zähler; können wir diese Quotienten algebraiscli ausdrücken,

so sind alle Hauptformen dargestellt. Betrachten zu dem Ende

wo also der Zähler eine gerade i> ist, so hat dieser Ausdruck folgende Eigenschaften.

1. Er ist eine wie T verzweigte algebraische Function, also rational durch .r und ,v

ausdrückbar; wird oo" für x,s = x', 6-' und für a.- = 00; wird O" für die beiden von ./'.V abhän-

gigen Punkte, für die die i) im Zähler verschwindet. Der algebraische Ausdruck muss dem-
luich in der allgemeinen Form

r^) .0 ^.« + fa«' + Ca«- -f c^x + c^
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Neue Theorie d&r ultrailliptiaclien Functionen. 65

enthalten sein, die auch für x,s = x, s und für .r^ 00:00^ wird. Da der Nenner für die beiden

demselben x entsprechenden Punkte: a', s und x', — 5'
: 0^ wird, der Ausdruck rr> aber nur

für den Punkt a', s : 00' werden soll, so sind die Constanten des Zählers so zu bestimmen,

dass dieser auch für x= x, s ^ — s', 0^ wird.

2. Die Constanteu e sind natürlich von x abhängig. Da der ö-Quotient rl eine symme-
trische Function der Punkte x,s und x', s' ist, indem die Quadrate der &-Functionen nicht geän-

dert werden, wenn man Ui\u., mit u[\u'., vertauscht, so folgt, dass der Zähler von (1) auch

eine symmetrische Function derselben Grössen sein muss, und es ergiebt sich die speciellere

Form

:

— A 3

^"^ ~
{x-x'f

$ 3

wo f[x) eine rationale ganze Function des dritten Grades von x, f{x') ebendieselbe Function

von x\ und f[x,x) eine symmetrische Function der beiden Variablen, vom dritten Grade in

Bezug auf jede, bezeichnet. Die Constanten 7 und die übrigen in den Functionen y vorkom-

menden sind dann von x und x unabhängig.

3. Die für die Coustantenbestimmung wichtigste Eigenschaft des &-Quotienten 7-2 ist die, dass

wenn man für x' einen beliebigen Verzweigungspunkt setzt, die Form rl in eine der Formen
+ r\ des vorigen Paragraphen gemäss der Gleichungen (&) übergeht, indem dann iii\iL durch

Halbe der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen sich ausdrücken. Jede Form i-'l ist aber in

dem allgemeinen Ausdrucke
mx"- -\- m^x -\- m.2

nx" -)- 7i^x -\- n.2

enthalten, wo einzelne der Constanten auch sein können. Soll der letzte Ausdruck r! unter der

genannten Bedingung in diese Form übergehen, so muss das s aus dem Zähler wegfallen,
3

wenn man für a/ einen endlichen Verzweigungspunkt, d. h. s'= setzt. Da nuny(.r'} nicht für

alle fünf endliehen Verzweigungswerthe verschwinden kann, so muss nothwendig die Constante

Y^,
=: sein, und wir gewinnen den einfachen Ausdruck:

(3) ,.i^Q ^^^+fif^.
{x—xj

wo

f[x^x') = öjCcV^ + «3 (xV^+ a-'V'^) -f «3 (.i-V -J- a-x"'^) + ^'«V" -f a^(x^-\-x'^) + Og (.rV + xx''')

-{- 07 {x- + x'-) + ßgxx' + 0,9 (x-)-x') -H ßio

und die Constanten a beliebige von x und x' unabhängige Grössen bezeichnen.

Wie schon sub 1. bemerkt, sind die Constanten des Zählers so zu bestimmen, dass der-

selbe zugleich mit dem Nenner für den Punkt x= x , s^ — s, verschwindet und zwar 0' wird.

Es entsteht die Bedingungsgleichung:

-2.r -f/(x,x) =0
oder

— 2x (1—x)(l—xu')(l—Xv-)(1—ix^r) + a,x' + 2a,x' + {2a,+ a,) x' + 2 {a,+ a,) x'

+ {2a, + a,) X- + 2a<.x + a,, = 0,

Denkschriften der mafhem.-natuw. Cl. XXIV. Bd. Abh^udl. von Nithtmilgliedera. l
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gg Friedrich Prym.

die für jedes x oder x' gelten muss. In Folge dessen müssen, wenn wir die letzte Gleichung

nach Potenzen von x ordnen, die Coefficienten der einzelnen Glieder den Werth haben,

und wir erhalten, indem wir zur Abkürzung

2) = -/'xv'; ih = ''''^' + '''V-' + ^^'"'i-'-"; Vi — '''' + ^'' + M-';

schreiben, die folgenden Relationen:

ffj = ; (i2=P\ «9=1; «10 = ;

2^3 + a, + 2j^ + 22\ = 0; a- + a,— p, — p, = 0; 2(-^ + «, + 2 + -Ljj, = ;

durch die die zehn Constanten a bis auf drei bestimmt sind. Lassen wir die drei: «3, O5, «.

unbestimmt und drücken durch sie resp. a^, «65 «s aus, so nimmt /(;i-,,/.'') dui'ch Einsetzen der

so bestimmten Constanten die Form an

:

f{x,x) =p {x'x"+ x'x") — 2 (p+p^ x'x' + (i^+i^,) (X-V+ .TX'-'} — 2 (1+p,) xx' + a- + x'

+ [ßgra:;' + «^ (.i-+ .r') + a-]{x—xy

und es ist für alle zehn in rl enthaltenen Fälle, wo der Zähler eine gerade & ist:

?'o = —. ;— ^= G

Der Zähler: 2ss' -\-f{x,x'): des algebraischen Ausdruckes für vi ist jetzt so bestimmt,

dass er für den Punkt ;r, .s- = .r',— /:0' wird, wie man leicht durch Differentiation findet.

Die in demselben noch enthaltenen vier unbestimmten Constanten C, «3, «5, a-, sind verschieden

nach den zehn möglichen Fällen und bestimmen sich leicht, «wenn mau für x einen der fünf

endlichen Verzweigungswerthe setzt, wo dann ä' = wird. Es genügt, zwei Verzweigungs-

werthe einzuführen, und wir wählen die einfachsten x = und x' = 1 ; dann erhalten wir :

r:, = ü
;;— = O ,

(i<:'=0)
^' ^

fix, 1) {pJra,-\-a.^ X- + ( p.^—p^—a,-\-a.) x — («,+«,+ !)
?" = C — = O .

Entsprechend nimmt der i)-Quotient die Formen an:

^11; S)^"' + ^ + ^ I

«3 - f + 1^+ ^0

(x'=o) 1 ,j( w, + f^ + i""
I

u, — 7 + i- + i-;

(x'=i) J (_„j(m, -|_ ^- U, — - + ^-)

die sich verniöge der im §. 21 notirtcn ßcductiousformeln (d) auf i)-Quotienten mit den ein-

fachen Argumenten ii^\u., reducircn und dann in jedem speciellen Falle aus den Foruicln iF^)

algebraisch ausgedrückt werden können. Durch Vergleichung dieser algebraischen Ausdrücke
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Neue Theorie der ultraeUiptischen Functionen. 67

mit den ihnen äquivalenten obigen, die die vier Constanten enthalten, ergeben sieh dieWerthe

dieser vier noch übrigen als Functionen der Grössen z, X, \x, und somit ist der algebraische

Ausdruck für ri in allen seinen Constanten vollkommen bestimmt.

Wir wollen nach dieser Methode eine beliebige der zehn möglichen Formen bestimmen

und wählen dazu z.B.:

Q.2/1

Es folgt:

r.;

--(iu)(^'. + i^ + i- h'^
— y + -T + ^-) .&-(;;)(«,!«,)

^Hn)("' + y + "f
I

«= - T
+

"-r + T-=) •^XSyO'.l«.)

'

(xüi)
-(i;) («. + ^=

I

«= - f + ^) -xiyc«^ I
«0

Aus dem Formelsysteme {F^ entnehmen wir jetzt die algebraischen Ausdrücke für die zu-

letzt stehenden ö-Quotienten und finden:

„
xX (1— x) (1— fJ.-.r) /-( 1 + ";*' + '^-'•'^'

?•.; =
^ . = G

;

x/,x,Xi rc(l—fxVj (i^+03+ «ä) «' + iPi—Pi— a^+ r,-} .v — («:,+«;+ !)

n = • -.— = (^ -. •

(x'=l) P-/ f^X X — 1 X—1

Aus diesen Gleichungen, die für jeden Werth von x gelten, bestimmen sich die Constanten

wie folgt

:

C= -^— ; «3 = — K (><'+ ^^')
; «ö = r ; "7 = — (1 + ^'0

;

y-i h fix (J-x

die übrigen a ergeben sich in Folge dessen aus den Gleichungen («) des vorigen Paragraphen
3

durch X, X, jx ausgedrückt, und es erhält/(a', x) durch Einsetzen dieser Werthe die Form:

/(x, x') = -^'Xy {x'x"+ x'x") — }x= (-a'+ X') {x\v' + xx") — 2yrV (1 +;x-^) x'x' + ii' {x' + x")

-f (x- + X-+ >^'>^'+ =<y+ >^y) (jr^f+ xx") — (1 + k) (x-+ ,r'-) — 2 (x-+ >^') a-^' + '+ •»'

= X (1—.r) (1—xV) (1—XV) (1—F.r) + x' (l—x") (1—x-.r) (1—Xvr) (1—[xV)

;

daher

y.l 2ss' + X (1-x) (1— x-'.r') (1—r^') (1—/a"«) + x (l—x) (1—x-a;) (1— X'x) (1— .alr')

Eben so einfach ergeben sich die algebraischen Ausdrücke für die übrigen neun Formen

rl, wo die ö-Function im Zähler gerade ist; man findet, dass die sämmtlichen zehn vorkom-

menden Functionen y"(.r, .r') aus der zweigliedrigen Form

/= ^. (!_.,.) (l_-/x) {1-K\v) (1-fxV) + a'' (l-.r') (1—xV) (1—XV) (l-i^V)
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ßg Friedrich Trym.

entstehen, wenn man im ersten Gliede zwei Zeiclien x durch zwei Zeichen x ersetzt (was auf

zehn Weisen möo-lich ist) und entsprechend an denselben Stellen im zweiten GJiede zwei Zeichen

x' durch zwei Zeichen x, so dass/eine symmetrische Function der beiden Variablen bleibt.

Nehmen wir aus §.17 die schon dargestellten fünf Formen n, wo der Zähler ungerade ist,

hinzu, quadriren, verwandeln die ö-Functionen in die entsprechenden mit den Charakteristiken,

indem wir die in cf, er' etc. (s. §. 19) enthaltenen Exponentialgrössen auf die linke Seite der

Gleichuno-en bringen, so ergiebt sich das verlangte System der fünfzehn Ilauptformen wie folgt:

1. ^ ;- :=: — xÄfji,r.r;

o -^^QO'.—;!«.-''0_ M'- (i_,v)(l_x=x);
^-'(uX'^-
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Neue Theorie der ultraelliptisclien Functione^i. G9

^^
^%'';){u-ti[\u-n::) ^ ^

?ss' + .r (1—a-') (1—üV-') (1— /-j.) (1— fA-.z-) + a-' (1—x) (1—x\r) (1—r.r') (1—,a-.r')

xfx 2ss' + a- (1 -a-) (1—xb/) (1—/".r) (1—F^) + a;' (1—a-') (1—xlr) (1—ÄV) (1— |JL-.r)

lo ^'{m){^h—u[\u„—u^)
lo. =

fji 2s/ + a- (1 -J'O (1—xV) (1—ÄV) (1—p.=a;) + a;' (1—a') (1— x=a-) (1—^.r) (1—/J-lr')

Xfji 2ss' + a- {\—x) (1—x-.r) (1—/=a'') (1— fx'a-') + x' (1—a-') (1—x.-a-') (1—Ä=^a-) (1— ;;L\r)

>(^^)

X 2ss' + x {l—x) (l^-A-x) (1—ÄV) (1—/A'.r) + X {l—x) (1—x'j') (1—Air) {l—<i.-x')

Setzt man in diesen Formeln statt s : — s\ so geht entsprechend das System — u\\— lü

in 4" Ui\ + "ä über, da ja

fZ«!
I

— / fZ«<2^ / f?«<i
I

/ diu
,

und die ö-Funetionen erhalten statt der Differenz die Summe der Integ-rale u mid ti als Arofu-

mente. Die algebraischen Ausdrücke für die fünf ersten d-Quotienten werden dadurch nicht

geändert, indem sie s' nicht enthalten, und überhaupt die Punkte x, wo sie und 00 werden,

von dem Punkte x' unabhängig sind ; dagegen in den letzten zehn Formen verändert sich 2äs'

in— 2**', dadurch verändern sich auch die Punkte, wo sie und 00 werden, und zwar so,

dass sie aus einem Blatte in das andere übergehen, indem ein solcher Punkt ?, a zu $, —

a

wird. Durch Addition je zweier ö-Quotienten, von denen der eine die Summe, der andere die

DiflFerenz der Integrale zu Argumenten liat, und die sonst dieselben sind, erhält mau rationale

Functionen von x und x' durch ö-Functionen ausgedrückt, indem die Grössen s wegfallen;

z. B. aus der letzten Formel l5

:

_ 2X X (1—a-') (1—xlr) (1—ÄV) {l—i>?x) + x' {l—x) (1—xV) (1—X=a;) {l—prx)
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70 Friedrich Prym.

Eine Menge interessanter anderer Eelationen zwischen 0-Functionen und algebraischen

Formen ergeben sich aus dem obigen Formelsysteme, die wir als unserm Ziele ferner

liegend übergehen.

Die Zähler der algebraischen Ausdrücke sub [F.^ sind wie die Nenner vollkommene

Quadrate, und es ist leicht für jeden die quadratische Gleichung aufzustellen, die die Werthe

X der beiden Punkte, für die der Quotient 0" wird, als Functionen des Werthes x giebt. Die

zugehörigen Werthe von s finden sich dann durch directe Betrachtung des Zählers. So ist z. B.

der Zähler aus Formel 15:

ing 4. ;,. (l_x') (1—x'-'.r) (1—XV) (1—fV) + X il—x) (1
—

-/.r') (1—Xvr) [l-i^x)

=
[
\'x(\—x') (1—/^.r) {l—X'.r) {\~-\>"-<-) + V.r'(l—,f) (1—xV) (1— )r.r) (l_[xV)]'

wo das positive oder negative Zeichen zwischen den Quadratwurzeln stehen muss, je nachdem

man sich im obern oder untern Blatte der Fläche befindet. Die beiden Werthe von a;, für die

dieser Zähler nicht zugleich mit dem Neuner U" wird, ergeben sich in Folge dessen aus der

(ileichuiig:

x{l—x) (1—-/^r) (1—>:V) {l-[rx) = x'{l—x) (1—xV) (1-Xvr) (1—[iV),

die eine auszuscheidende Wurzel x = x' hat und demnach sich auf eine quadratische reductrt.

Das Formelsystem dieses zweiten Falles hat schon Rosenhain aufgestellt (Grelle, Bd. 40,

pag. 322, Briefe an Jacobi). Merkwürdiger Weise hat er weder die Möglichkeit der Speciali-

sirung bemerkt, die darin besteht, dass durch Einsetzen von Verzweigungswerthen für x'

diese Formeln in Formeln des Systems (i^j des ersten Falles übergehen, worin zugleich die

Prüfung der llichtigkeit der Constanten für uns liegt; noch auch, dass dieser zweite Fall nicht

der allgemeinste ist, wo Quotienten von ö-Functionen sich algebraisch ausdrücken lassen.

Eben, die Auffassung des Problems nacli Jacobi bietet keinen Anlass zu derartigen Betrach-

tungen, während die Behandlung der i)-Fuuction als Function einer Variable naturgemäss

zu dem allgemeinsten Falle hinweist.

§. 24.

üiiKcr Fiill:

dui + j du^
I

/ duo + / du...

Der allgemeinste und letzte Fall ist derjenige, wo das Constantensystem /J/j als ein

ganz beliebiges ohne besondere Nebenbedingungen gegeben ist, und es ist die Aufgabe, auch

für diesen Fall

algebraisch auszudrücken. Wie auch das System /J/, l^eschaftcn sein mag (es darf nur nicht

;^ 0|0 sein), so lässt es sich innner uiul nur auf eine Weise Summen von je zwei Inte-

gralen congruent setzen, so dass

— /i|— fi^^ / '-fi^i + / '^"i
I / <^".' + /

(f'^-j - «<" + Mf Im«'^ + ii^K
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Neue Theorie der ultraelUptischcn Functionen, 71

Per Ausdruck R und alle durch gegenseitige Division zweier Ausdrücke B mit demsel-

ben Nenner und verschiedenen Zählern entstehende Quotienten sind dann in der allgemein-

sten Form

enthalten, und es giebt wie früher fünfzehn Ilauptformen, indem zu einem Nenner fünfzehn

verschiedene Zähler gehören können. Wir wählen vortheilhaft als Nenner diejenige P'unction,

deren Nullpunlcte wir kennen, es ist dies:

= 0\ wenn ,r, s = x,,—s, ,

^ ' ' ' ' 1 I - ' - ' - •' z= 0\ wenn .r,s = ;r.„—5.^

indem dann die Argumente sich auf uf'\u':f und auf 'u[^^\u'.P resp. congruent reduciren; ihre

Charakteristik ist bekanntlich ([JJ!).
Bctraeliten also

so hat dieser Ausdruck folgende Eigenschaften.

1. Da die & im Quadrate vorkommen, so nimmt er an allen Querschnitten den Facfoi-

+ 1 an, ist also eine wie die Fläche T verzweigte algebraische P^unction und folglich rational

durch X und 5 ausdrückbar; er wird cx)'^ für die beiden Punkte x^,— .s, und .r.j,— .v., , fiir die

die im Nenner verschwindet, und 0^ für die beiden von a'i und .t,j abhängigen Punkte, lur die

die ö im Zähler verschwindet.

Der algebraische Ausdruck fiir ri; ist (nach §. 20) in der Form

c,s+ c,x' -\- c^x- -f c^x + c^

F=
7i« + 7^«' + lr,x-+ y^x -f 75

darstellbar; der Nenner ist so zu bestimmen, dass er für die beiden Punkte a'i,— s^ und

a',_>,— s., :
0' wird, und der Zähler so, dass er für die beiden Punkte, für die der Nenner

ausserdem noch 0' wird, auch verschwindet. Da diese Bestimmung nur schwierig und nicht

in eleganter Form durchführbar ist, so nehmen wir eine algebraische Form , in der Zähler

und Nenner von höherem Grade sind, indem wir zum Nenner die vollkommen bestimmte

symmetrische Function (^x—x^)' {x—2\,)" (x^—x^)'^ wählen, die für die beiden Punkte x,s= x^,—s,

und x,s= 2-2,—*o, für die die {> im Nenner verschwindet, 0"' wird, und ausserdem noch 0" für

die beiden Punkte x,s = a-j,.?, und x,s = x^^s^. Der Zähler muss dann von demselben Grade

in Bezug auf x sein wie der Nenner, da für x =^ oo rl weder noch oo wird, so dass der

algebraische Ausdruck für
?-i

in der allgemeinen Form

, . ^3 _ (c,x + f-J .s + v,.r' + 7,3/ -f y,x' + V^.g -f 7,

^ ''

^'^ ~
(x—x,f (x—x,)- («,—«,)'

enthalten ist, wo die Grössen r und •( von x unabhängige Constante bezeichnen, die Functionen

von Xi und x^ sind. Zähler und Nenner dieses Ausdruckes werden für .r = 00 : oo**, also auch

für acht Punkte 0'. Da rl nur für x, .y = ,r,,

—

s, und x,s = .fo,— ä. :
00'- werden soll, so sind die
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72 Friedrich rryvi.

Constanten des Zählers so zu bestimmen, dass er für die beiden Punkte .r, s= a-j, s^ und .r, s= a-.,, s.,,

für die der Nenner ausserdem noch 0'^ wird , auch 0" wird. Dies giebt vier Bedingungs-

ei eichungen, so dass von den sechs unabhängigen Constanten des Zählers (abgesehen von

einem constanten Factor) nur noch zwei willkürlich bleiben; rj Avird dann cx)' für die beiden

verlano-ten Punkte und 0^ für vier Punkte x,s, durch deren paarweise Gleichsetzung zwei Be-

dino-uno-so-leichungen entstehen, die die beiden noch übrigen willkürlichen Constanten des Zäh-

lers bestimmen; eine Bestimmung, die auf so viele Weisen möglich sein wird, als in dem

i)-Quotienten r'l Formen enthalten sind, die für dieselben beiden Punkte oo^ werden, d. h, auf

fünfzehn verschiedene Weisen, da es eben so viele Hauptformen giebt, die für dieselben

beiden Punkte oo" werden und sich nur durch die Punkte, wo sie 0'^ werden, unterscheiden.

2. Um die Constanten des Zählers, die Functionen von x^ und x^ sind, zu bestimmen,

betrachten wir die Eigenschaften des 9-Quotienten 7-3, dessen wichtigste darin bestellt, dass er

eine symmetrische Function der Punkte: x,s : x^^s^ : x^,s^ ist, indem die Argumente der 0-Func-

tionen ganz unverändert bleiben, wenn man ii^\uo, mit ?4^'|i4''> oder ?(</^j?4'^ mit i(^\ii^ vertauscht.

Demnach muss auch der algebraische Ausdruck für rl eine symmetrische Function dieser drei

Punkte sein, und da der Nemier schon eine solche ist, so sind die Constanten des Zählers als

Functionen von x^^s^ und .r,, s^ so zu bestimmen, dass derselbe sich nicht ändert, wenn man je

zwei der Punkte: x,s : x^,s^ : .r^,*., mit einander vertauscht. Bezeichnet man den Zähler bis auf

einen constanten von den drei Grössen unabhängigen Factor mit Z, so ergiebt sich demnach

für ihn die folgende symmetrische Form:

(2.) Z =85, s, \pxoc^x., -\-2h (•^•^'i + ^'•'-'i + '^'i-^'-i) +i>2 G^" + »'i + a'2) -^Pi\ (!•)

+ [5.S1 a-a-i /(xo) -f ss.^ xx^ f{x,) + s, s. x, x., f[x)\ (Tl.)

-f [ss, (x + ,rO f.i:^ + SS, (x + X.;) fj^) + s, s, (.r, + x,)/(7j] (III.)

+ [ssj.^+ssj.^+s,s,f.jxi\ (IV.)

+ \sx cp (.ri , 2-2) -f «1 a-i cp (.r, x.) -f *'.> Xo_ '^ (x, x,
) J

(Y.

)

-f [ä 9i(x„ x^) A- s, cpja-, .T.,) -f S2?j(^) ^i)\ r^I-)

+ i^(x-,x-„x,) (YII.)

In diesem Ausdrucke bezeichnen die Functionen /, /,, f, rationale ganze Functionen des

vierten Grades der betreffenden Variable, die Symbole 9, 'f ,
ganze symmetrische Functionen

der beiden unter dem Functionszeichen stehenden Variablen, vom vierten Grade in Bezug auf

jede, und endlich bedeute i^(x,Xi,a'2) eine ganze symmetrische Function der drei Grössen, in

Bezug auf jede vom vierten Grade. Die Constanten p und die übrigen in den Functionen

\^orkommenden sind dann von den Grössen .r, .?•,, .r> unabhängig. Dass in dem Ausdrucke für

^ kein Glied, welches vorkommen muss, fehlt, erkennt man sofort, wenn man sich Z nach

den Potenzen einer Variable geordnet denkt, so nach s.r, ,s, x^ a-^ • • • >
und die Coefficienten

dieser Potenzen betrachtet, die bis auf ein und denselben constanten Factor den Grössen

t',, 6-.,,
"Ci,

'{.,. . . in dem Ausdrucke (1.) äquivalent sind; man findet dann, dass diese Coefficien-

ten wieder in der allgemeinsten Form (rja-, + r,) .v, + y'i jj + 7I •''J
. . . .enthalten sind, wo die
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Neue Theorie der ultraelliptischen Fioictionen. 73

Grössen c' und y' Functionen von x„ sind, die wieder die allgemeinste Form in Bezug auf die

Variablen 5o und x, besitzen.

Eine weitere Eigenschaft des ö-Quotienten 7-1 besteht darin, dass wenn man für ;r, einen

beliebigen Verzweigungspunkt einsetzt, die Form rg in eine der allgemeinen Formen + rl des

zweiten Falles (wie sie in dem Systeme (_F!,) enthalten sind oder sieh durch gegenseitige Divi-

sion je zweier Formeln desselben ergeben, nachdem man vorher statt der Argumente
ztj

—

Ui\ih— 2(3 die neuen »i+ 2<i'^|?f2 + t4'' eingeführt und dem entsprechend in den äquivalen-

ten algebraischen Ausdrücken statt »'
: .Tj, statt s :

— s^ geschrieben hat) gemäss der

Gleichungen (&) §. 21 übergeht, indem dann u^^'^\ii^p durch correspondirende Halbe der

Periodicitätsmodulen sich ausdrücken. Jede Form vi ist aber, wie sich aus [F._) ergiebt, in dem
allgemeinen Ausdrucke

^1**1 +/(•») -^'O

enthalten, wo f und f^ symmetrische Functionen des dritten Grades in Bezug auf jede

Variable bezeichnen, und die von .r und x^ unabhängigen Constanten c\, Yi> so wie einige der

in den Functionen y, f^ enthaltenen in speciellen Fällen auch sein können. Man sieht, dass

in dem Ausdrucke für rl die Grössen s und s^ nur in der Verbindung ss^ und nicht für sich

allein vorkommen; daraus folgt, dass wenn man in dem algebraischen Ausdrucke für
7'i

statt X.2 einen beliebigen endlichen Verzweigungspunkt einführt, d. h. 5., = setzt, alle die

Glieder wegfallen müssen, die s und s^ gesondert enthalten. Solche Glieder finden sich in

den Klammern (V.) und (VI.) und es muss also

so wie

.s j.T'f(.rj,:r,) + 'f ,(.ri,
.r.)

}

s, j,rjcp(.r, .r.) + cp ^(.f, .r.,)

}

verschwinden, wenn man für x.^ einen beliebigen endlichen Verzweigungswerth einführt. Da
nun die Functionen cp und cp^ als vom vierten Grade nur für vier Werthe x.^ verschwinden

können, nicht also für alle fünf endlichen Verzweigungswerthe, so ist das Verlangte nur

möglich, wenn die Coefficienten der sämmtlichcn Glieder in cp und cpj den Werth haben, so

dass folglich die Terme (V.) und (VI.) in dem Ausdrucke für Z ganz wegfallen.

3. Wir gehen jetzt dazu über, die Constanten des Zählers Z von 7-1 so zu bestimmen,

dass derselbe, wie sub 1. verlangt wurde, für die beiden Punkte: .r,« = x^,Sy und x^ 6=:2-.,, *%,

für die der algebraische Nenner 0" wird, auch 0' wird. Haben wir ihn einmal für einen

Punkt so bestimmt in seinen Constanten, so hat er dieselbe Eigenschaft auch für den andern

Punkt, da er eine symmetrische Function dieser beiden Punkte ist. Setzen wir nun .r^^.r,

Äi
= 5, in Z ein, so geht dieser Ausdruck in eine Function zweier Variablen x und .r., über, und

ordnet man nach den Potenzen von x.^ : s.^x.^, s.,, xt. . . , so müssen natürlich die Coefi'icienten

dieser Potenzen sein, wenn anders Z für den Punkt XyS ^ x^^^s^ verschwinden soll, wie

auch der Werth von x., als der dritten Variable beschaffen ist.

Der Coefficient von SoX., in Z ist aber:

> » » >

SS, [jyxx, + JJ:(.r + X,) +2X,] + [sxf[x^) + s,x,f[x)] + [*/,(.ri) + -s/ii-*-;]
''

l>enk:^cll^iften der niatlieni.-naturw. Cl. XXIV. I>d. Abliandl. von Nichtmityliedern. K
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74 Friedrich Prym.

ebenso ist der Coefficient von s.^ in Z:

ft 4 i »

Diese beiden Coefficienten müssen zuerst sein, wenn man darin .r^ = x und .v, = 5 setzt,

und wir erhalten die Gleichungen:

o) s- [;j.i-' + 2j>i.r + /),] + 2s [x/(a3) +/,(a;)] = 0,

b) s' [p,x'+ 2^,x+2h] + 2s [^-/Ö^) +/.(^)] = 0,

die uns die Grössen p und die noch unbekannten Functionen _/ bestimmen. Da der Werth x

ein ganz beliebiger ist und in Folge dessen zur Erfüllung der Gleichungen die Coefficienten

von s'^ und s einzeln verschwinden müssen, so zerfällt jede Gleichung in zwei neue, und wir

erhalten

:

,. r)x' + %p,x + «. = 0, A 7'\ ^/(•^) +/,(.i-) = 0,

p.x" + 22Xß: + 2h = 0,

)

-^/.^r) +/,(.r) = 0.

Aus den Gleichungen «') folgt, dass der Term (I.) aus dem Ausdrucke für Z wegfällt,

indem seine sämmtlichen Constanten j? den Werth haben müssen; es bleiben in Z also nur

noch die Terme (II.), (HL), (IV.), (VII.) übrig. Die Gleichungen b') drücken zwei von den

unbekannten Functionen f,J\,fo durch die dritte aus und bestimmen den Grad dieser letztern;

man liat nämlich

:

t k 4 A 4

^') / (^) =— •'^/(^)
; f2{x) = — «/i (^) = ^!/"(^)

;

und da
f2{-'-')

höchstens vom vierten Grade sein darf, so darif^x) höchstens vom zweiten sein,

d. h. die Coefficienten von .r' und x^ in der Function f{x) müssen sein, weil sonst /!,(.<•) = x-f{x)

den vierten Grad überstiege. Demnach ist

/(*•) =Ä^) = ^nxr + viix + m.,
;

/,(.r) = — xf{x)
;

/.(.r) = x'f{x) ;

und setzt man diese Werthe in Z ein, indem man die noch übrig gebliebenen Terme (II.).

(III.), (IV.), (VII.), zusammenfasst, so erhält man :

Z = SR, \xx, — (.r + x^) X, + xV\ fix.^

+ SS., [.CT, — [x + X.^ X, + xi]f{x,) + F{x,x\,x.,)

+ 6-, s, [.r, .r,— (tj + a-o) .x + .r'"] /(a')

oder auch:

(3.) Z= ss,{x-x^(x—x^f(,,^

+ ''•, s,, (.fj— .f
)

(x.j— X
) f(x )

/(a;) = ??2X- + rn^x -\- m.,.
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Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 15

Der Ausdruck für rg war in der allgemeinen Form

C.Z

(x—xif (x—x.,j'" (a'i

—

x-if

enthalten, wo C einen von den drei Grössen x unabhäno'iffen Factor bezeichnet. Führen wir

die siib 3. erhaltene specielle Form für Z ein, indem wir sie mit (— 2) multipliciren und diesen

Factor bei i^ in die noch unbestimmten Constanten verlegen, so können wir auch schreiben:

(4.) n = C. —• 2ä'.5'j {x— .ro) (.?'i
— x.^ (mx'i + my''., -\- m.,)

— 2.s-i'2 (x— .rj) (.r,— x^) {mx; + m^x^ + m.,)

Z&^So [Xj r) {x, -
^

+ F(:r, .rj, ,r,)

[mx- -\- m^x + m.^)

(x— x,)- (.r— .r,)- [x,~x,)-

und es hat i^als symmetrische Function des vierten Grades die Form:

F{x,x„x.^ = c, x-'xlxt + c,(x'x\xl + ^'44 + x'x\xi) + c,(x'xl4 + x*xl4 + JTxlx^

+ c,

+ e,

+ Ck,

1
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76 Friedrich Prym.

denn auf diesen Ausdruck reducirt sich der Zähler für XyS^=x^yS^. Wir ordnen die Gleichung

nacli Potenzen von .r^ und erhalten:

I. als Coefficienten von xU

— 2m>P + c,x' + 2r,.r' + {2c, + c,) .r" + 2 (c, + c,) x' + {2c, + 2c, + c,,) x' + 2 (c^, + c,,) x'

II. als Coefficienten von xi:

— 2.r{m—2mx) + c^^ + 2c^ + {2c, + e,)'^'' + 2 (c, + c,,)x' + (2c,, + 2c,, + c,,)x'

+ 2 (c,, + c,,) ,r^ + (2c,, + C03) .r^ + 2c,,.r + c,,

;

III. als Coefficienten von .d:

— 26- ijnJ— 2w?,.r + »^ + c^i^ + 2ce.r' + (2c,, + c„) a;« + 2 (c,3 + c„) ^-^ + (2c,6 + 2c,, + c,,) x'

+ 2 (c.,, + c,,)x' + {2c,, + c,,)x'- + 2c3„.r + C3,;

IV. als Coefficienten von xl:

— 2^{>n,x'— 2m,x) + c^x-« + 2c,x' + {2c,, + c,,) x' + 2 (c,, + c,,) aj' + (2c„ + 2c,3 + c,,) x'

+ 2 {c,, + C.33) x' + (2c3o + C3,) x' + 2C33X + C3,;

V. als Coefficienten von xt:

— 2vijrar + c,x' + 2c,,^' + (2c„ + c,^)^^ + 2 (c,, + c,,)x^ + (2c,5 + 2c,e + c,,)x*

+ 2 (c,,, + C3„)a;' + (2C3, + C33)a;- + 2c34aj + C35.

Diese fünf Coefficienten müssen einzehi den Werth haben, wenn anders die obige

Bedingungsgleichung für jeden beliebigen Werth der beiden Variablen x und x, gelten soll.

Führen wir für s'^ seinen Ausdruck in x ein:

s"^ =px^— {p +2^1) ^^ + {i>i +1^2)
^'^— (1 +2^^ ^' + ^

;

p = -Ä-K-iJ?
; p,= x'-l-+ x-p.'-+ X-[x"

; i?,= •/'+ X-+ fx'-^;

so ergeben sich, wenn wir die Coefficienten nach Potenzen von x ordnen, die folgenden Bedin-

gungsgleichungen, entsprechend der Eeihe nacli den einzelnen Coefficienten:

I. c,x' + 2c,x' + [2c3+ cj af' + 2 [c^+ c—mp] x' + [2C3+ 2c„+ c,,+ 2»^ {p +^,)] a;''

+ 2[c„+ c,3-«^(7;,+p,)]x''+ [2c,,+ c,, + 2/»(l+i?,)]a;^+ 2[c,,-w]a; + c,5 = 0;

IL c^ + 2c,a;" + [2c,;+ c,+ ^mp] x'' + 2 [c,,+ c,,—W7,_p — 2??i (p +p,)]
x"

+ [2c,, -f 2-, ,+ c„+ 2ni,{p +J9,) + 4;/<p, +2),] x'+ 2 [c„+ c,—m,{p, ^j)._)—2m{\ +;>,)J x^

+ [2c,,+ c,3+ 2M^(l+_25,) + 4»i]x--+ 2[c,„—w,]a; + c,3 = 0;

III. cvr« + 2 [c,—mp] x' + [2c,„+ c„+ 2w(p +_p,) + 4?»,^] x'

+ 2 [c,3+ c,.,—w(p, +j>,)—2w,(_p +i^i)— wiäi?]
^'

+ [
-Ir,,+ -Jr,,,+ c,„+ 2w<l +p,) + 4.m,{p, +p._) + 2 w,(_2; -^p,)]x'

+ 2 [r„-f c„— ^/?— 2«?,(1 +JJ3)— ,/^,(^;, -^p.;)] x'

+ [2c„ + c„+ 4/;^,+ 2w?,( 1 +j?,) j cc'^ + 2 [c,—v>.^ x + C3, = ;
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Neue Theorie der ultraelli2~it>sclien Functionen. 11

IV. c,x^ + 2 [c, - m,p] x' + [2^3+ e,,+ 2»^(;/j +p,) + 4»i.p] a;^

+ 2 [q j+ c, — H^,Q^, +^,^,)_.2w/p +py] x'

+ [2e,, + 2f,3+ c,,+ 2m,{l +^,) + 4/«,(_p, +jx,)] a-* + 2 [c,^ + c,,—m—2m,{\ +^x,)] x^

+ [2c3(, + Cgi + 4;«,] x"" + 2c33a; + Cgi= ;

V. c,x^ + 2 [ci3—»?,^^] a;' + [2c,,+ e,«+ 2'w,(p +p,)] x^ + 2 [c,,+ c,^ —m-^p, +^x,)] x*

+ [2c,,+ 2a,e+ (-3, + 2»^,(1 +p,)] .X* + 2 [c^^+ Cg«— ?«,,].r' + [2c3,+ C33] x^ + 2^3, .r + c,,= 0.

Diese Gleichungen, die für jeden Werth von x gelten sollen, bestimmen vollständig das

System der Constauten c, indem die einzelnen Coefficienten der Potenzen von x alsdann den

Werth haben müssen. Dies giebt fünfundvierzig Gleichungen, von denen eilf eine identische

Folge der übrigen sind: so dass also von den fünfunddreissig Constanten c nur eine willkür-

lich bleibt. Das System der Constanten c ergiebt sich nun leiclit wie folgt:

Cß =zmp; CT =— 6mp; c^= m,p; c,,=— 2m,p—2m(p+p,)- c^, = 2m(p + p;):

Cjo= m^p ; Cj3= — m,p + vi (p, -f^x.) ; c,,=— 2m {p, -|-p,) — im, (p +pO— 2;/;, p

•

Ci5= 2;»i {p +p,) + 2m.,p ;
c,, = m ; c.,,=—m + m., {p, +2^d '>

C23=— 2m— 2 /» 1 ( 1 +i\0— 2 m, (p, +p.^ ; c,^=2ui+ 2)i/,{l +^j,) ; c,^= »?,

;

Co; =: — 2;»i— 2iiK, (1 -f^Jo) ; <^'l>8
= '^"'-2 (1 +P2} ;

C30= ;»,,; c,, ^ — 6;».,
:

,

Ci6=Cie; (-17=— 2cje— 2;/?(l+jA,); Ci.,= — 2c,o— 2w,(p-f^;i)

;

Cj9= 2ci„ + 2;» (1 +po) + m, (i^+i?,) + 2«?, (i>+i?J

;

c,,= — öcjs— 6?» (1 +j>,) — 6h?i (p, +p.^ — 6iii, (p +p,).

Setzen wir diese Werthe in dem x\usdrucke i^an die Stelle der Constanten und bezeich-

nen zur Abkürzung den zum Coefficienten c„ gehörigen algebraischen Term mit ~, so dass

also i^= Ci~-|-C2C^ etc., so nimmt i^ die Form an:

F{x, x^, x.3)= vijyc^— Qm2}~ + m,p~— 2 [m,p + m {p +p,)] ~^ + 2m [p -f-^jj
~ + m.^i>~

— [m.^}—m{p, +p.^]~—2[m {p, -f7*,) -{- m, (p +p,) + m.j)]~+ 2 [m,(p +p,) + m.jj] ~,

— 2m{l+2x;)~—2m,{p^p,)—+[2m{l+2J.^ + ?«:(i->i+p.) + 2m,{p+2h)]~

— 6 [»1 (1 +2^-2}+ »h (Fl +Pd + '"-' (P +Pi)]~ + m~— [m—m, {p, +p,)] ~,

— 2[m+ m,{l+2^-^ + 'n,{p,+P:)]~i ^^[m+m,{l+p._)]~ + m.~,

— 2 [m, + ?Ho (1 +p.^]~ + 2 m, (1 +p,)
~ + m.,cZ— ewi,,

%

+ c,r,[~—2~—2~+ 2~—6~].

Man erkennt, dass i^ aus zwei Theilen besteht: einem vollkommen bestimmten Aus-

drucke und einem Gliede, dem letzten, das die willkürlich gebliebene Constante c^^ zum

Coefficienten hat. Der erste vollkommen bestimmte Theil lasst sich in die Form bringen:

(x—X,) (x'i—Xo) {mxl+ m^x,+ m.,) _p ( a;
]

x^)

+ (x—Xi) (x'a
—

-x'i) (mxi-\-m^x^-^m.;,)p(x [Xa)

+ {x^— .r) (x.,— x) (vix-+ vi^x +m.,)p{x,\xo),

wo p{x\ X,) =p {x'x^+ x-x',)— 2 {p ^p,) x'xl -f {p, -1-jx,) (x-x, + xx\) —2(1 -fp,) xx, -^x + x,:
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Fr iedr ick I'ry m.

wie man durch einfaches Ausrechnen ^) findet. Was den zweiten betriiTt, so ergiebt sieh, wenn

man für die
~ die betreffenden algebraischen Ausdrücke einsetzt:

Führt man nun diese beiden Theile, die zusammen den Ausdruck -F constituiren, in der

letzten Formel (4.J für Fein, so erhält vi die folgende Form (statt Ci,. schreiben wir einfach c)'-

(5.)

= C. {x— a-.) (.Ti

—

x.?j{mxl+ m^X:,-\-)n.?)[—2'iS^ +p(xLr,)]

+ {x—.r,)(^x.,—x,){mx\^m^:,\-\-m.;) [—2.«-, +p{x\x.^)]

+ {x,—x){x,—x){mx--Ym^x +h^) [—2s,s.,+p{x,\x.^]

+ <ix—x,)- (a-— .r.,)- (./,—,r,)-

{x—x^f {x— x,j- (a'i— a;.,)-

und jetzt ist, wie verlangt wurde, der Zähler des algebraischen Ausdrucks für r, so be-

stimmt, dass er für den Punkt x. s = x^. il^ :
0' wird und als symmetrische Function ent-

sprechend auch für den Punkt x,s = x.,,s.,: denn für x = x,, s = s^, wird in der ersten Reihe

des Zählers der Factor [

—

2ss^-\-2)(x\Xi)] : 0", wie man leicht durch Differentiation findet, ferner

in der vierten Reihe der Factor (x—a-j)'; die zweite und dritte Reihe hat als gemeinschaft-

lichen Factor (x— x^), der herausgezogen ein Glied multiplieirt, das für sich 0' wird, wenn

man x = x^, s = 6\, setzt, also mit [x—x\) multiplieirt 0".

Hiermit ist die grösste Specialisirung der algebraischen Form j-g für den allgemeinen

Fall, wo die Charakteristik der i> im Zähler noch unbestimmt ist und also jede der fünfzehn

möglichen Charakteristiken sein kann, erreicht. Die fünf noch willkürlichen Constanten

G, c, m, vi„ v?., werden verschieden sein nach den fünfzehn möglichen Formen des D-Quotienten

und sich für jeden Fall besonders bestimmen.

§. 26.

Bestimmung der Function: f{x) =mx"+ mjX-\-m.2.

Um den Charakter der Function f{x) =^ nix" -{-miX-\-m., kennen zu lernen und die Rolle,

die sie in dem algebraischen Ausdrucke für r'l spielt, führen wir für x., einen Verzweigungs-

') Diese Rechnung wird beileutoiid vereinfacht, wenn man

^ + ''i = pa ;
-K T-.1-J = 'Jj ; .1-, + 1-J= r, ;

setzt, dann geht die erste Reilie des aufzulösenden Ausdruckes über in

und man crlijilt die zweite uiul dritte daraus, wenn man statt p,, p,, x,, resp. a,, a,, .«, und r,, t„ .H schreibt. Rechnet man
,a < 5

^
die erste Keilie aus, so wird jedes Glied in der Form O xf p^^ fJ enthalten sein, wo M < 1 > uinl (' eine Constante ist. Mit

('/ < 3J

Zuziehung der zweiten und dritten Reilie verwandelt sieh ein solches Glied in C (x" p'^ p1 + .i;* a'^ (J '' + .r" r'* r'' ) und alleVjijTai 119' 1 2 '

Ausdrücke von dieser Form ergeben sich als identisch mit Grössen", so ist z. B. (xlp',pj-if.ir','7',-!,+ x'T]r,) = ~otc.
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Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 79

punkt ein, den wir allgemein mit v bezeichnen, so dass v jeden der seclis Verzweigungs-

punkte: 0,1,—, — ,—;Oo: bedeuten kann. Dann drückt sich das System »,'-'
j
«[,'' durch

Halbe der correspondirenden Periodicitätsmodulen aus, so dass

u^\v^=fdu,
I
f,lu, = ~'^7zi-\-i:ta^.^\-'trd-^^ta.,.,

wo die Grössen f die Werthe 0, 1 haben können und das v unter dem Summenzeichen 1,2

bedeutet (nicht zu verwechseln mit dem Verzweigungspunkte v). Unter Berücksichtigung der

Formeln {%) §. 21 , erhält durch Einsetzen dieser Werthe für ii}-p\u!-^'^ der &-Quotient rl die

Form:

Entsprechend geht für a^ := v der algebraische Ausdruck r'l über in

II. rl = C. [(-v---") C^i—v) ("(V-'+ m,v
-f-

w.) [— 2ss, + 2j(x
1 ^i)]|

{x—x,y (x—vf (.r,— v)=

wo B eine rationale Function bezeichnet, die kein s oder s^ enthält, indem aus der zweiten

und dritten Eeihe des Zählers sub (5.) die Glieder, welche — 2**., und — 2aj.s\, als Factor ent-

halten, wegfallen: sowohl für einen endlichen Verzweigungswerth v, da dann s.,^0, als auch

für den im Unendlichen liegenden Verzweigungspunkt v^cxd, indem dann dieselben Glieder

von niederer Ordnung unendlich werden (cx)') , als der Nenner (,r

—

.i\)' (x—v)- (a\—-v)'", (c»**)

:

und folglich gegen diesen versehwinden. Demgemäss bleiben von den drei letzten Reihen

des Zählers nur doch die Glieder übrig, die kein s oder s, enthalten, und ihr Complex ist mit

i?(a;,Xi, v) bezeichnet.

Zu jedem der sechs Verzweigungspunkte v gehört nun ein bestimmtes System der

Grössen (''j/')) und diese sechs Systeme haben (vergl. §. 17) die gemeinsame Eigenschaft,

dass sie als Charakteristiken aufgefasst ungerade sind, so dass YiYi + T2Tj^-'- (oiod. 2): daher

ist die ö im Nenner von I. immer eine ungerade 0-Function. Zu einer jeden der fünfzehn

Charakteristiken f'!^?! gehören sechs Charakteristiken f^',~|^!'^;' ,'';), da es sechs verschiedene

Systeme p;/;] g'iebt, und es fragt sich, wie viele von diesen sechs jedesmal ungerade, wie

viele gerade sind: oder mit anderen Worten, wie oft für ein bestimmtes System Pj^:] auch der

Zähler des Ausdruckes I. eine ungerade i)-Function wird, wenn man für v der Reihe nach

die sechs Verzweigungspunkte setzt und entsprechend für die ^ die zu jedem Verzweigungs-

punktc gehörigen Werthe. Um dies zu erfahren, addiren Avir zu jeder der fünfzehn Charakte-

ristiken p!'^] der Reihe nach die sechs Charakteristiken ('''/') und setzen immer, wenn ein

Glied £ -f Y = 2 sein sollte , dafür , indem man gemäss der Formeln (&) jede Charakteristik

so reduciren kann, dann erhalten wir sämmtliche Systeme f!'T.'^''!'T/-l i" tl'^i' folgenden

Tabelle

:

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



80

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 81

druck des Quotienten zweier ungeraden x>"-Funetionen mit den Argumenten u^ ± ?//'
|
u.^ ± «4''

in der allgemeinen Form
(in -\- noe) (ni -f- tix^)

(_m'-\-n'x) (in'-\-u'Xi)

enthalten, d. h. er ist eine rationale Function von x und a\, die kein s oder Sj enthält. Soll

sich auf diese Form der Ausdruck II., der den ö-Quotienten sub I. algebraisch repräsentirt, für

v^Vj und v:^v2 reducireu, so muss für diese Werthe das Glied des Zählers, welches die Grösse

SÄi enthält, wegfallen, so dass nur noch die rationale Function i? übrig bleibt. Unter Zuzie-

hung des Nenners erhält man für das Wegfallen dieses Gliedes die Bedingungsgleichung:

(v.)
^ ^ ' =

(x— v) (x,—v)

und es erhellt, dass die beiden Verzweigungspunkte Vj und v.,, für die die i> im Zähler von I.

ungerade wird , die Wurzeln dieser Gleichung sein müssen. Die zu einer bestimmten Charak-

teristik P;^;] gehörige Function mx'-^-m^x+ m., in dem algebraischen Ausdruck sub (5.) muss

demnach so in ihren Constanten beschaffen sein , dass sie für jeden endlichen Verzweigungs-

punkt verschwindet, dessen System (/'/O so beschaffen ist, dass r!j]''l'^?T^A eine ungerade

Charakteristik; und ist einer der beiden Verzweigungspunkte v^, v,, die in Bezug auf die be-

stimmte Charakteristik diese Eigenschaft haben, oo, so muss m = sein, da er sonst die Be-

dingungsgleiehung (v.) nicht erfüllen kann. Mit Berücksichtigung unserer Tabelle ergiebt sich

demgemäss für jede Charakteristik yfj] die zugehörige Function mx^ -f m^x + «^ =y(-^') ^^^

auf einen constanten Factor (dem wir immer den Werth 1 geben können, indem die Constan-

ten C und c im Zähler sub (5.), die dies beeinflussen könnte, noch unbestimmt sind) wie folgt:

Ci3
= (-) ' ^^O = (l-x"r)(l-rx)

;
8. (;j) = Q , fix) = 1-K-^:;

. =Q:f(x) = l-)cx^ 9. „ =(-),/(.r) = .r(l-Xlr);

1.

3. „ =Gl),/(x) = .r(l-K-r); 10. „ =p,/(.r)==,r(l-.r);

4. „ = GJ) ,
yi^.r) = 1-x; 11. „ =ill),f(x) = {l-K-r){l-i.-r);

5. . = ill) , A^) = -i- {l-y".r)
;

1 2. „ = (J?) ,M = (l-x^r)(l-^^r)

;

6. „ =(-),/(a-) = (l_.r)(l-X^'a'); 13- . ^ Ql) , fi^') = x;

7. „ =(-),yix) = (l-.r)(l-xlr); 14. „ = (JJ) ,
/(x) = 1-x^.r;

15.
ClJ)

= (J!) , Ä^) = (l-.r)(l-rx).

Nachdem wir so sämmtliche Functionen mx' -\- m^x -\- m., kennen gelernt, bleiben, wenn

die Charakteristik {^ff\ festgesetzt ist, in dem algebraischen Ausdrucke für rl nur noch die

beiden Constanten C und c unbestimmt. Diese bestimmen sich leicht, wenn man für .r., einen

bestimmten Verzweigungspunkt, z. B. Xn^Q setzt: dann geht der Ö- Quotient r'l in einen

ö-Quotienten ± n des zweiten Falles über, der sich vermöge der Formeln (i^o) bestimmt alge-

braisch ausdrücken lässt, und durch Vergleichung dieses algebraischen Ausdruckes mit dem

Ausdrucke rl , der die Constanten C und c enthält, bestimmen sieh diese letzteren auf einfache
{a:,=0)

Denkschriften der matliem.-uaturw. C'l. XXIV. Bd. Abbandl. vou Nichtiuitgliedern. '
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82 Fl' ie drich Prym.

Weise. Wir sclilagen einen andern Weg der Bestimmung ein. indem wir vorlier noch den

Zähler des algebraiselien Ausdruckes vi transforrairen : dadurch werden die Endresultate

charakteristischere Formen gewinnen, als es bei der jetzigen Gestaltung des Zählers möglich ist.

§•

Wir setzen in der Formel (5.) des §. 25:

C =z-^ -\- C ^ Cc G\

und dividiren das Glied, welches c zum Coefficienten hat, durch den Nenner, dann erhalten

wir für r\ den Ausdruck:

(6.) n = C. (.r-
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Neue Theorie der ulirdellvpüsclien Functionen. 83

T. m ^ 0. Für diesen Fall setzen wir:

dann erhalt man aus der Gleicliung (F^.) durch Einführung von cp und Ausführung der Multi-

plication die Bedingung:

und da die Grösse f ganz Tv-illkürlieh wählbar ist, so kann mau auch den Grössen a jeden

beliebigen Werth zidegeu. Setzen wir diese Function cp in der Gleichung (Fj.) ein und führen

das Eesultat in den Zähler von 1% ein, so wird:

(7,-) n = c.

+ (.T—Xi) (.r,— .Ti) (««;+ 'H?ia:j + ?»,) [— •2.y5, + P„(.r |.r,,)]

+ (.r j—.T
)

(.r,— .r
)

(»^..r' \m^ x + 7«.,) [— 'Is^s.,+ P^(xi
]
x,)

]

+ C

(.r

—

x^f (.r— ,r,,)- {x^~x^f

—2(1 +p,) .r,r, + .r+ r, + [r,,r.r, + a, (.r+ ,r,) + «3](,r— .r,)'^

wo mau die Werthe der Grössen a ganz beliebig wählen kann, und sind sie für die ein-

zelneu ö-Quotienten r\ festgesetzt, so bestimmen sich die Constanten C und 6" in jedem

speciellen Falle durch Einsetzen von Verzweigungswerthen in die Doppelgleichung für r\.

Wir wollen nun entsprechend den zehn Functionen/(a;), die wir an die Stelle von mx" -\-m.^x-\-m.,

in (7^.) setzen können, wenn wir demgemäss die Charakteristik der ö-Function im Zähler

des ö-Quotienten r\ wählen, auch zehn Functionen FJ(x\x^ anwenden, und nehmen dazu die

zehn, die aus der zweigliedrigen Form

, (l-.rO (1—/^^-O (l-X-^rJ (l-F-rO + .r(l-.r) (1-xV) (l-}r,r) (l-jr.r)

entstehen, wenn man im ersten Gliede zwei Zeichen a-j durch zw-ei Zeichen x ersetzt und an

denselben Stellen im zweiten Gliede zwei Zeichen .r durch zwei Zeichen x^ ,
so dass der Aus-

druck eine symmetrische Function der beiden Variablen bleibt. Von diesen Functionen wissen

wir schon aus §. 22 und 23, dass sie in der allgemeinen Form PS^\'^^ enthalten sind. Wir

theilen sie den zehn Functionen /(x) in nachstehender Eeiheufolge zu:

Functionen

x{\—.r)

:

a-(l-xV):

.r(l— X-,r):

.r(l—[x-.r):

(1 _.,)(! _-^,):

(l-.r)(l-r.r):

(l_x^r)(l-A^r):

Functionen

Fa{x\x^

X (1— .r )(1—x^r,)(l— X--'/V)(l— oLVr,) + .r,(l—.rJ(l-xV )(1— Xlr ){\—^x)

X (1—.r,)(l— x--'.r )(1— Xv-,)(1—iJLVi) + .r,(l— .r )(1—x--V,)(l-Xv' )(1—K-r
)

X (l_.r,)(l- xlr,)(l-X-'.r ){\-~^x^ \ xS^—x )(1— x'^r )(1 _X-\r,)(l— F-^'
)

X (l_.r,)(l—x--'.rO(l--A--'.r,)(l—aV ) + .r,(l— .r )(1— x^r ){\-X-x ){\—^:x,)

.r,(l— .r )(1—xV )(1-Xvr,)(l—F-rO + .t- (1—.r,)(i—;fvr,)(l-A^r )(1— [ivr
)

^-,(1—.r)(l—xVO(l—Xl/j(l—fxV,) + ,r(l—.r,)(l--xlr)(l—Xlr,)(l—irx)

.r,(l—.r )(l-xV,)(l—Xlr,)(l-[.^>; ) + .r (l—./- )(1—xV )(1-X^r )(1—[xVJ

:r,(l—;f,)(l—xvr )(1— X-Vr )(l-pLV;) + ,r (l~.r )(1—xvr,)(l—XV0(1— ali-

)

(
1 __>,-',,) (l—ix-^r) : xlV—x^{\—rx ){\—Vx,){\--^'x)-^x (1—.r )(1—xlr,)(l— X'-'.r )(1— i^'^xj

(1-XV)(1— ir.r): .r,(l—.rO(l—x^'^)(l—XV )(1—[xV
) + ,r (1—r )(1—xlr )(1—;rx/)(l-[xlr,)
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84 Friedrich Vrym.

und das leitende Princip hierbei ist leicht zu erkennen, indem bei dieser Vertheilung die Func-

tion/ in jedem Gliede der zugehörigen Function PJ(x\x^ charakteristisch als Factor hervortritt,

und zwar im ersten Gliede als /"(.r), multij)licirt mit einer Function von x^ allein, entsprechend

im zweiten alsy(a:i), multiplieirt mit einer Function von x allein. Wir gehen nunmehr zum

zweiten Falle über, und es sei:

II. in z=i U. Für diesen Fall wollen wir setzen:

cp(;r|.rj) = öi(.r.ri+ ;ra-,) -f h,{x"^-r^ + h.^xx^ + h^{x-\-x) + h^

dann erhält man aus der Gleichung (Fi.) durch Einführung der Function cp und Ausführung der

Multiplication, berücksichtigend dass vi =: 0, die folgenden Bedingungen:

und da y ganz Avillkürlich wählbar ist, so kann man den vier Grössen öj, 63, b^, 65 beliebige

Werthe zulegen, und es bestimmt sich dann b^ aus der Gleichung b{)n.^ = b^^vi^. Wir setzen nun

pni„

6j = p ;
b.. = bo — (i^+i'i) ' daher b., :=

so wird

{x—x,y 'f{.r\x,) =2){x\r, + xx^) — p{x'xl-\-x""x^) — {p+2Ji) (.rV, + .r.c?) -f 2 Q9+i?i) x'xl +
+ [^-^ {r'+ .ri+ XX,) + b, (x+ .T,) + b,] {x—x,y

;

und wir erhalten anter Anwendung der Gleichung (F,.) für /-g den Ausdruck:

(7..) n = c. {x—,T.>) (x,—Xo) (?)>,x.,+ m.,)
[
— 2.SS1 +ri,{x |.rj)]

+ (./•—.ri) (x.—x,) {m,x,-\-m,)
[
—2sSo +Pi{x |x.,)]

+ {x,~x
)
(.r,— X

)
(vi, X + m.;) [—2s,So+ P, {x,

\
.r,)]

+ C'

(.r

—

X,)- (.r— x-o)' [x^—x^)'

P,{x\x,)=p{x\x,) + (.r— rri)-cf(.r|.ri) =p,{x\x,) +[^(:r-+ .fl+ ."v) + b^{x^x,) + Ä,](.r— .ri)-;

pj(.T|:r,)=_/^(.i''.ri+ .ra'|) — (p+jJi)(,r'.rj + .r.r]) + (p,+j5,)(.r-,ri + .r.r'f) — 2(l+_p,) ,r.r, + .r + .r,:

wo die beiden Constanten b^ und b^ ganz beliebige Werthe haben können, von deren Wahl

natürlich der Werth der Constante C" abhängig ist. Wir wollen, geleitet durch die sub I.

bezüglich der Functionen PJ^x\x^ gewonnenen Anschauungen, untersuchen, ob wir analog

als Functionen P,^[x\x^ nicht die fünf anwenden dürfen, die aus der zweigliedrigen Form

.r,(l-.r.) (1-xVO (1-r.r,) (l-K-r,) + x{l-x) (1-x^r) (1-X^r) {l-^'x)

entstehen, wenn man im ersten Gliede ein Zeichen x, durch ein Zeichen x ersetzt (was auf

fünf Weisen möglich ist), und entsprechend an derselben Stelle im zweiten Gliede ein Zeichen

X durch ein Zeichen .Tj, so dass der Ausdruck eine symmetrische Function der beiden Variablen

bleibt. Diese sämmtlichen fünf Functionen sind in der allgemeinen Form

P{x\x,) =p,{x\x,) + [ß(.x-H-r'f+ .rxO + b,{x+ x,) + b,]{x—x,f

enthalten, die mit l\{x\x^) bis auf den Coeflficienten ß übereinstimmt, und man findet, wenn

man jede in diese Form bringt, für ß, entsprechend den einzelnen Functionen, die Werthe:
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Neue Theorie der ultraelUpUschen Functionen. 85

Soll also in der Formel (7j.) zu einer bestimmten Function m.{X + m., eine der fünf spe-

eiellen Functionen ]?{x,\x^ als Pi{x\x^ gesetzt werden dürfen, so muss nothwendig das der-

selben speciell zukommende ß die Bedingung erfüllen:

während die Grössen b keinen Einschränkungen unterworfen sind. Deragemäss kann man

von den obigen fünf speciellen Functionen P(x\x^) setzen:

zu m^x + Wo = X (da dafür —^ = )nur dieeineFunctionP(a;|a;i),fürdieß= ;

= 1— .T ( „

= 1—x-.r( ^

r> — P) n V V

P
V 2/ " " " -

1

ß
=

u. s. w. so dass sich die fünf Functionen folgendermassen vertheilen

Fun ct. Functionen

Pö(x\x,)

X : X (1—.r,)(l—xlr,)(l—X^^•)(l—fi-^xj + x,(l—.r )(l_xV j(l—XV )(1— [x=.r
) ; ß =

1^.^. : r,{l—x )(l-x-^.rO(l -X"r.)(l—ptlr,) + x {l—x,){l—x'x )(1— >r.r )(1— pt'-x ) ; ß = — p

1_>,V : .r,(l-.i>,)(l—x^r ){l—)cx,){l—ii\v,) + x (l—x )(1—x"r,)(l— X'-'.t )(1—fxV ) ; ß = —

^

l_r^,^ : .,;^(i_.,g(l_-/.,.J(l_X=,r )(l_[x^rO + :r (l-.T )(l-xlr )(l-X^r,)(l-,x^r
) ; ß =

1 _^--',,.
: .,. (1 _.,.j(i_./^.r,)(l—X'-'.rO(l—!^^r ) + x {l-x )(1—x^r )(1—X^r )(l-F-rO ; ß =

X-

_^

und man erkennt, dass der anschauliche Zusammenhang dieser Functionen Pi,{x\xi) *imd

»?,lX'+ w^2 ein ähnlicher ist, wie sub I. derjenige der Functionen P^(x\Xi) und mx'+ mj:x+ m.,.

Diese fünfzehn charakteristischen Functionen P„ und Pf, wollen wir nun bei der Bildung

der algebraischen Ausdrücke für die iÜnfzehu Ö-Quotienten r'l anwenden, und wir haben dann

nur noch die beiden Constanten C und C" in jedem speciellen Falle zu bestimmen.

§• 28.

Das Resultat der letzten Untersuchungen ist jetzt, dass die sämmtlichen fünfzehn d-Quo-

tienten r'l in der allgemeinen Form

(^•) rl =

C. r (x— a:„) {x\—x,) {mxl+ vi,x,+ m.;) [—2ss, + P{x {x,)]

+ (x—x,) (.r.,— a'i) (mxl+ m^x. + m.;) [—2ss., +P{x \x,)]

+ {x,—x
)
(xo— .r

)
(mx-+ m^ x + m^) [— 2s^s„+ P{x^

\

.r,)]

+ C'

enthalten sind.

(.r—.rj- (x-—a'o)' (Xj— ajg)^
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8ß Friedrich Prym.

Zu einerbestimmtenCharakteristik^VT] gehört eine bestimmte Fünction/(x)^»?.r^+ ?«ir+ ???.,,

die man passend die charakteristische Function des algebraischen Ausdruckes nennen könnte:

sie ist für jeden der fünfzehn Fälle im§. 26 aufgestellt bis auf einen constanten Factor, den -vvir

= 1 gesetzt oder, was dasselbe, in die Constante C verlegt haben, die für jeden Fall bestimmt

ist wenn die Grössen m bestimmt sind. Anders verhält es sieh mit der symmetrischen Function

P, die, selbst wenn fY'] festgesetzt ist und in Folge dessen auch f{x)^ noch die verschie-

densten Formen haben kann: sie muss nur in ihren Constanten so beschaffen sein, dass

r—2.«! + P(.r |.ri)]
0' wird für .r^.i\, s^s^, (indem sonst der Zähler für x,.s= .i\,.s\ und .r.s= x.>, s.,

nicht Ü- würde), und fei'uer so, dass der Complex der von s,.s,,s., unabhängigen Glieder des

Zählers in Bezug auf keine der drei Variablen den vierten Grad übersteigt, indem der

rationale Theil des Zählers in der Form F[XJX^,x.^ des §. 25 entlialten sein muss. Wir haben

gefunden, dassPganz beliebige Constanten enthalten kann, und erst, wenn der Werth derselben

festgesetzt, ist die Constante C" in jedem speciellen Falle eine bestimmte. Es gelang uns, der

Eeihe nach den fünfzehn Functionen f{x) entsprechend, fünfzehn Functionen P{;x\x^) zu

finden, die mit diesen in merkwürdigem Zusammenhange stehen, und deren Einführung, durch

die Tabellen des vorigen Paragraphen festgesetzt, übersichtlicheEndresultate verspricht. Um also

die fünfzehn Hauptformeln zu erhalten, setzen wir in der letzten Doppelgleichung (8.) für Pi^'l

der Reihe nach die fünfzehn möglichen Charakteristiken: entsprechend für /(,r) die zugehörigen

Functionen aus §. 26 und für P(.TJ.r,) die ausgewählten Functionen des vorigen Paragraphen-

Dann bestimmen sich die beiden Constanten C und C in jedem speciellen Falle am einfachsten,

wenn man für x^ und x., zwei verschiedene Verzweigungswerthe einführt: dadurch geht das

System u[^^ -\- u'{^
\
ulP -\- u^p in Halbe der correspondirenden Periodicitätsmodulen über und ent-

sprechend der i>-Quotieut ri; in einen der allgemeinen ij -Quotienten ± r\ des ersten Falles, der

sich vermöge der Formeln (PJ algebraisch bestimmt ausdrücken lässt. Durch Vergleichung

dieses algebraischen Ausdruckes mit dem äquivalenten, der die Constanten C und 6" enthält,

bestimmen sich leicht diese letzteren. Setzen Avir also zur Abkürzung:

so ergiebt sich, mit Berücksichtigung des Gesagten, das folgende

Formelsystem {F.):

^
a--V,l)(^..U<;,)^^

^'0{^'-:\>c,)
-r ('-
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Nene Theorie der nltraelUptisclicn Functionen. S7

=a. (•^'
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88 Friedrich Prym.

(.r— ;r,) (.r,—x,) (1— x,,) (1— X'x,) [— 255^ +P(x- [a;,)]

+ (.r—.rO,(.u—*g(l—.r,)(l-XX)[— 26-5, +P(a:|x,3)] + C'J

(x—xj' (.r

—

x.,y- {x^—Xo)'

P(x\x,) = x{l—x,) (1-xlr) (1—X'x,) (1—[x-,r) + .r,(l—X-) (1—x'-'.r,) (l—X-x) (1— K^-,)

Constantenbestimmung. Setzen x^^^O, a-o ^ 1 : ^yl|^02^^<l + ^l"i; + '-^, so wird aus (6):

5=Q(?t,|!g /..a. 1-X-.C . , , 1— X-.B ,.. i _ 1

3=Q(w,|«.) XXxfJL),

=
(-'o/.,p.i

— — + Co
l-.v 1—x a

Äx.,|j,,X,;^x

c; = 0.

(a.'—a-o) (a-,—.r.,) (1

—

x.,) (1—x'-a-j) [

—

2ääj +P(a' |ari)]

+ (a'—a'J (a,— a-i) (1—aj (1—/"a-j) [— 26'62 +P(a' \x})]

+ (a -a) (a -a
)
(1-a) (1-x^a-) [_2.,.3+ P(a,|a,)]

+ c:

(a— a-i)" (a—a'o)" (a-j—a,)"

P(a|a-0 = a (l-a,) (l-x'^r,) (l-X'-a) (1-^-^) + x, (1-a) (l-x'-'a:) (l-X'-'a,
) (l-^X)

Coustauteubestimmuug. Setzen a-j = 0, av, = 1 : w^lwo^iii + -|^'|"3 + -^ , so wird aus (7):

•S^Q(».|».) 1(^1

8.

1— ,< l-x
a =

'^'Q{w,\iü,)
=a. (x—x.;) (x-x.;) (1—ira,) [—2.«, +P(a- \x,)]

-\-{x—x,) (av,—a-i) (1— [/-a-J [—25«, +P(a:|a,)]

+ (x-x) (x-x) (l-,r a) [-2.9,v,+ P(a, |a,)]

+ c

; c; 0.

(a-^a'i)" (a—a-.,)^' (a-j— a-._,)'

r{x\x,) = a(l—a) (1—x-a) (1— }ra-) (1—ix-aj + ai(l—a'J (1—x'a,) (1— X'a,) (1— (x'-'a)

Constantenbestimmung. Setzen a-j := 0, Xo^'l : Wi\w.,^Ui + -^'l^-^ + -^N so wii-d aus (8):

= C'sm; 7^^—

^

1- ^x
x{l—x) a =

yJ,fi,(A,fXx

c: 0.

nz){^o,\w,)
= a (a— a-o) (ai—a^) a'o(l—X-a^) [

—

2ä5j +P(a- |a-,)]

+ (a—a'i) (a,,—a,) a^^fl—X-a-J [—2*5, +P(a|a,)]

+ {x,—x
)
(a,— a) a- (1—X'-a) [— 2.Si5o+ P(a',|a,,)|

+ a'

(a—a,)- (a—a.,)' (aj—a-o)"

P(a|a,) = X (1-a,) (1-xlr,) (1 -X'^r) (l-^-r,) + x, (1-a') (1 -x=a) (l-X'^a,) (1 -K^r)

Constantenbestimmung. Setzen x, = {), x.,= 1 : iüi|«02^it, + —[Uo + ~-% so wird aus (9):

X,

X>tx(iX

-ln^ = aA; Iz:^ + g; a = -
ÄA,/x/^X

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Neue Theorie der ultraelliptisclien Functionen. 89

(x

—

x.^ (xi—Xo) x.J(l—a\,) [— 2s5i +-P(.r |.Ti')]

+ (a,-

—

x^ (x,—xj x^{l—Xj)
[
— 2ss., +P{x },r>)]

+ {x-x) (x-x) X (l-.r) [_26-A,+ P(.r,l,r,)]

+ C

(x—a'i)'^ (x—a;.>)" (x^—Xo)'

F(x\x,) = X (1— .r) (l-/lr,) (1-Xlr,) (1—K-^-,) + x, (l—x,) (1—/Ir) (1—X^r) (1—[xvr)

Constantenbestimmung. Setzen x^ = 0, x., ^=~: u\\iü.2^Ux— tt+^i'^'-' +^^ ^o wivd aus (10):

iL

y(S)(«,l»3) 1—

x

L'iu — -t;— ; Cjo — 0,

Ö'(2ö)(*^l|'*^2)

-a:- (.r -x^ {x—x.^ {l—V-x.;) (1-kX>) [— 2.«'i +P(.r |a-,)]

+ (.T—^j) (ji'a— a;i) (1—X'X) (1—K^'i) [—2s*, +P(x |x,)]

+ (.r — x) (x — x) (1—X-^x) {l—^rx) [_2.svv,+ P(.r,|x,)]

+ a;

(x

—

x,f (x—x^' (.-«i—-fi)"

P(xl.r,) = X (1-x) (l-.Ar) (1—Xlr,) (l-K-r,) + x, (l-.rj (l-x^rO (l-X'-'.r) (l-fx•^r)

Constantenbestimmung. Setzen .r, =: 0, x., = 1 : n\\ic.,^B a^ + -^'|"-' + T^? ^o wird aus (11):

12.

X,

>.(J.>,7. [J./. J,-(l .f)

= ^u/i<^.; -77—7 + ^A I a. = .
., . ; a; = 0.

^(1-^)
llxA^lJ-^l^p.^

c (.,._.,g (,,. _.,g (l_xlr,) (1—X^r,) [-2*.y, +P(x [x,)]

+ (x—Xi) (.<•,— Xi) (1—x-Xi) (1—X-Xj) [—2*6-0 + P(a; jx,)]

+ (x — X) (x,-x) (1-x^r) (1-X^^x) [_2*,.,+ P(x,|x,)]

+ o;

(X' d'i)" (x X.)'- (Xj

—

x.^f

F{x\x,) =x (1—x) (1—xvr,
)
(1—Xvr,) (1—r-r) + x, (1—x,) (1—x'^r) (l-X'-'x) (1—fx'^x,)

Constantenbestimmung. Setzen x, = 0, x. = 1 : w^ltCo^ ti^ + ^\u.^ + — , so wird aus (12)

13.

y-p(».|»,) _

tf^(:»)(«^j^.,)

>=,>..

= Cjg.

.«(1—«)
a. = - 1

y.Ax,Ä,fJ.x/j.x

-; a; = o.

(.r—x.j) (xi—Xo) X., [—25*1 +P(x |xi)]

+ (x—Xi) (xo—Xj) Xj [

—

2ss., +P(x Ixo)]

+ (xi— x)(x.3— x) X [

—

2.SxSo+ F(xi\x2)]

+ c;.

(x— .r,j-' (.f—Xo)^ (Xj

—

Xo)'

P(x|x,) = X (1—xJ (1—x-x,) (1—X-xJ (1—ix-xj + Xi (1—x) (1—x-x) (1 —X-x) (1—Kx)

Constantenbestimmung. Setzen x, ^ 0, x., = 1 : io^liü.,^ «j + ^\Ui + -^% so wird aus (13)

:

Denkschrifteu der mathem.-naturw. CI. XXIV. Bd. Abhaiidl. von Nichlraitgliedern.

\c,, = ~; C';3 =
0.J
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90 FriedricJi Vrym.

( r—.r.) (.r,-
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Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen. 91

für jeden Werth von a» besteht. Man kann auf diese Weise aus jeder Formel (Fj), je nachdem

man statt s^:— Sj, oder statt s.,:— .y,, oder endlich zugleich statt s^ und s.r. — s, und — *., ein-

führt, drei neue ableiten, die in Verbindung mit der ursprünglichen eine Menge algebraischer

Formen durch Summen oder Difterenzen von &--Quotienten, deren Argumente in der allge-

meinen Form u^±i(l^ ±ii'l^\u.^ + u^^ ±iip enthalten sind, auszudrücken gestatten.

§• -9-

Unsere Aufgabe, die in der allgemeinen Form

^C:::)(-^^l«^-:/;)

0,1)

darstellbaren algebraischen Functionen für jeden Werth von x und für ein beliebiges Con-

stantensystem ./"i ./'.. algebraisch auszudrücken, ist jetzt gelöst, indem aus dem letzten

Formelsysteme, durch Division je zweier der dort vorkommenden fünfzehn Hauptformeln in

einander, die Quadrate aller übrigen ö-Quotienten von der obigen Form sich algebraisch

ausdrücken lassen.

Betrachten wir jetzt die sub {F^) gewonnenen algebraischen Ausdrücke genauer, so

zeigt sich die merkwürdige Erscheinung, dass bei unserer Wahl der Functionen P, die allge-

mein das Verschwinden der Constanten C" zur Folge hatte, sämmtliche Formen bezüglich des

Baues in naher Verwandtschaft zu einander stehen, und dass, abgesehen von dem coustanten

Factor C, der bei jeder einen besondern Werth hat, sie sich nur durch die zu jeder speciell

gehörige charakteristische Function f{x) , die lediglich den ganzen Bau des Zählers und

nach ihrer Verschiedenheit die Verschiedenheiten im Baue der einzelnen Zähler bestimmt,

unterscheiden. Eine weitere Frage ist demnach, ob der allgemeinen Farm

entsprechend, aus der die betrachteten &-Quotieuten säramtlich resultiren, indem man statt der

symbolischen Charakteristik der Reihe nach die fünfzehn möglichen bestimmten Charakte-

ristiken einführt, nicht auch eine äquivalente algebraische Cardinalform existirt, in der die

charakteristische Function fl^x) in allgemeiner Bezeichnung dieselbe symbolische Eolle spielt,

wie die Charakteristik p! ^'] bei dem i)-Quotienten, und aus der für jeden einzelnen ö-Quotien-

ten der äquivalente algebraische Ausdruck erhalten würde, wenn man darin statt f(^x) die

specielle charakteristische algebraische Function einführte, die der jedesmaligen &-Charak-

teristik, gemäss des im §. 26 aufgedeckten Zusammenhanges, entspricht.

Zu dieser Cardinalform gelangen wir, wenn wir bemerken, dass sämmtliche fünfzehn

Functionen f{x)-^mx^-\-mjX-\-m.i Theiler von 6-^=.r|(l

—

x) (1

—

rx) (1—X^;r) (1

—

^"x) sind, und

dass die zu einer Function f{x) gehörige Function P[x\:x*^ in jedem Falle (vergl. die beiden

Tab. §. 27 j so gewählt ist, dass die Relation

Pix\x,) = -f-ßx,)-\--^f{x)
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92 Fri edrich Fryrn.

stattfindet. Führen wir nun in der letzten Gleichung (8.) statt der dort vorkommenden

Functionen P ihre der obigen Relation entsprechenden Ausdrücke mit den betreffenden

Variablen ein und berücksichtigen, dass C" allgemein den Werth hat, so folgt:

n= c.

und man erkennt ohne Mühe, dass der Zäliler dieses Ausdruckes ebenso wie der Nenner ein

vollkommenes Quadrat ist. Ziehen wir die Quadratwurzel aus und schreiben statt r^ einfacher

B, so folgt unter Beifügung des zugehörigen ö-Quotienteu:

7?

= + vc.
V./1--

'^/{^-i)/[-^^ i^^-^d

+y=/A^)A-^-.)(.^r-x.;)

Vf(:x)f(x,){x-x
I ß^:.

= ±vc

^J¥), ^ä^, K7i^

vVf^x), xyf{x,), x.yf{x,)

(.r— ,<-i)(.r—.r,)(.r,—jL-o) (x—x,) (.r— :r,) (.r,— x.,)

und den letzten Ausdruck, dessen Zähler in Form einer Determinante geschrieben ist, wol-

len wir als die algebraische Cardinalform ansehen.

Diese Cardinalform stellt den ganzen Bau des algebraischen Ausdruckes in das hellste

Licht und bildet, einmal entdeckt, vermöge ihrer leicht zu verallgemeinernden Gestaltung den

Sclilüssel für das gesammte Gebiet der hyperelliptischen quadratischen Functionen, von denen

die hier betrachteten ultraelliptischen nur einen speciellen ausgezeichneten Fall abgeben. Die

Determinante im Zähler lindert als alternirendo Function, wie der Kenner, ihr Vorzeichen,

wenn man zwei der vorkommenden Punkte a',.s- : .Tj, 6-j : a'o,.s'2 mit einander vertauscht: sie ver-

schwindet, als Function des Punktes x,s betrachtet (und zwar wird sie 0'), wenn man
x,s = Ti,*-! oder a-,.s- = .r.,,.?, setzt, indem dann zwei Verticalreihen identisch werden. Der

algebraische Quotient ist also wie der allgemeine 9-Quotient eine symmetrische Function der

drei Variablen und wird wie dieser, als Function von x,s betrachtet, nur oo' für die beiden

Punkte x,s = Xi,— .s'i und x,s =Xo*— *2, indem dies die einzigen Werthe x,s sind, für die der

Nenner (x—a.",)(x

—

x.,)(^Xi—Xo) nicht zugleich mit dem Zähler verschwindet. Als symmetrische

Function liat er in Bezug auf jeden der beiden übrigen Punkte ganz analoge Eigenschaften.

Wie nun die Factoren, die II an den Querschnitten erlangt, und die beiden Punkte, wo B 0^
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Neue Tlieorie der idtraeUiptischcn Fioicfionc)/. 93

wird, verschieden naeli den verschiedenen möglichen Charakteristiken, in jedem Falle voll-

kommen bestimmt sind, sobald eine bestimmte Charakteristik statt der symbolischen f^i^"]

gewählt ist, so werden entsprechend diese Grössen auch mit der jedesmaligen Function /(.r)

in nachweisbar nothwendigem Zusammenhange stehen, da diese Function mit der Wahl der

betreftenden Charakteristik zugleich nnthwendiff bestimmt ist und umarekehrt.

Zunächst ist klar, dass die Factoren (— 1)^', (— 1)''', (— 1)^-, (— 1)% die B der Reihe nach

an den Querschnitten a^^b^, a.,.h.^ annimmt, dieselben sind, die yf{x) dort erlangt, denn diese

Wurzelgrösse ist die einzige nicht wie T verzweigte Function, die in jedem Gliede des alge-

braischen Zählers von B als Factor zu einer wie T verzweigten Function vorkommt. Anschau-

licher wird dieses Verhältniss, wenn wir durch Herausheben der Wurzelgrössen aus der Deter-

minante den Zähler (der Nenner ist für sich schon wie T verzweigt) in die Form

VC

\/'A^) v//(-^.) V/(«^.)

AA /(•'O' /(^2)

•^•/H. ^i/O^i)? <--J{-<^-^

setzen. Die neue Determinante ist dann eine wie T verzweigte Function, erlangt also an allen

Querschnitten den Factor -}- 1, und die Factoren, die der Totalausdruck annimmt, können dem-

1 .v(Mnach nur dieselben wie die des Factors = oder der Function l//'(,r) sein, die eutwe-
l.n--J _/(-^-)

-^^ '

der als identisch mit einer der fünf Functionen \' x^ Vi

—

x etc., oder als Product von zweien

derselben in T' einwerthig und stetig ist luid an den Querschnitten Factoren ± 1 erlangt. Diese

Factoren giebt die Tabelle des §. 9 an, und man kann durch sie für jeden Fall das gefundene

Eesultat prüfen. So erlangt z.B. der sub 15. stehende einfache (nicht quadratische) 9--Quotient

mit der Charakteristik (}J) an allen Querschnitten den Factor — 1, und eben denselben die

Quadratwurzel, K (1—.r)(l—[x"^x), aus der charakteristischen Function des zugehörigen algebrai-

schen Ausdruckes; denn nach derFactorentabelle erlangt l^l—x an den Querschnitten derReihe

nach die Factoren — 1, — 1, — 1, -|-1: \' \—[j.'.r die Factoren -f 1, -f 1, -f 1, — 1: daher das

Product dieser Functionen, K (1—,r)(l— [j.-.r). an allen Querschnitten den Factor — 1. Eben die-

ser innige Zusammenhang zwischen den Charakteristiken der ö-Quotienten und den Quadrat-

wurzeln aus den correspondirenden , im §. 26 bestimmten Functionen f{x) Hess mich auch

vermuthen, dass den Functionen j\x) für die algebraischen Ausdrücke dieselbe Bedeutung

zukomme, wie den Charakteristiken für die einzelnen &-Quotienten, und veranlasste mich,

bei der Aufstellung des Formelsystems (i^,) die Functionen F so zu wählen, dass sie in jedem

Falle mit der betreffenden gefundeneu Function /(.r) in charakteristischem Zusammenhange

stehen.

Was ferner die beiden Punkte :r, * betrifft, wo i? 0^ wird, und die wir mit x^.s^ und x^,s^

bezeichnet haben, so sind sie von der D-Function im Zähler aus bestimmt durch die schon im

§. 20 aufgestellte Cougruenz:
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9-J: Friedrich rrym.

Diese Congruenz ist allgemein algebraisch lösbar, wenn wir statt —f\\—fi das gleich-

wertbige Integralsystem u^l^ -\-u^f'\v}-^'^ ^u^f einführen, indem 2-3,^3 und .r^, s^ zugleich mit Xi,«,

und .r.,,52 die Wurzeln .t,a' der Determinante in dem algebraischen Ausdrucke für B bilden.

Ordnen wir die Determmante nach den Elementen der ersten Verticalreihe, so finden sich

ihre Wurzeln aus der Gleichung:-"ö

V7H
+ il//(.r)+c..rt//(.r)

wo «, 6, c bekannte Functionen von 'x^^s^ und x,, So allein sind. Die Werthe von .r, die dieser

Gleichung genügen, sind identisch mit den Wurzeln der Gleichung;

= a-'^-^-(^.+ c.r)7-(.r),

die durch Quadrirung der vorigen entsteht, und deren rechte Seite für jede der fünfzehn

Functionen f{x), die alle Theiler zu .s" sind, eine ganze Function des vierten Grades von x ist.

Scheiden wir aus dieser Gleichung ihre beiden bekannten Wurzeln .r^.r, und .r= a\, aus, so

reducirt sie sieh auf eine quadratische, die uns die beiden noch übrigen Wurzeln x = x^ und

a-= .r4 als Functionen der in den «,6, c enthaltenen Werthe x^^s^ und a-a, *2 liefert. Die zu

:/-3 und a't gehörigen Werthe 53 und «4 bestimmen sich dann ihrem Vorzeichen nach aus der

ersten Gleichung:

= «6^ + (i+ «-)/(,r),

indem die Werthe x^^s^ und x^^s^ ihr als Wurzeln genügen müssen.

Die Untersuchung, aufweiche verschiedene Weise die bestimmenden Eigenschaften der

allgemeinen Function i? in dem ö-Quotienten und in der algebraischen Cardinalform zum Aus-

drucke kommen, ist hiermit erledigt. Die verknüpfende Constante VC ist bis auf das Vorzeichen

für jeden der fünfzehn Fälle sub {F^ bestimmt; einwerthig erhält man sie durch Grössen 6

ausgedrückt, wenn man in die Doppelgleichuug für B (in diesem Paragraphen) statt x^x-^^x^ drei

verschiedene endliche Verzweigungswerthe einführt, für die die Determinante nicht ver-

schwindet, und entsprechend für die Integrale in den Argumenten der ö-Functiouen die resp.

in der Gleichung (J") §. 17 aufgestellten Werthe. Vermöge der Relationen des §.19 lässt

sich dann V^C rational durch Grössen in jedem Falle darstellen.

Unter Voraussetzung der zuerst dargestellten Formelsysteme (i^J und {F,^ haben wir das

Formelsystem {F.^ durch rein algebraische Betrachtungen gewonnen. Die daraus abstrahirte,

dem allgemeinsten [^-Quotienten entsprechende algebraische Cardinalform lässt sich aber auch

unmittelbar, mit übergehung der Systeme (i^j) und(i^,), herleiten, sobald man den Umstand ins

Augefasst, dass zu jedem U-Quotienten B eine Function V./(.r} sich finden lässt, die, entweder

als identisch mit einer der fünf Functionen V'.r, \ 1

—

x etc., oder als Product von zweien dieser

lünf, in 7" einwerthig und stetig, an den öuerschnitten dieselben Factoren ± 1 erlangt wie

der betrachtete specielle !)-öuotient B. Das Product, i?.V/\.r), dieser beiden Functionen ist

dann, da es an allen Querscluiitten den Factor -)- 1 erlangt, eine wie die Fläche T verzweigte

algebraische Function, die nach ihren Eigenschaften sich leicht rational durch x und s dar-
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Neue Theorie der idtraelli'ptischen Functionen. 95

stellen lässt. Die Schwierigkeiten, die wir bei unserm Gange der Untersuchung zu bewälti-

gen hatten, bestanden eben darin, dass wir von der Betrachtung der Quadrate der &-Quotien-

ten, als wie T verzweigter Functionen, ausgehend, eine der wichtigsten bestimmenden Eigen-

schaften des einfachen ö-Quotienten, an den Querschnitten bestimmte Factoren ± 1 zu erlano-en, die

zugleich vollkommen die Unterschiede der einzelnen Functionen und Formen bestimmt und bei

den Quadraten nicht mehr hervortritt, bei der Constructiondes algebraischen Ausdruckes für E'

nicht inEechniing ziehen konnten. In Folge dessen war es auch unmöglich, ohne Zurückgehen

auf die schon bestehenden Formeln [F^) und (i^,) den allgemeinen algebraischen Ausdruck so

zu specialisiren, dass die individuellen Formen alle symbolisch in ihm enthalten gewesen; im

Gegentheile, eines der einfachsten Abhängigkeitsgesetze, wie es zwischen der Charakteristik

fV;] und der Function/(.r) des algebraischen Ausdruckes existirt, musste, unbemerkt geblieben,

durch ein viel complicirteres wieder gegeben werden. Geht man dagegen, unter Voraus-

setzung des einfachen Zusammenhanges, wie er zwischen den 0-Quotienten R und den fünf-

zehn charakteristischen Functionen f(^x) besteht, von dem Producte, R.Vf{x), zweier solcher,

durch ein gemeinsames Factorensystem verknüpfter Functionen R und Vf[x) , als von

einer wie T verzweigten Function aus, so ist damit der oben erwähnten wichtigsten Eigen-

schaft des ö-Quotienten vollkommen Eechnung getragen, und unmittelbar ergiebt sich, eindeu-

tig durch seine übrigen Eigenschaften bestimmt, der algebraische Ausdruck für E. Ich will

diese Untersuchimg für den vorliegenden Fall der ultraelliptischen Functionen nicht mehr

speciell durchführen, sondern sie im Folgenden allgemein auf das Gebiet der hyperelliptischen

ausdehnen: denn eben darin besteht die Bedeutung der algebraischen Cardinalform , dass an

der Hand der bei ihrer Betrachtung gewonnenen Anschauungen das ganze Gebiet der analo-

gen hyperelliptischen Formen sich uns aufschliesst.

Es bedarf wohl keiner Bemerkung mehi', dass man umgekehrt aus den Formeln [F^ als

den allgemeinsten die specielleren (Fj) und {F.,) unmittelbar ableiten kann. Führen wir in die

Doppelgleichung für 7? (pag- 92) statt .r, den Verzweigungswerth oo ein, so erhalten wir einen

der sub {F.^ stehenden einfachen li-Quotienten, indem dann das System der Argumente in

,,, TZl (1,1, ,,, TT« a,

«: +<— T + -^
I
«2+ «^." -IT + i >

und der Nenner ö(n)(^A^-|-^4'' + ^fl'^l«3+ ^4'' + "2'0 ^'^ Verbindung mit der jedesmaligen 9-Func-

tion im Zähler (nach (&) §. 21) in den gemeinsamen Nenner &(u)(»iH-Mi"|?<2+ ^4'') der Formeln

(i^,), bei denen er natürlich quadratisch vorkommt, übergeht. Entsprechend verwandelt sich

für Xo ^ CO die algebraische Cardinalform bis auf einen constanten Factor entweder in

R, = V7{:^) vj^),

wenn die der Charakteristik (V;) entsprechende Vfi^x) eine der fünf Functionen V .r, VI—.r,

etc. ist, indem dann in der Determinante seaen das von höherer Ordnuno- unendlich werdende

Glied
'

die Glieder Vf{x.,) und x^fix.-) verschwinden und folglich gleich gesetzt

V>'(«-0 's,'
werden können, während lim — einen constanten Werth erhält; oder in
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06 Friedrich Frym.

ii., = )

-vveini die entsprechende Vf("-f) ein Product von zweien der fünf Functionen ist, indem dann in

der Determinante die Glieder —r£=r und V/T^'.,) gegen das von höherer Ordnung unendlich

werdende Glied •'•..,V',/(.r.,j verschwinden und folglich gleich gesetzt werden können, wäh-

rend lim '^—'-—- einen constanten Werth erhält: 7?f und 7?.^ sind aber mit Beriicksichti-

gung der jedesmal statt Vf[-i') einsetzbaren Functionen dieselben Formen, in denen die fünf-

zehn Rosenhain'schen algebraischen Functionen sich bewegen, so dass also die Formeln [F.,)

unmittelbar aus dem Systeme (F^) resultiren, wenn mau .r_, ^ cx) setzt. Bei einiger Übung

ist die auf diese Weise ausführbare Bestimmung der fünfzehn Constanten C und C sub (F^)

einfacher als die augewandte. Führt man endlich in die Gleichuuy für F statt z\ und x., be-

liebige, aber von einander verschiedene Verzweigungswerthe ein, wie es sub (F^) geschehen,

so erhält man Gleichungen, aus denen das Formelsystem (FJ sich herstellen lässt.

Wir haben bis jetzt diejenigen algebraischen Functionen untersucht, die , durch den

Quotienten zweier einfacher {^-Functionen darstellbar, Quadratwurzeln aus wie T verzweig-

ten, d. h. rational durch x und fs ausdrückbaren Functionen sind: man könnte sie passend mit

dem Namen „ultraelliptische quadratische Functiouen" bezeichnen. Wir fanden, dass sie alle

Functionen umfassen, die in 2" einwerthig und stetig, für zwei beliebige Punkte oo* werden

und an den Querschnitten Factoren + 1 erlangen. Von diesen bestimmenden Eigenschaften

ausgehend, untersuchten wir, auf welche verschiedene Weise dieselben in den &-Quotienten

und in den algebraischen Formen zum Ausdrucke gelangen, und es ergab sieh als Resultat

der im vorigen ParagTaphen aufgedeckte merkwürdige Zusammenhang der beidcm verschie-

denen Ausdrucksformen. Die Fortsetzung dieser Untersuchungen würde zeigen . dass nicht

nur zweite, sondern allgemein dritte, vierte, etc. nte in T' einwerthige und stetige Wurzeln aus

wie T verzweigten algebraischen Functionen durch den Quotienten zweier i>-Functionen dar-

stellbar sind, endlich dass jede in T' einwerthige und stetige algebraische Function, um so

mehr also jede wie T verzweigte Function sich durch ein Product mehrerer solcher i>-Quo-

tienten ausdrücken lässt. Ich habe diese weiteren Untersuchungen, die über den merkwürdigen

Parallelismus der algebraischen und der ö-Formen das hellste Licht verbreiten, in allgemeinerer

Fassung zum Gegenstande einer demnächst erscheinenden Arbeit: ..Zur Theorie der hyper-

elliptischen algebraischen Functionen" gemacht, aus der ich hier noch zum Schlüsse einiges

auf die algebraischen Cardinalformen der hyperelliptischen quadratischen Functionen Bezüg-

liche, als mit dem Resultate der vorliegenden Abhandlung in engster Beziehung stehend, an-

führen will, die weitere Ausführung der erwähnten Schrift vorbehaltend.

Der Gang der Untersuchung ist bis zur Ilerleitung der dem allgemeinen ö-Quotienten

äquivalenten algebraischen Form nicht von dem, in der vorliegenden Arbeit für die ultraellipti-

schen Functionen eingeschlagenen, verschieden: für j9= 2 gehen die folgenden Betrachtungen

und Ausdrücke in schon aus dieser Abhandlung bekannte über, so dass möglichste Kürze ge-

stattet sein wird.
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Neite Tlieoi-ie der ultraellipUschen Functionen. 9 7

Wir geben von den immer endliehen by|)erelliptischen Integralen aus. Ein solches, dem

allgemeinsten Falle p=^J entsprechendes, immer endliches Integral lässt sich durch eine

lineare Transformation immer in die allgemeine Form

to= /
—

-f c
/""(«O-l-«!-'

)
{x—a„) («—«,p+i)

setzen, in der die 1]i-\-\ Constanten a von einander verschiedene Grössen bezeichnen, deren

Werthe, so wie diejenigen der^j Constanten«, weiter keinen besonderen Bedingungen unter-

worfen sind. Insofern wir in diesem Ausdrucke den Constanten a und oc, so wie der Variable x

jeden reellen oder complexen Werth anzunehmen gestatten, können wir w als die Cardinal-

form der hvperelliptischen Integrale ansehen. "Wir setzen nun fest, dass die Grössen a im

Laufe der Untersuchung ihre Werthe nicht ändern sollen, so greifen wir damit eine gewisse

Gruppe von Integralen heraus, und wenn wir im Folgenden allgemein von hyperelliptischen

Integralen reden, so sollen darunter nur einer Gruppe (a^, «o, . . -,«2^+1) angebörige verstanden

sein. Da der Zähler von dw p willkürliche Constante enthält, so lässt sich jedes Integral 10

aus j:» anderen linearunabbängigen linear zusammensetzen.

Bezeichnen wir den Nenner von dw mit .s, setzen also

]/{<-—«:)(.?— a.) {x—«3^+,) = 5,

so hat diese Function s für jeden Punkt der X-Ebene zwei entgeg-engesetzte Werthe, +.s- und
—-s, und ihre Verzweigungspunkte sind die 2p -j- 2 Punkte: «i, a,, . . ., ol.,^,^^^ 00. Wir bilden

jetzt nach den im §. 2 angewandten Principien die zweiblättrige Fläche T, die die Verzwei-

gungsart der Function s und jeder aus s und x rational zusammengesetzten Function repräsen-

tirt, indem wir über die X-Ebene zwei im Unendlichen geschlossene Ebenenblätter ausbreiten,

dieselben längs p-\- 1 Linien, durch die wir vorher in jedem Blatte «j mit oto, a, mit a^, . . . ., ot, +
mit 00 verbunden, zerschneiden und so zusammensetzen, dass sich in diesen Schnitten die beiden

Blätter durcheinander durchsetzen, s ist dann in dieser Fläche, sobald man seinen Werth für

einen Punkt a derselben als -|-s„ oder als — s„ willkürlich angenommen, eine allenthalben

einwerthige und stetige Function des Ortes: einem jeden Werthe von x entsprechen zwei

Punkte der Fläche, der eine im obern, der andere im untern Blatte: entspricht dem einen

dieser Punkte der Werth 5, so entsjjricht dem andern der entgegengesetzte Werth — s. Diese

Fläche T zeigt sich nun als eine (2/:»-|- l)-fach zusammenhangende Fläche, die wir ähnlich

wie im §. 4 durch p getrennte Querschnittpaare «1, i^; «o, io;. . . ; «^,, b^\ die durch p—

1

Linien c verbunden sind, in eine einfach zusammenhangende Fläche T' zerlegen. Das Integral

?o ist dann, unter Beschränkung des Integrationsweges auf diese Fläche, eine in T' einwer-

thige, stetige und immer endliche Function des Ortes oder Punktes x, .?, die so Inder Be-

grenzung von T' bestimmt ist, dass ihre demselben Punkte eines Querschnittes auf der posi-

tiven und negativen Seite entsprechenden W^erthe sich um eine längs des ganzen Querschnittes

constante Grösse, Periodicitätsmodul genannt, unterscheiden. Es lassen sich nun, wenn wir

die inneren Seiten der Querschnitte a, b als die positiven, die äusseren als die negativen an-

nehmen, p wie 10 gestaltete Integrale:

/•Ci« ^x,a 15,8

du^, ii, = / du.,, . . . ., u^=
I

diip,

Denkschriften der matliem.-nalurw, Ol. XXIV. Bd. Abhandl. »on Nichtmitgliedern.
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98 Friedrich Prym.

mit dem gemeinschaftliclien Anfangswerthe für a;= c(,, so in ihren Constanten «bestimmen,

dass allgemein der Periodicitätsmodul von u^ für den Querschnitt a^ den Werth izi, die Perio-

dicitätsmodulen von u., für alle übrigen Querschnitte a den Werth haben. Die durch diese

Bedingungen ebenfalls ihrem Werthe nach vollkommen bestimmten Periodicitätsmodulen der

Functionen u für die j9 Querschnitte b erfüllen dann, wenn wir allgemein den Periodicitäts-

modul von u., für den Querschnitt b^ mit a,^ bezeichnen, die Bedingung ö-,, ^^
=

«i^,
,, d. h. der Pe-

riodicitätsmodul der Function u,, für den Querschnitt b^ ist gleich dem Periodicitätsmodul der

Function u^ für den Querschnitt b^. Längs der Linien c sind die u, wie alle Litegrale w, stetig.

Wir substituiren jetzt in der pfach unendlichen Reihe

o(..|.,|....|.,)= 2 •••• 2 ^'

m,^=—oc

für t',, die Function ii.,—^',, wo /!, eine willkürliehe Constante bedeutet, und für a^, den Pe-

riodicitätsmodul von M, für den Querschnitt b^^, so geht diese Reilie in die ö-Function

!>(«i—/|«2—/il \%—fp)

über, die in T' einwerthig, stetig und immer endlich ist, für^ Punkte 0' wird, beim über-

schreiten eines Querschnittes a^ ungeäudert bleibt, beim Überschreiten des Querschnittes b^ den

Factor e~"^"^ "•'''"''•'.'' erlangt, wo u- den Werth von u^ in dem Punkte auf der negativen Seite, von

dem aus überschritten wird, bedeutet. Bezeichnen wir die j^ Punkte, wo ^ 0' wird, mit

:r,,Si; X2,6'2; . . .: :^'^,«^; so wird das Abhängigkeitsgesetz, welches zwischen diesen Punkten und

dem Constantensystemeyj|y!,| . . . . j/^ der i>-Function existirt, durch die Congruenz

/ 1/,
I

. . . . 1/,
= ijdu, ± k,

I ^Jdu, ±k.^....\ ijciu^, ± Ä-,
,

«1 «I «1

in der die Grössen k von den Grössen f und den p Punkten x^, s, : j\,, s.^:...; x^. s^ unab-

hängig sind, ausgedrückt, wetni wir durch das Symbol

P,\P,\....\P^ = Q,\Q,\....\Q^,

überhaupt bezeichnen, dass das eine System aus dem andern durch Änderung um ein

Svstem zusammengehöriger Periodicitätsmodulen der Integrale u,\tu\ . . . . lu^,, erhalten wer-

den kann. Es ist dabei ]i; statt v geschrieben , und das vorkommende System der Grössen

^ilÄ;,! . . > . \kp, das mu- von der Wahl des Querschnittsystems und der Anfangswei'the der In-

tegrale u abhängt, setzt sich, bei jeder Wahl dieser Grössen fest bestimmt, immer aus Plalben

der correspondirenden Periodicitätsmodulen zusammen, d. h. 2ky\2k.j\ .... [2^;^ e:::; 0|0| . . . . |0,

wenn die gemeinschaftliche untere Grenze der Integrale ic ein Verzweigungspunkt, a, oder

«2 etc. ist: in Folge dessen kann mau ihm das positive oder negative Vorzeichen geben, ohne

die Congruenz zu stören.

Eine ähnliche Untersuchung wie die des §. 14 zeigt nun, dass sämmtliche durch den

Quotienten von nur zwei ö-Functionen darstellbaren algebraischen Functionen in der allge-

meinen Form
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Neue Tlieorie der ultraelliptischen Functionen. 99

C;;!:::3K-^i«3-^i----K-;/;)
r = :

K^h—J\\u-—fA \%—fp)

enthalten sind, wo die im Zlililer eine der ö im Nenner älinlieli gebaute Eeihe ist von der

Form:

m:::'iyfM i.v)="|~ •

''"fr^
:i:-(»'-+?)(-+5+^I(-^o(«.+jj

m.=^—00

und die Grössen s, s' überhaupt rationale Zahlen bezeichnen sollen, r erlangt am Quer-
schnitte a., den Factor (— 1)^', am Querschnitte h,, den Factor (— 1)^'»: schränken wir also die

Bedeutung der symbolischen Grössen s, e' ein, indem wir einer jeden von ihnen nur die Werthe
und 1 beliebig zu bezeichnen gestatten (doch nie alle Grössen den Werth zugleich anneh-

men lassen, indem sonst Zähler und Nenner von r identisch würden), so sind in r auch nur

alle diejenigen algebraischen Functionen enthalten , die in J" einwerthig, für p beliebio-e

Punkte 00' werden und an den Querschnitten Factoren ± 1 annehmen, deren Quadrate folg-

lich wie T verzweigte algebraische Functionen sind. Führen wir statt des willkürlichen

Systems /il/,] ....
|,/^, J)

in Folge dessen auch beliebige Punkte .Tj,—s^\ x.,,—s^; ...;*• , s •

ein, für die die {Um Nenner 0' werden soll, so geschieht dies durch die Congrueuz:

-A\-A\ i-/;>^ ifdul-i-k^i^dul+k,] .... \ijd^+k^

in die die ursprüngliche (auf voriger Seite) übergeht, wenn man darin statt s.,: — .s\ setzt,

und r erhält durch Einführen dieser "Werthe, wenn wir allgemein den Werth des Integrals

u^ für den Punkt a\, 5, mit u^^^ bezeichnen, die Form

:

%[Yr
•

•^>)(„,+ v,,(;)+ ^.
|„^+ 24v)_^^.^| __

I
+2<'-f Ä,)

für die wir die äquivalente algebraische Cardiualform hier bestimmen wollen.

Zu dem Ende sind nur die bestimmenden Eigenschaften der Function E algebraisch zinn

Ausdrucke zu bringen, die sich folgendermassen aussprechen lassen: E ist als Function des

Punktes r, s eine in T' einwerthige und stetige Function des Ortes, die für p Punkte:

a-, s= a-j,— .s'i ; x,s^ .r.,,

—

s., ;....; .r, s == .r^,,

—

s^, :

00' wird und an den Querschnitten bestimmte Factoren + 1 erlangt; sie ist ferner eine sym-

metrische Function der j)+ 1 Punkte .r,«; x^,s^ ; ('>,S2t. . . ; ^'j.,Sp. Durch diese EigeuscJjaften ist

die Function E vollkommen bis auf einen von den p+l Punktwerthen unabhängiti-eu con-

stanten Factor bestimmt, und alle übrigen Eigenschaften, wie die, für ^ Punkte x,s 0^ zu wer-

den, oder die Quadratwurzel aus einer wie T verzweigten Function zu sein etc., ergeben sich

als secundäre nothwendig aus den obigen primären. Da die Grössen e, s' nur die Werthe und 1

annehmen dürfen, man aber aus und lauf 2"' Weisen Variationen zu 2p Elementen mit Wie-

derholung bilden kann, so giebt es im Ganzen 2"^ Charakteristiken [V;' ' '^!'), und da Ql' 'JI)

als Zählercharakteristik ausgeschlossen ist, so sind in E überhaupt 2-''— 1 verschiedene
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100 Friedrich Prym.

Functionen enthalten, die alle für dieselben p Punkte oo' werden und sich nur durch die

Factoren au den Querschnitten oder durch die davon abhängigen Punkte, wo sie einzeln 0'

werden , unterscheiden.

Um den algebraischen Ausdruck für B zu bilden, betrachten wir vorher die 'lp-\- 1 ein-

fachen Functionen:

V X—oti, V .c— ri., , V .r— a^.^+1 ,

deren Prodiict die Function s ist, und die hier dieselbe Eolle spielen, wie die fünf Functionen

VX, V\—X.. . ., VI

—

\i'x in dem speciellen Falle ^ = 2. Es ist nämlich (vergl. §. 9) irgend

eine derselben V .r

—

a., eine in T' einwerthige und stetige Function des Ortes, die für den Ver-

zweigungspunkt ,r^oo:oo' wird, für den ihr speciell zukommenden Verzweigungspuukt

.i = a, : 0', und an den Querschnitten bestimmte Factoren + 1 erlangt. Ein Product aus n belie-

bigen der obigen Functionen hat ähnliche Eigenschaften; ebenfalls in T' einwerthig und

stetig, wird es für x= oo : oo", für n endliche Verzweigungspunkte 0\ und erlangt an jedem

Querschnitte einen bestimmten Factor, -|- 1 oder — 1. der das Product der n Factoren

±1 ist, die die ii Functionen, jede einen, an dem betreffenden Querschnitte erlangen.

Zu jedem Producte von n Fimctionen lässt sich nmi eines, aber auch nur eines finden,

das an den Querschnitten dieselben Factoren erlaugt; es ist dasjenige, welches sich

aus den übrigen 2^9+1

—

n Functionen bildet; denn bezeichnen wir das erstere Product

mit \'f{x), so ist das zweite gleich —^^— i= V/(-^') : "^n^d es erlangen Vf{x) und die-

selben Factoren. da ihr Product s an allen Querschnitten den Factor -|- 1 erlangt; ferner sieht

man sofort, dass ausser dem erwähnten kein anderes Product P, von m Functionen z. B., die-

selben Factoren + 1 wie V/(a;) erlangen kann, indem sonst P.Vy(x-) rational durch x und s

ausdrückbar sein müsste, was unmöglich, wenn nicht P = V/(x-) oder P^ ist. Wollen

wir demnach aus den 2^3-1-1 Functionen als Factoren nur solche Producte erhalten, die

sämmtlich verschiedene Factoren ± 1 an den Querschnitten erlangen, so dürfen Avir sie nur

zu Producten von 1,2,. . ., ^ Factoren ohne "Wiederholung combiniren: bezeichnen wir ein

solches Product allgemein durch Vf(x), so erhalten wir auf diese Weise, da

(2p+ 1), +{-2p^ ]),+ .. .+{2p+iX, = -r^-i,

2-1'— 1 verschiedene Functionen Vf{x) (unter denen die obigen 2p-\-l einfachen Functionen

als Producte aus einem Factor vorkommen), die sämmtlich verschiedene Factorensysteme in

Bezug auf die Querschnitte haben.

Da es nun überhaupt nur 2'^— 1 verschiedene Factorensysteme von der Art der bis jetzt be-

trachteten jriebt, dieselben, die dem Ausdrucke B zukommen, wenn wir für
(J;

^r" ''.'] der Pieihe

nach die möglichen 2'-''— 1 bestimmten Charakteristiken einsetzen (indem mit der Charakteristik

(oo
.'

:

'. o) zugleich das entsprechende Factorensystem, das nie einer Funciion !/(.'•) zukommen kann,

ausgesclilossen ist), so folgt daraus, dass zu jeder der 2'-''— 1 Functionen P eine Function ^f(x)

aus der Gruppe der aufgestellten 2-'— 1 sich finden lässt, die an den Querschnitten diesel-

ben Factoren erlangt wie die betreffende Function //, und die wir die zu P gehörige

„charakteristische Function- nennen wollen. Das Product, B.\'f{x), je zweier solcher, durch

ein gemeinsames Factorensystem verknüpfter Functionen B und Vf(x) erlangt dann an jedem
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Neice Theorie der tdtraelliptisclien Functionen. 101

Querschnitte den Factor +1, ist folglich eine wie T verzweigte , d. h. rational durch x und

s ausdrückbare Function.

Wir bestimmen jetzt diejenige, rational durch s und x darstellbare algebraische Form, in der

alle Functionen i? . V/( et') enthalten sind, wenn \f{x) in dieser Verbindung jedesmal die zu dem

betreffenden E gehörige charakteristische Function bezeichnet. Da R.Vf{x) nur unendlich

wird für die j9 Punkte x^.—s^-.. . .; ic^,

—

sy. für die jedes B oo' wird, und ferner für .-r::=oo

unendlich wie V/\.r), so muss eine jede Function R.Vf{x) in dem allgemeinen Ausdrucke

enthalten sein, wo ^i, A., noch zu bestimmende rationale ganze Functionen von :/• bezeichnen,

verschieden nach den verschiedenen Functionen R.Vf{x). Die linke Seite dieser Gleichung

verschwindet, wenn wir für x eine Wurzel der Gleichung _/(;!) ^ einsetzen, und da mit

] /"(rr) zugleich s verschwindet, so muss die Function ^o dieselben Wurzeln wie /(.r) haben,

wenn anders die rechte Seite auch versehwinden soll. Die Function /"(.r) muss demnach Theiler

von A^ sein, so dass also ^o= J5i.y(a'), wo B^ wieder eine rationale ganze Function von x ist.

Führen wir diesen Ausdruck für A., in die obige Gleichung ein, dividiren beiderseits durch Vfix)

und setzen statt ^1, und B^ rationale ganze Functionen von noch zu bestimmendem Grade m
und n resp. ein, so folgt für B die bis auf die Constanten bestimmte Form

:

{a,-\-a,x-^r . . . +«,„a5"') ^=ir +('i„+Ä..z-+ . . . -\-h„x") |//(.r)

B^ ^"^'^^^

{x—x^) (x—x,) (a-—,'r^_,)

in der alle 2'^— 1 Functionen B enthalten sind.

Die Werthe von m und n bestimmen sieh durch die Bedingung , dass der Grad des

Zählers in Bezug auf die Variable x den Grad p des Neuners nicht übersteigen, noch unter

ihm bleiben darf, indem für a-=oo der allgemeine D-Quotient B weder co noch wird. De-

finiren wir den Grad (/ einer beliebigen Function cp(.r) in Bezug auf die Variable x durch die.

Gleichung lim = Const, und bezeichnen dies durch G{'^{x))= q, wo dann z. B. G(s)= —-

—

ist, so finden wir leicht, dass wenn der Grad der zu B gehörigen Function /(.r)

G{f(jr)) = 2v— 1 oder G(ßx)) = ^v

ist, wo V eine ganze Zahl, d. h. wenn Vfix) aus 2v— 1 oder aus 2v der einfachen Functionen

} X— «j,. . . ., Vx—«2^+1 zusammengesetzt ist, dann den Grössen m und n. die Werthe

7)1 = V— 1 , n =p

—

V,

als höchste mögliche zukommen. Es ist nämlich unter Annahme dieser Werthe:

1. wenn (?(/(x))= 2v-l,
j
G{x--^) =

i? ;
(?(.xi//ü7) =i^-J;

2. wenn (?(/(aO)=2v, „ =P— 7,-, « =??
2

so dass folglich m und n in keinem Falle grösser genommen werden können, ohne dass der

Zähler den Grad p.übex'steigt.
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102 Friedrich Prym.

Der Nenner des algebraischen Ausdruckes wird nun 0' für die p Punkte a*,, *i ; . . . ; x^^ s^ :

und ferner 0^ für die p Punkte x^,—s^ ',•••',
*V'

—

^p 5 ^^ aber R allgemein als Function von r, s

nur für die jp letzten Punkte oo' werden soll, so sind diep-fl Constanten

des algebraischen Zählers so zu bestimmen, dass derselbe zugleich mit dem Neuner für die

p) Punkte :rj, s, ; . . . ; .r^,, s^, verschwindet, und folglich B dafür einen endlichen Werth behält.

Bezeichnen wir den Zähler mit Z und schreiben ihn selbst als erste Gleichung hin, so erhal-

ten wir zur Bestimmung der J9+1 Constanten die folgenden p + 1 Gleichungen:

Z= {(t,+ a,x + . . . +«,_,a-^-0^= +{K^h,x+ . . . +b^_,x'-')\f(x)

aus denen nach bekannter Methode unmittelbar folgt

:

Z.A[ = a,.A^

Avenn wir durch A, die Determinante des obigen Gleichungensystems

S «1 «2 s„

A. =
VJ¥) V'ä^-0' t//(.^v)

X-
, -^'i

v,fW vä^-0 yji^^d'

x„

Vß^r)

x^-"VM, af-V/(-«.)> xr"VA^-h •••' xl-'Vji^")

bezeichnen und durch A!, die Determinante von nur ]f Elementen, die aus der obigen durch

Weglassung der ersten Horizontalreihe und der ersten Verticalreihe entsteht, und die eine

Function von x^^x.-,^ . . .,x^ allein ist. Setzen wir noch:

N= (,,._a.j(.^._a..) . . . (a-_a-J(.r,—.r,) . . . (.Xi—ag(xo— .r,) . . . (.r,—.r^,) . . . (x^_,—x„),

lY, = (.r^— ;r,) . . . {x,—x,;){x,,—x,) . . . (x,—Xj,) . . . (x^^.—x^;),

so orgiebt sich, unter Berücksichtigung der obigen Gleichung für Z, für B der Ausdruck:

Z Z.N, N, ^^ , ^^-— ^ n— — = <f{X^,X.„ . . ., Xj -B =
[x—x\) (x—X2) .... (as

—

Xp) N N
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Neue Theorie der- ultraelliptischen Functionen. 103

wo ^ eine Function der p Variablen allein ist, indem die Grössen «o? -^d ^v die Variable x

nicht enthalten. Diese Function cp zeigt sieh als eine vollkommene Constante, wenn wir die

primäre Eigenschaft der Function i?, eine symmetrische Function der ^;+l Punkte

x,s\ x'i, 5i;. . .\Xj,,s^ zu sein, berücksichtigen. Da nämlich die Determinante A, sowohl wie

die Function V ihr Vorzeichen wechseln, wenn wir zwei beliebige der 2i-\-l Punkte vertau-

schen, ihr Quotient folglich wie B eine symmetrische Function dieser Punkte ist, so muss

der letzten Gleichung gemäss cp ebenfalls eine symmetrische Function aller p-^-l Punkte sein,

und da sie die Variable x nicht enthält, so ist dies nur möglich, wenn sie ebenfalls von den

p übrigen Grössen a'i, a'o, . . .,.r^ unabhängig, also eine vollkommene Constante ist, die wir

allgemein durch C bezeichnen wollen. Das Resultat unserer Untersuchung gestaltet sich dem-

nach folgendermassen

:

„Nennen wir zur Gruppe v gehörig diejenigen von den 2-''— 1 Functionen 7?, deren

zugehörige charakteristische Functionen, \ f[x), sich aus 2v— 1 oder aus 2v der einfachen

Functionen \ x— a^, . . . ., V.r— 0..,^,+-^ als Producte zusammensetzen, so sind die algebrai-

schen Ausdrücke dieser sämmtlichen (2j/j+ l)^,,_i + (2jj-f l)^, Functionen R in der allge-

meinen Form

enthalten, die wir die algebraische Cardinalform der Functionen der Gruppe v nennen wol-

len, lind es resultirt daraus für jeden solchen zur Gruppe v gehörigen D-Quotienten B der ihm

äquivalente algebraische Ausdruck, indem man in A^ statt V/(x) jedesmal die specielle charak-

teristische Function einführt, die zu dem betreffenden 9-Quotienten, mit ihm durch ein ge-

meinsames Factorensystem verknüpft, gehört. Die Constante C bestimmt sich alsdann in jedem

Falle besonders, entweder durch die Verzweigungswerthe «i, a^, . . . , «..p+i oder durch ö-Func-

tionen mit den Argumenten ausdrüekbai-, wenn man zugleich für alle Grössen x, Xj, . . ., x^

verschiedene Verzweigungswerthe einführt, für die die betreffende Determinante A, nicht ver-

schwindet."

Eine weitere Frage ist jetzt, wie viele Gruppen v, oder, was dasselbe, wie viele alge-

braische Cardinalformen in dem allgemeinen Falle ^^j:» existireu. Der kleinste Werth, den v

annehmen darf, ist 1, indem zur Gruppe ^^=^1 diejenigen Functionen B gehören, die entwe-

der eine der Functionen |/.r

—

«i,...., Va;— «2^+1; oder ein Produet von zweien dieser als

charakteristische Functionen haben. Lässt man v aufsteigend die Werthe 1, 2, 3, etc. annehmen, so

werden die Grössen 2v— 1 und 2v, die resp. die Anzahl der Factoren, aus denen eine zur Gruppe v

gehörige Function Vfix) besteht, angeben, derEeihe nach die zulässigenWerthe 1,2; 3, 4; 5, 6
;

etc. annehmen, und da die grösste Anzahl von Factoren Vx— «j, . . . ., Vx— ot2^,+i, aus denen

eine Function Vfix) als Produet zusammengesetzt sein kann, p) ist, so wird sich der entspre-

chende höchste Werth von v, wennp ungerade, aus der Gleichung 2v—l=p, wenn p ge-

rade, aus der Gleichung 2v^^j ergeben. Ist also j3 ungerade, so giebt es —— algebraische Car-

dinalformen, die mau aus der obio-en Gleichunir für B erhält, wenn man der Eeihe nach in der

Determinante A, statt v: 1, 2, . . .,
—-— setzt, ist dagegen » gerade, so giebt es deren nur -, und

man erhält sie, wenn man in A^ der Eeihe nach statt v: 1, 2, • •, ^ einführt. Für j?=:l und

j>=:2, d. h. für die elliptischen und ultraelliptischen quadratischen Functionen, giebt es dem-
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101 Friedrich Prym.

nach nur eine algebraische Cardinalform, indem für v nur der Werth 1, als niedrigster und

höchster zugleich, zulässig ist. Für^9:=2, v:=l geht B in die aus dieser Abhandlung bekannte

Cardinalform (vergl. §. 29) über: für j>=l, v=l ergiebt sich für E eine Form, deren Betrach-

tung direct die Additionstheoreme der elliptischen Functionen sin am it, cos am u, A am u

liefert.

Die [}-Quotienten B haben zu Argumenten Summen von jep-fl Integralen: führen wir

also statt ;r einen Verzweigungspunkt, am einfachsten a; = oo ein, so erhalten wir 2"^—

1

neue i>-Quoticnten mit gemeinschaftlicher Nennerfunction, die zu Argumenten das System

haben. Da man nun nach Vorigem durch ein solches System jedes beliebige System rj!?',! .... |?;^

darstellen, oder, was dasselbe, jedes beliebige System v^\t\\ .... \v^, in diese Form setzen kann,

unter einwerthiger Bestimmtheit der p Punkte .Tj, äj; x,, .s\,; . . . ; or^jS^/, so sind diese Formen in

Verbindung mit den ihnen äquivalenten algebraischen von der grössten Bedeutung, wenn es

darauf ankomnit, auf rein algebraischem Wege Relationen zwischen ö-Functionen mit beliebigen

Argumenten zu erhalten. Für a:'= csD gehen die algebraischen Cardinalformen in niedrigere

über, die zum Zähler eine Determinante von nur jr Elementen, zum Nenner die Function A^j

?'+l V I
2

haben, und es giebt, wenn 2> ungerade, —-— , wenn^:» gerade, —-_— solcher niedrigeren Formen.

P+1 7J+2
Jedesmal in den beiden ersten dieser resp. oder Formen bewegen sich die Weier-

strass'schen Functionen «/(«i, ic.,,. . ., ?^.p)„ und al {ui^ «o, . . ., itp),^ für p=p'- sie gehen aus der

algebraischen Cardinalform E hervor, wenn man v = l, .r= oo setzt. Dann muss V'y"(.r) ent-

weder die Form l/.r

—

a,^ oder die Form V (.<—
ß|j.)

(-i'— «,,) haben, wo a^^, «,, zwei beliebige,

der 2p+1 Verzweigungspunkte a, , a^,..., tXo^,_,_i bedeuten, und es geht im ersten Falle i?

über in

B, = C. V'".r—«„ V.r,—a„_ .... V.r—a,,
,

im zweiten über in

vt =p

E,= C. 2
, .|/ (,B,— Äa)(.»,—Ä,) ]/ (iC^— !Z|^)(.IY,— K.,)

m=l f'{x^) {x^,—ci^ (*,„—«,)

cp(x)=(x—arj(.r— x,>) . . . (a;—r^,); i{x„)= {x„—x^){x,„—x.,) . . . {x,,—x„,_,){x„,—x„^y) . . . (x„—x^):

welche beiden Formen bis auf die Bezeichnuno- der Constanten mit den Weierstrass'schen

übereinstimmen. Die Ausführung dieser Untersuchungen und die Ableitung einer Menge an-

derer Relationen belialte ich, hier durch den geboteneu Raum beschränkt, meiner erwähnten

• Arbeit vor.

Düren, bei Cöln am Rhein, im September 1S63.
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.';/. Are
I Ml fj/iy. '/ )

.'/ ' ' ''

+ //,. ./.-

l'cM/iut'r uiitJ im/utiTfi'i-

l UlfHilf //fr loriiihJi jf iiin ///// /'/////,/ f .

/'/./ r ( \'i /'f/t/ /f K Fni //.

/-_-

Aiimerkuugen zu den figureu.

y\)i. A yiebt eiTi Bild Acv A-Etieiiu, tkieii Puiiktu die WüitUe der Variabl«^ ^-^ .v-f .-^i, \i~y -Ij, t5(--omi*tiJt>fli rt-prUsentireii. Ein positiver timlauf von .1

Ulli liiiiii Punkt (/ (Fig. li) wirj bi-wiikt, indem man x=:a+pe't" setzt für endliches a. x-=»(f't'', lim ?— 00, für unendliches (7, und
'l*
von 'J> bis 'j>-i-27i zunehmen iKbst,

Aul dieM- Wi-iae findet man z. B. , dass eine Fnnction ^{x—a|}(-i:—«j) - • • [^— o„) nui dann den Punkt i- = 00 al^ Vciv.weigunsspunkt hat, wenn n eine ungerade

Zahl . ist II gerade, so hat sie nur n endliehe Verzweigungsnunkte. Fig. ( /.öigl in idealer Ansicht einen Vorzweigung.ssehnitt der Flache T. Nimmt man die Breite,

mm.' oder n n\ des^elbell si..\vie den Abstan<l det, obeiti Blattes vom ii;iiern uuendhcii klein uud setzt ?«« — ], i,*- giJit der ideale Schnitt in den wirklichen Ver-

iiweigungsschiiitt 0—1 der Fläche T über lOntsprechend retiucirt sicii ti.i.s Ebencnkieuz J>. dnb \"\\ Fig. i"^ übrig bleibt, wenn man das obere und untere Blatt

entfernt, auf die Linir /«"«", in der die Blätter sieh dui'ehciiiaiidcr durchsetzen. Diese Linien ih"v'' sind in allen fidgenden Figuren blau gezeichnet; übersrhfeitet

man eine solrhe Linie, io kommt mau aus dem einen Blatte vou T in das andere. Die beiden Blätter der Flache f liegen der X-Ebene parallel und uuend

lieh nahe; die letztere dient nur zur Fixirnng de^ Coordinatcn.sysium.s F, Zi, auf das die Punkte x, s der Fläclie T den Werth^n viimriiach bezogen sin.^

k k U u

ncnk.scluiflr.n 'Ire k Ak.uä t! \\'i.<si-:t.v.Ii ;n.illi i:;ffiirw CL.WIV il.l IKlil.
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