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Vorbemerkungen.

Die Abhängigkeit zwischen Bild und Object bezüglich eines Systeme« an einander gereihter durch Kugel-

flächeu begrenzter Medien, kann bekanntlich lür den Fall mit sehr geringen Hilfsmitteln entwickelt werden,

als die Mittelpunkte der Kugclflächen sehr nahe an einer Geraden, der optisch en Axe des Systemes,

liegen und die Betrav-htung auf unendlich dünne .Strahlcnsysteme beschränkt wird, die überall der optischen

Axe sehr nahe verlaufen.

In einer kleineu .Schrift: Funda niental|)unkte eines Systemes centrirtcr brechender
Kugelflächen' habe ich versucht, durch möglichst elementare geometrische Betrachtungen die Eigen-

schaften solcher axialer unendlich dünner Strahleiisystcine zu ei'niitteln und hieran die Constructionen und

metrischen Beziehungen zu fügen, welche Object- und Bildpunkte mit einander verknüpfen. Natürlich kann

man von der neueren synthetischen Geometrie noch viel umfassenderen Gebrauch machen, wie dies seit

Möbius von verschiedener Seite und in verschiedenem Grade geschehen ist, indem die geometrische

Beziehung zwischen Bildraum und Objectrauni nur ein specieller Fall der Beziehung zwischen zwei collinear

verwandten Räumen ist. Um den l l)ergang von dem dioi)trischen Probleme zu den geometrischen Eigenschaften

coUineaver Verwandtschaft zu vermitteln, genügt es, folgenden Satz zu erweisen:

Weist man jedem Strahl im ersten Medium als entsprechenden jenen Strahl im letzten

Medium zu, der aus ersterein durch successive Brechung an den auf einander folgenden

Kugelflächen hervorgeht und weist mau ebenso jedem Punkte im ersten Medium jenen

Punkt im letzten Medium als entsprechenden zu, welcher optischer Bildpunkt ist zu

ersterem; so ist 1. der von den Strahlen und Punkten des ersten Mediums gebildete Raum

1 Mitthcilungcn des iiutiirwisseiisch.-iftlichen Vereines tlir Steienuink, 1871, II, Band, III. Heft
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\Qi F. Lijrpifk.

colliuear zu dem von entsprechenden Strahlen und Punkten im letzten Medium gebildeten

Räume- 2. in jeder dureh die optische Axe g-elegten Ei»eue fallen zwei entsprechende

Ebenen zusammen; 3. einemKrei.se im ersten Räume, der seinen Mittelpunkt auf der Axe

hat und dessen Ebene senkrecht zu dieser steht, entspricht eiu ebenso gelegener Kreis im

letzten Räume.

Der erste Tlieil dieses Satzes ergibt sich sofort aus dem Umstände, dass jedem einfallenden homo-

centrischen Strahlenbündel ein eben solcher nach beliebig vielen Brechungen entspricht; der zweite Theil,

weil in einer Axcnebene einfallende Strahlen durch die Brechungen nicht aus derselben heraustreten, und der

dritte aus Gründen der Symmetrie.

Nunmehr erkennt man leicht die specielle gegenseitige Lage der beiden collinearen Räume. In Folge 3

entspricht ehier Schaar paralleler Ebenen in dem einen Räume, die senkrecht stehen zur Axe eine ebenso

gelegene Schaar im zweiten. Diesen beiden Schaaren entsprechender paralleler Ebenen müssen aber auch

die beiden Gegenehenen der Systeme parallel liegen, es stehen somit diese Gegenebenen oder, wie man sie

in Folge ihrer optischen Bedeutung zu nennen pflegt, die Brennebenen senkrecht zur optischen Axe; die

beiden sich entsiircchendeii, zu den Gegenebenen senkrechten Geraden aber, fallen in der optischen Axe

über einander. Zwei zu den Gegenebenen parallele entsjjrechende ebene Systeme sind im Allgemeinen affin;

wegen 'I) und 3) erkennt man weiter, dass sie im gegenwärtigen Falle ähnlich sind, alsd wegen der parallelen

Lage perspectivisch zu einander liegen und ihr |ierspectivisches Centrum auf der Axe haben. Dieselben

Betraclitungen, durch die man ferner für zwei collineare Räume in allgemeiner Lage gegen einander die

. Existenz entsprechender, gleicher runktreiiien und Strahlenbüschel nachweist (^mögen sie gleichlaufend

oder ungleichlaufend sein) und ihre Lage gegen die Gegenebenen bestimmt, führen in unserem specicUen

Fall zu den entsprechenden gleichen ebenen Systemen und Strahlbündel, d. h. zu den 4 Hau])t-

ebenen und den 4 Knotenpunkten; die Doppelpunkte der in der Axe übereinander fallenden projecti-

vischen Punktreiheu sind die Listing'schen symptotischen Punkte u. s. w. Hiedurch werden schliesslich

alle dioptrischen Constructioncn und Formeln einfach Reproductionen bekannter Sätze über projectivische

Punktreihen und Strahlenbiindel, die in gewissen specielleren gegenseitigen Lagen sich befinden.

An Stelle dieser einfachen geometrischen Beziehung zwischen Objectraum und Bildraum ti'itt eine sehr

coniplicirte Abhängigkeit, sobald Strahlen in Betracht gezogen werden, die nicht mehr sehr nahe der optischen

Axe verlaufen, für welche also Einfalls- oder Brechungswinkel nicht mehr sehr kleine Grössen erster Ordnung

sind. In diesem Falle begnügt man sich meist damit, den Gang einiger weniger Strahlen dur(di das Linsen-

system zu untersuchen und hiefür hat Seidel ' sehr practische Irigonometrische Formeln aufgefunden. Ans

ihnen resultirt aber unmittelbar kein einfaches Gesetz der Abhängigkeit zwischen einfallendem und austre-

tendem Strahle wie es etwa für unendlich dünne axiale Strahlenbündel aufgestellt werden kann und es war

auch gar nicht der Zweck der Scidel'schen Abhandlung zu c inem solchen hinzufiiin-cn.

Einen solchen Zweck verfolgt eine von Zincken- Sommer unter dem Titel: „Über die Brechung

eines Lichtstrahles durch ein Linsensystem"" veröffentlichte Arlieit. In dieser wird gezeigt, „dass

sich die Abhängigkeit des gebrochenen Strahles vom einfallemlen ohne jedwede Vernachlässigung und zwar

durch sehr einfache Gesetze darstellen lässt, wenn man die Gauss'scheu Definitionen derart erweitert, dass

jedem Strahle je nach seiner Lage besondere Brennweiten, sowie auch besondere Brenn-, Haupt- und

Kreuzungspunkte zugethciit werden". Um den Inhalt des von Zincken-Sommer ausgesi)rochenen Abliän

gigkcitsgesetzes im Zusammenhange mit dem für eine erste Näherung giltigen zu übersehen, betrachten

wir zuerst eiu der optischen Axe unendlich nahes Strahlensyslem. Es sei <S ein einfallender und S' der ihm

entsprechende austretende Strahl. Diese beiden Strahlen mögen die respectiven Brenn- und Hauptebenen

' Ciul's Ucpertoriiini für jiiiy.'sikjilisoiic Tcclinik, lll. üaiid, |>. isü7— 183.

- Borchardt-Crcllc .lounial, L.XXXII. IJand, p. 31— 14.
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ÜUr Brechniij and Reflexion aw ndlich dünner Strahlevsynteme an Kugelflächen. 165

treften in (h'ii rnnkten /', /' e und e', ferner die von Töpler' als negative Hanptebenen bezeichneten in y

nnd
<i',

endlich seien i und i' die Knoten- oder Kreuzung-spiuikte des brechenden Systemes. Alsdann gelten die

folgenden nezielamgeu

:

Eh.Sill Eh.S'i', ee^u',fi^e'f, e/^fi',

f =.fe^ gf- f'
== /'^'= 'J'f

die beiden letzten Relationen sind eine uninittelbare Folge der vorhergehenden. Genan dieselben

Heziehnngen gelten nach Zincke n -Sommer auch wenn .S und S' zwei beliebige zusammengehörige KStrahlen

sind ohne alle Vernachlässigungen, oder besser ausgedrückt, man kann auch dann noch auf der Axe zwei

l'unkte /und /', auf den Strahlen zwei Punkte /' und /' ferner zwei Längen 9 und
f'

angeben, von solcher

Beschaffenheit, dass, wenn man nach den in zweiter Reihe stehenden Gleichungen noch die Punkte e
ff,

e' nnd g' construirt auch die übrigen Relationen bestehen.

Allein es wäre unrichtig, dieses Abhängigkeitsgesetz als ein solches aufzufassen, das sein Bestehen der

dioptrischen Beziehung zwischen ^' und *S" verdankt; es gilt vielmehr ganz allgemein und in Folge dessen

auch für zwei Strahlen, die in iler liezichung wie eintretender und austretender Strahl zu einander stehen.

In der That, es seien S und S' zwei ganz beliebige Gerade und A eine dritte, welche Sund .S" nicht schneidet.

Durch 8 legen wir eine Ebene E parallel zu .S' und durch .S' die Ehene E parallel zu S. Die Ebenen E und E
mögen die Gerade A in den Punkten / und /' schneiden, dann sind diese Punkte die Kreuzungspunkte. Legt

man durch diese parallele Gerade zu S' und S' und sind / und /' die Durchschnittspunkte mit -S' und S', so

sind /' und/ die früher als Brennpunkte benannten Punkte und if='j'', «7'= ^ tut' beiden Brennweiten.

Bestimmt mau nnttelst derselben in der früher angegebenen Weise noch die Punkte e,
ff
auf ii'und e',

ff'
auf >S",

so erkennt mau zunächst, dass ea' gleich und parallel zu ii' ist. Denn es sind ifle nnd i'fe' zwei cougruente

Dreiecke, in welchen

{/'+;/''-' "•"' ./'+'/'

ist, es muss also auch

d. h. ii'ee' ein Parallelogramm sein; die übrigen Beziehungen ergeben sich sofort.

Man kann also innner für irgend zwei Gerade S und *S" in ISezug auf eine dritte Gerade ein und im

Allgemeinen nur e in Punktsystem ifeg, i'f'e'ff' angeben, welchem die von Zincke u- Sommer für zwei

Strahlen nachgewiesene Eigenschaften zukommen. Mit der Natur des brechenden Systemes und dem

Brechungsgesetze stehen aber diese Eigenschaften in keinem noiliwendigen Zusammenhange.

Erst der Umstand, dass für ein der optischen Axe unendlich nahes Strahlensystem die Punkte i und

/' für alle Strahlen dieselben bleiben und der geometrische Ort der Punkte /; e, g u. s. w., d. h. die Brenn-

ebenen die llau])tebcnen etc. angegeben werden können, macht diese Punkte zu Fundamental|)unkten des

brechenden Systemes. Im Falle endlicher Neigungen der Stralilen gegen die Axe, können diese Punkte für

Jeden Strahl erst gefunden werden, wenn die Lage iles Straiiles schon bekannt ist.

Herr Zincken- Sommer führt noch den Satz an: dass die Entfernungen der eintretenden und aus-

tretenden Strahlen von ihren respectivcn Knotenpunkten «und i' sich Acrhalten wie die absoluten Brechungs-

indices des letzten und des ersten Mittels.

Es ist natürlich immer, und zwar auf unendlich viele Arten möglich, die Gerade .1 so zu wählen, dass

die Entfernungen der auf ihr liegenden Punkte / und /'' von den respectiven Strahlen gleich werden gegebenen

Längen; man braucht nur in den ebenen E und E' parallele Gerade zu Ä und 8' in den verlangten Distanzen

zu ziehen und A so zu legen, dass sie diese Geraden schneidet. Obiger Satz an sich hat also ebenfalls keine

Pogg. Ahm. Ilauil i XLIl, |i. 232.
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166 F. Lipplvh.

unmittelbare Bezieliung zu der dioptrisclien Al)li;in.ü,-igkcit zwisohen 6' und &. Dass aber jene Lagen von Ä,

für welche der Satz gilt, bestimmt sind durch die Natur des brechenden Systemes und
durch das Brechungsgesetz, gibt diesem Satze alsdann auch eine dioptrische Bedeutung. Diese Lagen

von A wollen wir nun uutsuclien.

Zu diesem Zwecke sei (Fig. 1 a)n, b,c,d,e der Weg eines Lichtstrahles durch das brechende System, b, c, d

die aufeinaLder folgenden Einfallspunkte, bß, c/, do die Einfallsnormalen; je drei in b, c und d znsammcn-

stossende Gerade liegen also in einer Ebene. Die absoluten Brechungsindices der auf einander folgenden

Medien seien bezeichnet mit v, v„ v^, v'. Durch einen lieliebigen Punkt O (Fig. 1 b) legen wir die Strahlen Ob,

Oc, Co? und Oe beziehungsweise parallel zu ab, bc, cd und de; auf Ob tragen wir eine beliebige Strecke Ob

von aus auf, und machen dann der Reihe nach bc parallel zu bß, cd parallel zu c-y und de parallel zu do.

Die Figuren 1« und Ib können aufgefasst werden, als die graphische Zusammensetzung einer in ab wirken-

den Kraft gleich Ob mit den in den Einfallsiiormalen wirkenden Kräften bc, cd, de und es ist dann de (1„)

die Lage der Resultante und Oe ihre Grösse. Legt man nun eine beliebige Gerade A, so muss das statische

Moment von de bezüglich dieser Geraden gleich sein der Summe der statischen Momente von ab, bß, c-/

und dö. Wir wollen die Gerade so wählen, dass bezüglich derselben die Summe der statischen Momente, der

in den Einfallsnornialen wirkenden Kräfte für sich verschwindet. Bezüglich dieser Geraden ist dann das

Moment von de gleich dem Momente von ab, d. h. denkt man sich in ab irgendwo die Strecke Ob abgetragen,

in de die Strecke Oe und wählt auf A irgend zwei Punkte J und J' so werden die Projectioneu der Dreiecks-

flächen JOb und J'Oe auf eine zu A senkrechte Ebene einander gleich. Lässt man weiter die Punkte J und J'

zusammenfallen mit den Punkten i'und i', so werden die Dreiecksflächen iOb und i'Oe zu einander parallel

und ans der Gleichheit ihrer Pnjectiouen auf die zu A senkrechte Ebene folgt die Gleichheit der Dreiecks-

flächen selbst. Sind daher .s- and s' die Längen der von i und i', beziehungsweise auf ab und de gefällten

Senkrechten, so ist also

:

s.Ob^ö'.Oe.

In Folge des Brechungsgesetzes hat man (Fig. ]/-)

Oc V, Od v^ Oe V

Ob~~^' Oc"" v^' Od^ v^

und hieraus durch Multiplication

6'e_v'

Ob ~ V

Miltelst dieser Gleicliting orgibt sich nun sofort

s : s' =^ v' ; V.

Es gibt also unendlich viele Gerade A, welche die EigenschafI besitzen, dass die Entfernungen des ein-

iind austretenden Strahles von ihren auf .1 gelegenen Kreuzungspunkten sich verkehrt, verhalten wie die

absoluten Brechungsindices der Medien, in denen sie verlaul'en. Diese Geraden sind ihrer Lage nach

abhängig von der Natur des brechenden Systemes und den dasselbe (liinhlaufeiiden Strahl; sie gehen nämlich

immer hindurch durch die beiden sich nicht schneidenden Kräfte, welche man an Stelle der in den Einfalls-

normalen wirkend zu denkenden Kräfte setzen kann.

Jjcstelit das brechende System aus einem Systeme centrirter KugelHächen, ' so hat die optische Axe für

alle Strahlen die ausgesprochene EigenschafI; denn sie geht innner hindurch durch sämmtliche Einfalls-

nornialen, die Momentensumme der in denselben wirkenden Kräfte ist also immer gleich Null. Für ein

derartiges System gilt demnach der Satz:

1 Üdi'r nllmMiK'iuci' ans IJotatiiiiisniiclu'ii mit Hi'infinsiouijr Kütation8-Axe.
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über Brechung und Reflexion miendlicli dümu-r Strahlensysteme an Kugelflnchen 167

Sind <S' luul S' eiiili-eteiider und austretender Strahl bezüglich eines Systemes
centrirter brechender Kng-elfläclien und «', i' die Durcbschnit tspunkte der optischen

Axe mit zwei durch S und »V parallel zu S und 8 gelegten Ebenen,' so verhalten sich

die Abstände der Strahlen von den zugehörigen Punkten i \\ n d /' verkehrt wie die

absoluten ürechungsindices der Medien, in denen sie verlaufen.

Liegen Ä und 8 mit A in derselben Ebene, so werden die Punkte i wwA /' unbestimmt. Es gibt dann

unendlich viele Punktpaare e', i' , welche die eben ausgesprochene Eigenschaft besitzen und demgemäss

unendlich viele aus ihnen abgeleitete Punktsysteme f, e, g, /', e', g'. Unter diesen unendlich vielen Punkt-

paaren i, i' wird es eines geben, das die Grenzlage hat, i)ezüglich zweier unendlich nahe an 8 und 8' ver-

laufender, aber die Axe nicht schneidender Strahlen. Diese Punkte und die aus ihnen abgeleiteten /, / etc.

hal)en dann auch eine wichtige dioptrische Bedeutung.*

Eine Verallgemeinerung der iür unendlich dünne Strahlensysteme, die der ojitischen Axe unendlich

nahe verlaufen, giltigen Gesetze ist zu erwarten, für solche unendlich dünne Strahlensystcme, denen nicht

mehr unendlich kleine Einfnlls- und Brediungswinkel zukommen. Solche Straldensysteme sind für gewisse

specielle Fälle bereits behandelt worden; so von Kvech* für den Fall einer planconvexen Linse und eines

im Axenpunkte der convexen Seite einfallenden homocentrischen Strahlenbündels, ferner von lleruiann''

für ein eben solches Strahlenbündel und eine beliebige Linse in mehr elementarer Weise.

Ein Strahlenbündel, welches aus einem homocentrischen, durch beliebig viele Breclningen in homogenen

und isotropen Medien entstanden ist, hat liekanntlicli die Eigenschaft, dass die sänniitlichen Strahlen desselben

durch zwei Linienelemente, die Brennlinien hindurch gehen; die Richtungen dieser Brcnnlinieu stehen

auf einander uii<l aul der Hiclitniig des Strahlenbündels oder besser ausgedrückt, auf einem mittleren Strahle

desselben, den wir die Axe des P.ündels nennen wollen, senkrecht; zwischen den beiden Brennlinien, auf

der sogenannten Brenn strecke liegen die kürzesten Entfernungen der Strahlen von einander. Alle diese

Eigenschaften folgen aus der allgemeinen Theorie unendlich dünner Strali!enl)ündel aus demPmstande, dass

die gebrochenen Strahlen innncr Normalen einer Fläche, der Wellenfläche sind.'^ Au Stelle des Bildpiiuktes

im Falle eines der optischen Axe unendlich nahen Strahlensystemes, treten jetzt die beiden Breunlinien.oder

eigentlich die ganze Brennstrecke. Diese Brenulinien sollen Bildlinien, die Punkte, in denen sie die Axe

schneiden, Bild|)unkte und das zwischen beiden liegende Siück der Axe soll Bild strecke genannt

werden, indem wir die Benennungen Brennlinien, Brennpunkte und Hrennstrecke für den Fall reserviren, als

es sich um Bildlinien eines einfallenden Parallelstrahlenbündels handelt. Durch Angabe der Lage der beiden

iiildliuien ist das gebrochene Strahlenbündel vollkommen bestimmt.

Die im Folgenden zunächst für eine einzige brechende Fläche entwickelten Eigenschaften unendlich

dünner Strahlenbündel werden besonders dann sehr einlach und scidiessen sich den Eigenschaften der

Strahlenbündel, die der oiitischen Axe unendlich nahe verlaufen aufs Engste au, wenn die Axe des einfallen-

den Bündels und folglich auch die Axen der gebrochenen in einer durch die optische Axe gehenden Ebene

liegen. Dieser Fall ist bezüglich aller einfallenden Bündel vorhanden, wenn das leuchtende Object beliebig

gross, die Öffnung der ihm zugekehrten vordersten Linsenfläche aber iinendlii-h klein und in der optischen

Axe gelegen ist, oder wenn das Umgekehrte statttindet.

' In dieser Weise defiiiirt auch Ziu cken -Sfiinm er die Kreiiziniysimiilcte gelegentlieli; siehe Mon.ifsberiflite der k.

preuss. Akiuh'iuie, Pebiii.ar IS76, p. 128.

- Hie sind nämlich alsd.-inn wirklichi' Brennpunlcte, und zwmt die im l''iili;enden als erste Breiin|mnUfe der .Strahlen

bezeichneten Punkte.

^ De hnninis fascibus infinite teuuibns disqiiisitiones. Dis.sert.-ifio inauf^-uralis, Berlin isns.

* Über den schiefen Durclifiang' von .Stiahlenbiindcdn durcli Linsen, Zürich 18 74.

^ Vergl. z. H. Kummer, (UeUe's Journal, Band LVU
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168 F. Lippicli.

I. Brechung an einer Kngeliläche.

C 11 s t r uc t i o n des gebrochenen Strahles.

Die Dnrlegnng der Beziehung zwischen einfallendem und gebrochenem Sfrahlenbündel auf geometrischem

Wege, vereinfacht sich ungemein durch eine richtige Wahl der Construction des gebrochenen Strahles aus

dem einfallenden; wir benützen die folgende.

Es sei A' (Fig. 2) die brechende Kugeltiäche vom Radius r, welche die beiden Medien N und A^' trennt,

deren absolute Hrechungsindices mit v und v' bezeichnet seien. Zu dem im Medium N verlaufenden Strahle S

o-eliöre als gebrochener der Strahl 8', beide treffen sicii im Punkte m der Kugelfläciie, deren Mittelpunlct A'ist,

so dass ]{m= r die Einfallsnorniale wird. Wir zielien eine Gerade, wclclie iS', <S" und r beziehungsweise in

II , n'. und k^ schneidet, so, dass Winkel /.-, n^m gleich wird dem Brechungswinkel 8'r=ß und zugleich der

Winkel k^n\m gleich wird dem Einfallswinkel Ä-= a. Durch einen gegebenen Punkt Z-, kann immer eine,

aber nur eine, derartige Gerade gezogen werden. .\us den Dreiecken /i-, w, m und k^ vi ?i\ folgt sofort:

^— sin« v' -p— -—
, -— sinß v

k,)i, = k,ni.—.——^ — .A-, w, /i-,?>,^=/i,m.. . = .A-.m.
' ' ' sm ß V ' ' ' ' ' sm u y '

Beschreibt man also ;uis einem Punkte der Eiiil'.illsiinrmalc zwei Kugeln IS, und ^'| , deren Badien das

-, beziehungsweise das -,fache sind der Knttei'iiung dieses Punktes vom Einfallspunkte m, so ündet mau zu

jedem in w; einfallenden Strahl .v den geln-dchenen <S", indem man den Schnittpunkt von «V und S, iidt k^ ver-

bindet und den Durchslosspunkt dieser Verbindungslinie mit i:', suclit; durcli diesen und /« geht der

gebrociiene Strahl -S".

Verlegt mau den Punkt /.., in den Kugelmittelpiinkt /•, so bleiben die zur Construction des gebrochenen

Strahles jetzt in Verwendung tretenden Kugeln ganz unabhändig von der Lage des Einfallspnnktes und man

hat daher tiir die Brechung an einer Kugeltläehe folgenden einfachen Satz:

(1)... Man beschreibe aus dem Mittelpunkte / der brechenden Kugel vom L'adius r

zwei Kugeln ^ und i;' mit den Radien - /• und - r. Ist 5 ein im Medium N verlau-
V v'

fender Strahl, der die brechende Kugel in m, die Kugel i] in n schneidet, und sucht

man den Punkt i/, in welchem die Kugel i^'vom Ilal li s t la h 1 /,-ii getroffen wird; so

ist die Gerade mn' der im Medium N'' verlaufende gebrochene Strahl 8'. Von den

lieiden möglichen Schnittpunkten des Sti'ahles 8 mit der KngMil i;ist iiiebei jener

zu wählen, für welchen die in iV, respective in N' verlaufenden Strahlentheile von

8 und *S" auf entgegengesetzten Seiten der Einfallsnorniale zn liegen kommen.

Abhängigkeit zwischen Object und Bild Punkt in einigen e infae heu Fäl I e n.

Ans der soeben angegebenen Constructioiismuthodc ergibt sich sofort, dass allen einfallenden Strahlen,

die dnrcli den Punkt // auf lil gehen gebrochene Strahlen entsprechen, die sämmtlich hindurchgehen durch

(Um Punkt «' auf X'. Es entspricht also in diesem Falle einem einfallenden bomocentrisehen Strahlenbündel

als gebrochenes wieder ein homocentrisches, und zwar bei endlicher Ausdehnung der Bündel. Zu irgend

einem auf ^i gelegenen Object|)unkt gehört als Bild](unkt jener Punkt auf S', der mit ersterem und dem

Kugelmitteliiunkl auf einer (Geraden liegt und umgekehrt. Da diese beiden Punkte immer auf einem von /,•

ausgehenden llalbstra li le liegen, so ist auch immer einer der beiden Punkte das virtuelle Bild des

anderen und daher auch eine der beiden KugelHächen ^ und i]' das virtuelle Bild des anderen. In dem Falle

v'>>v z.B., welcher der Figur 2 entspricht, ist i; virtuelles Bild von S'.' Tim für irgend ein Paar solcher Punkte

' Dieser Satz ist ;nicli von Uerinann in der nbeii pitlitcu sduill (p. lli gft'iiinleii worden.
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Über Brevhuiig und Uiß('.i:io)i um lullich dünner Striddcnsijskme an Kngeißäclioi. 160

jenen 'I'lieil der liroclienflen Knj;plfl<äcln' A' /.u linilcn, der die Kinfallsi)unktc entliält, hat man ans einem der

l)eiden l'nnktc den Tani^iningskegel an K zu legen (ans einem der be.iilen Punkte ist ein solcher immer

möglich), vou den beiden Tlieilen, in welche die Kugel /v durch den Berührungskreis gctheilt wird, enthält

dann jener die Einfallsyuidvte, welcher vou dem die Punkte verbindenden Halbstrahl aus k nicht

getrotfen wird.

Wir haben also folgenden Satz:

(!')... Die in Satz (1) erwähnten Kugelfiäch en X und }i' haben die Eigenschaft, dass

jedem beliebigen in A'^ verlaufenden humücentrischeii S trahlenbündcl das sein

Centrum auf }2 hat, als gebrochenes wieder ein solches in A^' mit dem Centrum auf}2'

entspricht und umgekehrt; die beiden (-'entra liegen auf deuiselben von k aus-

g e h ende n H a 1 b s t r

a

hie.

Wir wälilen auf 8 einen l)eliebigen Punkt a, ziehen ak bis zum Durclischnitt «', mit S' und lassen die

Figur «»(«', um aa\ roliren; dann wird in jeder Lage ma'^ ein gebroi'hener Sti-ahl sein, der zu um als ein-

fallenilem gehört.

Daraus folgt:

(3)... Sind die Strahlen eines in N verlaufenden iiomocen tri sehen Strahlonbiiu dels

gelegen auf der Oberfläche eines geraden Kreiskegels, dessen Axe durch k geht,

so entsprechen ihnen gel)rocheue Strahlen in iV die auf einem eben solchen Kegel

liegen. Es liegen demnach alle Vereinigungspunkte jener gebrochenen Strahlen, die

einfallenden Strahlenkegeln mit gemeinsamer Axe durch k entsprechen, auf eben

dieser Axe.

Es sei in Fig. 3 wieder S der einfallende und <S" der gebrochene Strahl, km die Einfallsnormale. In der

Ebene BkS' construircn wir um km als Durchmesser einen Kreis ''

',,
der also die brechende Kugel K in m.

lierührt und den einfallenden Strahl zum zweiten Male schneidet in b. In der Ebene >SS' denken wir uns

weitere einfallende Strahlen, die alle hindurchgehen, durch diesen Punkt h, aber säinmtlich dem Strahle S

unendlich nahe liegen. Alle diese Strahlen gehen nach der Brechung hindurch durch h\, den zweiten Schnitt-

punkt des Kreises C mit .S". In der That zieht man zu den unendlich nahe an m gelegenen Einfallspunkten

die Einfallsnormalen und bemerkt, dass mit Vernachlässigung unendlich kleiner GriJssen zweiter Ordnung,

die Einfallspnnkte auf C liegend angenommen werden dürfen, so ergeben sich für alle nach b convergirende

Strahlen gleiche Einfallswinkel über den Bogen kb, es müssen demnach auch sämintliehe Brechungswinkel

unter einander gleich sein und als Periphericwinkel im Kreise C über denselben Bogen kb\ stehen. Man kann

demnach behaupten:

(4).,. Liegt ein unendlich dünnes einfallendes Strah lenbnschel in einer durch den

Mittelpunkt der brechenden Kugelfläche gehenden Ebene und sein Centrum b auf

jenem Kreise, der um den Einfallsradius als Durchmesser in dieser Ebene besehi-ieben

wird, so vereinigen sich die Strahlen nach der Brechung (bis auf unendlich kleine

Grössen zweiter Ordnung genau) wieder in einem Punkte b\ dieses Kreises.

Für Strahlen, welche zwar unendlich nahe an 8 einfallend durch b gehen, aber nicht in der Ebene SS'

liegen, gilt dieser Satz, wie leicht ersichtlich, nicht mehr, weil alsdann die Einfallsebenen (die durch bk gehen)

um unendlich kleine Grössen erster Ordnung von b\ abstehen.

Brechung homocentrisc her Stralilenbündel.

Wir denken uns in « (Fig. 2) das Centrum eines unendlich dünnen einfallenden Strahlenbündels, dessen

Axe S ist. Alle seine Strahlen können so in Gruppen zusammengefasst werden, dass jede Gruppe liegt in der

Oberfläche eines geraden Kreiskegels, dessen Axe mit (dt- zusammenfällt. In Folge des Satzes (3) gehen daher

alle Strahlen nach der Brechung hindurch durch ein Linienelement, gelegen auf akäf^ von welchem «', ein

Dciikf chriflen der n..'ilheni.-iiatui-w. Gl. XXX^III. Bd. AUliaiidl. von NU-hliiiitsliedcrn- ^V
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170 F. Lippich.

Punkt ist 1111(1 zwar ein Punkt, in dem sich jene einlullenden Strahlen nach der Brecbiing vereinigen, welche

in der durch Kotatioii von *S' um ak entstehenden KegelHäche liegen. Mit Vernaclilässigmig unendlich kleiner

Grössen zweiter Ordnung darf man diese Strahlen auch als gelegen annehmen in einer durch S senkrecht zur

Einfallsebene S 8' geführten Ebene P und ebenso die gebidchcnen Strahlen, die durch u\ gehen, in einer

durch 8' senkrecht zu 8Ü' geführten Ebene F.

Das Liuienelement bei a\ ist die eine Bildlinie des gebrochenen Strahlensystemes und zwar gehen durch

dieses Element alle Strahlen genau hindurch. Errichtet man in a\ eine Ebene Q senkrecht auf 8' und

bestimmt ihren Schnitt mit dem Strahlensysteme, so bemerkt man sofort, dass die Schnittpunkte aller Strahlen

von dem Durciischnitte der Einfallsebene mit (J höchstens um unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung

abstellen künuen. Bis auf solche Grössen genau wird demnacb das in der Einfallsebene liegende, durch a',

senkrecht zu S' gezogene Linienelement als die eine der beiden zur Strahlenaxe senkrechten Bildlinien

anzunehmen sein. Wir wollen sie die erste Bildlinie und ihren Durchschnitt mit der Strahlenaxe «', den

ersten Bildpuukt nennen. Die zweite Bildliiiie desselben Strahlensystemes wird nun durch einen

gewissen Punkt Oj,', den zweiten Bildpunkt, hindurchgehen und auf der Einfallsebene senkrecht stehen.

Aus Gründen der Symmetrie erkennt man sofort, dass sich in a'^ die in der Einfallsebene 88 gelegenen

gebrochenen Strahlen vereinigen, also Strahlen, die vor der Brechung in derselben Ebene lagen.

(5)... Nennt man bezüglich eines einfallenden homocentrischen Strahlenbündels jenen

Vereinigungspunkt gebrochener Strahlen den ersten Bildpunkt, für welchen gebro-

chene und folglich auch einfallende Strahlen in zur Einfallsebene senkrechten

Ebenen, jenen Vereiniguugspunkt gebrochener St rahlen aber den zweiten Bildpnnkt,

für welchen einfallende und gebrocbene Strahlen in der Einfallsebene verlaufen;

so liegt die erste Bildlinie in der Einfallsebene, die zweite dagegen senkrecht.

Durch Angabe der beiden Bildpunkte ist das gebrochene Strahlenbündel vollkommen bestimmt, da durch

die Lage der Einfallsebene 8'k auch die Lage der Bildlinien bekannt ist. Doch gilt dies natürlich nur dann,

wenn das einfallende Strahlenbündel ein homocentrisches war.

Es sei T ein zweiter in m (in Fig. 2 nicht gezeichneter) einfallender Strahl, der als Axe irgend eines

homocentrischen Strahlenbündels angesehen werden mag und der mit 8 einen Winkel bildet, unendlich klein

der ersten Ordnung; dann wird von derselben Ordnung auch der Winkel sein, den der gebrochene Strahl T'

ndt 8' bildet. Liegt nun T in der (durch 8 senkrecht zur Einfallsebene geführten) Ebene P, so erkennt man

leicht/ dass dann mit Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen zweiter Ordnung 2" liegen wird in der

(durch 8' senkrecht zur Einfallsebene geführten) Ebene I" und mit demselben Grade der Genauigkeit werden

auch alle jene Strahlen, die von einem auf T gelegenen Punkte ausgehend, sich nach der Brechung im ersten

Bildpunkt vereinigen, gelegen sein in der Ebene P, beziehungsweise /". Liegt aber T in der Ebene 8k,

die E heissen mag, so liegt 2" in der Ebene >S'7,-, die mit E bezeichnet sei, und alle jene Strahlen, die von

einem auf T gelegenen Punkte ausgehend sich in dessen zweitem Bild punkte nach der Brechung

vereinigen, verlaufen in den zusammenfallenden Ebenen E und E'. Beschränkt man sich demnach nur auf

Strahlen, die *S, respective 8' unendlich nahe verlaufen, so haben die ebenen Systeme 7' und T" die Eigen-

schaft, dass einem in P gelegenen homocentrischen Strahlenbündel ein eben solches in i" als gebrochenes

zukommt und Gleiches gilt von den ebenen Systemen E und E'. Weist man daher jedem Strahle in P oder E
den gebrochenen in /

', beziehungsweise in E' als entsprechenden, jedem Punkte in 7' aber in P seinen

ersten, jedem Punkte in E seinen zweiten Bildpunkt in E' als entsprechenden zu, so zeigt sich,

dass 7' zu P' und E zu E' col linear sind, denn entsprechende Strahlen gehen durch entsprechende Punkte

und ei.tsprechende Punkte werden durch entsprechende Strahlen verbunden. Bemerkt man überdies, dass P
und /" die in der zur Einfallsebene senkrechten Tangente an die brechende Kugel gelegene Reihe der

' Z. B. aus tlcr in (1} gczcigtou Cuiistnictiuu des gebrocheuen Strahles.
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Üb('r Brechung und Rcßexion unendlich dünner t^irahlensysteme an Kugelflächen. 171

Einfallspiinkte, E und E' aber, die in der Einfallsebeue gelegene Kugeltangeute entsprechend gemein haben,

so ergibt sich die Eichtigkeit des folgenden Satzes:

(())... Schneidet man ein beliebiges, unendlich dünnes, einfallendes Strahlensystem

und das durch Brechung daraus entstandene, durch zwei Ebenen I' und 7", welche

beziehungsweise durch die Axen S und S' der Systeme hindurchgehen und auf der

Ebene SS' senkrecht stehen, so sind die ebenen Systeme 1' und J' zu einander

perspectivisch und Gleiches gilt von den in einander liegenden ebenen Systemen E
und E', die zusammenfallen mit der Ebene SS'. Von je zwei entsprechenden Strahlen

dieser Systeme ist dereine der gebrochene des anderen und von je zwei entsprechen-

den Punkten in 7' und 7" ist dereine der erste Bi Idp unkt des anderen, der zweite Bi Id-

p u n k t des anderen aber in E u n d E'. Es sind also auch perspectivisch die R e i h e n

der ersten und zweiten Bildpunkte in der einen Axe zur Reihe der in der anderen
Axe gelegenen Centras homocentrischer Strahlenbüschel und die beiden erst-

genannten Reihen unter einander proj ectiviscli.

Daraus, dass der zu einem Punkte a auf 6' gehörige erste Bildpunkt a[ auf der Geraden ak liegt, oder

dass zwei entsprechende Strahlen von P und P mit der Einf'allsnormale in einer Ebene liegen müssen, die

nlso immer dui-cli k geht, folgt sofort, dass der Kugelmittelpnnkt k das perspectivische Centrum der Systeme

/ und /" ist. Es erüi)rigt noch, das CoUineationscentrum der beiden in einander liegenden Systeme E und E'

aufzufinden. Zu diesem Zwecke sei in Fig. 3 l-u'n die Gerade, welclie mit dem einfallenden Strahle Sm bei n

einen Winkel gleicii dem Brecliungswinkel einschiiesst. Zu einer Punktreihe auf S gehören auf S' die beiden

Reihen, gebildet von den ersten und zweiten Bildpunkten. Für diese in einander liegenden projectivischen

Punktreiiien ist nun offenbar m ein Doppelpunkt, aber auch w' in Folge des Satzes (2), d. h. in m. und in «'

fallen' erster und zweiter Bildpunkt zusammen. Die in n' zusammenfallenden Bildpunkte entsprechen dem

Punkte w auf S, da sonach kn'n die Verbindungslinie von n mit seinem zweiten Biidpunkte in n' ist, so muss

das gesuchte Centrum auf dieser Geradon liegen. Erinnern wir uns noch des Satzes (4), so ist, mit Rücksicht

auf die in (5) gegebene Definition der zweiten Bildpunkte, sofort ersichtlich, dass h'^ der zweite Bildpunkt

von // ist, somit liefert der Durchschnitt der Verbindungslinie bb'^ mit kn das gesuchte CoUineationscentrum l

der Systeme E und E'.

(7)... Die Systeme P und 7" schneiden sich in einer Tangente an die brechende

K u g e 1 f'l ii c he und haben i h r p e r s p e c t i v i s c h e s Centrum im M i 1 1 e 1 p u n k t e k d e r s e 1 b e n.

Die in einander liegenden Systeme £ und E' haben zur CoUineatio nsaxe die Tan-

gente an die brechende Kugelfläche im Einfallspunkte, ihr Coli ineation scentrunW

liegt auf einer durch den Kugelmittelpnnkt gezogenen Geraden, die mit dem ein-

fallenden und gebrochenen Strahl Winkel bildet, die gleich sind dem Brechungs-,

beziehungsweise dem Einfallswinkel und auf der Geraden, welche die Schnitt-

punkte eines um den Einfallsradius als Durchmesser geschlagenen Kreises mit

den einfallenden und gebrochenen Strahl verbindet.

Sehr einfach und elegant wird hiernach die Construction, durch welche man zu irgend einem Oftject-

punkte, d. h. zu einem Centrum eines einfallenden honiocentiischen Strahlenbündels die beiden Biidpunkte

oder die Bildstrecke findet.

(8)... Die zu irgend einem Objectpunktc gehörige Bildstrecke ist die Central-

projection der zugehörigen Strecke // auf die Axe des geljroclienen Strahlen-

bündels aus dem Objectpunktc.

Zieht man durch /• und / Paralle zu /S' und S', so ergeben sieh die Brennpunkte und Brennst recken

auf S', respective auf S.

\v *
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1V2 J^. Lippi.ch.

Beziehung- /wischen Objectraum uiul Bild i;iuni.

Sind im Räume N irgendwelche reelle oder imaginäre Objectpunkte gegeben als Mittelpunkte homo-

centrischer Strahlenbiischel, alle gelegen unendlich nahe an S, Fig. 2, deren Strahlen einfallen in den Punkten

eines Flächenelcnientes der brechenden Kugelfläche bei m, so soll die Beziehung ermittelt werden zwischen

diesen Objectpunkten und den ihnen entsprechenden ersten und zweiten Bildpiinkten im Räume N'. Durch die

vorhergehenden Betrachtungen ist die Beziehung zwischen Object- und liildpunkten nur aufgefunden worden

für specielle Lagen ebener Systeme. Ausserdem war diese aufgefundene Beziehung beschränkt durch

die Annahmen, dass entsprechende Strahlen unendlich kleine Winkel bildeu mit <S', respective mit 6", ohne welche

15cschränkung die perspectivische Lage der Systeme E und E', wie sie in ((5) und (7) ausgesprochen wurde,

nicht behauptet werden könnte.

'

Da einem Objectpunkte zwei Bildlinien entsprechen und jeder Punkt einer solchen Bildlinie :ils Bild-

punkt angesehen werden kann, so ist die so eben gestellte Aufgabe keine eindeutige. Hie kann aber

dadurch zu einer eindeutigen gemacht werden, dnss wir eine Fcstsetzuug darüber eintreten lassen, was wir

unter der Axe des einfallenden Strahlenbündels verstehen wollen; auf dem dieser Axe entsprechenden

gebrochenen Strahl, oder der Axe des gebrochenen Stralilenbündels, liegen alsdann die Hildpuiikte.

Zweierlei Festsetzungen können diesbezüglich getroffen werden, die zu besonders einfachen Resultaten

führen. Entweder, wir nehmen jene Strahlen der einfallenden Bündel zu Axen derselben, die durch einen und

denselben Punkt n auf der Kugel S, oder aber jene Strahlen sollen Axen sein, die durch einen und denselben

Punkt m auf der brechenden Kugel gehen. Wir wollen uns für die letztere Alternative entscheiden.

Zu den Punkten des unendlich dünnen Raumtheiles in N, dessen Axe -b' ist, suchen wir die ersten und

zweiten Bildi)unkte, welche gewisse unendlich dünne Raumtheile in A'' erfüllen werden, deren Axe S' ist.

Sowohl Objectraum A' und erster Bildraum (Raum der ersten Bildpunktc) A'j als auch Objectraum und zweiter

Bildraum A'^ können collinear auf einander bezogen werden. Es ist hiefür zunächst nothwendig, dass zu

Objectpunkten auf einer Geraden Bildpunkte gehören, die wieder auf einer Geraden liegen. Dies ist in der

That der Fall.

Ist nämlich die Gerade, auf welcher die Objectpunkte liegen, um einen endlichen Winkel gegen 8 geneigt,

so liegt nur ein unendlich kleines Stück derselben im Räume iV und die Bildpunkte werden ebenfalls gelegen

sein auf einem unendlicb kleinen Gurvenstück in A^', oder iV, , das, mit Vernachlässigung unendlich kleiner

Grössen zweiter Ordnung, als geiade angesehen werden darf. Ist aber die Gerade A mit der Punktrcihe

ahc... um einen nnerdlich kleinen Winkel geneigt gegen S, so führt tblgeude l'berlegung zum Ziele. Wir

construircn zu ^1 den gebrochenen Strahl A' und auf diesem die Reihe der ersten und zweiten Bildpunkie,

so\\ie die Bildlinien in denselben. Zu ahc sind nun aber jene ersten und zweiten Bildpunkte zu suchen, die

den Strahlen «»/, h/n, c»i. . . als Axen der einfallenden Bündel entsprechen, also auf den diesen Strahlen zu-

gehörigen gebrochenen Strahlen liegen; es sind die Schnittpunkte letzterer Strahlen mit den früher construirt

gedachten Bildlinien. Aber die gebrochenen Strahlen liegen in einer Ebene, in der Ebene durch m nändich

und das von jenen Punkten n' auf ^' gebildete Linienelement, die behufs Gonstruction der gebrochenen Strahlen

zur Verwendung konnnen. Der Schnitt dieser Ebene mit den ersten und zweiten Bddlinien gibt daher die

Reihe der ersten und zweiten Bildpunkte, welche Reihen, da die ersten Bildlinien unter sich parallel sind (sie

liegen in der Ebene AA' senkrecht zu A') uud die zweiten Bildlinien ebenfalls (sie stehen senkrecht auf der

Ebene AA') nothwendig Gerade sind.

Lässt man nun jeden Objectpnnkt seinem ersten, beziehungsweise zweiten Bildpnnkt entsprechen, nimmt

ferner als entsprechende Gerade und Ebenen jene, welche durch cutsprechende Punkte gehen, so ist der

1 In <lor That sind zwei unciiillicli iialie Pniil<tc ali iu E p'H'clicii, deren Vcrbiiuliing-.slhii(^ .mIiim' die 'l':iiif;ente in m
nie, lil unendlicli nalu^ an m Irirt't, und snclit man iliri^ zweiten ltild|)Mnl<te «gAji ^'^ ''•''''' ""'" '''"^ Verä.iderliclikeit des

Pnuktos / mit dor Uiclitnnf^- des einfallenden .Stnildes nielit .insscu- Aelit lassen, da. dies in der Rirlitnns d(M- VerhindmcKd -

linie «Jjij eineu ondliclKMi Felder lierviirlninHt.
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über P,rirhuvci innl Jfeflex/on nnrvdlich diiniipr Sfrnh/en.^i/.itemc nn Kugelflärhn. \1'>,

Raum iVfollinenr zu N[ und zu A'^. Jedocli ist /.ii bemerken, dass jetzt zwei entsprechende Gerade niclit immer

in der Beziehung- von einfallendem und gelirtx heneni Strahle stehen. Denn betrachtet man z. B. einen von «

ausgehenden Strahl, der nicht in der Ebene P liegt, so geht sein entsprechender Strahl wohl durch a',

aber nicht der gebrochene; dieser geht durch einen anderen Punkt der Bildlinic in a\.

Die speciellere Lage dieser collineiucn liäume gegen einander ergibt sich leicht ans der Bemerkung, dass

für dieselben zwei sich entsprechende Ebenen angegeben werden können, die zu einander parallel sind. Die

Objcetpunkfe nämlich in N, welche gelegen sind auf der Kugel }!;, erfüllen ein bei n gelegenes Fiächenelcment

dieser Kugel und ihre ersten oder zweiten Bildpnnkte ein Mäclieuclenicnt bei //' auf der Kugel '^'. Statt dieser

Flächeuelemenle kann man (unter Veniachlässigiing unendlich kleiner Grössen zweiter Ordnung) nun die

Tang-entenebenen T und T' in n iiml n' setzen, und dies sind also zwei entsprechende Ebenen. Diese haben

an die Stelle der Kngeltläclien i; und ^' zu treten, wenn man die Consiruction entsprechender Punkte und

Strahlen auch für Punkte in endlichen Distanzen von S und -S und für Axen von endlicher Neigung gegen

S und 8' ausdehnen will.

Die ebenen Systeme 7' und 7'' sind ähnlich; der unendlich fernen Geraden des einen entspricht die

nni'ndlich ferne Gerade des anderen Systenies. In collinearen Räumen haben alier nur jene sich entsprechende

Ebenen die Eigenschaft, dass sich ihre unendlich fernen Getaden entsprechen, die den sogenannlen t<egen-

elienen parallel sind. Man wird also schliesseu, dass in unserem Falle die Gegenebenen oder Brennebenen

der collinearen Räume zu einander und zu den Tangentenebenen 7' 7" parallel liegen.

Die Räume i\'' und N[ liegen überdies persjjectiviscli; denn Verbindungslinien entsprechender Punkte

gehen durch einen und denselben festen Punkte 1-. Die gemeinsame Ebene miiss durch m gehen, da dies ein

Doppelpunkt der beiden Räume ist und sie mnss jiarallel zu 7' und T liegen; sie möge mit 7/ bezeichnet sein.

In der Linie l- n' n fallen zwei entsi)rechen(le Punktreihen zusammen, irgend zwei entsprechende ebene Systeme,

die senkrecht stehen auf dieser Linie (parallel sind zu den Gegenebenen) sind ähnlich und ihr Ahnlielikeits-

punkt liegt auf dieser Linie selbst, und weil er auch auf aa[ liegt, ist es der Punkt k. Kurz, man hat genau

dieselbe Beziehung zwischen den Räumen N und K[ wie sie auch vorhanden ist zwischen Olijcct- und Mild-

ranm im Falle sehr kleiner Einfalls- und Brechungswinkel. In der Tliat nimmt in diesem Falle auch die

Ebene II eine zur Strahlenaxe senkrechte Lage an.

(9)... Wählt man jene Strahlen der einfallenden und gebrochenen Strahlenbündel zu

Axcn derselben, die hindurchgehen durch einen und denselben Punkt m auf der

brechenden Kugelfläche, so sind der Objectraum und sein erster Bildraum per-

spectivisch zu einander. Das Centrnm des gemeinsamen Strableubündels ist der

Kugelmittelpunkt A-, die gemeinsame Ebene II geht durch m und steht senkrecht

zur Linie kn' n, welche den auf der Kugel S gelegenen Objectpunkt n für einen

mittleren Strahl »S' mit seinem ersten Bild))unkt n' auf i]' verbindet; in dieser Linie

fallen jene zwei entsprechende Punktreilien über einander, die zu den Gegen-
oder Brennebenen senkrecht stehen.

Die Räume N und N'.^ jedoch befinden sich nicht in der gleichen einfachen Lage zu einander. Von der

Scliaar entsi)rechender paralleler Ebenen, die, wie oben bemerkt, zu den Ebenen T und 7'', also auch zu ein-

ander parallel sind, fallen zwar auch jetzt in der durch m gehenden Ebene II zwei entsprechende ebene

Systeme auf einandei-; allein diese Systeme decken sich nicht, sind nicht congruent, wohl aber ähnlieh. Um
dieses einzusehen, hat man sich zunächst zu erinnern, dass die Systeme jedenfalls affine sein müssen,

und weiter zu bemerken, dass sie perspectiviscli liegen. Denkt man sich nämlich zu irgend einem in m
einfallenden Strahle A den gebrochenen A' construirt, so werden die Ehenen SA und S' A' die Ebene //

in derselben Geraden schneiden, somit haben die beiden Systeme ein Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkte

in m entsprechend gemein, und da sich ihre unendlich fernen (ieraden entsprechen, so sind die Systeme

ähnlich.
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I 74 F. Lipjrich.

Das Vcrliältniss zweier entspi-ecliender Strecken lässf sieh ieiclit angeben. Zu diesem Zwecke betrachten

wir einen von a ansgelienden iineniliich nahe an ^S' verlaufenden Strahl aq, Fig. 2, in der Ebene SS' gelegen.

Der ihm entsprechende Strahl, der jetzt zugleich der gebrochene ist, geht durch oj, aber auch durch q. Ist

nun/) der Schnittpunkt von a<j und /i^ der Schnittpunkt von a'^q mit //, so sind p uiid/)^ zwei entsprechende

Punkte der in // liegenden Systcne und mp : mp'^ ist ihr Ahnlichkeitsverhältniss. Da nun qp und qp'^ als

parallel anzusehen sind zum einfallenden und zum gebrochenen Strahle, so hat man aus irgend einem Punkte

der in SS' geleg'enen Kugeltnngente eine Gerade zu ziehen in dieser Ebene und parallel zu 1I\ schneidet

diese in den Punkten y., a und n' beziehungsweise die Tangente, den einfallenden und gebrochenen Strahl, so

ist das gesuchte Verhältniss das von -/.a : x^'.

Irgend zwei entsprechende ebene Systeme, die den Gegenebenen, oder was dasselbe sagt, der Ebene H
parallel liegen, sind ebenfalls ähnlich. Denkt man sich nämlich zu einem Ebenenbüschel, dessen Axe S ist,

das entsprechende gesucht, dessen Axe also S' sein wird, so schneiden sich zwei entsprechende Ebenen dieser

Büschel in einem durch m gehenden Strahle der Ebene H. Schneidet man nun diese Büschel durch die

respecliven Ebenen parallel zu II, und geführt durch die entsprechenden Punkte a und a[ auf S und S', so

erhält man zwei congruentc Strahlenbiischel, deren entsprechende Strahlen parallel sind, denn sie sind

parallel dem entsprechenden Strahle des perspectivischen Durchschnittes H der beiden Ebenenbüscliel. Das

Ähnlichkeitscentrum der beiden Systeme liegt demnach auf der Geraden aa^; es kann leicht angegeben

werden.

Sucht man nämlich zu einem anderen Punkte /* der Ebene durch a den zweiten Bildpunkt b!^, so liegen

die Strahlen bm und mb'^ in einer durch km gehenden Ebene, die Verbindungslinien bb'^ und «oj können

sich daher nur schneiden auf km im Putdite /., Fig 2. Sollen die beiden ebenen Systeme congruent sein, so

niuss das Ähnlichkeitscentrum unendlich weit liegen. Zieht mau demnach durch / eine Parallele zu ^-»j, welche

S und S' schneidet in den Punkten p wwA p!^, Fig 4, so werden die beiden durch /; und p'^ parallel zu II

gelegten Ebenen die verlangte Eigenschaft besitzen.

Die beiden einander entsprechenden, zu den respectiven Gegenebenen senkrecditen Geraden A', A'^ fallen

nicht zusammen. Um sie zu bestimmen, kann man Gebrauch machen von dem Umstände, dass jedem Parallcl-

strahlenbündel in A^ ein Strahlenbiindel in N'^ entspricht, das sein Centrum auf der Gegen- oder Brennebene

dieses Knumes hat. Ziehen wir durch l, Fig. 4, Parallele zu <S' und S', welche diese Strahlen in
/.J

und /j treffen,

so sind diese Punkte die zweiten Brennpunkte der Strahlen und die durch sie parallel zu i/ gelegten Ebenen

/•j und F^ sind die Brennebenen. Sucht nmn zu dem Strahle nis in N, der senkrecht steht auf T, den ent-

sprechenden, so geht letzterer durch m und durch den Punkt s' auf 7", der mit s und /• auf derselben Geraden

liegt. Der Schnitt von ms' mit F'^ oder y^ ist also das Centrum jenes Straldenbündels in N',^, welches dem auf

den Brennebenen senkrechten Parallelstraldenbündel entspricht. Durch diesen Punkt normal zu F'^ geht also

die Gerade A'^. Durch das gleiche Verfahren gelangt man zu
'f^

und -/j,, indem man mt's als Strahl in N'.^

betrachtet und seinen entsprechenden in N sucht. Die Punkte X^T und A'^' 7" liegen natürlich mit k auf einer

Geraden.

Durch / geht die zweite Doppelebene parallel zu // hindurch ; in der That, verschiebt man den Raum iV^

parallel zu sich selbst und zur Ebene //, bis .Y^' auf A, fällt, so wird y ein Doppelpunkt der zusammenfallenden

Beulen und der zweite Doppelpunkt i- muss von F'^ denselben .abstand haben wie q von 7^^; es liegt also r mit

/ in einer zu II parallelen Ebene, weil / der Constructiou nach so liegt, dass If'^^^f^m.

Würde man den Raum N'^ parallel zu sich selbst so verschieben, dass
/(J

auf y; fällt, so wären die Bäume

A' und N'.^ in perspectivische Lage gebracht, die Ebene durch p parallel zu // wäre die Collineationsebene

und (Ins Collineationscentrum wäre, wie leicht zu übersehen, der Schnittpunkt von ?mv mit A^.

(lU)... Unter den gleichen Annahmen, wie in (9) werden Objectraum und sein zweiter

Bildraum collinear, die Brenn- oder Gegenebenen parallel zu einander; in der

Ebene //fallen zwei ähnliche Systeme über einander, deren Ähnlichkeitscentrum

der Punkt ?« ist. Irgend zwei entsprechende zu II parallele ebene Systeme sind
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Über Brediuiig und Heßexiuii a tu ndlich dünner Strahlensysteme an hugelßäclien. 175

ältnlich. Die Käiiine jV und N'.^ können chi icli eine blosse Translation in perspec-

ti vi sehe Lage gebracht werden.

Betrachtet man endlich in A^', und A^'^ je zwei Punkte dann als entsprechende, wenn sie erster und zweiter

Bildpunkt eines und desselben Objectpunktes in N sind, so werden iV,.' und A^^ ebenfalls colliuear. Über-

dies liegen diese Räume perspectivisch; denn in 7" fallen die ersten und /weiten Bildpunkte zusammen. Ua

ferner die Verbindungslinien entsprechender l'unkte alle durch m izehen, so ist dieser Punkt das Centrum des

beiden Käunien gemeinsamen 8trahlenbündels. In der Ebene 11 fallen zwei ähnliche Systeme ziisnnnnen, deren

Ähnlichkeitsverhältniss dasselbe ist wie für die Käume A' und A^, weil ja in 11 die Objecl punkte mit ihren

ersten Bildpunkten zusammenfallen. Auch die Brenn- oder Gegenebenen können leicht augegeben werden.

Zu diesem Zwecke ziehen wir aus /. und /, Fig. 5, Parallele zu ü', welche S in den Brennpunkten /', und /j,

dem ersten und zweiten Brennpunkte des Strahles <S', schneiden. Zieht man alsdann die Gerade /,/, welche

6" schuciden mag in
f^,

so ist dies ein Punkt der Gegenebene von A'^, denn es ist jener zweite Bildpunkt,

für welchen der erste Bildpunkt im Unendlichen liegt; ebenso ist der Schnitt
f

' von kj\ mit S' ein Punkt der

Gegenebene von A^,'. Diese Gegenebenen sind parallel zu 11 und die beiden zu ihnen senkrechten entspre-

chenden Geraden fallen zusanmien in der zu // senkrechten Linie mt'.

Der erste Bildraiim und der zweite liegen perspectivisch zu einander, die

beiden gemeinsame Ebene ist die Tangentenebene an die Kugel ^' im Schnitt-

punkt mit dem Strahle S', und das beiden gemeinsame Strahlenbündel hat sein

Centrum in m, dem Punkte der brechenden Kugelfläche, durch welchen die Axen

der einfallenden S t r a h 1 e n b ü n d e 1 hindurchgehen.

Die aufgefundenen Beziehungen gestatten die Aufgabe: zu einem gegebenen Objeetpunkte die beiden

Bildpunkte zu finden, in sehr mannigfacher Weise zu lösen, namentlich genau nach demselben Verfahren mit

Benützung der Brenn- und Hauptebenen wie der Knotenpunkte, welches aus der Theorie unendlich dünner,

einfallender Strahlcnbündel mit sehr kleinem Einfallswinkel bekannt ist. Da jedoch im gegenwärtigen Falle

die Beziehung zwischen den Punklreihen auf »S und S' mittelst der Punkte k und l in sehr einfacher Weise

gegeben ist, kann auch die folgende Construction angewendet werden.

Um zum Objectpunkt h die Bildpunkte zu tiiulen, ziehe man durch h eine Parallele zu //, welche S

schneidet in a. Zieht mau durch a die Strahlen ak und al, welche auf <S' die beiden Bildpunkte a[ und a^

bestimmen, so lege man durch diese Punkte Parallele zu 6a; dann ist der Schnitt von hk mit der Parallelen

aus «p der erste Bildpunkt b\ von b, der Schnittpunkt von by., Fig. 2, oder auch von b[m mit der Parallelen

durch a\ aber der zweite Bildpunkt b'^.

Die Punkte b, b\, b.^ liegen in Wirklichkeit unendlich nahe an S und S'; allein wegen der Ähnlichkeit der

durch aa\ und a'^ gehenden parallelen ebenen Systeme wird das Verhäitniss der Längen ba, 6J«,'
und b^a^

zu einander dasselbe sein, wenn die obige Construction ausgeführt wird für irgend einen in ba gelegenen

Punkt, der von 6' eine endliche Entfernung besitzt. Hierdureli ist die rein constrnctive Lösung der verschiedenen

einschlägigen Probleme ermöglicht, so writ sich dieselben auf die Beziehungen zwischen Object- und Bild-

punkten erstrecken. Was jedoch die Abhängigkeit zwischen einfallenden und gebrochenen Strahlen anbe-

langt, so wird man sich zu erinnern haben, dass entsprechende Gerade in den früher genannten Räumen

N^, N[, A'j nur dann in der Beziehung von einfallenden und gebrochenen Strahlen stehen, wenn sie gelegen

sind entweder, bezüglich der Räume A^ und N^ in der Ebene SS', oder bezüglich der Räume A^ und N[ in

den zu SS' senkrechten Ebenen P und F'. Im Allgemeinen aber geht der zum Strahle bc gehörige gebrochene

Strahl wohl durch die Bildlinien von b und c, nicht aber durch ihre Bildpunkte.

In den oben construirten Bildpnnkten b^ und b'^ können die Bildlinien leicht angegeben werden; die

erste Bildlinie liegt in der EbeiiB b[»d; die zweite stellt senkrecht zu ihr und beide stehen senkrecht aut dem

Strahle b'^m.
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176 F. Lipiiich.

Bemerkung über anderweitige ßeziebuiigen zwischen Object- und Bild räum.

Eine collineare Beziehung zwischen Objectrauni und den zugehörigen Bildräumen würde auch dann

erhalten worden sein, wenn wir als Axeu der einfnllenden Siralilbündel jene Strahlen gewählt hätten, die

liiudurcbgehen durch den Punkt n auf 2, Fig. 2, so dass die Axen der gebrochenen Bündel alle hindureh-

gehen durch // auf 2'. Die Räume ]<! und ]<i\ würden alsdann wieder perspectivisch liegen, hätten das

Strahlenbündel durch /,, gemeinsam, ihre gemeinsame Ebene wäre aber jetzt die taiigirende Ebene an die

brechende Kugel in m. Die Beziehung der ebenen Systeme /' und P' bleibt dieselbe wie früher, was seinen

(irnnd darin hat, dass die ersten Biidliiiien die Ebene /' schneiden und diese Schnittpunkte, d. h. die ersten

Bildpunkte in /' demnach auch auf den jetzt gewählten Axen liegen müssen.

Weil nun die zweiten Bildlinien senkrecht stehen auf der Ebene ÄS", so erkennt man sofort, dass auch die

Beziehung der beiden in SS' gelegenen ebenen Systeme von iV und iV,' bei der gegenwärtigen Art, die Axen zu

wählen, dieselbe bleibt wie früher; entsprechende Pnnktreihen durch a und «.^, die parallel zu // liegen, sind

ähnlich und ihr Ahnlichkeitscentrum ist der Schnittpunkt /..

Ferner entspricht einer Ebene in A^, die parallel zu 7/ ist, eine ebenso gelegene Ebene in iV^, aber diese

ebenen Systeme sind nicht mehr ähnlich, sondern atfin. Man erkennt nämlich sofort, dass einer Pnnktreihe

durch a senkrecht zu SS' eine projeetivisch ähnliche ebenso gelegene durch «^ entspricht, das Ahnlichkeits-

centrum ist jedoch nicht in x., sondern in /, denn durch hn'n gehen alle Ebenen, welche die Axen der ein-

l'alleuden und gebrocheneu Bündel enthalten.

Allgemeine Beziehung zwischen einfallendem und gebrochenem Strahl.

Es ist wiederholt hervorgehoben worden, dass die aufgefundenen Beziehungen zwischen den Räumen

iV, -A^i' und iVj nur dann aus einem einfallenden Strahl den gebrochenen als entsprechenden zu construiren

gestatten, wenn der einfallende Strahl entweder gelegen ist in der Ebene /' (durch S senkrecht zu SS'') oder

in der Ebene SS'. Um die Aufgabe in dem allgemeinsten Falle zu lösen, verfahren wir wie folgt. Es sei A
irgend ein einfallender Strahl, der dem Strahle S unendlich nahe liegt; durch A und /. legen wir eine Ebene

L, welche 1' schneiden mag in der Geraden A^. Die ilir im Kaume iV, entsprechende Ebene L', geht ebenfalls

durch h und schneide 7' in der Geraden ^,', alsdann ist .•!', der zu /l, gehörige gebrochene Strahl und A'^

schneidet .V im ersten Bildpunkte des Schnittpunktes A^S. Die Ebenen L und Z,' sind als normal zu den

Ebenen /'. r> spective 1' anzusehen. Da nun die zu den Punkten \on^ gehörigen ersten Bildiinien in der

Ebene L\ liegen, so liegt auch der zu A gehörige gebrocliene Strahl A in der Ebene L\. Legen wir ferner

durch ,1 eine Ebene M senkrecht zu E (oder SS''), so ist die ihr cntsi)rechen(le J/^' im Räume A'^ senk-

recht zu E (oder SS'\ und da M'^ die zu den Punkten von A gehörigen zweiten Bildlinien enthält, so liegt

aucli der zu .1 gehörige gebrochene Strahl in dieser Ebene. Sind A^ und A'^ die Schnitte von M und jlA]

beziehungsweise mit E und E', so sind A^ und .t^ entsprechende Strahlen und der Schnittpunkt A'^S' der

zweite Bildpunkt zu A^S. Man hat also folgenden Satz:

(12). .. Projicirt man irgend einen einfallenden unendlich nahe au 6' verlaufenden Strahl A

auf die E benen 7' und iJ und sucht zu d en Projeetion en die beziehungswei sc in/" und

E' gelegenen Strahlen, so sind diese Strahlen die Projectionen des zu A gehörigen

g e b r o (• h e n e n S t r a h 1 e s.

Brechung eines nicht h o m o c e n t r i s c h e n St r a h 1 c n b ü s c h e 1 s.

Es soll numnehr die allgemeinere Aufgabe gelöst werden, zu einem einfallenden allgemeinen Strahlen-

bündel, gegeben durch seine Axe und die beiden l)renn- oder Bildlinien, das gebrochene zu bestimmen,

d. h. seine beiden Bildlinien anzugeben.

Es sei in Fig. 6 5' die Axe des ciniallenden, S die Axe des gebrochenen Bündels, 77 die Schnittlinie der

Ebene 77 mit der Ebene <S'-S', Q der Schnitt der beiden Ebenen 7' und P'. Es seien ferner a und h die Schnitt-

punkte der beiden Bildlinien des ciniallenden Bündels mit der Axe. Nehmen wir aut der l'ildlinie duicli h
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iiiidtd oincii Punkt ,5 inid zielicii von ilim ans die Stralilcn iiacli den Punkten der anderen Hildlinie, so bilden

diese ein ebenes Straliienbiiseliel, das L heissen mag. Nach der Brechung geben diese Strahlen liindurch

durch die Bildiinien des gebrochenen Büscliels und zugleich durch den Schnitt der Ebene L mit der Tangeuten-

ebene an die Kugel in m. Da nun dieser Schnitt im Allgemeinen zu keiner der letztgenannten Bildiinien

parallel ist, so liegen die gebrocheneu Strahlen nicht mehr in einer Ebene, und es muss daher unter ihnen

zwei Strahlen geben, von denen der eine durch den einen, der andere durch den anderen Schnittpunkt der

Bildiinien des gebrochenen Bündels mit seiner Axe geht. Wenn wir demnach die Aufgabe lösen: unter allen

zum StrahlenbUscIiel in L gehörigen gebrochenen Strahlen jene beiden zu linden, welche die Axe S' schneiden,

so haben wir hiedurcli die Orte der beiden Bildiinien bestimmt.

Nehmen wir irgend einen Strahl des Büschels L, welcher hindurchgehen mag durch den Punkt a der

Bildlinie in a. Diesen Strahl projiciren wir auf die Ebenen P und E nach ß'a' und ß'a", wobei a.' a." jS'jS" die

entsprechenden Projectionen der Punkte a. und /5 vorstellen. Suchen wir zum Schnittpunkte u von a'j5' mit

<S' den ersten Bildpuukt u[, zum Schnittpunkte v von «"ß" mit IS den zweiten v'^, so gehen nach (12) die

Projectionen des gebrochenen Strahles auf P' und B, beziehungsweise durch io[ und v'^, und der gebrochene

Strahl schneidet die Axe S' nur dann, wenn diese beiden Punkte zusammenfallen.

Sucht man zu jedem Strahle von L die zugehörigen Punkte, wie u und v zu dem Strahle ß«, so wird die

Punktreihe ti projectivisch zur Pimktreihe v, und a h sind die Do])pelpunktc dieser in einander liegenden

Punktreihen, denn die Punktreihen «' und a" sind ähnlich und daher die Stralilbüschel aus j5' und ß" pro-

jectivisch. Nun hat man die Punktreihe u durch l-, die Punktieihe i^ durch l auf Ä' zu projiciren, um die jedem

Strahle von L entsprechenden Punkte u\ und v\ zu erhalten; diese Punktreihen sind demnach aucli pro-

jectivisch. Es werden also zweimal u\ und v'^ zusammenfallen in den Doiipelpuukten, und diese können aus

drei Paaren entsprechender Puidite tonstruirt werden. Da a und l> Doppelpunkte der Punktreihen u und v

sind, so hat man durch ihre Bildpunkte a[,a'^, h[,b'^ bereits zwei Paare entsprechender Punkte auf Ä' gegeben

und dann nur noch für einen Strahl des übrigens ganz beliebig anzunehmenden Büschels L, d. h. für einen

beliebigen Strahl des einfallenden Büschels die Punkte u und v zu suchen. Behufs Coustruction dieser Punkte

darf dieser Strahl unter einem endlichen Winkel gegen S geneigt angenommen werden.

(13)... Um die Bildpunkte eines Strahlenljüschels, dessen Axe <S", zu bestimmen, das

durch Brechung eines beliebigen Strahlenbüschels, dessen Axe *S', entstanden ist,

suche man /.u den Bildpunkten a, b des einfallenden Bündels die ersten und zweiten
Bildpunkte a[, a^, b'^, b!,, ausserdem zum Schnittpunkte ?< der Projectiou eines belie-

bigen einfallenden Strahles auf P mit S den ersten IJildpunkt u^, zum Schnitt-

punkt w der Prujecti on desselben Strahles auf i' mit /t>' lien zweiten IJildp unk t ^>.^; dann
sind die gesushteu Bildjjunkte die Üopi)el p unkte der durch die Punktepaare a[ a'.^,

b[b^, u[v'^ bestimmten projectivischen l'unktreihen auf >S'.

Da immer, wenn ?> zwischen aq liegt, u ausserhalb ab liegen muss und umgekehrt, wegen der zu ein-

ander senkrecliten Richtungen der Bildlinien, so ist ersichtlich, dass die Punktreihen a b u, a b v entgegen-

gesetzten Sinn haben, folglich auch die l'unktreihen a[b[u\, a'^b'.^v'.^. Die Dop[ieli>unkte sind daher immer

reell, wie es ja sein muss, weil die Strahlen des gebrochenen Büschels Normalen eines stetig gekrümmten

Fliichenstückes sind.

Die Bcstinnnung der Punkte u\ und v'.^ kann man verschiedentlich vereinfachen, z. B. indem man den

Strahl ,5« so wählt, dass seine Projectiou auf E parallel zu S wird, dann ist v[^ der zweite Brennpunkt auf

S', und u liegt zwischen ab so, dass auxub gleich ist l:tng^i, wenn i den Winkel bedeutet, um welchen die

Bildlinie in a gegen die Ebene P geneigt ist.

Es erübrigt noch, die Richtungen der Bildlinien in den Bildpunkten des gebrochenen Bündels anzugeben.

Sind in Fig. 7 uq und i-h die Projectionen eines unendlich nahe au (S' verlaufenden Strahles des einfallenden

Bündels, und qH'^, h'v'.^ die Projectionen des gebrochenen Strahles, so hat man nur in dem Bild|junkte A' die

Dcnkschril'ien der m.Tlheni.-ü.iturw. C). XXXVill. Hd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. X
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178 F. Lipiiich.

Senkrechte n zu <S" v.u ziehen in den Ebenen 7" und E'. Schneidet die Senkrechte in der E'oene /" die Gerade

cju\ in dem Punkte •/', die Senkrechte in der Ebene E' die Gerade //«'j in dem Punkte 7", so ist -fa'-.'fa' die

Tangente des Neigungswinkels der Bildlinie in a gegen die Ebene 7"; die Richtung- der Bildlinie in B' ist

hieniit ebenfalls gegeben, da sie auf der Richtung der eben bestimmten Bildlinie senkrecht steht.

Um die Bildlinien durch blosse Construction zu finden, ist es zweckmässig, für r'^ den zweiten Brenn-

punkt zu wählen, somit vh zu *S' parallel. Wir ziehen dann vh^ parallel zu S in einem beliebigen Ab-

stände von dieser Axe, so dass derselbe etwa das /j.-fache des Abstandes der Geraden vh von ß ist, und

suchen die Projection wy, jenes 'Strahles durch die Bildlinien in « und b auf die Ebene 7', dessen Projection

auf ^ eben vh^ ist. Zu u<|^ und vh^ construiren wir die gebrochenen Strahlen cj^u'^ und li\>\, ziehen in

A' die Gerade A' parallel zu H, so dass auf h\i\^ liegt und bestimmen auf der Verlängerung von a'7"

den Punkt 7',', wobei 07''^ parallel zu S' sein soll; die Verlängerung von a'7' sehneide 5,«,,' in
7J.

Nun

ist, wie leicht ersichtlich, mg^ = ij..nit/ und daher auch ^'7,'

=

/jl ..i'y'; ferner ist mh^^ [x .mh luid

wegen der Ähnlichkeit der Punktreihen auf 77 auch mh^ = i3..mh', womit in Folge der Construction auch

A'/^= [j..A'-f'. Die Diagonale des über A' ^/^ und A' /[ constrnirten Rechteckes hat daher die Richtung der

Bildlinie in A'.

Sehr einfach werden die Beziehungen, wenn die Bildlinien des einfallenden Bündels in den Ebenen T

und E liegen; alsdann sind in diesem einfallenden Bündel zwei ebene Büschel mit den Centras in b und a

enthalten, die in den Ebenen P und. ^ liegen und nach der Brechung zwei Büschel erzeugen, respective

gelegen in 1" und E'; es ergibt sich daher folgender Satz:

(14)... Liegtim einfallenden Strahlenbündel die Bildiinie durch den Bildpunkt a in der

Ebene E, die durch den Bild punkt }> also in der Ebene P, so sind der erste Bild punkt

a\ von a und der zweite b^ von b die Bildpunkte des gebrochenen Bündels; die llildlinie

durch a[ liegt in E', die durch b'^ also in P'.

Die Punkte a[ b[, a'^ b'^ sind demnach die Grenzlagen für die Bildpunkte des gebrochenen Bündels,

wenn man das einfallende um seine Axe 8 dreht, und zwar a[ b'^ für jene Stellung, bei welcher die Bild-

iinie durch ffl in E liegt, a^b[ für die darauf senkrechte Stellung. Hiebei wandern beim Drehen die Bild-

punkte aus der einen Grenzlage in die andere entweder innerhalb der Strecken a[ b\ und «.^ ij oder aber

ausserhalb; im letzteren Falle gehen sie durch den unendlich fernen Punkt. Um zu entscheiden, wann letz-

terer Fall eintreten könne, nehmen wir an, es liege der Bildpunkt A.' des gebrochenen Bündels im Unend-

lichen. Zieht man von diesem Punkte nach irgend einem Punkte der 15ildlinie in b' einen Strahl, so werden

dessen Projectionen auf die Ebenen P' und E' parallel zu S' \ der einfallende Strahl, durch dessen Brechung

der eben betrachtete entstanden, liefert denmach auf 7' und E projicirt Gerade, die beziehungsweise durch

den ersten und zweiten Brennpunkt von S hindurchgehen. Sollen nun diese Projectionen einem Strahl des

einfallenden Bündels mit den Bildpunkten ab angehören, so muss, wie schon früher bemerkt, ein Schnitt-

punkt der beiden Projectionen mit IS innerhalb, der andere ausserhalb ab liegen. Es kann also der angenom-

mene Fall nur eintreten, wenn einer der Brennpunkte innerhalb, der andere ausserhalb ab liegen. Die Lage

der Bildlinien in u und b lässt sich leicht bestimmen ; aus Fig. G folgt ganz allgemein, wenn i den Neigungs-

winkel der Bildlinie in a gegen die Ebene P bedeutet, dass bu.av : bi^.au = tang^«", und hieraus findet man

im gegenwärtigen Falle i, wenn man «« und v mit den Brennpunkten/, und/^ von »S' (siehe Fig. 4) zusammen-

fallen lässt.

Es kann also bei gehöriger M''ahl bezüglich der Bildpunkte des einfallenden Bündels der merkwürdige

Fall eintreten, dass durch blosse Drehung desselben um seine Axe, die eine oiler die andere Bilillinie des

gebrochenen Bündels ins Unendliche rückt.

Ist umgekehrt einer von den Bild])unkten des einfallenden Bündels unendlich weit, so liegt einer von

den Bildpiinkten des gebrochenen Bündels innerhalb der Brennpunkte /',',/j \{m IS', der andere ausserhalb.
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Hrccliuiig an einer Ebene.

Wird der Radius der breeiienden Kugel unendlich gross, so rückt mit k zuglcicii / ins Unendliche, und

somit auch die Brennebenen; die Eäuuie N^. A',', I\'^ werden affin zu einander. Die zu // parallelen entspre-

clienden Ebenen werden eongruent für die K'äume A^ und ]<l\, entsprecliende Punkte dieser Känme liegen auf

einer zur Einfallsnormaleu Parallelen. In den Räumen A' A' ^ und A^,' A'j bleiben hingegen entsprechende

parallele Ebenen ähnlich, mit den Ahnlichkeitspunkten in /. und m. Das Ähnlichkeitsverhältniss der in //

liegenden Systeme ist das gleiche wie im Falle eines endlichen Kugelradius, denn es ist unabhängig von

diesem Radius (siehe p. 12). l'ni zu irgend einem Punkte a auf <S' den zweiten Bildpnnkt a\ auf /S" angeben

zu können, muss man die Richtung von ml für den Fall eines unendlich grossen Kugelradius bestimmen,

denn dieser lüclitnng parallel wird die Linie aa\ verlaufen.

Zu diesem Zwecke machen wir folgende Überlegung. Es werde in Fig. 3 aus einem beliebigen Punkte

Ä\| von ml' eine Parallele zu kn'71 gezogen und dann auf derselben der Punkt /„ durch dieselbe Construction

ndt Hiiie eines über mJc^ als Durchmesser geschlagenen Kreises bestinunt, durch welche l bestimmt wurde

vermittelst des Kreises C auf der Geraden kn'n. Aus der Ähnlichkeit der Figuren bezüglich des Centruuis

m folgt dann sofort, dass ml^l auf einer Geraden liegen und die Richtung von ml unabhängig ist vom Radius

mk. Somit kann auf die angegebene Weise die Richtung ml auch für den Fall als der Punkt l im Unendlichen

liegt, construirt werden.

Auch der gebrochene Strahl <S" kann für den Fall einer Ebene auf ähnliche Weise construirt werden, wie

für den Fall einer Kugel, man hat sich nur der in II. angegebenen, allgemeineren Fassung des Satzes zu

bedienen, welche hingeführt hat zum Satze (1). Wir wollen aus diesen Bemerkungen ausdrücklicher den

folgenden Satz hervorheben:

(15)... Die beiden Bildpunkte a\ a'.^ auf einem an einer Ebene gebrochenen Strahle *S", die

zu einem Punkte « des einfallenden Strahles gehören, liegen auf zwei durch letzteren

Punkt gezogenen Geraden, die parallel In ufen zu zwei festen Geraden, deren Richtung

nämlich unabhängig ist von de r Lage des Punktes a; und zwar ist a a\ parallel zur Ein-

fallsnormale, rt «2 aber parallel z ur Verbindungsli nie des Einfallspunktes m mit einem

Punkte l^, der bezüglich ein,es beliebigen Punktes k^ der Einfallsnormale ebenso

gefunden wird, wieder Punkt / bezüglich des Kngelmi ttclpunk tes k nach der in (7)

angegebenen Construction.

II. Reflexion an einer Kngelfläclie.

Übergang von der Brechung zur Reflexion.

Hält man für einfallenden und rcflectirten Strahl dieselbe Art der Winkelzählung fest wie für einfallenden

und gebrochenen Strahl, so kann der reflectirte Strahl aufgefasst werden als ein gebrochener, für welchen

der Brechungswinkel gleich ist 180° weniger dem Einfallswinkel. Die Kugeln 2 und ^', somit auch die

Punkte n und n', sowie die Ebenen T und T (F g. 2) verlieren im gegenwärtigen Falle ihre Bedeutung; dess-

halb werden von den früher für den Fall der Brechung entwickelten Eigenschaften nur jene erhalten bleiben,

welche von diesen Elementen und ihrer speciellen Lage unabhängig sind. Hieher gehören vor Allem: die

coUinearen Beziehungen zwischen Objectraum A'' und seinen Bildräumen A^ A^^; die perspectivische Lage der

Räume A'' und N\ mit dem Collineationscentrum in k und die gleiche Lage der Räume N\ und A^^ '"'^ ^^^

Centrum in m. Aber die Bestimmung der Lage der Brennebenen, die früher mit Hilfe der Ebenen T und T'

möglich wurde, bedarf nunmehr speciellerer Betrachtungen.

Beziehung zwischen Objectraum und Bild räum.

Construiren wir zuerst für die beiden persi)ectivischen Bäume A'^und A^| die Brennebenen. Ein Pankt /",

der Brennebene des Raumes A'j wird erhalten als Schnitt der aus /., Fig. 8, zu <S' gezogenen Perallclen mit Ä';

s*
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180 • F. Lippich.

(l;i das Dreieck kf\ni gleichsclienklif^ ist für irgend einen in m einfallenden Stinlil nnd dem /Jig,eliörii;en

rcflectirten, so liegen alle Hrenn]iiinktc auf einer zum Kinfallsradius Lnn senkrechten, diesen liaJljirendeii

Ebene und in dieselbe Ebene fällt auch die Brennebene F^ des Raumes N. Die beiden Eäume A' und N[ liegen

demnach involutoriscli; irgend einem Elemente entspricht immer dasselbe gleichartige, mag eisteres als dem

Eaurae iVoder dem Räume A", angehörig betrachtet werden. Namentlich liegen auch die Punktreihen auf wi/i,-

involutorisch, y,©', ist der Mittelpunkt m und /c sind die Doppelpunkte. Durch diese gehen die Doppelelienen

hindurch senkrecht zu ml-. Nun gibt es im perspectivischen collinearen Räume immer zwei Paare entspre-

chender ebener Systeme, die den zugehörigen Brennebenen parallel liegen und congruent sind, in dem einen

Paar sind entsprechende Punktreihen gleichlaufend, in dem anderen Paare von entgegengesetztem Sinne;

und in dem einen wie in dem anderen Räume liegen die beiden Ebenen zu beiden Seiten der zugehörigen

Brennebenen in gleichem Abstände. Da nun in k zwei ebene Systeme zusannnenfaJlen, für welche ent-

sprechende Punkte symmetrisch liegen bezüglich l; wie aus der Lage der Schnittpunkte dieser Ebenen mit

einem einfallenden Strahle S und dem ihm entsprechenden reflectirten S' hervorgeht, die entsprechenden

Punktreihen demnach congruent sind aber von entgegengesetztem Sinne, so müssen in vi zwei congruente

Systeme, zusammenfallen, die sich decken, wie dies übrigens direct aus der })erspectivischen Lage folgt.

Man bemerkt, dass die erste Brennebene für ein beliebiges Stralilenbündel zusammeniällt mit der Brenn-

ebene eines normal einfallenden.

Schlagen wir um ml- als Durchmesser einen Kreis, der vom einfallenden Strahle geschnitten wird in h,

vom reflectirten in S^. Wie im Falle der Brechung, bemerkt man auch hier, dass alle unendlich nahe an S in

der Ebene SS' einfallenden Strahlen, die hindurchgehen durch b, nach der Reflexion hindurchgehen durch b\.

Es ist demnach h\ der zweite Bildpunkt von b, nnd auf der Verbindungslinie bb'.^ liegt der perspectivische

Mittelpunkt / der Punktreihe auf 6' und der ihr entsprechenden Reihe der zweiten Bildpunkte auf .S'. Sind nun

a und «2 zwei entsprechende Punkte und sucht man zu diesen die bezüglich km symmetrisch gelegenen Punkte

c' auf *S" und c^ auf <S', so ist aus Gründen der Symmetrie offenbar c' der zweite Bildpunkt von c^; aber die

gegen mk symmetrisch gelegenen Verbindungslinien « nj und c' c^ müssen durch /gehen, daher muss l auf

hm selbst liegen, ist also der Schnitt von bb' mit km.

Um die zweite Brennebene F^ zu finden, genügt es, ihren Durchschnitt mit der Ebene SS' anzugeben,

auf welcher Ebene sie senkrecht steht. Einen Punkt dieser Schnittlinie F'.^ (Fig. 8) erhält man sofort, indem

man ans / eine Parallele zu ^S' zieht und ihren Durchschnitt/^ mit S' sucht; dieser Punkt ist der Halbirungs-

punkt von mb\. Weitere Punkte von F'^ werden demnach erhalten als die Halbirnngspunktc jener SelimMi des

Kreises C, welche den anderweitigen inm reflectirten Strahlen entsprechen. Da diese Strahlen unendlich nahe

an S' verlaufen, können ihre Schnitt])unkte mit G unter Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen zweiter

Ordnung auf der Kreistangente in &j liegend angenommen werden; daher ist die gesuchte Gerade F^ parallel

zu dieser Tangente wnA ihre Neigung gegen den reflectirten Strahl beträgt somit einen Rechten weniger dem

Einlallswinkel. F^ liegt natürlich symmetrisch zu F'^ bezüglich der Einfallsnormalen.

Nehmen wir ferner ein beliebiges einfallendes Stralilenbündel, dessen Centrum m ist und das entspre-

chende reflectirte, und drehen alsdann den Raum N'^ um die Einfallsnormale um 180°, so wird jeder der in

m. reflectirten Strahlen mit dem ihm entsprechenden einfallenden sich decken. In dieser Lage haben also die

Räume N und iV^ das durch vi gehende Strahlenbündel entsprechend gemein, sie liegen perspectivisch zu

einander nnd zugleich bemerkt man, dass die Brennebenen zusannnenfalleu. Daher liegen die beiden Räume

wieder involutoriseh; die eine Doppelebcne IJ^ gebt durch m parallel zu F.,, die andere i.st die Tangentenebene

T in b, und die in dieser l-'.bene zusammenfallenden ebenen Systeme T und T\ sind congruent und derken

sich; zwei entsprechende ebene Systeme, von denen das eine parallel zu F^, das andere parallel zu F.^ ist, sind

ähnlich und die in H^ zusammenfallenden Ebenen 11^ und Hl, durch m und parallel zu F, und F'^ sind eben-

falls congruente Systeme, in welchen aber entsprechende Punkte symmetrisch liegen bezüglich m. Es ergibt

sich dies sofort, wenn man bemerkt, dass der Punkt n, in welchem T von der auf F^ senkrechten Axe X^

geschnitten wird, hier dieselbe Rolle spielt, wie der Punkt m liiiher bezüglich der Kiiunie A' und A'J.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



über Brechung uiul lieficxion ttnoidUck dünner Straldentiy.'iti/me a)i Kugflßächen. l^^l

Die Riiiinie iV| und iVj lieg'cii persiicctiviseh iiiül ihr perspectiAisclier Mitlelpiiiikt ist m; denn ein erster

uiul zwoilur Bildjnmkt, die zu demselben Objoetiiuuktc geboren, liegen auf einem diireli m gehenden Sti'alüe.

Die beiden Reihen der ersten und zweiten ßildpnnkte auf 6" haben nur einen Doi)pelpnidct, in m gelegen.

Gleichweit von diesen entfernt zu beiden .Seiten desselben müssen die Gegen- (idcr Fluchtpunkte
fj

und f^

liegen; man findet sie als die Schnitte der Verbindungslinien k f], und /' / mit S'. Durch diese Punkte gehen

die Gegenebenen der Räume N\ und N'^, deren Lage noch näher i>estinnni werden soll. Zu diesem Zwecke

bemerken wir, dass bezüglich der beiden in die Tangentenebene durch jn fallenden Systeme 77, und li[ da

sie sich decken, die unendlich ferne Gerade von H^ zusammenfällt mit der unendlich fernen Geraden von 7/,;

suchen wir nun zur unendlich fernen Geraden von 77, angehörig dem Räume N die entsprechende Gerade im

Räume N'^, so muss dieselbe liegen in der Brennebene F'^ dieses Raumes, aber auch in der Ebene 77,, weil

jedem Objectpunkte in 77, ein zweiter Bildpunkt entspricht, der wieder in H^ liegt. Die gesuchte Gerade ist

somit der Schnitt r der Ebenen F'^ und 77, ; da aber diese Gerade gleichzeitig das zweite Bild ist dessen zu-

gehöriges erstes Bild im Uncndlcben liegt, so ist sie eine Gerade der Gegenebene von N'^ und diese sonach

bestimmt durch den Punkt
f^

und die Gerade v. Die Gegenebene von N\ ist ebenso bestimmt durch f|
und

die Schnittlinie u der Ebenen F^ und 77,; die Gegenebenen sind also zu einander parallel vvie es sein muss

wegen der perspectivischen Lage von N\ und N\. In einer durch m j)arallel zu den Gegenebeneii gelegten

Ebene fallen erste und zweite Bddpunkte zusammen. Die zu irgend einer geraden Punktreihe in N gehörigen

ersten und zweiten Bilder sind im Allgenic'nen nicht i)arallel zu einander, sie werden es aber, wenn eines

der Bilder parallel liegt zur Gegenebene von iV^ oder A",, denn alsdann muss das andere Bild in der That

dem ersten parallel sein, wegen der Ähnlichkeit entsprechender ebener Systeme, die den Gegenebenen

parallel liegen.

Wir können die gefundenen Raumbeziehnngen in folgendem Satze aussprechen:

(16)... Im Falle derReflexion liegen dieRäume AMind A"j perspectiv isc h i nvolutorisch,

ihr Centrum ist der Mittelpunkt k der reflectirenden Kugel, die In volution s ebene

die Tangentenebene an die Kugelfläche im Einfalls punkte »«; die beiden Brenn-

ebenen 7^, und 7^', halbiren also den Einfallsradius und stehen auf diesem senkrecht.

Die Räume A'und A'^ liegen nicht perspccti visch
; dreht man jedoch den einen Räum

um die Einfallsnormale um 180°, so werden sie in persijectivisch invohitorische Lage

.gebracht. In dieser Lage ist dann der Einfallspunkt m das Involutionscentrum und

d ie Involutionsebene steht senkreeiit auf der Ebene SS' des einfallenden und reflcc-

tirten Strahles und tangirt den um den Einfallsradius als Durchmesser beschrie-

benen Kreis C im Schnittpunkte mit den nach der Drehung zusammenfallenden

Strahlen SS'. Die in dieser Lage zusammenfallenden Brennebenen l\ und 7^^ b'il-

biren somit den Abstand des Punktes vi von der Involutionsebene und sind letzte-

rer parallel. DieRäume A'j und A'^ liegen wieder perspectivisch, das Centrum liegt

in m, durch diesen Punkt geht auch die Ebene, in welcher zwei entsprechende

Systeme übereinander fallen, parallel zu den gleich weit abstehenden Gegenebe nen,

und letztere gehen durch die Gegenpunkte auf S' und durch die Schnittlinien der

Brennebenen 7^^ und F'^ mit der T a n g e n t e n e b e n e in m.

In Figur S sind die verschiedenen Punkte und Ebenen in Übereinstimmung mit den für die Brechung

giltigen Figuren 4 und 5 eingetragen und bezeichnet worden.

III. Einige metrisclie Relationen.

In den folgenden Formeln soll der Einfallswinkel des Strahles S mit £, der Brechungswinkel von S' mit

s' bezeichnet werden. Wir machen ferner Gebrauch von jener Definition der Brennweiten , wie sie für ein

centrirtes Linsensysteni und ein auf dasselbe axial autiallendes Strahlenbündel gebräuchlich ist, verstehen

also unter Brenn weite eines Raumes die Entfernung seiner Brennebene von seiner Hauptebene und zwar
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182 F. Lipjiich.

positiv gereclinet, wenn die Brennebene gegen die Ilauptebene im Sinne der Lielitbewegung vorausliegt.

Unter den Hauptebenen sind die Ebenen der sich entsprechenden eongruenten Systeme der in Betraclit

l^onunenden colliuearcn Hiiiime gemeint. In gleicher Weise wird man von Haupt- und Hrcnnlinien einer

Ebene, Haupt- und Brennpunkten eines Strahles sprechen können und darunter die Sciinittc der Ebene oder

des Strahles mit der Haupt- und Brennebene des zugehörigen Raumes verstehen, sowie unter Brennweite

einer Ebene und eines Strahles die Entfernungen der genannten Schnitte von einander.'

Die Raunibeziehungen bestimmende Grössen.

Für die Räume iV und A'', fallen die Hauptebenen zusammen in der Ebene H, welche die Axe A, A'J

schneidet iu o, Fig. 4, so dass o;r, und on[ die Brennweiten dieser Räume sind, welche wir mit y und y'

bezeichnen; die entsprechenden Brennweiten einer Ebene oder eines Strahles unterscheiden wir durch Indices.

Setzen wir demnach

"l/i = ?» ' '"/'i = f'x

so findet sich aus den Dreiecken )Hkf\ und 1nllf^

sins' , sine

•'
sin (£— £') -^

' sin(s— £')

Rechnen wir den Radius mk^=7- positiv, wenn der Kugelmittelpunkt im zweiten Medium liegt, d. h. in

dem Medium, in welches hinein der einfalleude Strahl sich nach der Brecluuig (Reflexion) fortsetzt, so ist

ganz alli;cmein für die ersten Brennweiten des einfallenden und gebrochenen Strahles

rsins' ?

?-
sin (e'—

e)
cos £^

r sm £

?> = ?!'
sin («— £')

coss'— |/ ,^— sin^E'

V V

wo mit ^^, und '^'^ die Brennweiten der ebenen Systeme /' und 7
' bezeichnet sind.

Weiter ist

f = 'f,
cos £' = y, 1/

1 ^ sin* £ , f'
=

'f'>
cos i=

'f'ä\/
1— -2 sin*£^^^ i2.

2. . . (pcos£ 9 eos£
1- -—

;

— = U.
V V

Für den Fall der Reflexion hat man t'^^n— £ zu setzen und erliält

1'... ^=-y'=2^'^= -?' = ^-

Die Räume A'^ und A^' betreffend, folgt zunächst aus der Construction des Punktes /, Fig. 3,

£' = <d^/i'm/i' = <^kb/

und somit steht bl senkrecht auf hi'n, daher wird

3 . X-^^r sin £ sin £'=:;• — sin* £ = r — sin* £'.

V V

Als Hauptebenen sind Jetzt die beiden congruenten und parallel liegenden ebenen Systeme durcii p und

2j'i,
Fig. 4, zu betrachten, für welche die Verbindungslinien entsprechender Punkte iiarallel '/ax pp'^l oder zu

mk werden. Setzen wir

rfi^ 'h ' j'ifi == y^ '

1 Diese Definitionen sind für die .anfgefiindcneu Bezieliungen der lliiiinio N, N^, X.^ gestiittrt, du die Existenz ent-

spiecliender congrnenter Ebenen nachgewiesen wurde, wären aber nicht im Allgemeinen lür zwei colliuearc Kiinnie zuliissig.
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tn)er r>richni)q iirifl Reff .rinn nnendlirli d'/hmer Sfrahlptisi/.sfcmr an Kugtfßäche)/. 183

so folgt sofort aus tlor Alinliolikcit der Dreiecke j^if^, mkfy und p'>/fi, ml-fi

,

pl ., .pH
h = ?.,.. -h = f' ^.

Aus der Älinliclikeit der Dreiecke p/«, mkn und /4^«', mhn folgt weiter

pl , ,
ihI 2

-" =C0S''£ , =C0S'£,
r r

somit werden die Brennweiten der J^tralden, die zugleich die Brennweiten ^,. und '^^ der ebenen Systeme

E und E' sind:

1^2 ^' ,r, I 1 . tili 2 ,

1* .

Die Brennweiten 1, •/ der Räume i\^ und N2 werden aus diesen durch Multiplication mit cos i und cos s

erhalten, sind demnach wegen 2

5 . . . ^= '?['^-l,^
^'"' -^1

.'
•¥ = '/ (

1- 7 ^'"' ''1 •

Ferner ist in Folge der für die Brennpunkte ./'^y^ der Strahlen S und .S" giltigen Construction:

und wenn man die früher gefundenen Werthe berücksichtigt

6 . . . 77lf\ = f, cos" £ , mf'^= VJ, COS^ £'.

Für die Entfernungen der Punkte j? und p', von m ergibt sich dann

mp = W, (C0S*J— COS^e'), mp'i = y, (cos*s'— cos'e),

und für die Entfernungen der Haiipteljcneu vom Punkte m

m/).cos£^^o — 1 surs,
\y"- )

7...

»ij>2.cos£=y' -^ — 1 sin^c'.

Es erübrigt noch, die Entfci-nungen x, x' der Axeu A'j und A'^ vom Punkte in zu berechnen, welche die

FJiene // durch m in den Punkten q und q',^ tretfen, die Brennebenen F^ und F[^ in den Brennpunkten k^ und k'^.

Die Entfernung des Mittelpunktes h von der auf i/ seidvrechten Geraden mt' s ist »• sin (s+j') und es folgt

dann weiter nus der lür die Bestimmung der Brennpunkte Kj^ und ti\ gegebenen Construction:

Und ferner

>h/„cos£ »i/icossx= st.-^^ , a;'= f'«'-—5^ •

ms mt'

kSubstituirt man hierin noch

»(g = /•«_(-j-cos(t-i-j'), m<'== A;/j'-4-/-Cüs(£-)-j'),

80 erhilit man schliesslich mit Rllcksicht auf die Werthe von hn und l-n' nach einigen Reductionen:

o... x=='ä.\— cos-£Sin£, tc=tü. ; cos'£ suis.cos-£ sins, ic =©,
V' V ^ l V V'
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184 F. Li'ppirlt.

Das Verhälliiiss der gefundenen Rntfeinnngen wird wegen 2

X
x' f'gV COS*£' cos^e''

und weil die Sclinittpunkte </ r/^ der Axen A'^ Ä"^ mit H zwei entsprechende Punkte der in // fallenden iilin-

lichen Systeme sind, so miiss ol)iges Verliilltniss das Alinlichkeitsverliältniss dieser Systeme sein. Dieses

Älinliclikeitsverliältuiss wurde oben gleieb gefunden /. '7 : /.
i'

, wenn /.'ja' die Punkte sind, in welchen eine

zu 11 Parallele bezieliungsweise die Kugeltangente, den einlalleuden und gebrochenen Strahl schneidet; nun

findet man iu der Tliat

xa cos^s

y.(j' cos^s''

Nennt man den Winkel, welchen m/, Fig. 3, mit der Richtung /im'», einschliesst a, so ergibt sich aus

dem Dreiecke mkl
mJc sin

«

Icl sin (£-!-£'— «)

und hieraus

9... tng5! = tng£-i-tngs'.

Im Falle der Reflexion sind die durch m gehenden Ebenen J/^ und JJ'.,, Fig. 8, als die Hnuptebencn nnzu

sehen, welche mit dem Einfallsradius mk den Winkel 99° -2£ einscldiessen. Die Verbindungslinien ent-

sprechender Punkle dieser Ebenen sind parallel zu w/.-. Für die Brennweiten der Strahlen erhält man

•!'.= — '1'.' = 4 cos £,

und für die Brennweiten der Räume A" und A^'
2

Für die perspectivisch liegenden Räume A^', und N'^ endlich mögen die Brennweiten, oder, in diesem

Falle besser gesagt, die Entfernungen der Gegenpunkte des Strahles S' von vi, dem Punkte, in welcbetn die

zusammenfallenden ITauptebencn diesen Strahl schneiden, mit /, und /', bezeichnet sein, so dass (^Fig. 5)

Aus der Ahnlicddvcit der Dreiecke kn"f\, ^//'j und in'[.^, lkf\ folgt dar.n mit l'enützung von 1 und 4

10 . .

.

X.= -^- ?» \,
'ff S'"

^'
> ;(»=— f'^ '^otg« £

,

und hieraus die Kntl'ernungen der Oegenebenen von den zusamnicnfallendcn Ilauptebenen, indem man mit

cos£ multiplicirt

X="f' ,2
'"'**8'^ -'

' X'= f' ^(*^S^ ^

}

welche Ausdrücke nnt Benützung der frülieren Gleichungen noch in verschiedene andere Formen gebracht

werden können.

Im Falle der Reflexion gehen die zusanniicnfallcnden Ilauptebenen der perspectivisch gelegenen Räume

N[ und A'^ durch tn, Fig. 8. Die Gegenpiinkte
f,

und
f^

ergeben sich wieder als Schnittpunkte von .S' mit

den Geraden /.-/^ und/,/, und da diese Punkte als Specialfälle der entsprechenden Punkte für die Brechung

erhalten werden, so gelten auch für die Entfernungen der Gegenpunkte von m die Gleichungen 10, wenn

man £'= «:— £ setzt; es wird so:

10' . . . -j^,=— •/; = '^, cot g« £

,
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Ül'cr Jh-cchniig imd Biflcxinn ((lU'ndlivh dihuter StrahlfU^ijtilemc an Kugvlflächcii. 185

\\()i-in 'im y, der Wertli aus V /.n siilistituircn konmd. In (Ut Tliat tin(U't man auch durcli dirccte IJcrcclinitn.ij

dieselben Wertlic für diese Ent1'evnuni;on.

Die Gegcnchenen gelien durcli
f,^

und fj, sowie dureli die aut BS' senkreeliten Geraden u und v liindurch.

Nennt man r, den Winkel dieser Ebenen mit der Einfalisuormalen, so ergibt sich mit Berücksichtigung der

Beziehung-eu'ö^

mu=-—. , •/.=
2 sin:

aus der Bctraciitiing des Dreieckes \\inu für diesen Winkel

h
sin' £

1

'2

und hiemit ferner

tng^' = o ^^S^,

/=-/. -^
cotg^ £

2 sinEiAl-t-Scos^e

Relationen zwischen entsprechenden Punkten und Geraden.

Nachdem im Vorhergehenden die fraglichen Raunil)eziehungen durch Angabe der Brenn- und Haupt-

ebenen, sowie der zu ihnen senkrechten Axen vollkommen bestimmt sind, können sofort die aus der colli-

nearen Verwandtschaft fliessenden metrischen Relationen auf sie angewendet werden. Hiebei sollen die

Formeln in möglichstem Anschluss an die Theorie axialer Strahlenbündel eines centrirten Systemes ausgewählt

werden.

Es seien irgend zwei collineare Räume gegeben, von denen wir aber conform mit den aufgefundenen

Beziehungen voraussetzen, dass je zwei entsprechende ebene Systeme, die den respectiven Brennebenen

l)arallel liegen, ähnlich sind. Die Brennebenen seien mit F und F, die Hauptebenen mit II und H', die

Brennweiten mit p und p' bezeichnet. Ferner mögen die zu /' und F' senkrechten entsprechenden Geraden

oder die Axen der Räume A' und A'' ihre Schnitte mit den Haupt- und Brennebenen |j., jx', n, n' heissen, so

dass also

(A7i= p, IJ.'t:'= p'

ist. Bestimmen wir auf den Axen zwei Punkte /., x' so, dass

XK^ n' ix' , -/i' Tt'= TT |X

ist, wobei die Richtungen kix, p.' rJ als die positiven Richtungen der Axen genommen werden, so erhalten

wir die Listing'schen Knotenpunkte, welche Mittelpunkte congruenter Strahlenbündel sind, und zwar fallen

diese Bündel zusammen, wenn man die Räume so über einander legt, dass die Hauptebenen und die positiven

Axenriciitungen sich decken. Auch die Töpler'schen Hauptebenen und Knotenpunkte können für die all-

gemeine Lage der Räume sofort bestimmt werden.

Ferner seien U und U irgend zwei entsprechende Gerade, ihre Haupt- und Brennpunkte, d. h. die

Schnitte mit den zugehörigen Haupt- und Brennebenen h,f\ J>',f", ihre Brennweiten p„ und pj,. Für irgend

zwei entsprechende Punktepaare «, 5, «', h', hat man dann bekanntlich

ah a'
b' '

ab aj bf

Wir legen durch einen Punkt a auf Z7eine Ebene A parallel zur Brennebene F, die entsprechende Ebene

A durcli a ist dann parallel zur Brennebene F'\ Ä und A' mögen die zugehörigen Axen A' und A'' schneiden

in den Punkten a^ und a'^. Vermöge der dritten der Gleichungen 12 hat man

l)tMiksihrifieii der niaihtm--n;Uurw - C'l. WXVIII. Bd. .^.bliaiidl. vöu Nichtmitgliederu. y
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ISO /''. Lippich.

a^Y. a^n «pfjL a^K

a'gx' k'x' a'^fx' n' [>.'

und hicnius

Nim sind p, «„p., p', «„/j.' die Projectionen von p„, «/?, p'a,a'h' auf die respeetiven Axen, daher kann man

Inv obige Gleicburig auch schreiben

13..
a^y. P" ah

«o"' P"
«'^*

Vom Punlite a aus verzeichnen wir in der Ebene A die Strecke a und nennen die ihr entsprechende, im

Punkte rt' beginnende, welclie in der Ebene A! gelegen sein wird «'. Verbinden wir die Endpunkte von a mit

z, die von «' mit x', so erhalten wir zwei Dreiecke, deren Winkel bei v. und x' wegen der Eigenschaft dieser

Knotenpunkte einander gleich sind und wenn man di(> Räume so über einander legt, dass x und •/.' und die

Axen der Räume sieh decken, so fallen die Ebenen der Dreiecke und die aus xx' laufenden Seiten zusammen,

während a und «' zu einander parallel werden. Es ist somit

a' ^0 •

und der links stehende Quotient wird zu bezeichnen sein als das B il d grossen verhält niss der Geraden

ü ü in den Punkten «, «'. Nach den früher aus 12 gefolgerten Relationen hat man für dieses Verhältniss

« a^n y.K

«' n' X.' ^'
%'

oder, indem man zu den entsprechenden Strecken auf U und U' übergeht

14
^_af^_p^
a p„ «'/

In der Theorie axialer Strahlenbündel steht das Bildgrössenverhälfniss in einer einfachen Beziehung zum

Verhältniss der Neigungstangenten entsprechender Strahlen; auch dieser Beziehung entspricht eine

analoge im gegenwärtigen allgemeineren Falle. Um sie zu erhalten, ziehen wir aus a eine beliebige Gerade P,

welche die Hanptebene H treffe im Punkte /;„ die entsprechende Gerade V durch a' trifft dann die Haupt-

ebene E' in einem Punkte //, so, dass hh^^^h' h\ wegen der Eigenschaft dieser Ebenen. Es mögen nun die

Winkel hah^ und h' a'h\ beziehungsweise mit a und «', die äusseren Winkel der Dreiecke hah^ und h' a' h\

bei }i und h' beziehungsweise mit n und o' bezeichnet, ferner die Quotienten

hh h'h'

ah' a'h'

genannt werden die Tangenten der Winkel a und «' für die Basis n und n', wie solches bereits mehrfach

geschehen, und hiefür die Bezeichnung gewählt werden

-'^^Tnga, -^=«Tnga'.
ah an.

Nach der früher aus 12 gezogenen Gleichung 13 hat man dann

"'Tngw' ah p„ «„x

"Tng« alh' p'a a\y!^

1 Siehe z.B. die Theorie goniometrisehini und longimctrischen Qnatennoaeii von K. W. Unverzagt. Wiesbaden, bei

C. W. Kreidel. 1876.
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tjbfv Brc'chuiiq und Reflexion unendlich dünner Strahlensysterne an Kugc/ßnche^i. 187

hieraus weaen 14&>-

"'Tngg' ^ _ af^ _^
"Tnga p: a'f

und endlich die Beziehung:

16 . .

.

p^
« "Tngci -I- p'„ «' "'Tngu'= o.

Ist hh' ein zweites Paar entsprechender Punkte auf P^und U und stellt mau für dasselbe die zu 14 und

15 analogen Gleichungen auf, so hat man

«^^p;,^ "'Tugo'.^'Tng&' ^p^ af
a'.ß' p.b'f" »Tnga.»Tng5 p'u'b'f

wegen der dritten der Gleichungen 12 ist aber

af ab

somit folgen die Relationen

:

17... ^b ab

ab.p,, "Tnga^Tngb-i-a' b'.p'^ ^Tngre'f'Tngt' = 0.

Wir wollen noch einige Specialisirungen hervorheben, die sich durch Anwendung der gefundenen For-

meln auf die Räume N^. N[ und A^ ergeben. Zunächst erhalten wir aus 12, indem wir ü, U' mit S und *S''

zusammenfallen lassen und für bb' den Doppelpunkt?» nehmen, d. h. den Einfallspunkt, in welchem der

Objectpunkt sowohl mit seinem ersten als auch mit seinem zweiten Bildpunkt zusammenfällt, Beziehungen

zwischen den Entfernungen eines Objectpunktes « und seiner Bildpunkte a[ «j von m., und zwar mit

Benützung der Gleichungen 1 und G

1 _J_ V 1

ma\
<f',

\' ina

12'...
j ^

Wiöj yicos*£' v'cos^s'ma'

wenn man jedoch die Entfernungen der Punkte a nnd «^ von den Hauptpunkten p \\\\\ p\ zählt, wegen der

1 1 vcos*£' 1

Gleichungen 4

12".
p'^a^ yjcos*£ v'cos^spa

Für das Bildgrösseuverhällniss « : «', oder das Ähnlichkeitsverhältniss zweier paralleler entsprechender

Ebenen der Räume N und N findet man aus 13 und 14 die erste der folgenden Gleichungen

« v' aw «y,
<f',

«J V 'a;m uf, aj\ '

14'...

_?_^ _ 'M£_ ^^ ^ J^

die zweite ist analog gebildet für die Räume N und iVj. Übrigens ist auch

}'
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1S8 R Lij-ijf'ck

wie aus den flleicluingen 4 und 6 und Benützung der dritten der Gieicliungen 12 sich ergibt, und dieser

Wertli von a : «j, sowie der ihm analoge von a : «J hätte sich leicht direct ableiten lassen mit Hilfe der

Ähnlicbkeitscentra y. und k der ebenen Systeme, um die es sich hier handelt.

Die Gleichungen 15 und IG auf die ebenen Systeme 1' und i" angewendet, liefern, wenn z. B. diese

Ebenen als den Räumen N und A^J angehörig betrachtet werden,

tnga yj a[f\ v''a''

7t

denn in diesen Ebenen ist A=^a.' =- zu setzen; ebenso wird die zweite der Gleichungen 17

17'... v.a5tngo.tngJ = ^Z a' b\ii\g a[iiAgb[.

Für die ebenen Systeme E und E' hingegen wäre zu setzen

K TZ

und die Gleichungen IT), 16 und 17 vereinfachen sich nur für den Fall, als die Winkel n, «j, n^. . . unendlich

klein werden, denn in diesem Falle kann man setzen

rr, tnga
''Tnga=-^.

sma

Speciell für die Räume A'^ und N'.^ ergeben sicii cutsprechend den El)enen £ und E die Relationen aus

15 und 16

tngwj a/g y,cos£COS£' vcoss' «
_

tng« j)icos£COS£' a^/'g v'coss*«''

und aus der zweiten Gleichung 17

17"... v.ab. tng a tng i= v' . a' b' . tng oj tng b'^.

Man kann also für die Ebenen EE' angehörig den Räumen A^ und N'.^ dieselbe Relation aufstellen, wie

für die Ebenen Fl", angehörig den Räumen A' und A'J, allein während 17' ganz allgemein gilt, ist 17" nur

für unendlich kleine Neigungswinkel richtig.

Für irgend zwei entsprechende ebene Systeme kann man ganz in derselben Weise wie im Räume ent-

sprechende Punkte angeben, welche die Eigenschaft der Knotenpunkte besitzen, d. h. Mittelpunkte entspre-

chender congruenter ebener Strahlenbüschel sind ; sie liegen natürlich auf den zu den Hauptlinien der Systeme

senkrechten entsprechenden Geraden und in dem einen Systeme von seinem Brennpunkte um die Brennweite

des anderen Systemes entfernt. So liegen z. B. für die Ebenen 1' und F diese Knotenpunkte auf den Strahlen-

axen S und S', für die Ebenen E und E' fallen sie zusammen mit den Knotenpunkten der Räume selbst.

Legen wir durch zwei entsprechende Gerade U, U' zwei entsprechende Ebenen L, L und nehmen zwei

Punkte c, c' auf ü, U', für welche bezüglich der in L, L' verlaufenden Stralilen

'Tngc= + <'Tngc',

so sind c, c' entsprechende Punkte, die vermöge 15 von den Brcnnpuidvten die Entfernungen haben

c/=±P'u, C'f= ±p„.

Die Lage dieser Punkte also gegen die Brennpunkte der Strahlen ist durch dasselbe Gesetz bestimmt,

wie die Lage der Knotenpunkte räumlicher oder ebener Systeme, allein sie sind niclit mehr Mittelpunkte con-

gruenter Strahlenljüschel.

Erfüllt mau in 15 die Relation

tng c=+ tng c'
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über Brt'chiDifi idkI Boßcxi.nn uncnälich dVniner Htrahlcnsiistcmi' an Kaijelp'ic.hen. Is9

so fiilii-t dieselbe nur dann auf zwei feste Punkte c, c' auf ü und l!\ wenn die Winkel r^ r' unendlieli klein

sind und als Entfernungen dieser l'unkte von den lirennpunkten Hndet man

, sin c , „ sin c'

sinc sine

also z. B. für die Systeme E, E', angehörig den Räumen N und N'^ und den in erstereu liegenden Strahlen S

und S':

. , COS£'
, ,., , COS£

•^^ ^ COSi ' '•'
* ^ COSs'

Diese Punkte hätten daher für unendlich kleine Stralilenneigungen die Eigenschaft der gewöhnlichen

Knotenpunkte, aliein ihre Lage gegen die Brennpunkte der Strahlen ist nicht mehr durch das im Räume oder

in der Ebene giltige Gesetz bestimmt.

Brechung eines nicht hoinocen-tri sehen Strahlenbündels.

Zur Bestimmung der beiden in einander liegenden Punktreihen auf S', deren Doppelpunkte die Bildpunkte

des gebrochenen Büschels sind, haben wir für drei Strahlen des einfallenden Büschels die Projectioncn auf

die Ebenen P und E zu suchen, die Schnittpunkte u und v dieser Projectioncn mit S und endlich zu u die

ersten, zu v die zweiten Bildpunkte. Ist i der Neigungswinkel der Bildlinie « in a (Fig. G) gegen die Ebene

/*, also t:— i die entsprechende Neigung der Bildiinie ^ in b, und sucht man für irgend einen Strahl die

Beziehung zwischen den Punkten u und v als Schnitte seiner Projectioncn auf J' und E mit -S, so erhält m;in

hiefür

18. . . au.bi'sin* i-i-av .bucos^ i^=0.

Die Bestimmung der IJildpunkte A' und B' gestattet eine Vereinfachung dadurch, dass man die Flucht-

punkte der Punktreihen
?/J.

. .?\^. . . einfuhrt. Um den Fluchtpunkt x\ der Punktreihe mJ. . . zu erhalten, muss

jener Strahl des einfallenden Büschels genommen werden, dessen Projection auf E durch
f.,

geht, denn

diesem Punkte entspricht in der That als zweiter Bildpuukt der unendlich ferne Punkt auf Ä'; ist x der

Schnittpunkt der Projection dieses Strahles auf J' mit aS', so folgt aus 18

18'
. .

.

ax. bf^ sin* e'-t- af^ . b x cos* i^^ 0.

Lässt man hingegen die Projection auf P durch /', gehen, so geht die Projection auf E durch einen

Punkt 1/ auf S, und der zweite Bildpunkt y'^ von y ist der Fluchtpunkt der Punktreihe >''^. . . . Zur Bestimmung

von y liat man

:

18"... a/, .6^ sin* i'-i-rt //./!)/, cos* i'=0.

Zur Bestimmung von x[ und yj, benützen wir die zweite der Gleichungen 12, bemerkend, dass der erste

Bildpunkt von /j, der Punkt
f|

(Fig. 5), der zweite Bildpunkt von /' der Punkt
fj

ist, somit die Beziehungen

gelten

:

JiM _^_ hfi __ _ 2

^fi «'i fi

'

19...

JtJz
, hJi 1

2/./« y. fi

und dass ferner aus 18' und 18", indem man setzt

ax = af\-\-f2X, bx= bf.,-i-f^x,

^y'=^fi -i-/i y, « i/= "fi +/i y
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190 F. Liirpich.

folgt:

1 sin*« cos*«

1% "-Ji "Jt

20...
j

yfi */i «/i

Dui-ch Substitution dieser Werthe und der weiteren aus 1, G und 10 folgenden

^?^+ ^<Po

fi f'i

=

fi
^' -^ *'' *** "^ '"/i

=—

y

sin 4 sin t' '

in die Gleichungen 19 wird schliesslich

1 V . „ . „
, f 1 sin*«' cos*«

—rjj = sin* c sin* £' ^^- H -^ -I- -v-^

1 .v' „ ^ , , ( 1 sin*«' cos*«'
-p-7= -tng*c-tng*£' — j—

^

~
yiU ^ ly.siu*^ 6/, a/,

wodurch die I^age der Fluchtpunkte in einfacher 'Weise durch lauter unmittelbar gegebene Grössen ausgedrückt

erscheint.

Da a und 6 Doppelpunkte der Punktreihen u...v... sind, so hat man weiter zur Bestimmung der

Doppelpunkte A' und B' der Reihen u^. . .v'^. . . die Gleichung

22... A' x[.y'^A= a\.r\.y'.^a'^.

Durch Anwendung der dritten der Gleichungen 12 erhält man weiter

' ' _ "^-/'i^'i -- ' __fif\ -fi^\

<^y-f\y% jfj AijrSiA

und dnlier

„•
v' — IJLlJill f J _•

»;.i-;.(/;a;=c/i/J
j a x.ay ar'Jj.y^f^

Die Gleichungen 18' und 18" liefern ferner in Verbindung mit 20 die Beziehungen:

ax «6. cos*«' ay a^.sin*«'

¥i~ bf% ' yfi Vi

so dass die Potenz der projectivischen Beziehung sein wird:

, , , ,
a)*^*sin*£sin*2« , , ,

Die Gleichungen 21, 22 und 23 lösen somit die gestellte Aufgabe, die Bildpunkte des gebrochenen

Strahlenbündcls zu finden, und es erübrigt nur noch, die Stellung der Bildlinien in deu Bildpuukten A' und

B' anzugeben. Die diesbezüglichen Formeln erhält man leicht auf dem Wege der oben gezeigten Coustruction,

oder aber, in besserem Anschlüsse an die eben entwickelten Gleichungen, auf folgende Art.

Ein Strahl des gebrochenen Bündels, dessen Projection auf E' parnllcl zu 8 verläuft, gibt auf P' pro-

jicirt eine durch x[ gehende Gerade und ebenso ist y[^ der Schnittpunkt der Projection auf E' dessjenigen
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über BrechiDig und Refiexlon imendlick dünner Straklenny.sb-me an Kugelßichen. 191

Strahles, dessen Projection auf 1" parallel zu <S" ist. Bezeichnet i den Winkel der Bildlinie in A' mit der

Ebene 7", so f;ilt für einen beliebigen Strahl des gebrochenen Büschels die mit 18 cenformc Gleichung:

A' u' . B' v' üvl^ i' -\- A' v'
. B' u' cos* / = 0,

wo u' und v' die Schnittpunkte der Strahlenprojectionen mit S' sind. Lässt man nun v' ins Unendliche rücken,

so hat man gleichzeitig für ii' zu setzen j:\ und die obige Gleichung liefert

A' x\= A' B' aos^ i'

,

wenn aber u' ins Unendliche rückt und folglich v' nach y'^, so wird

A' y'^^^ Ä B' ün^ i'

,

und somit ist

1

24... 'l'^'i-y2-4'=— j-'l'-ß' sin* 2«'',

welciier Ausdruck in Verbindung mit 22 und 23 die Gleichung zur Berechnung von i' liefert. Wird «'=o! so

wird i'= '^ oder= 0, crsteres wenn man unter A' den ersten Bildpunkt von n, letzteres, wenn man unter

A' den zweiten Bildpunkt von b versteht. Setzt man fest, dass unter A' jener Bildpunkt verstanden ist,

welcher stetig in den ersten Bildpunkt von a übergeht, während i stetig bis ^ wächst, so sind i und i' immer

gleichzeitig in demselben Quadranten liegend anzunehmen.

Schlussbemerkung.

An die vorstehenden Untersuchungen hätten sich naturgemäss anzuschliessen die analogen für ein

System von Kugeiflächen ; diese letzteren bleiben einer späteren Mittlieilung vorbehalten. Doch mag schon

hier kurz einer Abhandlung von Most Erwähnung geschehen, die während der Ausarbeitung der vorliegen-

den in Poggendorff's Annalen, Ergänzungsband VIII, p. 299— 348, unter dem Titel: „Über ein di.op-

trisches Fundamentalgesetz" erschienen ist, und welche gleichfalls unendlich dünne Strahlensysteme

mit endlichem Einfalls- und Brechungswinkel in Betracht zieht. Es wird darin unter Anderem der Gang der

Str;ihlen untersucht in einem Systeme centrirter Kugeiflächen für den Fall, als die Axe des einfallenden

Bündels und somit auch die Axen aller gebrochenen mit der optischen Axe in einer Ebene liegen und zwar

speciell für Strahlen, die in dieser Ebene verlaufen oder in Ebenen, die durch die Axen der Bündel senkrecht

zu dieser Ebene gelegt, enthalten sind. Es sind somit die den el)enen Systemen EE' und PF analogen, die

näher untersucht werden und die in dem angeführten Falle für ein System centrirter Kugelflächen ganz ähn-

liche Beziehungen aufweisen, wie für den Fall einer einzigen Kugelfläche.

Das „Fundamentalgesetz", welches Most ableitet, ist für die in einander liegenden Systeme E und

E durch die Gleichung 17". für die Systeme P und P' durch die Gleich ig 17' des Artikels IV dargestelt.

In diese Gleichung werden dann zur Vereinfachung die Knoten- und Hauptpunkte eingeführt, indem das

v'
Verhältniss der Neigungstangenten in conjugirten Punkten einmal gleich ± 1, das andere Mal gleich +—

genonmien wird, und weiter durch entsprechende Betrachtungen die Brennjjunkte.

Es ist mm zunächst klar, dass dieses Fundamentalgesetz allein ganz ungeeignet ist, die Beziehungen

der ebenen Systeme auf die es angewendet wird, zu erschliessen, denn es enthält nur Grössen, die auf

Punkte in den Axen und auf Strahlen, die unendlich kleine Neigungen gegen die Axen haben, Bezug

nehmen. Für Punktsysteme ausserhalb der Axen, für das Bildgrössenverhältniss, die Kiehtungen der Haupt-

und Brennlinien u. s. f., kurz für alle Fälle, in denen endliche Strahlenneigungen gegen die Axen inter-

veniren, muss dieses Fundamentalgesetz noch sehr wesentlich durch anderweitige Betrachtungen ergänzt

werden.
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192 F. Lippich. üb. Brech. u. T(cfl. unendlich dUrnKV Strahltnan.steme an Kur/e/flächen.

In der That kann nls nnifassendes Fimdamentalgesetz, durcli welches die allgemeinen Beziehungen der

genannten ebenen Systeme dargestellt wird, der Satz gelten, dass die Systeme coUinear sind; die

Gleichungen 17' und 17" sind aber nur speciellere Folgerungen aus dieser Beziehung. Für die Systeme F und

/" gilt 17' in aller Strenge auch für endliche Strahlonneigungen; für die Systeme E und E' hingegen niUsste

an die Stelle von 17" die zweite der Gleichungen 17 treten. Auf den Axen gelegene Knotenpunkte, d. h.

Mittclinuikte congruenter entsprechender Strahlenbündel gibt es in diesen Systemen gar nicht, und die Anwen-

dungen, welche Most von seinem Fundamentalgesetze auf diese Systeme macht, sind unrichtig, weil hiebei

die Giltigkeit der Gleichungen 17" für endliche Strahlenneigungen vorausgesetzt wird, wie für die Gleichung

17', oder mit anderen Worten, vorausgesetzt wird : für die Systeme £" und E' stellen ähnliche entsprechende

Punktreihen senkrecht zu den Axen, wie für die Systeme /' und F. Wie ferner aus den Specialisirungen der

Gleichungen 15 und 16 für die Systeme E und E' im Artikel IV hervorgeht, sind die Most'schen Haupt-

punkte gar nicht Hauptpunkte im gewöhnlichen Sinne, d. h. nicht Axenpunkte, durch welche congruente ent-

sprechende Punktleihen hindurchgehen. — Ein weiteres Eingehen in die citirte Abhandlung würde zu sehr die

Grenzen der vorstehenden Untersuchungen überschreiten.

—r^i=^'^>.:gfe»<^-
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