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VOUON1,KGT IN DER S1T7.UNO DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAF'TLICHEN OLAS8B AM 17. MA.R2 1R81. 

I p. h a 11. 
I. Gapitel. 

Versuch einer algcbraisehcn Anflosung von Gleichungen, woraus hervorgeht, dass die hiebei einge- 
schlagene Methode bei liber den vierten Grad hinausreichenden Gleichungen ihre Wirksanikeit verliert, dass sie 
aber zur reichhaltigen Quelle sioh gestaltet von Knlcrien, in deren Besitz aucli iiber den vierten Grad hinaus- 
reicliende Gleichungon elne algobraische Anflosung zulassen. Fftr Gleichungen mit niinierischen Ooer'rieienten er- 
gibt sioh hieraus ein neues Aufldsungsverfahroti, welches voniehmlieh bei Enuittlung ilirer oomplexen VVurzeln 
namhafte Vortheile bietet 

II. (Gapitel. 

Grapliisehe lies ti m lining der reellen Wurzeln von algebrais ch en, sowie von algeb raisch-transcen- 
denten Gleieh ungen  der Form; 

o 
? "g,0- 8pi\p:*fof'f+a't,p % cosy]. 

Diese Methode bestimmt In director Weise die reellen Wurzeln von Gleichungen, wolche don sechston Grad nicht 
iiberschreiten, sonst bildet sic einen einfashen gesetzmlssigen Voi'suohsweg. Der Untersehied der zwei Bestimmuugs- 
arten der Wurzeln bestoht namlioh darin, dass man die sogominnten Wurzelpunkte im ersten Fade als Begegnungs- 
punkte zweier direct ausgezogenon Hilfscurven entnimmt, wahrend im zweiten Fallo eine dor llifscurven zwar sehr 
leicht, jodoch nur punktweise zur DarsteHung gelangt, 

•  Die algebraischtranscendonteu Gleichungen werden fur »t = l, m=2 bedingungslos graphisch aufgelost, fur m>2 
hingegen nur unter gewisseu Bedingungen, 
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60 Lnrenz Zmurko. 

I. Capitel. 

Auflosung der algebraischcn Gleichungen vorn StandpUnkte der inatlieiuatisclieii Operationslehre. 

§• 1. 

Eine Gleichung mit Einer Unbekannten ist eine gegebene teste Relation einer unbekannten Grosse zu 

gegebenen Bekannten, welche nur durch gewisse passende Werthe der Unbekannten crfiillt wird. Tin Gegen- 

satze zu den sogenannten identischen Gleichungen neurit man solche Gleichungen hypoth etische 

Gleichungen. 

Bei Gelegenheit der stufenweisen Entwicklung der Fundaraentalprincipien der mathematisclien Opcra- 

tionslehre macht man mehrentheils die Erfahrung, dass sehr oft sich mebrere passende Werthe fur die 

Unbekannte ergeben, deren jeder einer und derselben Gleichung geniigt und als die sogenannte Wurzel 

derselben gilt. Bei algebraischen Gleichungen hoheren Grades ist sogar streug bewiesen, dass eine solche 

Gleichung geradezu so viele Wurzeln definirt, als ihr hfichster bei der Unbekannten stehender Exponent Ein- 

heiten zahlt. 
Man braucht nur an die Discussion einiger in der Opcrationslehre vorkornmcnden symbolischen Belationen 

1. fB=x, 

2. 2r cos f = x,    sobald    cos n f = h, 

3. rtang f = x,    sobald    tang n <p = k, 

4. log k = Xj 

-d) 

und an die dabei gemachten Erfahrungen zuriickzudeuken, um die llberzeugung zu gewiunen, dass bei 

bekannten Grossen r und k und der Unbekannten x in den Eelationen I., 2., 3. je ein .System von n Werthen 

und in der Relation 4. sogar ein System von unendlich vielen Werthen dcfinirt ist, welche als Wurzelwerthc 

der jeweiligen in (1) vorkommenden Gleichung gelten. 

Beim Unternehmen, die Operationslehre durch die Theorie der Auflosung von Gleichungen zu hercichern, 

wird es nun vor Allem darauf ankommen, die eben notirten Fundamentalerfalirungen ausznniitzen, und so weit, 

als dies mit diesen Mitteln angeht, die Auflosung der Gleichungen zu fordern; und dann erst in analytischer 

Weise sich nach einem stufenweise fortschreitenden Verfahren umsehen, welches die Auffindung der Glei- 

chungswurzeln, oder vielmehr die Zerfallung des Gleichungspolynonis in die sogenannten Wurzelfaetoren ver- 

mitteln soil. 

Wilhrend die erste und letzte in (1) zu Gleichungen 

xn -k = 0, ex—k—l—k-+- 
1!      2! 

-+- -+• = 0 ...(2) 

fiilirt,   liegt   es  uns   oh,   die   den   Relationen   2.   und   3.   entsprechenden   Gleichungen   stufenweise   zu 

bilden. 
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Beitrag zur Theorie der Auflomug ron Gleichungen etc. 

Aus der Relation 2 r cosy—a? erhiilt man: 

as 
cos   y == ,   , sin y = 

cos 2 y = cos2 y- sin2 y = ^S -1 -+- ^ = ^ —1, 

sin 2 y = |/l_cos*2y = 
4r4 ,,2 4-1 

«8   I 4:T^) ? I-^, 

,r ic (,        J' 
cos 3 y = cos 2 y cos y- sin 2 y sin y = = (^ -1 j £. — =- ( 1 - ^ = ^ - •, 

61 

..(3) 

sin 3 y = sin 2 y cos y -+- cos 2 y sin y =   \ — II / \ _ 

a;* 2 X'2 

cos4y == cos3y cosy — siny sin3 y = —j- — •   2   -+-1,   u. s. w. 

Aus (3) findet man: 
x = 2 r cos y, 

,c2_ 2 rz = 2 »•2 cos 2 y = 2 r% k, 

x*~ 3r*cc = 2 r:icos 3 y = 2 r*k, 

-C*__4;-i!^2 + 2r* = 2»-*cos4y=2r*^      u. S. W. 

,.(4) 

Die in (4) angeflilirtcn Resultate, welclie man auf die eben gezeigte Weise stut'enweise fortentwickeln 

kann, sind specielle Fallc folgender fur ganze positive Wertlie von n uneingeschrankt giltigen Relationen (s. 

Ettingshausen's Vorlesungen iiber hoherc Mathematik, Bd. I, S. 114). 

X- : 2r cosy,       S, 
n      n — s 

n—s I    s (-!)«- ~\f**ar- = 2 r" cos n y = 2 r" k, ..(B) 

it Qf 
wo die Summirung fur s = 0, 1, 2, 3,... - | ausgefiihrt werden soil, unter dem Symbol   _<  diejenige   grOsste 

ganze Zabl verstanden, welclie in der Bruchzahl        nocli enthalten ist. 

Aus der zweiten G-leichung in (1) hat man: 

tang   y = -, 

k = tang 2 y? = - 
2*»- 

2 a; r x 
r'1—x2        r        %r.x—X 

' 2/* as* rs—3rx*' 

...(6) 

1- 
•(V2—a?2) 

k = tang 4 <p =  »—TT~ 
-4ra?:! 

W^V^e,2^^ 4' 

Und cbenso ganz allgemcin : 

&=tangly: 
? *—'«— ! ^-V.+? »'»-5»5 

r"— "»•"-»«*+ J »•»-*«* 
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62 Lorenz  Zmurkn. 

Aus diesen Relationen findet man zur Bestimmung von tang <p = x, die Glciohun gen: 

fttr 

&=tang2y keet-+-2rx—kr'i = 0, 

k = ta,ng3f x:i—?>krx%—3 r2 x -+- k r'A = 0 , 

& = tang4«> kx*-+-4rxs—fi£r2a;2—4r;)a- -+-/<-r4 = 0, 

und allgemein ftir ,.(7) 

2»| £ = tang2«? kx>'>+ | I• I Ar»u>**-«— M r'^»-3+ ... + (—1)» (|j) #r«« = 0, 

&=tang(2*a -t- l)y .£c2»+'— P^^Ar**"—f2wrt"3 ] j-^f-'-f- f2"„h1] /fcrf.«J"-2-+-... -i-(—1)» + V! «+•<=(). 

Setzen wir ew   = cos      +«   '   =fl, so findet man: 

,3" = 1    und aucb    (3 ('-')" = 1. 

1st ausserdem x0 der numerische Werth von \fk, so erbalten wir: 

und seben unmittelbar ein, dass das nacli (9) gebildete Wcrthsysteni (xi, 

in (2) als das entsprecbende Wurzelsystcm angehort. 

1st ebenso ,r0 der primitive log/!;, so findet man: 

...(8) 

•• (9) 

der crsten Gleicbung 

ex«—k = 0,    aber aucb .<•„ +(»-!) 2 *<_ 

dcmgemass wird 

-'»' = ff-'ofcos 2 n- -+- «'sin 2 fr)"•1 = rx» = /-, 

-l)2flr» 

filr jeden ganzen positiven oder negativen Werth von s cine Wurzel der zweiten Gleicbung in (2) vorstellen. 

In (4) seben wir algebraische Gleichungen in Bezug auf die Unbekanntc x von vcrscbiedenem Grade, 

sobald man r und k als bekannte Grossen voraussetzt. Deutet die gegebene Grosse k auf cine Bogenzabl iriip 

bin, so wird k aucb dann bei seinem Wertbe sich erbalten, wenn man an die Stellc der Bogenzabl ID die Bogen- 

zabl f-i~(a—1)        binsetzt, und zwar flir ein beliebiges gauze s] dcmgemass wird der entsprecbenden Glei- 

chung des m.ten Grades fttr beliebiges ganzwertbige s der Ausdruck 

x = x, = 2rcos    '-p~h(s—1) 
v m ' 

...(10') 

rem [y -+-(#— 1) j]-H«Vsin(?H-(«— 1) ~J   H-     rC0B[y-t-(«—1) -~"J — train [ jp-f-(«—1) 
2 v. 
m , 

= ref'\ e r.+ r (l1-* e~'? >•, 

somit der Ausdruck 

X=X, = rfili~~i r>'?': ^-rfi1—' fT-'?<:
}   wntlft=k} @== f ..(10) 

als Wurzel angeboren. Es geniigt bier fttr * die Werthe 1, 2, 3,...m anzunelimen, um ein Wertbsysteni (.*,, xt) 

Xn,...xm) zu erbalten, welches das complete Wurzelsystem der nach (4) gebildeten Gleicbung des wzten Grades 

ausmacbt, sobald man in derselben k und r als constant voraussetzt. 

In (6) seben wir algebraische Gleichungen verscbiedener Grade in Beziebung auf die Unbckannte x, so- 

bald wir r und k als bekannte Grossen voraussetzen. Deutet die gegebene Grosse k auf die Bogenzabl rwf bin, 
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Beitrag zur Theorie dor Auflosung von Gleichmgen etc. 63 

so wird k auch dann noch bei seinem Wevtbe sieb erlialtcn, wenn man an die Stellc von f die Bogenzahl 

f 4- (•«—1) — hinsetzt, und zwar fttr belicbiges ganzwerthige g. 

Dcnigeniass wird der entspreehenden Gleicbnrig des mien Grades in (6) fttr belicbiges ganzwerthige s 

der Ausdruck: 
K 

m, 
oj = o:s = rtang| »H-(*—1)— = 

m)        i 

2." sin \f •+•(«— 1)- 

2 cos U+(s—1) 
re 

...(10") 

i 

K2 

und somit der Ausdruck: 

' I e "' J      -+- e-f': I 

1—8 ']'-_ «-s" 

£C = X, =     -.    -^ ; — .10! 

•IT. i 

e '"'  , tang m cs = & ...(11) 

als Wurzel angehorcn, und das Werrhsystem (xi} xt, xs,...xmj als completes Wurzelsystem der Gleicliung 

des wten Grades aus (6) liefcrn, sobald man k und r als gegebene constants Grossen ansieht. 

1st nun cine Gleicliung 

ym~\-byy
m-~i -HJJ^•-

8
 4-...-+-5»-«y4-4M»0 ...(12) 

zur Auflosung vorgelegt, so wii re vof Allem der Versucli augedeutet, ob das derselben angeborigc Wurzel- 

system sich aus irgend eincm der nns eben bckannt gewordenen Wurzelsystemc ableiten liesse. Wollten wir 

etwa das in (10) angeftibrte Wurzelsystem tin. diesem Zwecke verwenden, so wissen wir aus (4), dass die zu- 

gehorigen Nonmilgieicbungen die spceiellc Eigenscliaft besitzeu, bei der Unbekannten x bios gerade Zablen 

oder bios ungerade Zablen als Exponenten zu i'uhrcn. Zn diesem Zwecke miissen wir die Gleicliung (12) ditrcb 

Substitution y = x—   l  transformiren und naehsehen, ob die nun mit der Unbekannten a; licrvorgehcndc Glei- 

cliung die erwttnschte Form: 

xm-T-impx m~2 -+- (J„ xm Cix
m-i-rr....-h2g=:0 .(13) 

annimmt, d. b. cine Form, in welcber die Cocflicicnten 0lf Cs) C5, in Folge der erwiilinten Transformation 

wirklich verschwinden. 

1st dies der Fall, so koiinen wir die Gleicliung (1.3) mit der entspreehenden Gleicliung aus (4), namlich 

mit der Gleicliung 

S. -.!)• 
m      m s 

- 2 rm cos in f = 0 ...(14) 

vergleichen, um zu sehen, ob sicb die Grossen k und r so bestimmen lassen, dass die Gleicliung (14) mit der 

Gleicliung (13) Glied fttr Glied coi'neidirt. llicr miissen wir zwei Fade unterschciden, je nachdem m cine ge- 

rade oder ungerade Zabl vorstellt. 

*) 1st m cine gerade Zabl, so ersebcint (14) in f'olgender Form: 

m     I m—2 
2 

(— 1) * 2 ?"" — 2 rm cos m f = 0 

und wir erhaltcn aus der Vergleichung (13) mit (15) zuniichst die Kelationen: 

m 

.— m rs = mp,     2 rm (—1) 2 — 2 rm COS m f = 2 q. 

...(15) 

...(16) 
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64 Lorenz Zmurko. 

Hieraus ergibt sich 

r = | — p | z = i(p) z , ...(17) 

nnd in Folge dessen gibt die Vergleichung in Bezug auf die tibrigen Coefficienten in (13) nnd (15) 

!                                                    (\ 
m      fW"2 1   »2 

~ TO-2   I -2    J  * 

vt 
__    m       K~S )  _i 

m—3   I   3    J ' 

Gs 

TO       (w—4 j 
= TO—4   (    4    ) V 

TO 

...(18) 

TO / 2 \       , —1 

TO, i m 
 hi   \ 1 
2 2 

Hat man nun auch das .Stattfinden der Rclationen (18) bereits constatirt, so erhalten wir aus der zweiten 

Relation in (16) 

COm^=(joz— y):r'",  isinmtpss: ]/ q%—2qp*   :r 

£,myt 

e-—m'f),  

(P* —?)"+" r  'f—2#j}2  j :r'" = i/]: /•" ...(19) 

( //  — <y) -|- [/ q z— 2 r/^p % ' = //„ 

und demgemass aus (10) 

wo 

e?'= H- |A//, : <r,    e-"P'= ± ^ ; r, 

., = x-p-^Ei__p-^E%,y,: 

p = cos      +tsm-    , s = 1, 2, o,... TO. 

...(20) 

Hier haben wir die Ausdriickc \[Bl und \fH% init entgcgcngesctzten Zeichen in Verwendung gcnommen, 

weil das Product der Coefficienten von |3 in (10) 

r e'f' X r e^f'- = r% = —•» 

gibt, und eben so erhalten wir das ahnliche Product aus (20). 

(^-7)2~(72--^Y 

wie cs auch sein soil. 

/3) 1st m eine ungeradc Zabl, so erscheint (14) in folgender Form: 

xm.— mf^x•-*-*--    n—A    n    M«"~*— ...-+- i—1)  z    mrm-ix—2rmcoBmw = 0 
TO—2      2   ' v r 

und wir erhalten aus der Vergleichung (13) mit (21) zunachst die Rclationen: 

...(21) 

ir'i = mp, —2rmeoSmf=>='2 q, ...(22) 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Beitrag zur Theorie der Auflosung von Gleichungen etc. 65 

Hieraus ergibt sieh ?• = (— p)'1 = «'Q?)2   und in Folge dessen gibt die Vergleichung in Bezug auf die 

iibrigen Coefficienten in (13) und (21) 

<* -AM'' 
TO     (TO—31 

ca   = • 
TO—3 I   3 

_p" ...(23) 

m—1 

Hat man nun audi das Stattfmden der Relationen in (23) bereits constatirt, so erhalten wir aus (22) 

COS m f = —q: r'";  » sin TO tp = ]/„2 _^ ««; j.» 

e,«?l_|-—ji-)-^/'j*-(-_p»]:»»»,   e_w?f= [—q— \fqz-hj)m] ;t* 

Setzt man bier 

so erbalt man 

und scbliesslicb nacb (10) 

-q -i- \fq%-\-pm = B\ , — q— \/q% -H pm == jffj, 

OT _ ill 

a? = a,, = j3—* jffl; H- /3'-« \f.B', p = e 

...(23') 

.(24) 

.(25) 

Die Formeln (20) und (25) gelten in dem Falle, wo sonst alle bier bescliriebenen Bedingungcn in Eri'ul- 

lung gehen, fiir jeden ganzen Wertb. von s. Hat man aber eine Partie rou m aufeinanderfolgenden zwischen - 

oo und -t-oo liegenden ganzen Zablen bereits erschopft, so erbalt man aus diesen Formeln ein System von 

m Wurzeln — welches sich ebcnsogut aus jcder anderen Partie von m aufeinanderfolgenden Zablen ergeben 

wtirde, nur in einer entsprechend anderen Anordnung. Die Auflosungen mittelst der Formeln (20) und (25) 
beissen desswegen periodiscbe Auflosungen. 

Ftir die G-leichung 

liaben wir 

Anderseits erhalten wir nach (20) fur 

'•-+-2q = 0 

= ^=2l; 

i= 2, 

a> = (j»—SJ- \fqi—2pq) * — {jp—q—\fq*—2pq) 

und hieraus fiir beliebigesjj folgende Relation: 

Die Glcicbung 

]f-2q =(p-q+ h*~M) * ~-(p~9— fa%-2pq) 

i-h4pXi-+-2q = Q 

...(26) 

gibt 
•x? =—2p •+• l/4jcz—2q; 

wenn man aber diese Gleicbung nach (20) behandelt, so erbalt man 

m sts 4,   s = 1 
setzcnd: 

t  t___  

x = vp*—y-4- \fq%—2qp* — [/ q-^-g—|/pE—2qp* 

Denkeehriften der mathem.-naturw.Cl, XLlV.Bd. Abhandlungen vonNiehtrnitgUedern, 
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66 

hiemit 

Bei der Gl 
Behandlung nac 

und erhalt nach 

somit nach (25) 

Lor enz Zmurko. 

* 4 

folgende jichunj 
h (25) 

(24) 

-2p-+- l/4pz- -2q = 

Grades 
nchungs 

= — y-+ 

:; 
-- |3M ]f- 

y pz—q -l-|/ qz—2 qp% 

2 

—- ypz—q— 

>l—q— \[qz- 

ination des 

—2qp* 

zweitei 

2p*qj 

u. s. w. 

I Gliedes 

...(28) 

1/4^—2 q-. 

; des dritten 
taugliche Gl( 

JU  Ju g -— 

-y-f- \/q%—2qp% -I-// 

erhalt man nach Elim 
form: 

xs-h- 3px -t- 2'q = 0 

...(29) 

ftlr die 

...(30) 

-l/?*-+-i>3, #;=—y- -\Jq^- 

:s 

i>:i, 

2         2   ' ' 
i _ 
2 

-^2 

"2" 

+Pa, 

'7 

...(31) 

$ 

2r.t 

1 
2 

Y3 , £-* = . 
2 2 ̂

=x. 

1st hier 

so setze man: 

und erhalt nach (31) 

y*-t-ps>0 

]f^.q _,_ |/ji -H-_pd = Mj -y—|/yz-t-_pa ...(32) 

2 

1 iY8 

...(33) 

^3 = — g-(«(-+•«») ^-(w,—M^. 

1st jedoch p negativ und gleichzeitig 
(y

2H-7>:i)<0, 

so ist es vortheilhafter, aus den diesfalligen aus (22) stammenden P>edingungen 

r'i = -—f       ?-3COs3y> =—q 

die Grossen r und <g zu bestimmen, und in die diesfallig stattfindende aus (10') stammende Formel 

2n) 
•< — xs = 2r cos \<p-h (e—1) 

...(34) 

...(35) 

die erhaltenen Werthc von r und f zu substituiren, und schliesslich diese Formel fur s = 1, 8 = 2 und s = 3 zu 

bcreclmen, urn in diesem Falle die drei re ell en Wurzeln der Gleichung (30) zu erhalten. Aus (34) folgt 

r=\/~p\    6os3f=-pL-, ...(36) 
(v— pr 

woraus die ausgesprochene Realitat von r und <p und hiemit anch von xA, x,f x- hervorleuchtet. 

Eine Gleichung des 4ten Grades kann wohl durch eine passende Transformation des Gliedes mit der 

dritten Potenz der Unbekannten entrathen, es miisste jedoch noch das Glied mit der ersten Potenz der Unbe- 

kannten gleichzeitig wegbleiben, ran die so hervorgeliende transformirte Gleichung nach der in (20) aufge- 

stellten periodischen Formel zur Auflosung bringen zu konnen. 
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Beitrag zur Theorze der Auflosung von Weichungen etc. 67 

Es muss iiberhaupt eine Gleicliimg, deren Gradzahl die Zahl 3 um p. Einheiten ttberschreitct, mit ihren 

Coefficienten p. bestimmte Bedingungen erfulleu, wenn diese Gleiclmng nach gehoriger Transformation einer 

periodiscben Auflosung faliig sein soil. 

Jetzt moge nocli untersuclit werden, unter welchen Bedingungen eine Gleiclmng 

...(38) ar^-mPxm~i-+-   2   Qxm-'1 -+-Sz\HvXm—>]=0 

nacli der periodiscben Forme) (11) aufgeliist werden kann. 

a) Fttr ein gerades m vergleichen wir diese Gleiclmng mit der vorletzten Gleichung in (7), sobald man 

in derselben 2w mit m ersetzt, <1. li. mit der Gleichung 

kx'"-+~    1\rx *hx .. H- (—1) r k, :<> 

und erhalten 

Hieraus ist 

r 

k 
7',     — rl = Qj    k = tang m f. 

= \[Q,  /—tang 
<:\J~Q 

cos TO u = ]': \j Fl— Q • i sinm f =m —f Q\ ]/]>*— Q 

e,n9*^(p—^Q):fl3— Q- e-•?<'= (JP-+- /Q): /P2—Q 

» l<" »<    _ _Jtm  

und hieraus nach (11) 

^^#irfa^^^; p->, 
j3«-i|/'p—l/^-t-|/'p-i-/'(? 

sobald fttr gerade g und ungerade ^' die Bedingungen 

erfiillt worden sind. 

(3) Fttr ein ungerades m ist die Gleichung (3 >) mit der Gleichung 

(TO 
2| r   X'"     H- 13 

TO        , OT+1 
,,. -+-(—1)    2    V*£ = 0 

zu vergleichen, und man erhalt vor Allem: 

— rk = l>. 

und hieraus 

. r'1 as Qj k = tang m, f; 

iP 
\J Q, h = tang m tp = 

KG 
COS TO ?= \/Q:\/Q~.p\  iahimy = — P:\fQ—P* 

^=[\/'Q—P]^Q—P^ 
und so fort: 

l/77  frrrfUr-P+UQ^P     A       * 

sobald auch hier die Bedingungen (41) sainintlich erfiillt worden sind. 

...(39) 

...(39') 

...(40) 

..(41) 

..(42) 

i* 
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68 Lorenz  Zmurho. 

Die Gleichung des zweiten Grades 

x?~h2Px-hQ = Q 

bezieht ihre Auflosung aus (40) filr m = 2 im Folgenden: 

...(43) 

oder 

(—!)>-< \jr—\[Q *-yP+ fQ 

l(—1)-' fp^fQ^ if.P^jiQf fQ 

...(44) 

==_^+,(.^iwyF—Q. 
~2\[Q 

und zwar bedingungslos, weil in der Gleichung (43) kein einziger mit H bezeichneter Coefficient vorkommt. 

Eine Gleichung  des dritten Grades benothigt zu ihrer Darstellung  eines einzigen mit H bezeichneten 

Coefficienten, und muss demgemass eine Bedingung erfiillen, welche sich nach (41) filr ^' = 3 in der Kelation 

H.i = I>Q ...(45) 

kundgibt, und besagt, dass die Gleichung dritten Grades nur in der speciellen Form: 

x3 •+• 3 Px* + 3Qx-h-PQ = () ...(46) 

fahig sei, die periodische AuflOsung aus (42) zu beziehen. 

Eine vorgelegte wie immer beschaffene Gleichung 

y3-+-3 ty%-i~3py -+-2<] = 0 ...(47) 

kann durch Transformation mittelst y = a;-f-'« filr einen passenden Werth von a auf die Form (46) gebracht 

werden. Man erhalt namlich: 

und hieraus 

oder 

x3-+-3(a-+-t) x1 +-3 (az^2ta.-hp)x~^(a3-i~3tai-i~3pa.-+-2q)—0 

a-ht=P,  a2-f-2*« -+-p=Q, K3-+-3ta* + 3plz~\~2P=PQ 

P Q = (a -f-1) (az -+- 21 a -f-p) — a3 -+• 31 a'l -+- 3 p a -+- 2 q 

...(48) 

a(2/2 —2p) — {2g — tp) = 0 

2q—tp 
2ti-2p 

...(49) 

Wenn tl—p gs 0, so konnte man fur diesen Werth von a P und Q berechnen, und dann erhalt man nach 

(42) die Werthe von x und somit auch die Wurzeln der Gleichung (47). 

1st jedoch t%=p, so erscheint die Gleichung (47) in folgender Form: 

(y^t)3-(t3-2<j) = Q 

und hieraus ist 

Filr die Gleichung 

y.-ht = \ft3~2q. 0*-1, frmeT.   und ».—J, 2, 3. 

y3-i-3py^~2q = 0, 

...(50) 

welche nur ein specieller Fall von (47) ist filr £ = 0, erhalten wir aus (49) und (48) 

a = —       y — x—  '--P= — -L  §=£—j-i- 
p p p> p* 
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Beitrag zur Theorle der Auflosung von Gieichmgen etc. 69 

Und bieraus nach (4i 

J> 
..(52) 

Multiplicirt man bier Zahler und Nenner mit dem Ausdrucke 

j3«(-*)(y-(-t^*Tp)* -_^t[y'Hh|/p7^i]3 |—^^^ ^p3_)_(72]3 ^_[_?-Hi-|^iqrp] 

so erhalt man nacli vollbrachter Abkiirzung einen in Bezug auf den Nenner rationalen Ausdruek: 

:i :i  

V 
und demnacb 

oder 

ys = xs-   q- = ,3*-   ()fl-q-tfP i ^  (-^ -'(/"l-,, ,-- ^3+-72 

..(53) 

ya=Ps-iY-9+h> -t-ft, -bS«- ,_ tfpt-h-q*, 

wie wir dies bereits sub (31) gefunden haben. 

Ftir m>3 kommen in der G-leichung (38) eben so viele mit R bezeielmete Coefficienten in Verwendung, 

als m—-3 Einheiten ziihlt, und dies ist aucli die Anzabl der zu erfttllenden Bedingungen, sobald erne specielle 

liber den dritten Grad hinansreichende Gleicbung mit Hilfe der periodisclien Formel zur Losung gebraebt 

werden soil. 

Sonst sind die aus den Gleicliungscoo'fficienten zusammengesetzten periodisclien Wurzelformeln immer 

faliig, die zugeliorigen G-leichungen zu crfilllen, mogen die Coefficienten selbst reell oder complex sicb 

gestalten, und aucli dann, weim die aus den Bedingungen in (16), (23'), (39') und (41') stammenden 

Werthe der goniometrischen Functioneu cos my, tang ww im goniometriscben Sinne einen Sinn haben 

oder nicbt. 

Die bei der Aufstellung der eben beliandeltcn Auflosungsmethode beri'schende Grundidee bestebt eigent- 

licli in der Annalinie der typisoheii Formen: ..e —a-t-2/-cos y; x = a+-r tang a, zu dem Zwecke, am durcb 

zweckmassige Wabl der drei in denselben vorfindigen Argumente a, r, <pf diese von uns octroirten Ausdrucke 

als Wurzeln den Gleichungen aufzudringen. Da aber Gleichungen, welche liber den dritten Grad hinaus- 

reichen ilire Wnrzeln durcb ihre Coefncienten, also jedenfalls durcb eine die Zahl 3 ilbersclireitende Anzabl von 

Argumenten definircn, SO ist es uatiirlich, dass solcbe Gleicluingen nur uuter gewissen speciollen Bedingun- 

gen sich die obigen bios aus drei Argumenten a, r, <p zusammengesetzten Formen als Wurzel aufnothigen 

lassen. Um nun im Geschiifte der AuflOsuug von den dritten Grad iiberscbreitenden G-leichungen weiter vor- 

zudringen, miissen wir den bier befolgteusynthetischen Weg verlassen, und in analitischem Sinne mehr in das 

Wesen des Zusammenbanges zwischen den Gleicliungen und ihren Wurzeln einzugeben uns bemliheu, urn 

durch stufenweise Fortbildung der bier einschlagigen Operationen zu einer so weit als moglieh wirksamen 

Auflosungsmethode zu gelangen. 

§. 2. 

Jede Gleicbung konnen wir als eine Gleicbung vom geradeu Grade ausebeu. Eine Gleicbung vom unge- 

raden Grade konnen wir mit der ersten Potenz der Unbekannten multipliciren, um ibren hochsten Exponenten 

in eine gerade Zabl zu verwandeln; liiedureb gesellt sicb zu dem Complex der dieser Gleicbung angehorigeu 

Wurzeln noeh die Nulle als Wurzel an. 
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70 Lor en s Zrnurh •ico. 

Wenn eine Gleichung vom 2nten Grade eine allgemeine Auflosung bcsitzt, so konnen wir durch Specia- 
lisirung der in der Auflosung einbegriffenen vieldeutigen Operationszeiclien zu ihren sammtliclien Wurzeln 
asj, £c2, xt,.. • x%n gelangen, und demzufolge eine vorgelegte Gleichung 

'in 

fix)-S,[A,<*\-o .      ...d) 
i) 

in der Form 
f(x) =A-in (X—Xt)(x — Xi) (x — X^) . . . (x~X:in~\)(x   -£C2„) = 0 ... (2) 

darstellen. 
Die hier ersichtlichen Wurzelfactoren kOnnen wir auf versehiedene Weise je in zwei Factorengruppen 

zusammenstellen dergestalt, dass die zu einem und demselben Paare gehOrigen Gruppen P und /' als Producte 
von je n Factoren betrachtet folgende Relation erftillen: 

f(x) = A,!n.P.P. 

Bezeichnet man mit $.n die Anzahl der moglichen Fiille dieser Zerlegung, so crhalten wir 

1 l2n 2n—V 
n—1 - 

...(3) 

...(4) 

Untersclieidet man ferner die Paare von Partialproducten durch Anhangung der fortlaufenden Zeiger i, 2, 
3,...*2„, so erhalten wir die selbstvcrstandliche Relation 

f(x):A^Pir\^Pili = ...^Pin.Pv    wo    v=(^lj)': •••$) 

Ein jedes V erscheint nach Ausfilhrung der Multiplication der darin enthaltenen Wurzelfactoren in fol- 
gender Form: 

/»= xn-¥-Bn_ixn~l-+-Bn^xn~2^ ... -KE, x~hBl)} ... (6) 
und demgemiiss 

1 (/>+/»)=^»-+-1- («„_* -t-j»;_o ^M-J -+- 4(^~K«;^K -3-H. 

(P-F) = J-(if,,-,—«;,_,)*•»-»-+- i (Bnls-B^X"-*- 

2 

1 
J 

1 (s^iq, 
•CO 

2 (S0-ff0)f 

oder 

(7'— /") = x'1 -+- m xn~{-+-p xn-2~+-(/ p'M—8_|_ . _ , _j_^ x-hl, 

...(B) 

(P-KF) — m'xn-i-i-p'xn-*-+-g'xn-3-i- ... -h/i'x-h!', 

und hieraus 

oder 

f(x):Ain = PP'=: 1 
(P-4-P0 jw-n 

..(9) 

f(x) : A-in~[xn^-mxn-l^-pxn-2-h... -i-hx-hl]*—[m'xn~l-hp' xn~i.-*h ...+A';c+/' |z =0, 

wo die Coefficienteiigruppe m, m!, p, p', q, q',...h, ti, I, I' fllr jedes bestimmte Paar von Partialproducten 
entsprechend sich gestaltet. 

Es lasst sich demgemass  ein Gleicliungspolynom des  2«ten Grades  auf s-iu   ver- 
schiedene Weisen in cine Differenz zweier Quadrate umgestalten,  von welchen das 

(10s) 
positiv zu nehmende Quadrat dem wten,  hingegen das negativ zu nehmende Quadrat""v    ; 

hSchstens dem (n—l)ten Grade angehort. 
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Beitrag zur Tlieorie der Auflosung von Gleichungen etc. 71 

Denkt man sich in (9) die angedeutete Erhebung zu Quadraten wirklich ausgefiihrt und das so ent- 

standene nacli x dem 2«ten Grade angehorige Polyuoni Glied flir Glied mit dcm Polynom f(x): A2n vergliehen, 

so erlnilt man 2v. Gleichungen7 welclie durch die Coefiicicnten m, p, q,...h, l} m', p', </',.../i', I' erfiillt 

werden miissen. 

Von den 2 M Bedinguugsgleichungen wird eine wegfalleii, sobald man deu Coefiicicnten m glcicli 

1 
in der Anlage der Keclmung der Relation 

2 
(-A*n-t • Aim) entsprechend wahlt. Die iibrigbleiben- 

den (2«—1) Bedinguugsgleichungen konnen dann zur Bestimmung der 2M — 1 Coefficienten p, q}...k} 

I, m', p'7 </',...//, V verwendet werden. Wenn man aus diesen Gleiclmngen nacli Elimination der Gros-...(ll) 

sen p, q,...k, m', />', q',.,.ti, V die bios die Unbekannte I enthaltende Endgleichung (R) sich gebildet 

vorstcllt, so muss dicse Gleichung weiiigstens dem s2Bten Grade in Bezug auf I angehoren, weil eben 

diese Gleichung bestimmt 1st, ein jedes von den Partialproductenpaaren  1\, ]'[; J\, Ft]'...Pt  t P' 

mit einem eiitsprechendeii bestinimten Werthe von I zu versorgen.  Dasselbe lasst sich von jeder anderen 

nach einem anderen unbekannten Coeflicienten geordneten Eliniinationsgleiehung behaupten. 

Setzt man: 

6        Jrlo„ 

l-hpx" 

m x" '-Hp xn 

-Hi.. -{-kx-hl = 

~h'x-t-r=: FF„_i, 

w„ 
.(12) 

so erhalt man 

und hicraus 

f(x) : A.in = Wl- WU = (W,^- Wn_i) (Wn- W„„,) = PP = 0 

..(13) 

..(14) 

zwei Gleichungen, deren jede dem wten Grade angehort, und jede flir sich zu n Wurzeln ftibrt. Die so erhal- 

tenen 2« Wurzeln gehoren samnitlich der Gleichung (1) an, und bilden ihre vollstandige Auflosung. 

Ware  man im Besitze aller raare ./', P\, PtPsi!.. .P^ PI    von supplementaren Partialproducten,   so 

konnte man ohne irgend welclie Auilosungen der Gleichungen von der Sorte (i3) (14) zu den Wurzeln der 

Gleichung (1) gclangen, und zwar auf folgende Weise. Man sucht zwischen zwei verschiedcnartigen Partial 

producten,  etwa zwischen /',„ und  /'„,  das griisste gemeinscliaftliche Mass m„,u und erhalt etwa folgende 

Relationen: 

X w —Pw . "I>w,u ?       ' u      jf% ' "*w, u • ...yxDj 

Die Gradzahlen von pw und pu sind gleicli, und stellen sich mit der Gradzahl von mwu entweder gleich 

oder UttgleicH.  Im etsten Faille ist ihre gemeinscliaftliche Gradzahl gleich     , im zweiten Fallc hingegen er- 

91 

halt man etwa v als Differenz dieser Gradzahlen. Das mit der eventuellen Gradzahl -=—v ausgestattete Poly- 

nom mit dei- Nulle vergliehen, liefert moglicherweise eine tiefgradige Gleichung, die wir unmittelbar aufliisen 

kSnnen. Auf diese Weise gelangen wir scion in Folge einer solchen Untcrsuchung in den Besitz von einigen 

der Gleichung (1) angeliorigen Wurzeln. IJbrigens miissen sich bei Vornalune von immer anderen und anderen 

Paaren verschiedenartigcr Partialproducte audi solche griisste gemeinscliaftliche Masse ergeben, welclie je 

bios einen einzigen Wurzelfactor von (1) reprasentiren. 

Aus der hier gepflogenen Besprechung begnilgen wir uns, die Uberzeuguug gewonnen zu haben, dass 

dieses eben angefiihrte Verfahren der Zerlegung des Gleichungspolynoms in Partialproducte ganz gewiss zum 

erwiinschten Wurzelsysteme der Gleichung (1) eben so gut fiihren muss, als dies durch unmittelbare uns 

vorderhand noch unbekannte unmittelbare allgemeine Auflosung der Gleichung geschehen konnte. 
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72 Lorenz  Zmurko. 

Die allgemeine Gleichiing (1)', welche mit ihren Coefficienten keinen Nebenbedingungen unterliegt, und 

welche keine uns bereits bekannte periodische Auflosung zula'sst, werden wir bestrcbt seiii, dieselbe in crwahnte 

Partialproducte zu zerlcgen, in der Hoffnung, dass vielleicht die mit (R) bezeichnete Hilfsgleichung sich leichter 

als die gegebene auflosen lasst, und dass in Folge dessen die gegebene Gleichung in zwei neue Gleichungen 

vom tieferen Grade zerfallt, deren jede als eiiie vom tieferen Grade sich ebenfalls leichter behandeln lasst, und 

zur Eihaltung des completer! der Gleichung (1) angehorigen Wurzelsystems uns verhilft. 

In wie weit wir auf eine so giinstige Eventuality zahlen konnen, erfahren wir aus der miheren Wtirdi- 

gung der Werthe, welche die Zahl s2n=        ~      filr fortlaufende Werthe von n= 1, 2, 3, 4, 5... bietet. 

Wir erhalten: 

= 1, = 1()' *8 =   3   =35^io = 
II 252, ,u=   ^   =462..., 

folglich 
•A  sft: 6, *8>8, ai0; •10, 12,... etc. ...(16) 

to Angesichte der vorgefuhrten Vergleichungen konnen wir nur bei vorgelegten Gleichungen, welche 

nicht ilber den vierten Grad reichen, eine Hilfsgleichung (M) erwarten, welche eventuell einen tieferen Grad 

beurkundet, als die gegebene, und. desshalb audi leichter zu behandeln ware, als die gegebene. Fur Gleichun- 

gen liber den vierten Grad hinaus muss die Hilfsgleichung (R) einen hiiheren Grad beurkunden, als die 

gegebene. In Bezug auf den eben erwiesenen hblieren Grad von (R) ware schon anzunehmen, dass sie sich 

schwieriger behandeln lasst, als die gegebene. In Erwagung jedoch, dass (li) als Eliminationsgleichung mit 

ihren Coefficienten manchen Bedingungen unterworfen sein diirfte, und gelegentlicli auch solchen Bedingun- 

gen, deren Erfiillung die Hilfsgleichung zu einer solchen speciellen Gleichung gestalten, welche periodische 

uns bisher schon bekannte Auflfisungen zulasst, miissen wir diesen Fall einer naheren Discussion unter- 

werfen. 

Ist eine mit allgemeinen, keiner Bedingung unterworfenem Coefficienten («0, «,, qjs....atk_A versehene 

Gleichung wegen 2«;>4, etwa wegen 2n = 3~h'/ q>\ in periodischen Formeln nicht auflosbar, so sind wir 

bemussigr, zur Hilfsgleichung (R) unsere Zuflucht zu nehmen, welche einen die Zahl 2n um Q Einheiten tiber- 

treffenden Grad m beurkundet; dies gibt die Relationen 

2n = ;4-t-? -q^rQ. 

Die Coefficienten (6'0, 6',, CzV.'.'Cm) der Hilfsgleichung (li) lassen sich im Wege der Elimination durch 

Coe'fficienten (>0, a,,.. .«•-„_i) der gegebenen Gleichung darstellcn, und veranlassen die Bestimmungsglei- 

chungen 

C,j = ?„(%, «!,...«•;„-(),   ,</ = 0, 1, 2, 3..., (m — 2), (m— I). ...(17) 

Wenn man aus diesen m Bcsfimmuiigsgleichungen die 2n Grossen ayv aif a%, 

man zum Besultatc bios aus Og, C, 

F (G    G    G    .    G ) 

«2«-i  eliminirt, so erhalt 

C-jn—i gebaute Gleichungen, etwa in der Form 

0 g =* 1, 2, ?>,...m—2n, 

also jedenfalls bios rri—2n = (3-hq-i-Q) — (3-+-</):=Q Bedingungsgleichungen, denen die in (R) spielenden 

m Coefficienten unterworfen sein konnen. Waxen diese Bedingungen sogar solche, wie man sic filr die even- 

tuelle Mogliohkeit einer periodischen Auflosung wiinscht, so sind. sic jedenfalls nicht in hinlanglicher Anzahl 

vorhanden, da die Zahl Q kleiner ist, als die Differenz m— 3 = </-+-$, welche im vorigen Paragraphe als die 

Anzahl der zu erfiillenden Bedingungen verlangt wurde, wenn iiberhaupt cine periodische Auflosung als zu- 

lassig crkannt werden soil. 

Aus der filr s,n gebildeten Zahlenreihe ersehen wir 's\ =3; im niichsten Paragraphe werden wir erfahren, 

dass die zur Gleichung des vierten Grades sich erbietende Hilfsgleichung (li) sich wirklicli als eine Gleichung 

vom dritten Grade, also als cine bereits periodisch aufgeloste Gleichung piasentirt, und in Folge dessen zur 
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Beitrag zur Theor/'e der Auflosung von Gleichungen etc. 73 

completen Auflosung einer allgemeinen Gleiclmng vom vierten Grade fiihrt. Abcr schon fiir die Gleiclmng des 

fiinften und seclisten Grades haben wir s(!—10, uud sind versichert, dass die zugehorige Hilfsgleichung (R) 

wenigstens die Zahl 10 als ilire Gradzahl aufweisen muss, und ganz gewiss weder eine pcriodische Aufl6sung 

zulasst, noeh auch auf der nun moglichen Auflosung der Gleiclrangen des vierten Grades ilire AufliJsung basi- 

ren kann. Die Auflosung dieser wenigstens zum zelmten Grade gchorigen Gleicbung, wie auch der folgenden 

zu Gleichungen von noch hoherem Grade gehorigcn Hilfsgleichuiigen konnen wir von nirgends her erwarten; 

es hiesse dies einer Ungereimtheit, einer naturwidrigen analytischen Erscheinung das Wort reden, nach wel- 

clier die Analysis die Operationsgeschai'te nicderen Ranges zu crledigen hiitte, auf Gmndlage der ausser allem 

Zusammenhange vereinzelt stehenden Auflosungen von Gleichungen, welche der Reihe (16) gemass mit ihren 

Gradzahlen raschcr als in einer mit dem Quoticnten 3 versehenen goometrischen Progression voraneilen. 

Ubrigens belehrt uns der Anblick der Zahlenreihe (16), dass die Gleichungen in zwei gesonderte Partien 

zerfallcn. Die in die crste Partie fallendcn Gleichungen haben eine Hilfsgleichung (Ii), welche in dor Grad- 

zahl sich niedriger stellt, und desswegen leichter auflosbar ist, als die ihr zugehorige Gleiclmng. Die Hilfs- 

gleichung in der zweiten Partie ist immer von hoherem Grade, und desswegen schwicrigor auflosbar, als die 

zugehorige Gleiclmng sclbst. Namentlich sind es Gleichungen des vierten Grades, welche die crste Partie ab- 

schliessen, und wirklich eine allgemeine Auflosung zulassen. 

Wollte man, dieser Thatsache entgegen, auch noch einige oder beliebig viele iibcr den vierten Grad 

reicliende Gleichungen als allgemein auflosbar ansehen, so hiesse dies der hier allgemcin fiir alle Grade auf 

gleicheWeise angelegten Analyse den logischen Widerspruch znmuthen, dass sie in einer und derselben Partie 

der allgemcin auflosbaren Gleichungen nur einige wenige in Schutz nimmt, und durch die Hilfsglei- 

chung ihre Auflosung erleichtert, dagegen die ubrigen cbenfalls in die Kategorie der auflosbaren Falle 

gehorenden Gleichungen durcli die Hilfsgleichung geradezu erschwert. 

Im Angesichte dieser aus der Zahlenreihe (16) sich natiirlich crgebeuden Grenzmarke schliessen wir, dass 

im algcbraischen Sinne die iibcr den vierten Grad hinausreichenden Gleichungen koine all- 

gemeine Auflosung besitzen. 

§• 3. 

Anwendung der analytischcn Methode auf die Auflosung von Gleichungen. 

In Bezug auf die Gleiclmng vom zweiten Grade 

x*-i-2ax-t-b = 0 

haben wir n=l, -?2 = 1 und dann nach (12) 

x*-h 2ax-\-b = (.-.c-f-a)2 — m'% = (x-fr-a-hm1) (x-i-a — m') — xs-t-2ax -+• (a*—»»'*) = 0. 

Hieraus haben wir zur Bestimmuug von m folgende Gleiclmng : 

«2—«'2 = /;,   m = j/a2—b. 

YAW Bestimmuug der Wurzcln der Gleiclmng (1) diencu dann die Gleichungen vom crsten Grade: 

.0, 

= 0, 

dahcr 

•(1) 

.(2) 

x-ha-t-m = x~\~a-+ •ia%-b-. 

•b = 

xx = —a—-]faz—b, Xi = —<n-^a2—b, 

oder zusammengefasst zu der sogenannten allgemeinen Auflosung der Gleiclmng (1) 

x— — a+ '/a2—b . 

...(3) 

•(4) 

Hier ist die Auflosung der Gleiclmng zweiten Grades durcli Vermittlung der einfacheren zur Bestimmuug 

von m' dienenden Hilfsgleichung (2) crfolgt. 

Dsakschriften der matkem.-naturw. Gl. XLIV.Bd. Abhandluugan von Niohtmitgliedem. k 
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74 Lorenz Zm,urko. 

Bei einer Gleichung des vierten Grades 

a3*H-2 a xs-+-b x*-i~2 c x-+-d = 0, 

haben wir 

und dann nach (12) 

...(b) 

n-\ 
- ? = 3 

*-)-2ffla;3-f-/;.'r2-)-2c£C-l-c?=(a:;z-l-aiK-4-p)z— (m'aj-f-p')2 = 0. ...(6) 

Aus der Vergleichung der beiderseitig zu gleichnamigen Potenzen von a gehSrigen Coefficienten erhalten 

wir zur Bestimmung von p, m', p' folgende Relationen: 

2p-hai—m'* = b, ap—m'p' — cf p2—p''l~d. •••(X) 

Hieraus haben wir 

ap—c 
m'i — 2p%-hai—b, p'2=jo2—d,  m,'p'— ap—e,  rri- 

i 
...(8) 

tfp/-d' 

m'% p'% = (2 p2-+-a2—b\(p*—d) = (a,jj—c)2 

und schliesslieh geradezu der Relation s4 = 3 entsprechend die zur Bestimmung p dienende Gleichung: . 

2p3—bpt-h2(ac~-d)p-\-\d(b—«2) — c2|=,<). ...(9) 

Diese zur Auflosung der Gleichung vierten Grades dienende Milfsgleichuug (It) ist dem dritten Grad an 

gehorig und liefert nach einer der periodischen Formeln die Wurzeln px, pa, p3. Auf Grund einer dieser drei 

Wurzeln etwa auf Grund von px linden wir nach (8) 

==, p\ — \(v\—d. 
\jp\—d' 

...(10) 

Die Wurzeln der vorgelegten Gleichung ergeben sich aus nun bekannten Partialgleichungen 

im Folgenden: 

P — xz~i- (a-+-m'i )x-+-( px -+-p i) = 0, 

I" =x'i-h(a—m'i)x~h(pl—j)'i)—0, 
• 

.(11) 

-(a-hm'i) -+- \J(a-^-m'i)'1 — 4(pt -Hpi), 

2x% = — (a-^t-m'i) — '/(a-hm'i)9 — \(pl-{-/>',), 

2x3 = — (a—m'i)— \/ (a—m'tf — 4(pt—p'l), 

2xi = — (a—m[) -+- \J(a—m[y — 4:(pi — pi), 

oder alle diese Werthe in die sogenannte allgemeine Auflosung zusammengezogen 

I 
...(12) 

apt — c 
a-h | - J2 — 4(p1H-^ — d). 

fal~d 
...(13) 

Aus der letzten sogenannten allgemeinen Auflosung der Gleichungen vierten Grades erhalt man alle vier 

Wurzeln, sobald man die darin vorkommenden zwei Gattungen von Quadratwurzeln auf alle mogliclien Weisen 

mit den Vorzeichen -t- und — behaftet. 

Fiir d=0 erhalt man p~p' und demgemiJss aus (12) .«4 —0, wie es sein soil, weil in diesem Falle nur 

die Wurzeln xt, x%, xs der diesfalligen Gleichung dritten Grades 

x3-t-2ax'i~i~bx-+-2c = 0 ...(14) 

angehoren. 
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Bcitrag zur Tlieoric der Auflosung rov Gleichungen etc. 

Als Hilfsgleichung (22) fttr die Gleichung (14) erhalt man aus (9) 

2p3-i-bpi~h2 a cp-c2 == 0... (R), 

75 

...(15) 

welche fttr p = in die Gleielmng (14) iibergeht, imd besagt, dass —   ,  eine Wurzel der Hilfsgleichung 

(15) sein wird;   sobald die cubische Gleichung (14) den Wertli x' zur Wurzel hat. 

Fur d = {) und p.=— — erhalt man 
1 x 

rri\ 
apx 

fp\-d 
: — (a-hx') |/l, p\ — yp\—d= fi 

x 

und demgemass aus (13) 

2x mm-{a— (a+x1) f\ ) •+• J (a _ (0-HB') |/T)* — ^ (-1 -+• /T) ..(16) 

woraus durch Specialising der darin vorkommenden zwei Wurzelzeichen in Bezug auf die moglichen posi- 

tiven und negativen Vorzeichen vier Werthe hervorgeben, von denen einer verschwindet; die drei von Null 

verschiedenen Werthe stellen die Wurzeln der Gleichung (14) vor. Daraus geht hervor, dass man bei einer 

cubischen Gleichung nach (16) je zwei Wurzeln als Functionen der dritten darstellen kann. 

Nachdem wir die AuflOsung der Gleichung bis zum vierten Grade einschliessig crschopfend behandelt 

haben, mlissen wir der Auseinandersetzung im vorigen Paragraphe gemass von dem Anstrebeu der allgemeinen 

Auflosung von Gleichungen weiterer Grade abstehen, wollen aber die hier eingeleitete Analyse befragen, ob 

sich nicht irgend welche speciellen Gleichungstypen ausfindig machen lassen, welche zur Auflosung gebracht 

werden kSnnen. 

Offenbar konnen es nur solcbe Falle sein, wo, unbekiimiuert um die diesfallig schwer zu bewaltigende 

Hilfsgleichung (li), schon die nrsprunglich angelegten Bedingungsglcichungen von der Art wie in (7) in 

Folge gewisser specieller Gleichnngscoefficienten fahig sind, uns unmittelbar zu den Werthen von p, q, h,...l, 

m', p'7 q\ ti,...l! zu verhelfen, und auf diese Weise uns gewisse Erleichterungen in Beziehung auf die Auf- 

losung der Gleichung selbst zn bieten. Im Nachsten wollen wir uns namentlich mit solchen Gleichungen befas- 

sen, deren Coefficienten es zulassen, dass eine oder einige von den unbekannten Grossen p, <], h,...l, m',p', 

q', h',...I' den Null worth crhalten. 
Schon mit den Bedingungen (7) beginnend, suchen wir nach derjenigen Gleichungsform, welche den 

Werth pss=0 zulasst. 

Aus diesen Bedingungen 

2p-ha%—m'% = b, ap — m'p' — c, p*—p'*=sd ...(17) 

folgt fttr    =0 

P'* = '—b, m'%p'* = 0" 

daher auch 

$(«*_S).^,c*==0,   b 
d 

-I-a2, .(1.8) 

eine durch die Gleiclmngscoi-fficicnten a, b, c, d zu erfttllende Bedingung, wenn die Gleichung den Werth 

p==0 zulassen soil. Die dem augefiihrten Werthe von b entsprechende Gleichungsform ist: 

(I) 

fttr welche wir aus (17) 

s"+2ax;l+ |a2~f-   , \xz-^-2cx-hd = 0 ...(19) 

p: :0j  p'=z\fd, 
CI 

1  d 

k* 
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76 Lor em Zmurko. 

erhalten. Ihre Wurzeln ergeben sich unmittelbar aus (12) 

2x( 2 = '—   an—  + •—At\fd 
a ' 

2 to 3 4 — —    «    + 
I     aJ 

Ftirj)' = 0 erhalt man nach (17) 

p = \Jd= -, m'« ^2 \[d+a%—~b 

und demgemass die zugehorige Gleichungsform 

(II) 

mit den Wurzeln: 

2xi 2 = —f«-t- /a2—b-h 

-4«Yrf- 

a*—b-i , d=^, 
a ar 

x" -h2ax3 -hbxi-{-2cx-h -= = 0 
a" 

«-+- a*_54-£r_4.c 

« a 

2«3, * = '—   a— / «2—&-H —   ± a*_J-4-*   __4 
a a 

Fiir m' = 0 habcn wir aus (17) 

und hieraus die Form 

(III) 

mit den Wurzeln: 

c       b — a} c* a 

P=a =-2-' *   "J-* C=2(5-A 

«*+2aa;3-|-&ic2-}-a(6—a2)a;-{-^ = 0 

2« 12= —«± 

2^3, 4=—« + 

Ist 

?/*-+-2 a'y*-hb' y%-\-2 c' y-hd' = 0 

die reciproke Gleichung der Gleichung (8), so ist offenbar 
G   ,,     i     ,     a    „     1 

...(20) 

...(21) 

...(22) 

...(23) 

...(24) 

Als Coefficientenbedingungcn fiir diese Gleichung erhalt man durcli Nachbildung der Bedingungen bei 
(I) (II) und (III) folgende; 

A'=^-+-«'*, <?=-„ c'=-(b'-a>*), 

und durch Einfiihrung der Werthc aus (24) erhalten wir folgende Bedingungsgleichungen 

S-gi+a*,*--,, J-8 
2d 

...(25) 

...(26) 

Von diesen Bedingungen ist nur die drittc von dcncn in (I), (II), (III) verschieden nnd veranlasst fol- 
gende neue speciclle Gleichungsform: 

(IV) ' °7~ "*~ id'c ...(27) 
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Beitrag zur Theorie der Auflosung von Gleichungen etc. 77 

Wegcn 

wird die Auflosung der Gleicliung (23), nach den Formen in (22) gebildet, auf folgeude Weise sich stellen: 

2yii%=z— a'zt 

j(ft'-a")»-rf. 

Ftthrt man hier die Substitutionen 

tfT.3 
•    c   v    l    < 

d] d~d 

durcli, so erhalt man fiir die specielle Gleicliungsform (IV) folgeude Auflosung: 

ad (IV) 

2 

2"' 
X3,i 

0 

•d± 

0 

•d± 

0*     . ta 

.(28) 

*-*? d 

und 

Die Eruirung der typisclien Glcicliungsformen, welche mit ihren Coeffieienten m', p', p, ctwa ein paar- 
weises Vcrschwinden zulassen, und in Folge dessen eine unmittelbare Auflosung besitzen, ubcrlassen wir dem 
Leser, und schreitcn zur ahnlichen Discussion der Gleicliung vom 6ten Grade 

f(x) = <p$-h*ax-'-^bx^i^cx^dx^^cx-i-f^ 0. ...(29) 

Hier ist 

f(x) sss [cc8-+-« J»*-Hp x H-y]' — [W a;*-)- p' OJ-f-y']* = 0. ...(30) 

Aus der Vergleiclmng der Coeffieienten bei glciclmamigen Potenzcn von x in (29) und (30) erhalten wir: 

o=q-hap—m'p\ 

d=pi-+-2ag—p'* — 2m'q'; ...(31) 

e=pg—p>g'7 

f=<]*—9' 

1. Sollen die Gleiohungscoeffioienten w,' = 0 zulassen, so miissten durcli die iibrigen vier Grossenp, q, 
p', q' die filnf Gleicbungeu erfiillt werden; aus denselben erhalt man fiir m' —0 

pirn y(6—C»),   J—'0—y 

1 

(A-o*), 

j>'*= j (J—a*)*H-2ac—a*(J—a*)— rf, 
4 

J%. 
a 

*V- {h^ai)  e-J(ft-a«) 

c— jr (b —a%) 

0-J(6-a«) 

-/, 
..(32) 

f\)j(b~a*)*+2ac—a*(b-a*)--d 
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78 Lorenz Zmurko, 

nnd hieraus die verlangte Coefficienten-Bedingungsgleichung: 

l^--a*y+8ac—4an+4a*—4d][2c~ab+a3Y—[(b—ai)(2c—ah-t-ai)—4:e\% 

J—~ 4p_a)8_f_8ac7-4a^rH4ffl*-4c?] ,. ~Z-'     " 

und auf Grundlage dieser Bedingungsgleichung die specielle Gleichungsform des sechsten Grades 

(I) x*-+-2axr>-\-bxi-^2cx3-+-dx*^2ex-+-(f) = 0, ...(34) 

welche mit Hilfe der in (32) ersichtlichen Werthe von p, q, p', q' in folgende zwei Gleichungen des dritten 
Grades zerfallt: 

x3 -t- (a-f-m')a;2 ~h(p-i-p')x -+- (g-hq') = 0 

(a— m') x%-h (v—p'") x'-¥-($•—g') = 0, .,.(35) 

aus welchen unmittelbar die specielle Gleichung (I) ihre sechs Wurzeln bezieht. 

2.  IJm im Falle p = 0 die Coefficienten-Bedingungsgleicbung zu finden, haben wir aus (31) 

m'% = a2—b ,   q'1 = q'1—f 

p'* = 2ag-~~2 |/(a*— l){q%-f) —d,   q' ya*-b 

q,p,=e>=(f-f)^-°y ...(36) 
a2— b 

p'z sss 2 aq- d-2\f(a*-b)(q*-f): ($~°)1 

Ordnet man die letzten zwei Gleichungen nach den Potenzen von q, so erhalt man: 

«/*— 2cg3-h(ei-f)g>l-^2cfg-h\bei-e'tai— c\f\ = 0 

mit den Bestimmungen 

§8= — 4 (a3—ain-e), 

(4 = 4(o3—ai-+-c)*—2(«?6—c2-efc2)-—4(a*-6), 

...(37) 

Qi==. 4t(a3—ab-\-c)(dd- -rfa*), ...(38) 

g0 = (^_cWa*)*-+-4/(a*— 4j: 

Der Fall p = 0 verlangt vor Allem solche Gleichungscoefficienten, dass die zwei Gleichungen in (37) in 
Bezug auf die Unbekannte q wenigstens eine gemeinschaftliche Wurzel besitzen. Bezeichnen wir mit [q] die 
eventuell mogliche gemeinschaftliche Wurzel, so konnen wir auf Grundlage ihres Werthes audi noch die 
Werthe von 'irt\ p,' q' berechnen, und diese Werthe in die cubischen Gleichungen (35) einfubren. Die sechs 
aus dieses cubischen Gleichungen gezogencn rr-Werthe stellen dann das vollstandige Wurzelsystcm derjenigen 
speciellen Gleichung vor, welche mit ihrcn Coefficienten die Existenz von [q] verblirgen. 

1st 
f(a,b,e,d,e,f) = f^0 ...(39) 

diejenige Gleichung, welche aus (37) durch Elimination von q hervorgeht und A eine beliebige Grosse,  so 
erhalt man die zur Annabme p = 0 gehorige typische Gleichung in folgender Form: 

(II) x6 -+- 2ax-' •+- bxh -h 2cxs •+• dx? -+- 2ex r+-/-+- A f 

wo A als eine willkiirliche Grosse aufgefasst wird. 
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Beitrag ssur Theoric der Auflosung mm Qleiohungen etc. 79 

3. Fttr   q = 0 ist 

—f,   ?'« 

P' d- 
f 

—c 

2m' i U 
.(40) 

,» 1 

ff) a* 

TO'
2
)*, P~ 4 I 

und hieraus zur Bestimmung von TO! folgendes Paar von G-leichungen : 

21 
4f 

»*-+-(« J—a*—JO) = 0 

— TO *-+ 2   a i \f f-h~ —   TO' -t-   rfa*— 
l//J l / 

de* 
= 0. 

..(41) 

Der Fall q = 0 kann nur durcli solche Gleichungscoefticienten hervorgebracht werden, welclie erf mOg- 

lioh machen, dass duroh einen Werth m' — [TO'] die G-leichungen (41) gleichzeitig erftillt werden. Ist dies der 

Fall, so suche man zu dem Werthe m'=¥ [TO'] nach (40) die Wertlie von p'} q und p, und substituire die so 

erlialteiien Wertlie in (35), um sofort zvvei bestimmte cubische Gleichungen zu erhalten, aus welchen die 

erhaltonen sechs Wurzelwertlie derjenigen Gleichung des 6. Grades angchoren, welche rait ihren Coefficienten 

den Werth [TO'] als gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen (41) veranlasst. 

1st 

$ («, b, c, d, e, f) = $ = 0 ...(42) 

die Elliininationsgleichung aus (41), so gehort zur Bedinguiig q = 0 die in obiger Weise auflilsbare specielle 
Gleichungsform 

(III) xr>-+-2ax»~i-bx!l^~2ax*^dx>i-i-2ex~h-f-hl^=:0, ...(43) 

in welcher l als eine willkiirliche Griisse gedacht wird, welche aus der Gleichung bei Erfiillung der Coefti- 

cientenrelation <p = 0 wegbleibt. 

4.  Im Falle p' = 0 haben wir 

<r 
H- 2aq—d 

^       q '    '        '     • 2 \fcf-f 

P SS —        TO " = (7,4— It  -\~ 
a q ..(44) 

Hieraus 
e       c—a , te 

n =      = ,   TO * = a, —q-h = 
'       q a q 

-h 2a,(/ —d 
<r 

Hi1-/)    ' 

und zur Bestimmung von q folgendes Gleichungspaar 1 *»• a- 

-cq-+-ae 0 

4(?»-/)|«»-5-H-j •2aq—d 
ir 

1st 
X(«, 6, c, c?, e,/) = x = 0 

.,.(45) 
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80 Lor en z Z murk o. 

die aus (45) gewonnene Eliminationsgleichung, so wird die fur willklirliche A besteliende Gleichungsform 

(IV) xe'-h2ar'x-t-hx't-h2cx3-i-dxi~h2cx-{-f-]-'\x =0 ...(46) 

eine gemeinschaftliche Wnrzel [q] in (45) herbeiftihren; and wie tiblieh,  mit Hilfe (45)  aus den cubischen 

Gleichungen in (35) ihre Wurzeln beziehen. 

5. Im Falle q' = 0 hat man 

daher 

woraus 

<f=f,  P 
]ff[ 

Cl"^r- 

il 

p <+2aff-dif m' — \n    ae 

-        ]ff 
\\/t-+-2a\[f—d 

• 2             2         2e 

b = 

i/T"      ae 2 

w ~n-2«lAf- 
J 

7              2         2<? 

o — a -\— ft       J 

2 

- —1 b) 
ft °-   *  2a lA'   - 

- -\u\- 
,1 

...(47) 

.(48) 

Wir erhalten somit die specielle Gleichungsform 

(V) xi'-h2ax:'-+-\b]x!l-i-2 cx3+^+2es'-+-/== 0, ...(49) 

welche bei der Deutung von [5] nach (48), aus (47) die Werthc von p, q, m', p' cntuchmend flir q'=0 in 

zwei bestimmte cubische Partialgleichungen (35) zerfallt, und aus denselben ihre sechs Wurzeln bczieht. 

Die aus den Elementen p, q, m', p', q' gcbildeten 

zehn Zweiungen:   pq, pm'f pp'; pq': qm', qp', qq' m'p', m'q', p' q'; 

Dreiungen:  \l>rlm'' PIP'' P'/(l'> Pm'p', J>m'<l', PP'4 
(qm'p)',  qm'q'j  qp'q',  m'p'q'; 

fiinf   Vierungen:   pqrn'p', pqm'q', pqp'q', qm'p'q' 

bieten eben so viele specielle Falle, zu welchen man die entsprechenden, nach (35) auflosbaren Gleichungs- 

formen zu suchen hatte. Jede der so gcfundenen speciellen Gleichungsformen hiitte dann die Obliegenheit, 

mit ihren Coefficienten in den Relationen (31) das gleichzeitige Verscliwinden jener Elernente zu veranlassen, 

welche in der ihr entsprechenden, in (50) angefuhrten. Gruppe entlialten sind. Im Folgenden wollen wir bios 

die zehn Zweiungen dazu beniitzen, urn die entsprechenden zehn speciellen Gleichungsform en aufzustellen. 

6.  Fiir p 
i'* = b,   p' = tf'^fff 

fa*-b' 

p'i—. —d—2iyf(a%—b),    und hicraus 

*'ff-i 

f rf==-v— 2»Y/(«*—*) 

und schliesslich die entsprechende Gleichungsform: 

(VI) x6-+-2ax*-hbx'i — 2ei:/—~— x^ 
1/ 

—2i\[f(al—b)\xl— 2ex-y-f=z 0. ...(52) 
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Beitraq zur Theorie der Auflosunf/ von (Heichunqen etc. 

7.   Fllr p = m — 0    .'' b = a2,   q = c ,   p'8 = 2a c— a7,   q'% = c2—•/ 

)«'=     - — ,    und hieraus 

e2 

= a2, y=(j2— 
(2a c -a7)2 

und schliesslich die entsprechende Gleichungsform: 

(VII) .T
2
 -+- 2a a5 ~+- a2.*4-h 2c«:i -+- dx%-+- 2e JC •+• 

(2ac—d)1 0. 

p sat JJ' sat 0 . e = 0 ,    a = c ,   a'2 s= c2—/' 

i'2== a2—b ,   q'= \2ac—d\: 2 /a2—J ,    daher 

(2a c—dy 
K"0        4 (a2-/;) ' 

und die entsprechende Gleichungsform: 

(VIII) x6 -t- 2ax6 -+- ba;4 H- 2c ,«3 H- a7^ 
(2a c—a7)8 

4 (a2-/;) 
0. 

9.    jt? assq'sa0 fm'%=o%—o,   q'l=.ft   e=0 

| o = I/"/—jp' ^a*-& ,  rf=» 2a ^/-p'»,   dahei 

k* = 2a ^/— a7 = (K/-«)2: «2-/>),    hiemit 

0,   d=*2a)[f-h% Qff—o)* 

und schliesslich die G-leichunffsform : 

(IX) x° -+- 2a a?5 -I- £ a;* -+- 2c a;8 - 

a2-/; 

2« //- ^7-<0' 

10.     q = m' = 0 /> — a2        c ,2       (A —a2)2 

F T—7' * 

a2-* 
a2-l-/=:0. 

=,    dahei' 
itf      1/7 
ay—a:! (6 — a2)2       c 2       A 

2 
a7 

und die zugehOrige Gleichungsform: 

(X) 03fl -+- 2a a5 -+- o.r* ~\-(ab — a'1) i 

4       '•/" 

'(b— a2)2       c" 
4       + /j 

x% -+-2ex -+-/ ss 0. 

11,     a = // = 0 
y'2=—/,   e = 0, i>= a, 

2c 
'm'2—a2-—/.M , 

a 

diss "       2/a»-S-t-^ Xiff, 

und die Gleichungsform: 

(XI) aj6H-2aa;5H-i'i£»*-f-2ca!3-±-    '   — 2*' / a*—*-H 
2e 

«*•+-/== 0. 

81 

..(53) 

.(54) 

.(55) 

.(56) 

.(57) 

12.    a==a' = 0        gibt e =/ — 0, und somit eine Gleichungsform, welche als G-leichuug  des 

4ten Grades behandelt werden kann. 
.(58) 

Donkscliriften dor lnathetn.-ruihirw.in. XLlV.Bd. A.bfa.andlun,gen von   Nichtmitgliedftfa. i 
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82 

13.    •m' = »' = 0 
\p = 

b—a* 

Lor anz Z m urko. 

2e 

4e + a(J-<.1)' J\$—fff+\$a? 
2(6—a2)       ' 

d = 

4e 
(J—a2) 

2\3 

4 (6-a2")      ' 

ZN2        / 

...(59) 

und die Gleichungsform: 

(XII) -+-2axb-hbx'i-i- 
4,e-+-a(b—a%)% 

~b^a% 
•$-—a*)*-£\Qai 

4 (b -a2) 
»2-+- 2*05-1-/' = 0. 

14 m'=?'=0    (JP-^, *-/7, 

r-.      a 5 — a3 6 —s'r- 
e=l//H g—;   « = —g—|//, 

und die Gleichungsform: 

(XIII) a;9'-K2aifc8H-£a!*-H(2//-+.aa—aJ)»»-+-<*»»•+- (5-a*) \[fx-+-f = 0. 

Endlich 

...(60) 

15.   j)' = 5r'=0 
g—yf} ]>=,-,  ml= al—b-H-r=j 

...(61) 

und die Gleichungsform: 

(XIV) a56-+-2a«;5-|-&o;4-+-! 2 [//+- ill x3 -h (£ -+- 2a //] a;2 H- 2ea: •+-/ = 0. 

Um einen von den Fallen der Dreiungen hier noch anzufiihren, gei etwa 

dann ist 

c = 0,  b = a*,f=e*  j,' = i)fd,  r/ = 
le 

\[d 
...(62) 

und die Gleichungsform: 

(XV) x6-+-2ax^alxi-+-dxi-h2ex-h- -3 = 0. 
d 

Die Ubrigen noch ausstehenden 14 Falle, sowie auch diejenigen, welche die zur Gleichung (29) gehorige 

Reciproke bieten dttrfte, ubergehen wir ihrer einfachen Beliandlung wegen, und begntigen uns, im Vorher- 

gehenden den Weg gewiesen zu haben, wie man solche bei Gelegenheit von praktischen Anforderungen auf- 
zusuchen und zur Auflosung zu bring en hat. 

In Bezug auf Gleichungen vom achten Grade 

haben wir 

fix) = xs-h2 ax7-hb x6-+-2 cx5-hdxi-h2 e x8-+-fxi-+-2g x-k~h = 0 

fix) — [x^-hax3-hp x*-+-c/x-h/<:Y ~ [a' x3-frp' x2-h</' X-i-k'f = 0. 

...(63) 

.(64) 
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Beitrag zur Tkeorte der Auflosuncj von Gleichungen etc. 

Aus der Vergleichung der zn glei chnamigen Potenzen von x gehcirigen Coefficienten erhalten wir: 

b mm 2p-+a' — a'i, f= 2pk-+-q*—2p'k'—q'*, 

83 

••q-hap— a p r/ = qk—q' 7c'} 

d = 27c-h2aq-^p*~2a'q'—p'i, h = Jc*-7c'%, 

e = ak-hp q—a' 7c'—p'' q'', 

nebst den zur Aufsuchung der Wurzeln dienenden Gleichungen des vierten Grades: 

«*-+- («-+-a')x3-h(p-Hjp') X*-t- {q-+-q')x-h(7c-hk') = 0, 

03*H-(a— a')xB-h(p— p')xi-h(q~— q')x-i-(k-—k') = 0. 

...(65) 

.(66) 

Bei der Annahme des Verschwindens eines einzigen von den Elementen p, q, k, a, p\ q'} 7c' gestatten 

die Bedingungen (65) keine so leichte und uumittelbare Auflosung; wir werden dahcr hier bios einige auf das 

Verschwinden von zwei oder drei der erwahnten Elemente sicli griindende Gleichungsformen vorflihren. 

Bei der Annahme p=q=0 erhalten wir: 

q 7c=—g, a** = a*-—b, p' 
]fa 

ak—\[a%.—bk'  -+- 

8—I 

fa* 
..(67) 

2k—2q'\[.ai—b- 
o" 

= <£ 

Aus den zwei letzten Gleichungen 7c eliminirend erhalten wir: 

fa*^4t 
J2a\/a*—b -2 7d ]/a

%—b = 2e—a \ d-\ 1 
a%—b -' 

...(68) 

Multiplicirt man diese Gleichung mit k' und setzt dann an die Stelle des Productes q'Tc' seinen Werth —g, 

so gelangt man zur folgenden Gleichung: 

2|/a*—b #•-+- 2e—a  d~+- 
-J'J 

k'-+-2g 
\fa%—b 

f-rb    ==0 ...(69) 

Auf Grand eines aus dieser Gleichung (69) gewonnenen Werthcs von k' erhalt man aus der ersten Zeile in 

(67) unmittelbar die Werthe von q', //, a' und dann aus einer der folgenden Relationen in (67) den Werth 

von 7c. Werden nun durch das gewonnone Werthsystem die sammtlichen Relationen in (67) und (68) erflillt, 

so wird eine solehe Coefficienten besitzende Gleichung eine speciell allgemein auflosbare Gleichungsform 

sein, welche ihre acht Wurzeln aus den Gleichungen (66) bezieht, sobald man in derselben an die Stelle von 

P, <], 7c, a', p', q', 7c' die aus den Relationen in (67) und (68) eruirten Werthe hineinsetzt. 

Driickt man mittelst der Gleichungen (69), (68) und. der letzten in (67) die Grosscn /<•', q', k durch die 

Coefficienten a, b, c, d, e, g aus, so lassen sich schliesslich audi die Coefficienten / und h durch a, b, c, d, 

e, <j ausdrttcken, und etwa in folgender Weise bcstimnien: 

f=f(a, b, c, d, e,g)=±f, 

h = ^(a, b, c, d, e, g).f=$, ...(70) 
und die Gleichung 

(I) x»-i-2axU-bxG+2cx->-h-dx'i-h2ex*-+~fxi^2gx^=:Q, ...(71) 

ist eben die verlangte specielle allgemein auflosbare Gleichungsform. 

1* 
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Bei der Annahme 

hat man nach (65) 

Lorenz Zmurko. 

I ^k^a'—Q 

c = q—p\Ja%—bj d — 2ay—p'%, 

f=q*-2ifk.p', 

hieraus zur Bestimmung vonp' und q folgende Gleichungen: 

...(72) 

pn-2ap' l/a2-6+(d2-2ac) = 0, .(73) 

q = c-hp' |/a2—b. 

Auf Grund der hier erlialtenen Werthe von p' und p erhalt man aus der letzten Gleichung in (72) den 
Werth von / etwa in folgender Form : 

f=?(a,b,c,d)^f, ...(74) 

und in Folge dessen die zugehorige allgemein aufiosbare Gleichungsform 

(II) x*-+-2 a x7-+-bxf'~^2 cx-'-+-dx't^2 \Jh(b~a})x*-i-f x*-+-h = 0. ...(75) 

Die Durchfiihrung der iibrigen Combinationen der gieich Null zu sctzcuden Elemente dem Leser iiber- 

lassend, wollen wir in Kilrze cine ahnliche Discussion der Gleichung des zehnten Grades vorbereiten. 

f(x) = xt0-+-2ax9-^b xii-i~2cx7-+dx^2ex->^fx^2qx3-i-hx*+2/cX-+-1 = 0. ...(76) 

Hier haben wir zu setzen 

f(x) — \x-'-<r-ax'i-1r-J)xi-hqx'i-\-rx-+-t\l — \a' x^-h-p' xs-hq' x*-+-r' x~ht']% = 0, •••(^7) 

und erhalten aus der Vergleichung der zu gieichen Potenzcn von x gehiirigen Coefficienten folgende Bedin- 
gungsgleichungen: 

6 = 2j;-)-a2—a1'1, f=2at~+-2pr-hq2—2 a! t'—2p'r'—q'*, 

0 = q-haj)—a'p', g = tf-\- q r—t' p'—q' r'f 

d—2r-i-2 a q-h-p*—p'%—2 a' <j\ h = 2t<p-hrz—21' q'—r''i
J 

e = t-\-ar-\-]j <]—a r'—-p'q', k = tr—t'r', t = t'i—t'z, 

und aus (77) die zur Bestimmung der Wurzeln von (76) dienenden Partialgleichungen im Folgenden: 

P = xJ'-h (ct-ha1)a;4-H (p-hp') X3-j- (q-hq') x}-\- (r-t-r') x~h (t-ht') =x 0, 

J" boo xr,-h (a—a') x^(p~p') 3.8.4- {q—q') x*-h (r—r) X-+- (t—t') = 0. 

Der Annahme 
p=qa= r = 0 

entsprechen folgende Bestimmungen: 

a'2=a2_ b, p'=—c: (¥-%, ,/ =* — [&(&*- &)-f-<5*]: 2(ai-b) *} 

fe-trVa g(a*_J)*      ' 

) f=2at-2t' fitt+- ^-~- - K«2z:*l±c2i; 
l/^CTj 4(a*-i)3 

...(78) 

...(79) 

...(80) 

...(81) 

9 = 
ef [of (a2— b)~+~c*\ 

\[aJ-b 2{a}-hy 
•L     ' 
2 
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Beitrag zw Theorie der Aufl'dmng von Gleivhungen etc. 85 

[rf(B»-a)-H(*] 

...(82) 

Der Bcdingung (80) gemass sind die Grossen «', p'; </ bereits in der ersten Zeile in (81) bestimmt, die 
noch tibrigen drei Grossen t, t', r' erhalt man sebr leicht aus den weiteren drei linearen Gleielumgen (81). 

Setzt man die so erhaltenen Wertbe von t, t', r' in die drei letzten Gleichungen in (82) ein, so erhalt 
man etwa: 

h = cp, (a, b, c, d, e,f,g)=\h\, 

k= ?i (a, b, c, d, e, f, g) = [h\ ...(83) 

l=f3(a,b, c,d, e,f,g) = [l], 

und schliesslich die der Annahme (80) entsprechende Gleichungsform 

(I) xw-h2 a x^b xz+2cx7^dx«-+-2 e x^-h/x^-hZy ar'-f-1 h\ xl-\-2 [k] x 

deren Wurzeln arts den Gleichungen des fiini'ten Grades in (79) gezogen werden. 
Der Annahme 

entsprechen folgcnde Bestinimungen 

[l] — 0, ...(84) 

...(85) 

% 

t = \fl, r = k : \fl,  q=(hl-kz):2P, 

p*=($Pp—khfc&y : 2P, a'% = \2gl*-\~P-khI)l 

m        a  ( _&*__ k3)      ^ 2k        a   f        &\ 

•ha*—b, 

1  (h 
I 

kh      k:iY 
d ...(86) 

-b •an *-**!**+ .-W"?(*'f?-T 

...(87) 

...(88) 

und auf Grundlage dieser Werthe erhalt man aus der vierten und fttnften in (78) 

e — fi («> 6; e> 4 I; *; *> 0 *=[«]> 

f=ft(a, 5, e»; 4 //, A, *; 0= [/'], 

und schliesslich die der Annahme (85) entsprechende Gleiciiungst'orm: 

(II) xl0^2ax9^bxsH-2ox7-^-dxe-h2[e]xb-h[f]x't-h2gx3-+-hxl-^-2kx-hl==O, 

welche auch durch Gleichungen fttnften Grades aufgelost wird. 
Sehon die Gleichung des zehnten Grades, wenn selbe wirklieb als irgend eine specielle Gleichungsform 

erkannt, mit ihren Ooeffieienten die Auffindiing weuigstens eines Systemes von Wertlien der Elemente 'p, q, r, 
t, a'p', q'r't' begunstigt, evscheint in Bezug auf Hire Auflosung abliangig von der Auflosung zweier Partial- 
gieichungeh, deren jede dem fttnften Grade angehort. 

Diese Partialgleichungen miissten nun wieder als gewisse specielle Gleichungsform en sich stellen, wenn 
ttberbaupt von einer allgemciticn Auflosung derselben die Rede sein soil. 

Es kann aber audi der Pall eintreten, wo die vorgelegte Gleichung, etwa des zehnten Grades, in zweierlei 
Rttcksicht als eine specielle Gleichungsform auftritt — vermogc welcher Eigenscliaft das Gleichungspolynom 
sich einihal als ein Product von P und P', ein anderes Mai hingegen als ein Product von P. und T\ hinstellt — 
dann wird eine solcbe Gleichung ibre Wurzel beziehen kcinnen aus den Partialgleichungen 

P=»P1==P=P;=O wo pkp;=p(p' =/(«), ...(89) 

von welehen cine jede ein System von fiinf Wurzeln zu bieten vermag. 
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86 Lor en z Zmurlco. 

Scbon aus dem Begriffe der Partialproduete schliesst man, dass etwa P und P, mit der Nulle verglichen, 
wenigstens eine gemeinschaftliche Wurzcl besitzen mttssen, welche ganz gewiss auch der Gleichung 

P—P1=0 

angehoren muss; dass auf gleiche Weise die Gleichungen wenigstens 

F=O, P;=O, P'-P^O, 

...(90) 

...(91) 

eine gemeinschaftliche Wurzel besitzen miissen, welche sich sowohl in (90), als auch in (91) je aus einer 
Gleichung des vierten Grades bestimmen lasst. Nach Ausscheidung der nun gefundenen gemeinschaftlichen 
Wurzeln aus den Gleichungen 

P=0    P = 0, ...(92) 

verbleiben noch zwei Gleichungen vom vierten Grade, deren nun mogliche Auflosung die librigen aebt Wur- 
zeln ergibt. 

Wtirde man zwisehen zwei Sorten von Partialglciehungspaaren noch die am Eingange dieses Paragraphes 
erwabnte Eestimmung des grossten gemeinschaftlichen Masses in Verwendung nehmen, so kOnnte man die all- 
gemeine Auflosung der vorgelegten Gleichung abhiingig macben von der Auflosung der Partialgleichungen 
noch tieferer Grade als der vierte. 

Sollen Gleichungen von noch hfiherem Grade auf Grund der speciellen Eigenschaft ihrer Coefficienten 
eine allgemeine Auflosung zulassen, so miissten solche Gleichungen nach Bedarf in mehrfacher Rucksicht als 
eine specielle Gleichungsform sich stellen und in nothiger Anzahl je in zwei Partialgleichungen sich zerlegen 
lassen. 

Bei Untersuchungen von Naturgesetzten konnen haufig Gleichungen hijheren Grades zum Vorschein 
kommen, deren CoSfficienten aus weniger Parametern gebaut erscheinen, als dor Grad der Gleichung hinweist. 

In solchen Fallen miissen diese Coefficienten gewisse Bedingungen erfiillen, und gelegentlich auch solche, 
vermOge deren die Gleichungen sclbst eine allgemeine Auflosung zulassen. Eben in dieser Abhandlung findet 
man geniigende Anhaltspunkte, um in solchen speciell giinstigen Fallen die mogliche allgemeine Auflosung der 
Gleichung wirklich zu Stande zu bringen. 

§. 4. 

Auflosung numeriseher Gleichungen. 

Zum Zwecke der Auflosung numeriseher Gleichungen, gleichviel, ob mit lauter reellen oder auch com- 
plexen Coefficienten, konnen wir von dieser hier vorgetragenen Methode mit grossem Vortheil Gebrauch 
machen. 

Wie wir scbon im Verlaufe dieses Capitels uns geniigend iiberzeugt haben, sind die Bedingungsglei- 
chungen, welche bei Gelegenheit der Umgestaltung des Gleichungspolynoms in eine Differenz zweier Quadrate 
zur Bestimmung der hiezu nothwendigen Coefficienten p, q, h, It,...a!, p', h', k',. . . aufgestellt werden, von sehr 
einfacher Gestalt, sie sind namlich durchgehends unvollstandige Gleichungen des zweiten Grades. 

Zur Auflosung eines solchen Gleichungssystems schreite m?n nach Anweisung des §. 5 meiner Abhand- 
lung: „Studien im Gebiete numeriseher Gleichungen, XXX. Band" in der Weise ein, dass man nach vorlaufiger 
Weglassung einer Anzabl dieser Bedingungsgleichungen, an ihre Stelle ebenso viele Unbekannte gleich Null 
setzt, und die iibrigen Unbekannten aus den beibehaltenen Gleichungen berechnet. Dieses offenbar unricbtige 
Werthsystem wird man dahin verbessern, dass man Eine von den ausser Acht gelassenen Gleichungen und 
auch eines von gleich Null gesetzten Elementen in die hiezu notbige Rechnung einbezieht. Setzt man diese 
Correction stufenweise fort bis man bereits die letzte, ausser Acht gelassene Relation und auch das letzte 
unberiicksichtigte Element in gehorige Rechnung gezogen hat, so wird das so erhaltene Werthsystem gerade 
dasjenige sein, welches den aufgestellten Bedingungen entspricht, und die erwiinschte Aufstellung der zur 
Bestimmung der verlangten Wurzeln dienenden Gleichungspolynome bewirkt. 
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Beitrag zur Theorie der Auflosimg von Gleiolmngen etc. 87 

Waren die Gieichungeu des vorgelegten Gleichungssystems von hoherem Grade, so inlisste man der so 
beschriebenen Correctionsstufen so viele durcbmaehen, als die uni eine Einheit venninderte Anzahl der 
Unbekannten betragt. Tn dem Masse warden aber auch die Correct) onsrechnungen selbst zu grosseren Dimen- 
sionen anwachsen. 

G-lticklicherweise wissen wir aus Erfahruug, dass sogar bei Gleichungen des zehnten Grades das benothigte 
.System von neun Umstaltungsbedinguugen es erlaubt, gleich mit sieben dieser Bedingungen den Rechnungs- 
anl'ang zu macben, nm schon nach zweistufiger Correctionsrechnung eines und nach Bedarf zweier Werth- 
systeme fur die Unbekannten babbaft zu werden, welcbe die erwiinschte Umstaltung bewirken. Bei Gleichun- 
gen des sechsten Grades lasst sicb der erwlinscbte Zweck sogar mittelst einer einstufigen Correction erreichen. 

1st einmal die llinstaltung des Gleichungspolynoms in der rmthigen Anzahl erreicht, so gelangt man 
scbliesslich zu Partialgleicbungen, deren Auflosung man nacb bckannten Gesetzen bewirken kann, unbektim- 
mert, ob die hervorgehenden Wurzeln reell oder auch complex sicb gestalten. 

Bei einer Gleicbung hoberen Grades, welcbe mehr als vier coniplexe Wurzeln besitzt, konnen wir nacb 
Ausscheidung der reellen Wurzelfactoren auf eine Gleichung mit lauter imaginaren Wurzeln kommen, deren 
Grad der Annabme gemiiss die Zahl 4 tibersteigt. 

In solclien Fallen sind die bisberigen Trennungsmittel von complexen Wurzeln bekanntermassen so 
complicirt und weitlanfig, dass der Wunscb, nach weiteren neuen Erleicbterungsmitteln sich umzusehen, nur 
allzu gerechtfertigt erscbeint. 

Mit der bier besprochenen Methode glaube ich znr Behebung dieser Art llnzukommlichkeiten Einiges, 
wissenschaftlicbe Beachtung verdienendes, beigetragen zu baben. 

II. Capitel. 

IJber die graphisclie Bestiiiiiuung von reellen Wurzeln der Gleichungen. 

In der Abhandlung: „Studien im Gebiete nuineriscber Gleichungen, Dcnkscliriften XXX. Band" babe ich 
auf die Construction der sogenanntcn Integralcurve gewiesen, welcbe bei Ermittlung von reellen Wurzeln von 
algebraisclieii Gleichungen weseutliclie Dienste leistet. Hire Darstellnng und Verwendung hat in letzterer Zeit 
einen wesentliehen Fortschritt aufzuweiscn durch den von mir erfundeneu Meclianismus, welcher bestimmt ist, 
von dem Curvenpaar: Integral- und Differentialcurve eine durch einen continuiiiichen Zug daraistellen, so- 
bald die andere boreits als ein continuirlicher Zug auf der Zeichennachc vorliegt. Ausser dieser Vorrichtung 
leistet bei der Vornahme der Trennnng von reellen Wurzeln auch mein Conograph und Cycloidograph wicb- 
tige Dienste, welcbe bestimmt sind, bei beliebigen Parameterverhaltnissen die Ellipse, Parabel, Hyperbel 
und Cyctoide auf der Zeichenhacbe zur Anschammg zu bringen. Indem ich noch auf eine reichhaltige Quelle 
von praktischeu Constructionsinitteln binweise, vvelclie mis die sogenannto descriptive Geometrie bei solclien 
Vorgangen an die Hand bietet, will ich im Verlaufe dieser Abhandlung die matheinatischeu Grundlagen ent- 
wickeln, welcbe uns in Stand setzen, von den erwahnten llill'smitteln einen geregelten, mogiichst vortheil- 
baften Gebrauch zu machen, urn mittelst Zeichuung die Trennung der reellen Wurzeln bei. algebraisclieii, wie 
auch bei einer gewissen Classe von trauscendenten G-leicbungen zu bewirken. 

§. 1. 

Bestimmung der reellen Wurzeln algebraiscber (gleichungen. 

Setzt man in den Gleichungen 
•in+l 

O,[^,»»»+'-«]-.0,  S. [Aax
2>'-°] = 0, ...(1) 

...(2) 
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88 Lorenis Zmurho. 

so erhalt man diese Gleichungspolynome in folgender Form: 

x\b0y
n    -^-bly

n~i -t-... -+-b„    \ — \ci)y
n-A-cly"-~i-i-.. .^-cv] = Q, 

x [b'0 y
n~l '4- b\ /-V ... -+-5i_i] — [c0 y*-+-c\ f~^.., -+!</] = 0, 

mit den Bestimmungen 

und schliesslich aus (3) und (2) 

—A,    cl=— A. 

\ = A, K= 

y 

-i-cttf 

-btf •...TH»» 

%y 
-+-b[yn- >+i.i 

...(3) 

..(4) 

...(5) 

zwei Gleichungspaare mit den Unbekamiten x und y, welche den in (1) vorgelegten Gleichungen entsprechend 
aquivalent sind, in Bezug auf die zu bestimmenden Werthe von x. 

In Bezug auf ein orthogonales Axensystem xoy driickt jedes der Gleichungspaare in (5) ein Hilfscurven- 
paar aus, welches durch seine Durchschnittspunkte zu solchen x'-Werthen ftthrt, welche der entsprechenden 
Gleichung in (1) als Wurzel angehoren. 

Die Parabel (xl=y) nennen wir die erste Hilfscurve, dagegen die zweite in Form einer aus y gebauten 
Bruchfunction dargestellte Linie die zweite Hilfscurve. 

Die erste Hilfscurve lasst sich sehr leicht auf der Zeicheuflache darstellen. Es handelt sich nun darmn 
die Darstellung der zweiten Hilfscurve nach Moglichkeit zu erleichtern, nm cben hiedurch in Stand gesetzt zu 
werden, die reellen Wurzeln der Gleichungen in (1) schnell und einfach zu bestimmen. 

Man kann es immer so einrichten, dass in der gegebeuen Gleichung Ay = i) sich ergibt; danu in (5) bei 
ungeradgradigen Gleichungen der Zahler der Bruchfunction wenigstens nur cine Einheit sich tiefer stellen als 
der Nenner; dagegen bei geradgradigen Gleichungen wird der Nenner der Bruchfunction sich wenigstens urn 
zwei Einheiten tiefer stellen, als der Zahler. 

Wenn man ein algebraisches Polynom vom wten Grade durch ein Polynom vom (m—s)ten Grade dividirt, 
und den hiebei sich ergebenden Quotas mit der nullten Potenz von y abschliesst, so erhalt man einen Rest, 
welcher hochstens dem (m—s—l)ten Grade angehort. Bezeichnet man diesfallig den Zahler mit/'„,(?/), den 
Nenner mit fms(y), den Quotus mit w.,(y), und den Rest mit <Jv_f_i (;y), wo die angefligten Zeiger auf den 
jeweiligen Grad des Functionspolynoms hindeuten, so erhalt man: 

fm(y) f A ,  f^-s-t (y) 

oder auch 
fm~s(y) ' 

fm-i(y) 

My) ' 

?>W; fm-~s(y) 

1 

v>(y)- 

(6) 

...(7) 

(y) 

wobei die neuerdings sich ergebende Bruchfunction <!w,~iG/) 
in der Begel nur eine einzige Einheit als Grad- 

f^-s(y) 
differenz aufweist. 

Mit Hilfe der in (6) und (7) angedeuteten Operation erhalt man nun die Gleichung der zweiten Hilfscurve 
in den Gestalten: 

1 1 

x. 

'Xa 
I. oder 

1 1_ 
...(8) 

je nachdem fur ^, = 0 die Gleichung aus (1) ungeradgradig oder geradgradig sich erweist. 
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Beitrag zur Theorie der Auflosung von Gleichungen etc. 89 

Hiebei sind die mit x,, bezoichneten Ausdriicke gauze algebraische nach den Potenzen von y geordnete 

Polynome. Bezeichnet man mit mv den Grad. von ay, so mnss im Allgemeinen 

fur uugeradgradige Gleichungen  mi-\-m2-\--..-+-m, = n} •••(9) 

„       geradgradige „ mi -+-m%-\-... +m, = n, 
sich erweisen. 

Hiebei ist 
xs 

und respective  —  als der letzte Evzeugungsbrueh des Kettenbruches anzusehen,  dessen 

Zahler eine von y unabhiingige, liiem.it cine eonstante Grossc ist. 

In dem Falle jedocb, wo der Zahler des letzten Erzeugungsbruches eiu nach y geordnetes Polynom fs(y) 

vorstellt, kiktnte der Abschluss des Kcttenbrucbes nur dann erfolgen, wenn eben die Nennerfunctlon des 

letzten Erzeugungsbruches durch das Polynom f,,{y) thcilbar ist. In einem solchen Falle ist der Ausdruck 

fs(y) ein gemeinschaftlicb.es Mass des Zfthlers und Ncnners des in einen Kettenbruch verwandelten Functions- 

bruches, bildet einen Divisor des eutspreclienden Polynoms in (3), und liefert die Partialgleiehung 

deren Wurzeln: y,, y%} yt,...ytf fur die vorgelegte Gleichung ein System von 2g Wurzeln 

-+- |/yt i — \fy\ > -+- hz , — h%,---^ h<„—hi 

veranlassen. In einem solchen Falle werden an die Stelle der Relation (10) die Exponentenrelationen 

m.-^m.-h •.. ~\~ma = n—q 

~\-ms = n—q: 

.(10) 

...(11) 

..(12) 

treten. 

In der Kegel stellen sich die Ausdriicke x„, als dem ersten odor dem zweiten Grade angehOrig; aber es 

sind audi Falle denkbar, wo solche aucli einen hoheren Grad erreichen. Immerhin kann man in Bezug auf ein 

Ooordinatensystem oy, ox einen Ausdruck der Form: 

Xy = l,^h, y~i~//.l y
z~\-.. - ^'my- ...(13) 

als eine Parabel der »?,ten Ordnung denken und. auf irgend eine Weise durch einen continuirlichen Zug dar- 

stellen. Ist dies in Bezug auf ein jedes in (8) ersiehtliche x?v geschehen, so braucht man fiir irgend einen 

Werth von y nur die zugehfirige, zu ox parallele Gerade zu legen, urn sofort die entsprechenden Werthe aller 

in (8) ersichtlichen x,t zur Ansehauung zu bringen. Der Bequemlichkeit wegen kann man hiezu eine zur Axe 

ox parallel entsprechend dicht rastrirte Zeichenflache in Verwendung nebmen. 

Tim flir irgend einen Werth von y den die Ordinate x bildenden Kettenbruch durch eine entsprechende 

Lange darzustellen, wird man den reciproken Werth von xs anfiigen an den Endpunkt von a?s_j; den reci- 

proken Werth des gefundenen Anfttgungsbetrages an den Endpunkt von xa_2, und sofort den reciproken Betrag 

des auf obige Weise veriinderten x{ an den Endpunkt von x0. Anf diese Weise erhiilt man zu einem jeden 

Werth von y die Lange der Kettenbruchordinate x, und hiemit aucli die Lage des eutspreclienden Punktes 

(?/, x) und gelangt schliesslich zur Daxstellung der verlangten. in der Gleichung (8) analytisch bestimmten 

zweiten Hilfscurve selbst. 
Fisr. 1. 

.(14) 

In (1.4) sehen wir cine Linealvorriohtung, auf welcher ein auf rechtwinklige Assymptoten bezogener, der 

Gleichung  '£ri = \  entsprechender Ilypcrbelast eingravirt ist.   Hiebei ist das zwischen dem Hyperbelast und 

Donkschrifton dor mathem.-naturw.CI. XLIV.Ud. Abhandlungen vonNichtmitgliedera, ni 
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90 Lorenz Zmurko. 

der Axe o| eingeschlossene Feld mit zur or, parallelcn Geraden in lauter schmale Streifchen abgetheilt. Aui 
einem solehen Lineal ist es sehr leieht zu einer beliebigen in die Zirkelofmung genommenen Lange, die zu- 
gehorige reciproke Lange unmittelbar abzugreifcn, urn sofort mit, der so geanderten Zivkcloffnung die Lange 
eines in der obigen Operation an die Reihe kommenden as., entsprechend zu verandern. Uberhaupt leistet 
ein solches Lineal sehr erspriesslicbe Uienste bei der angena'lierten Darstellung des continuirlirchen Znges der 
durch obigen Kettenbruch (8) bestimmten Hilfscurve. 

Die erste Hilfscurve ist offenbar erne gewohnlicbe Parabel, und. Uisst sicb cbenfalls mit meinem Instru- 
mente (Conograph) sehr leieht durch einen continuirlichen Zug darstellen. 

In den Begegnungspunkten der erwahnten Hilfscurvenpaare ergibt sich jedesmal ein Coordinatenpaar 
(xy), welche die Gleichuiigen des Hilfscurvenpaares und somit auch die vorgelegte Gleiclmng selbst erftillen. 
Der as-Werth eines jeden Begegnungspunktes der Hilfscurven stellt somit eine Wurzel der gegebenen Glei- 
chung vor. 

In dem Falle, wo sich aus deni Gleichungspolynom ein Factor fq(y) wegdividireii lasst, stellt die Glei- 
clmng der zweiten Hilfscurve bios dasjenige Gleichungspolynom vor, welches sich als Quotient bei dieser Divi- 
sion ergibt, und zu den in (12) erwahnten Wurzeln bios die noch iibrigblcibendeii Wurzeln der gegebenen 
Gleiclmng zu liefern hat. 

Insolange die im Kettenbruch spielenden Funetioneu x, den zweiten Grad nicht Ubersehreiten, konnen wir 
das in (13) dargestellte Parabelsystem theils aus Geraden, theils aus gewiihnlichen mit dem Conograph leieht 
darstellbaren Parabeln zusammensetzen. In den specielfen Fallen, wo sich die x., in hoherem Grade ergeben, 
als im zweiten, wird es geniigen, das gegebene Gleichungspolynom mit einem neuen Wurzelfactor etwa (x—1) 
oder (x—a) filr ein passendes a zu multipliciren, urn hiedurch zu einer Gleiclmng zu gelangen, welche dann 
im Kettenbruche die missliebigen hohergradigen »•., nicht mehr zum Vorschein bringt. 

Nach dieser filr Gleichuiigen beliebigen Grades sich gleichbleibenden Methode gelangen wir zur Bestim- 
mung aller reellen positiven und negativen Wurzeln und gelegentlich in den Fallen (12) zu Paaren von einandci 
entgegengesetzten Wurzeln, welche diesfallig auch complex sein dlirfen. 

In den speciellen Fallen, wo der Grad der vorgelegten Gleiclmng den sechsten Grad nicht uberschreitet, 
lassen sich einige Vereinfachungcn dieser Methode constatiren. Die Gleichuiigen, mit Einschluss deren des 
vierten Grades, lassen sich mit Hilfe der Begegiiungspunkte von Kreisen und Ellipsen und gelegentlich auch 
von Geraden ausfindig machen. (Riehe meine Abhandlung: „Studien numerischer Gleicliungen" im Anhang, 
Bd. XXX der Denkschr. d. kais. Akad. d. Wissenschaften.) Von der Behandlung dieser Gleicliungen wollen 
wir hier absehen und unmittelbar zu Gleichuiigen des fiinften und sechsten Grades schrciten. 

Diese Gleichungen konnen wir immerhin in der gemeinschaftlichen Form 

x«~^A% .*•* ~hA3 x*-v-Ah x't-hA^ x~\- At. = 0, ... (15) 

voraussetzen, da im Fall A0=O das gefundene Wurzelsystem dieser Gleiclmng nacli Aussclieidung der Wurzel 
x — Q die vollstandige Aufliisung der Gleichung 

x:'-h-A2x
s-hA3x

!i~t~Aix~i~Art = 0, 

bildet, und in dem Fall, wo die Gleichung der Bedingung At =0 nicht entspricht, durch eine hochst einfache 

Substitution x = y—    l  die vorgelegte Gleichung in eine solche Form iibergeht,  wo, von links nacli rechts 

gehend, das zweite Glied fehlt. 
Wichtig ist es noch, dass neben At = 0 der Coefficient A3 von Null verschieden sich gestalte. Wenn die 

zur Auflosung vorgelegte Gleichung in Folge der erwahnten Transformirung neben Al~0 auch noch As = 0 
bietet, dann wird hoffentlich die reciproke Gleichung der gegebencn nacli erfolgter Transformirung neben 
At = 0 ein von Null verschiedenes As liefern. 

Ist jedoch die gegebene Gleichung auch bei ihrer reciproken Gleichung nicht im Stande bei obiger Trans- 
formirung neben J., = 0 ein von Null verschiedenes A9 zu liefern, so wird die mittelst Substitution x = ,y+a 
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Bidtrag zur Theorie der Auflommg von Gleichungen etc. 91 

umgestaltete gegebene (lleicbung fur selir viele Werrhe von a die Fahigkcit erbalten in der Transformirung 

ibrer reciproken Gleiehuug nebeu A. = 0 ein von Null verschiedenes A3 zu gewahren. 

Unter der nun gereebtfertigtcn Voraussetzung A3$0 erbalten wir aus (15) 

:y> 
sctzeud 

Hicraus ergibt sicb 
x (4a yn-A)—(-r^3—A yl—A y—Ad=°- 

%y,—Ay—A _r . 

mit den Bestimmungen 

-axi-t-by-\-c,  a = — 

Asy-hAh 

1     ,      A, 

A3y-H-Ar,' 

A' 
b. KA -Al+AtAzA,—AkAl 

A 

...(17) 

...(18) 

...(19) 

...(20) 

g = A*- At A., AI-+-A4 A\ A&-A6 A*. 

Von da an sind zwei Fiille zu beriicksiebtigcn, jc nachdem der Ausdruck g verschwindet oder nieht. 

I,   1st f/ = 0,  so  erschcint die gegebene  G-lcicbung  oder vielmebr  die Gleichung  (18)  in folgcnder 

Gestalt 

*(Av-*-A) ~xo(Ay^Ad^°> -(21) 
welclie vor Alleni fur 

Ar    •       u 

A0 
...(22) 

erfiillt wird. 

Nacb Wegscbaffimg des in (21) ersiebtlicben gemeinsebaftlichen Faetors (/l:!y-f-/tr>) erbalt man aus (2-1) 

die Gleiehuug 
x = x0 == a y*-i-/> y-hc, ...(23) 

welche in Verbindnng mit (17) zwei analytisob bestlmmte rait dcra Conograpb darstcllbare Parabelcurven vor- 

stellt, die in den vier eventueli moglichen B-egcgnungspunkten zu vier reellen Wertlien von x fiihren7 welcbe 

inVerbindung mit den zweiWurzeln in (22) das verlangte System von seebs Wnrzeln der diesialligen Gleichung 

(15) ausmachen. 
Es k5nnen auch Fiille vorkommen, wo die Hili'scurven (17), (23) bios in zwei oder auch in gar keinem 

Punkte sich schneiden imd den Schluss veranlassen, dass von den vier aus (17) und (23) zu ziebenden 

Wnrzeln entweder zwei, odor auch alle vier als complexe Wurzeln sich gestalten. 

II.   [gt gij&O, so setze man 

und erbalt folgende Glciobuugssysteme: 

AsyA-A& 2' "* 
x 

' 9" 

x"(A^y-hA^ = 2gt x' = 2ayU-2/>y-i-2c, 

x a _ (OB'-^X"), X\-V~0. 

...(24) 

...(25) 

die zwcite hingegen eine aus dem Scheitelpunkt   £=2c—• —, y 
' <u CI 

Die erste Gleicbung in (24) bestimmt eine auf die Assymptoten \x=0, x = Aay-+-Ah ] bezogene Hyperbel, 

& h )    .   . 2 
-?r-, 'y~-~'n      mit dem Parameter      zu bescbrei- 

2a) a 
bende Parabel, welche ihre concave Seite in der Ricbtung der Axe ox oder ox' hinwendet, je nachdem a 

ein positives oder negatives Vorzeichen beurkundet.  Hat man diese zwei Curven mit dem Conograpb auf ciner 

parallel zur Ox rastrirten Zeicheuniiebe d'argestellt, so gelangt biedurcb an jeder dieser Parallelen das dem 

gemeinscbaftlicben y entspreehende Wertbepaar x', x" zur untnittelbaren Anscbauung, und es lftsst sich sebr 
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92 Lo renz Z murKo. 

leieht auf dieser Parallelen der zugehorige Punkt x — —-— einzeichnen, welcher der ersten in (25) ersielit- 

lichen Hilfscurve angebort. 
Betrachtet man die zwei Kegelschnitte in (24) als Zweige einer und derselben Curve, so kOnnte man die 

in obiger Weise punktweise leieht darstellbare Hilfscurve in (25) als eine Durchmessercurve auffassen, 
welche das zur Ox parallele Schnensystem der in (24) gegebenen Curvencombination gleichzeitig lialbirt. 

In den Begegnungspunkten der Parabel xl—y = 0 mit der Durchmessercurve kommen diejenigen 
asWerthe zum Vorschein, welche sammtlich die verlangten reellen Wurzeln der vorgelegten G-leicbung (15) 
ausmachen. 

Fig. 2. 

>t- ^j<?2 ..(26) 

In vorstehender Figur sehen wir die Skizze des sogenannten Bissectors, welchen icb in meinem Conograph 
als Regulator bei der Beschreibung der Kegelschnitte verwende. Er besteht aus zwei einfachen Zirkeln PO 1" 
und Igl', von welchen der grSssere doppelt so lange Schenkel besitzt als der kleinere. I und X' sind die Dre- 
hungspunkte der Kchenkelendpunkte des kleineren Zirkels. Das Lineal Qx Q% mit einer Nut gt ist in g urn die 
Axe des kleinen Zirkelkopfes drehbar verbunden, wahrend ein Stift des Kopfes G bestimmt ist, bei verschie- 
denen Offnungen des Bissectors in der Nut gt sich zu bewegen. Bei jcder Offnung des Bissectors befinden sich 
die Mittelpunkte J\gP\ in einer geraden Lime, und § liegt in einer gleiehen Distant von P und P. Der Bis- 
sector ist nebstdem so mechanisch construirt, dass die in l\,g und l'\ befindliclien verticaleu Stifte mit iliren 
Spitzen in einem Punkt zusammenkommen, sobald der Bissector geschlossen wird. 

Denkt man sich das Fuhrungslineal Qv Q2 zwischen die Rollen einer ortogonalen Coordinatenleitung ein- 
gespannt, so konnte man die beiden Hchenkelendpunkte l\ und /',' in die llande fassend, eine Bewegung des 
Bissectors veranlassen, dass die Stifte in Pl und P'y zwei auf der Zeicheuflache bereits ersichtlichen Linienzilge 
befahren; dann wird ein Schreibstift in g eine Curve beschreiben, welche das zur Axe ox der Coordinaten- 
fuhrung parallele Sehnensystem gleichzeitig halbirt, und demgemass als eine den Zweigen PP. P P" in Bezug 
auf die Sehnenrichtung xx' entsprechende Durchmessercurve angesehen werden kann. Der Bissector ist bier 
der natilrliche Durchmessercurvenzirkel. Im Angesichte der obigen Darstellung ware nun der Beweis erbracht, 
dass mit Hilfe meines Conographs die grafische Auflosung der G-leichungen bis einschliesslich der Cleichungen 
des sechsten Grades als eine sogenannte directe (nicht tappende) angesehen werden kann. 

Fiir x} — y erhalt man aus der G-leichung des achten Grades: 

S^AzxS-^^O, Al = 0, A^O, 

Ay*-A y3~Ay*~~Ay^A 
Ay%^Ay-+-A 0 

my~\-n 

Ay*-+-Ay-< -A' 
mit der Bestimmungsform: 

-o. x0~ay%-±-hy- 

I. FUr m—n=0 erhalt man die verlangte Auflosung aus den G-leichungssystemen: 

...(27) 

...(28) 

...(29) 

A?/+Ay^~A =0, x=± fy, 
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Beitrag zur Theorie der Auflosung von Gleicliung en etc. 

x = ayz-hby-\-o^ xi—?/ — 0. 

93 

..(31) 

Aus (30) erliiilt man zwei Paare von je einander entgegengesetzten Wurzeln, die tibrigen Wurzeln 

ergeben sich aus den eventuellen Begegnungspunkten zwischen den in (31) bestimmten mit dem Conograpli 

zu beschreibenden Parabeln. 

II. Im Fall der Theilbarkeit J3$r-i-Jt5y-t-.47 : my-+-n—in'ty-\-n' erliiilt man vor A11 em 

und nebstdem noch die Gleichungen: 

x = -jr |/y = ;-t- 

= 0,    X- 
m y-\-n' 

Setzt man hier 2xI.=x', = x", so erliiilt man aus (33) folgende Systeine: 0 '   m'y-hn' v    '       b J 

x' = 2 ay*-h2b y-\~2 c, x" (m,'y-hn') = 2, 

x X* -y==o> 

...(32) 

...(33) 

...(34) 

...(35) 

In (34) sind zwei Curven: eine gewohnliche Parabel und eine Hyperbel bestimmt, deren in (35) 

bestimmte Durchmessercurve in ihren eventuellen Begegnungspunkten mit der Parabel <fc*—y = 0 zu solcheu 

Werthen von x fiihrt, welche im Verein mit dem in (32) ersichtlichen Wurzelpaar das verlangte zur dies- 
fiilligen Gleicliung (27) gehorigc Wurzelsystem ausmacheii. 

Sollte sich aus (35) die voile Zahl von sechs reellen Wurzeln nicht ergeben, so sind begreiflicherweise 
die felilenden Wurzeln als complex aufzufassen. 

III. Wenn endlicli keiner der Fitlle I. und II. eintrifft, so setze man: 

rmf-\-n 1 

Ay^Av^A 
und erhalt: 

x = x,. } x0 = ay*-h/>y-+-c, x^my^-n) — A3y
l—A^y—A.1=0. 

...(36) 

...(37) 

Der graphisch dargestellte Hyperbelzug xt und der Parabelzug xQ setzt uns in Stand, die zweite Hills- 

curve x = x 
1 

;0H punktweise zu bestimmen, und dann in ihren Begegnungen mit der ersten Hilfseurve zum 

verlangten Wurzelsysteme selbst zu gelangen. 

S[A.x*°-]=o, At = o, 
Fur die Gleicliung 

hat man filr xt=y die Gleicliung der zweiten Hilfscurve: 

Ay^Ay^Ay-^A 
myi-hny-+-h 

0     48;//3-t- \ y*-4~A y-hA9' 

mit der Bestimmungst'orm: 
x0 = ay2-i-by-hc. 

Hier unterscheiden wir vier Hauptfalle und zwar in Bezug auf den Ausdruck R = my*-i-ny-\-k, 

Fall    I...JS = 0 (identisch), 

„    II... R — constant, 

„    HI.. ,B — Function von y des  ersten Grades, 

...(38) 

...(39) 

...(40) 

...(41) 

IV... JK A   V   i>    zweiten   „ 
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94 Lorenz Zmurko. 

Im Fall I erhalt man aus den G-leichungen 

A3y
s-hAf>y

z-hA7y-\-A9 = 0, x=-±^\fy 

eine Partie von sechs Wurzeln, und dann aus den Gleichungen 

x—x0 = ay*-+~by-ir-c,  x%—y = 0, 

die letzte Partie von vier Wurzeln der gegebenen Gleicbung (48). 

Im Fall II erhalt man die Parabeln zweiter und dritter Ordnung 

x0 = ay%^-by-\-c; h xt = As y^-hA^ y*-h-A7 y-+-A^, 

deren graphische Darstellung zur punktweisen Bestimmung der zweiten Hilfscurve 

1 
x — xo -+- —, 

.(42) 

...(43) 

.(43) 

verhelfen, die in ihren Begegnungen mit der Parabel xz = y auf die verlangten Wurzeln der Gleichung (38) 

hindcutet.   Bevor man die zweite Parabel in (43) darstellt,  stelle man  vorerst ihre Differentialcurve  als 

gewohnliche Parabel graphisch dar, und leite daraus auf bekarmte Weise die Integral curve ab, welche schon 
die in (43) verlangte Parabel der dritten Ordnung bildet. 

Im Fall III bilde man 

1 
w      ,   x. -•a'y*-+•'/>' y-hc'', 

1      nurft-k 

und erhalt fur w==0 den Fall IIP, und fur w^O den Fall III". 

Im Fall III' erhalt man aus den Gleichungen 

n$-hA=Q, x = -±: tfy, 

die erste Partie von zwei Wurzeln, und die zwei gewohnlichen Parabeln 

«0==«y2-H^/-+-c, xl = a'yi-hb'y-hn':) 

werden uns zur punktweisen Darstellung der zweiten Hilfscurve 

1 

...(44) 

..(45) 

...(46) 

...(47) 

verhelfen welche in den Begegnungspunkten mit (x%=y) zu der zweiten Partie von acht eventuell moglichen 
reellen Wurzeln der Gleicbung (38) fiihrt. 

Im Fall III" setze man 

w=cet(n y-*-h), ...(48) 

und erhalt die Hiperbelcurve (48), welche mit den Parabelcurven (46) zur punktweisen Bildung der zweiten 

Hilfscurve 
1 

x = xQ-\  
X,   H      Xn 

.(49) 

verhelfen, welche in ihren Begegnungen mit x%—y==0 zu alien reellen Wurzeln der gegebenen Grleichung (38) 

ftthrt. 

Im Fall IV bilde man 

m y-\-n 
xt       my*-hny-i- 

, a?0 = a ?/*-+•£ y-t-e; xy =aa'y-i~h', ...(50) 

und erhalt den Fall IV wenn m'y~hn' — identisch Null, und den Fall IV", weun m'y-h-n'%0. ...(51) 
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Beitrag zur Theorie der Aaflosung von Gleichungen etc. 95 

Im Fall IV erhiilt man aus den Gleichungen 

my^-hny-hh = 0, x = -H \[y, 

die erste Partie von vicr Wurzeln, und aussevdem die Linicnziige 

xQ = ay%-\-by-\-c, xf = a''y-\-b'', 

welche zur punktwciscu Bcstimmung der zweiten Hilfscurve 

SO —    o ""''"        j 

...(52) 

...(53) 

...(54) 

verhelfen,   welche in ihren Begegnungen mit as*—y = 0   zu der Restpartie der Wurzeln der Gleichung (38) 
ftihrt. 

Im endlichen Falle [V" setze man: 
m'y-hri 1  £ 1_ ,— 

iyi-hny-hh      x2 
...(55) 

und erhalt eine llyperbel £c8, welche im Verein mit den Linienzligen (53) zur punktweisen Bestimmung dcr 
zweiten Hilfscurve 

'JC OC    —J J. ...(56) 

verhelfen, welche in den Begegnungspunkten mit x%—y = 0 zu alien reellen Wurzeln der Gleichung (38) ftihrt. 
Mit der hier gepflogenen Discussion scldiessen wir, weil schon hieraus der Weg ersichtlich 1st, wie man 

die Discussion der Gleichungen von nocli hoherern Grade einzuriehteu babe, um die graphische Darstellung 
ibrer reellen Wurzeln gehorig vorzubreiten. 

§• 2. 

Graphische Auflosung eincr gewissen Form von transcendenten Gleichungen. 

Eine transcendente hier zu behandelnde Gleichung schreiben wir in folgender Form: 

S„ \A •>9 T 
...(1) 

und sagen, dass diese Gleichung dem »rten Grade angehort, sohald die mit A,iV bezeichnetcn Coefficienten 
algebraisclio ganze mit ganzen positiven Expoiienten in Beziehung auf cosy und. siny bis zum .sten Grade 
reichende Polynoine vorstellen. In Beziehung auf die Anzahl der zum Aufbaue von Js>rf nothigen Zahlcncoef- 
licienten 1st es selbstverstandlicli, dass wir diese Anzahl ad minimum reduciren. Zu diesem Zwecke schaffen 
wir aus A)t„ mittelst der Relation cosy-J' = [l — sin^y^ alle hoheren Potenzen von cosy weg, und erlialten 
schliesslich den Coefficienten At> 9 in folgender Form: 

*X I a, A, ? == «», o"+" °p K p ^nP ?-*-?>,?8ini,-i f cos ?]• 
.(2) 

Hieraus findet man fur speciellc Wcrthe von f und s > 0 

-4.,, o = ah o -+- d,t i, A3? * = th, o —c's, t, 

...(3) 

Atil. = n,i0-hSp (a,iP-¥-a',iP)2~ * , ^,,_* = «,,» + «J, («.,*—a'hf)(—iy^~T, etc. 

I 

I 

I 
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"6 Lorenz Zmurko. 

dem Gesetze (2) nachbildend, konnen wir schrciben: 

8 

BS) 9 = b0>e-h ®p [i8f p sin?' y -+- S«, P sin''-1 y cos y |, 

3 

C,, 9 = cs> o -+- *\ | c8j , sin^y -+- o^ p sin*-1 y cos y],. . . etc. 

•(*) 

Im Verlaufe dieser Abhandlung werden wir eine Methode feststellen, welche uns in Stand setzt, Glei- 

chungen der Form (1) fttr m = l und w = 2 graphisch aufzuloscn, und auf diese Wcise die diesen Gleichungen 

zukommenden reellen Wurzelwertlie der unbekannten Grosse y angenahert zu bestimmen. Auf Grund einer 

leicht aufzustellenden Methode lassen sich dann die durch Zeichnung erlangten Initialwurzelwerthe mit jeder 

erwunschten Genauigkeit durch Rechnung ermitteln. 

Fur m> 2 werden wir die Auflosung nur in den speciellen Fallen vermitteln, wo solche Gleichungspoly- 

nome sich als Producte darstellen lassen aus ahnlichen Polynomen, welche hochstens dem zweiten Grade an- 

gehoren. 

Tin Falle der moglichen Zerfallung der Gleichung (1) in zwei Factoren der Form: 

(y -+-Bt, ?)    und    (Ao, ? f"-~l -+- Ci: 9 y<»-2-t- (\ 9 y•-8-f-...-+- Qm_ % ? y-+- (JM_,) 

erhalten wir folgende Bedingungsgleichungen: 

A,,9 = C)i9-hBi't<fCt_i)9    ftlr    s==l, 2,...m. ...(b) 

Hieraus erhalten wir wegen C\) = An folgendes Gleichungssystem: 

Oitf    -hBi^Ao      —A.{rf     = 0, 

C2j 9    -i- B\: <p Gy: ¥    —A%> y     =0, 

+ -oi. * (^2.»    —-4a -'"j, T    -+• -oi, <f o2) <p    — jt;K 9     =0, 

Wt— 2, cp-+- -£?•*, ? COT— 3,9'—Am-.2t ¥ = 0, 

L'OT— l;tp-t--D|j ,p 0Wj—a, <p—^m~i,>o = 0, 

...(6) 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Eeihe nach mit 

so erhalt man folgende von. den mit 0 bezeichneten Coefficientcn freie Gleichung: 

•(*) 

welche aus der vorgelegten Gleichung hervorgeht, wenn in derselben die Potenzen von y durch entsprechende 

Potenzen des Ausdrucks —7i1((J ersetzt werden. 

Liefert diese Gleichung die Werthe von — Bi>9 in endlicher Form und zwar in der Form 

[h,o-hbv hinf-¥•$[, cosy], 

so erhalt man fttr jeden so erhaltenen Wurzelwerth die Gleichung: 

y+^o-H^i.siny-j-^i.cosy ==0, (•••8) 

welche in Beziehung auf die Unbekannte y zu s-olchen Wurzeln y leitet die auch der Gleichung (1) angchoren. 

Die in der vorausgesetzten Form moglichen Auflosungen der Gleichung (7) mlissen fttr jeden moglichen 

Werth von y dor Gleichung (7) geniigen, und nur in Beziehung auf die Coefficientcn b1>0) />,ti, h'K , bestimmte 

Zahlenwerthe erhalten. 
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Beitrag zur Theorie der Auflbsung von Gleichungen etc. 

Hieraus leitet sich ein einfaches nnd zwar folgendes Verfahren ab: 

Aus (7) erhalt man fur y — Q, K,     , —     folgende Zahlengleicliungen: 
Li & 

u0     = 0 ... ziir Bestimmung von  Bit 0     = b\, <H-&1, i, 

**      ==0 n » »      A*      =*j,o-*i, i, 

Wj      =0 )) „       iflj *       = id, oH-^l, I, 
'2 

w    n  = 0 
— i 

n     &i _ -- == *i,o—^i, i? 

nebst der leicht ersichtlichen Probegleichnng: 

£1>0-KB1( ;==£,, f-4- 3,,J« —24,,,. 

97 

..(9) 

.(10) 

Die vier, zu dem mten Grade gehorigen Gleichungen liefern jc TO Wertlie von Bp0> Bl)Ti, .B:1 * , 5,^_, •, 

welche der Probe (10) entsprechend zusammengesucht zur Bestimmung der Coefficienten  4j]0, 4,(,, 4J,,  in 
folgender Weise verwendet werden; 

4i,9- g O&M * #»s) = J i-?Vrf *•?'.-T^' 

6'., n (Bi; 0 — JBI, K) . ...(11) 

Die anf dicse Weise gewonnencn Wertlisysteme von zusammengehorigen Zahlen 4,^oi fa, hi 4i,ii,}  bilden 
jedesmal einen Factor 

(^4u4'i;,,4-'4i; isiny-t-^i, icosy), 

von (1), wenn der entsprechen.de Ausdruck 

£,,? — 4i,o-l-4i, 1 sin y-t-4',,, cos y, 

der Gleichung (7) Gentige leistet. 
Beispielweise lasst sich die Gleichung 

A0 fZ-i-Ai, ¥y'*-r- A%t ? f-hAs> ? = 0, 

mit den Bestimmnngsgloiehnngen: 

...(12) 

...(13) 

A ',? 6-1-5 sin y —  cos y, 

/l2;!f = 10 -t-24siny—2cosy —  3sin2y—4sinycosy, 

At>9 —   2 -+-22siny-H-2cosy -+-16sin2y — 2sinycosy — 19sin8y—17sin*?cos?> 

in folgender Weise behandeln: 
Man findet: 

Aii0 — k, A-lt» — 8, A3>0 = 4, 

4,,B - 7, A,, =12, 4a,, - 0, 

Ax *    =11,  I4..4    =31, ^     =21, 

4, _ «.—  1,  ^2 _ TC = 17, A,- " = 15; 
Denkschriften der mathem.-naturw. CI. XLIV. Bd. Abhwidlungon vonNichtmitgliodorn. 

..(14) 

.(15) 
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98 Lorenz Zmurko. 

und hieraus 

U- 

i 
u 

= A
J:)
- bB*-h %B— 4 = 0 mit den.Wurzeln 

==£3_  1B*^12J3 =0    „      „ 

= #:i-ll£2+317i-21=0    p      „ 

= 53-    £*_ 17JB-15 = 0    „     „ 

irzeh i      1, 2, 2, 1, 2, 2, 

» o, 3, 47 3, 4, o, 

» .1, 3, 7, oder 7, 1, 3, 

» -1, -3, b, -3, 5, -1, 

...(16) 

In der letzten Anordnung der Wurzeln sind je vier untereinanderstehende Werthe von B der Probeglei- 
chung (10) angemessen zusammengefunden, und man findet schliesslich nach Anweisung in (11) fur das 
System bi^, bi>i} b\ti, folgende Zahlengruppen: 

£,,„ =     2,      3, 1, 

h,i =     5, -2, 2, ...(17) 

b'ilt «—1, -1, 1, 

und demgemass fiir das Folynom (13) folgende drei Factoren: 

(p-+-2-t-5siny>—coiy), (y-t-3'—2sin'y>—cosy)'; (y-H-l-f-S'sfriyH-'cids^), 

deren jeder mit einem der Gleichung 

f~A{^fl-^A,iil9<f^-Ah<f^ 0, 
geniigenden Bii 9 ausgestatt»t ist. 

Die aus den Gleichungen 

...(18) 

f -+-2-t-5siny—• cosy* = 0, 

tpH-3— 2siny — cosy == 0. 

y -+-1-H-2 siny -+- cos y = 0; 

auf irgend eine Weise gezogenen Werthe von f gelten als eben so viele Wurzeln der Gleichung (13). 
Schwieriger ist die Absonderung eines mciglichen dem zwciten Grad angehorigen Factors.   Das bier ein- 

schlagige Verfahren wollen wir bier bei einer Gleichung vom vierten Grad andeuten. 
Soil die Zerlegung des Polynoms 

in die Factoren 
(?*-KBI, ??-+-#*,,)    und    (^-hC^f-hCz,^ 

mCglich sein, so erhalt man folgende Bedingungsgleichungen: 

A%, ,f = ft,,-+- C'f, ? i?i, ¥-f-i?8, <p, 

...(19) 

4 S, tp V3, tfJJi,<f-+-Cit » 14, 
...(20) 

?' 

^4, <p = 64, if B2] (p. 

Die Elimination von &,9, Ot,v aus den Gleichungen 1, 2, 3 in (20) gibt 

P,      1,     (£,,,-/!,,,) 

\ =    1,     J5lf„(jj,f9_.^i(Tj   =0. 

Ebenso gibt die Elimination dieser Grossen aus 1, 3, 4 in (20) 

1;       B>,,,(Jh,~Af) 

...(21) 

BKv 0, 
—A? 

-A. 
.(22) 
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Beitrag zur Theorie der Auflosung von Ghichungen etc. 99 

Filr 
K TV 

f = (>>   K)   3> —at 

A,       =K       = 0      „ 

A*    = b*    =0   „ 
2 z 

2'      2: 

erhfilt man aus (21) mid (22) folgende Gleichungen: 

\    == bo     — 0 zur Bestimnmng von iii, 0     = 6i, o-+-*i, i, -#2,0    = &s, 8-+-^, 1, 

» n     ^i,'*     —%*«•+#&   ^|    =**'^7o"-l-58,iH-Jw, ...(23) 

A_£==b_|==0    „ „ „     Jh,-*=h,i0—t>tit, B»i_
n

t.=>ba,o—bi,i-hb„, 

nebst den Probegleichungen: 

Bt> oH--B,,, = Bt,}^JB ,,=; = 2ii, 0. ...(24) 

Die vier Systeme von je zwei Gleichungeu liefern verscliiedene Wertlisysteme von 2J,,0, BZO; B[tK1 Bl>1t; 

^l.-*-* -^i.-r' •^I.'-T' ®*>-—> wel°ne der Probegleichung entsprechend zusammengesucht zur Bestiinmung der 
Zahlencoefh'cienten J1)0, i,(t, //|;l, />2)07 Jg>1, £?1, bSii, b'StS in folgender Weise verwendet werden. 

»x, <> = 3- (Bu 0 H- A, 0=2 (/?1' 2 H~ ^" ^' 

*s,o — 0 (B3.0 -i-iii,^), 

*l,i — O   t^lVi)    ~   #1,*); 

*i.i»3  (-BM   -5,,,)* 

M-o(2H^*>-*)« 

...(25) 

*M-2 (^<-^,-i-), 

^^2i:(«2,i- + ^,-;)-(^,<»+B^)i 

mid schliesslich erhalt man aus der Gleiehung 

si=s'o; 

die nocti unbekannte Grosse b'Si. 
Bin in dieser Weise zusammeiigestellter Ausdruck 

<f'l~]-Bu,f f-+-B.>:9 

bildet auf Grund des in (25) und (26) gewonnenen Coefficientensystems [i1#0, />2,2, £1)t, J' , J80> J,t) 

^2, u &*,'*] WiV'clanti cinen wirkliHien end lichen Factor des Gleichungspolynonis (19), wenn die zugehiirigen 
Ausdriicke 

•#1, T = &i, o~^t, 1sin 'f^K, 1cos !P 

£8) ? == J, p-h*a, ism y-t-^i, 1 cos 53-f-i^ , sin2 y-+-/>j, 2 cos y siny, 

den Gleicliungen (21) und (22) genilgen. 
Manclimal gewalirt es einen Vorthcil,  die Gleichmig (1) zu transform iren, indem man in derselben die 

Unbekannte  f duroh (^-f-«) ersetzt. 
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100 Lor en z Zmurko. 

Eine derartige Transformation wollen wir beispielweise bei einer Gleichung zweiten Grades durcbfliliren. 

Zu diesem Zwecke erhalten wir: 

.(27) 

in folgender Form: 
...(28) 

.. (29) 

A\t -b+*— «io "+"[ai, i cos a—a! 1~sina]Bnnf~+-[a:t, lSina-t-a^j cos a] cos ty, 

./1VH_,= a2,o^ a a%,%— n («J, » COB 2a— a22 sin2a) H-(a2, I cos a—a2il sin a) sin <|H- 

-+- (a21 sin 2a-)-a2) j
cos   a) cos ^"+~(a22cos 2a — a^ sin 2a)sin2ty-\- 

-+-(aMsin   a-t-a2)2cos2a)costpsin^, 

und schliesslich die dem zweiten Grade angehorige Gleichung 

A0f
%H-A1)9f-^-A2^ = 0 

B0^-+-Bh ^-hB»^ = 0 

mit den Bestimmungsgleichungen: 

h, o=2a^0-+-a1(o, 

51; j = a1) t cos a—a'l;, sin a, 

J^ t=ai,i sin cc-{-a'u t sin a, 

1 1 
£2, o= **J.0H-«a1>0H-a?, <H-«•««-+- o"(a«»^?a—a»ieos2«) , ...(30) 

&2, i = cos a (a alj iH-a8) t) — sin a (a a'w -+-a'6i), 

b't, i — cos a (a aj( 1-t-a2l ,) -t- sin a (a «i,i-f-«2,i), 

b-z, 2= «2,2 COS2a—a2j2 sin 2a, 

K< 2 ~ a2> 2 8m 2a-Ha2l 2 COS 2a. 

Die Wurzeln der Gleichung (29) gestalten sicb zu eben so vielen Wurzeln der urspriingliclien Gleicbuug 

(28), sobald man eine jede derselben um den Bogen a verlangert. 

§. 3. 

Fortsetzuug. 

Die Gleichung 
n 

lasst sich als ein Resultat der Coexistenz der Gleiclmngen: 

F(x, y, z) « 0, 

a> =:/t(siny, cosy), 

y =/,(siny, cosy), 

« = /3(siny, cosy) 

auffassen, sobald alle diese Functionsformen in Bezug auf die drei Variabeln y, siny, cosy algebraisclie ganze 

mit ganzen und positiven Exponenten versehene Polynome darstellen. 

Die erste der Gleiclmngen stellt mit Riicksicht auf die Veranderlichkeit von x, y, z bezogen auf ein 

beliebigwinkliges Axensystem eine Flache vor, wiihrend die drei ilbrigen mit Riloksicht auf die Veranderlich- 

keit x, y, z, y eine Curve im Raume reprasentiren. Ein jeder der Flache und der raunalichen Curve gemein- 

schaftlich angehorige Punkt liefert bestimmte Werthe von x) ?/, z, welche wieder mit Hilfe Einer der drei 

letzten Gleichungen zu Werthen der Bogenzahl y fuhren, welche die Gleichung (1) erfiillen und demgemass 

als Wurzeln dieser Gleichung auftreten. 

...(1) 

...(2) 
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Beitrag zur Theorie der Aaflosung von Gleichungen etc. 101 

Gelingt es, die Gleichungen (2) derart zu bestimmen, dass man mit der Darstellung der Flache und Curve 

weiter keiue Schwierigkeit hat, so wird es auch leicht sein, mit Hilfe der beschreibenden Geometrie ihre 

sammtlichen gemeinsehaftlichen Punkte ausfindig zu machen, und scldiesslich auch das vollstiindige der Glei- 

chung (1) angehOrige System von reellen Wurzeln darzustellen, sobald wenigstens Eine der drei letzten Glei- 

chungen in (2) eine unmittelbare Auflosmig in Bezng auf die Bogenzahl j> gestattet. 

Der eben besagten Forderung gemiiss liesse sicb eines von den Gebilden (Flache, Curve) namlieb die 

Curve durch die sehr einfachen Gleichungen. 

x = y—p sin <pj y = p cos f, z = p sin f ... (3) 

fixiren, und denselben gernass in die Gleichung (1) die Substitutionen 

z II 
smy —  -, cos^ =    , f = x-+-z •••(4) 

durchfuhren, urn sofort zur Gleichung der zur constructiven AuflOsung der Gleichung (1) erforderlicbcn Flache 

zu gelangen. 

Aus (4) hat man 
**-+-'/=' jb», ...(5) 

und sieht ein, dass die in (3) dargestellte Curve sich auf die Ebene yz als eiue mit p beschriebene Kreisliuie, 

und auf die Ebene xy als eine mit dem Cycloidalradius p mit meinem Cycloulograph sehr leicht graphisch dar- 

stellbare Cycloide projicirt. Mit Hilfe der elementarsten Anweisung der beschreibenden Geometrie bestimmt 

sich unmittelbar die Projection dieser Curve auf die Bildebene xz, 

Uber den Radius a lasst sicli derart verfiigen, dass hiedurch die Darstellbarkeit der resultirenden Hilfs- 
flache erleichtert wird. 

Fiir den speciellen Fall einer Gleichung des ersten Grades 

A0f-^Ahv = () ...(6 

erhiilt man in Folge der Substitutionen (4) 
s 

) 

A0 (fl>-M>) - 
P 

y 
? 

0, 

A0x 
P 

z-+-a% 0 === 0, 
•(?) 

fiir beliebiges p die Gleichung einer Ebene, welche die obenerwiihntc Curve in Punkten begegnet, deren e'nt- 

sprechende Werthe von y eben so vicle wurzeln der vorgelegteu Gleichung (6) ausmachen. 

Dieselbe Methode auf die transformirte Gleichung 

AI r A 
!•-(+» + I) o .(8) 

angeweudet, liefert die Gleichung der Ebene 

<H_, 1 

P 
A0x- •y- » K, 

«1,1 

P 
A 2 "l_ai'° o, ,..(9) 

welche durch ihre Begegnung mit der Hilfscurve zu den urn  i?- verminderten Wurzeln von (G) fiihrt. 

Da in ((>) von den Coefficienten ahl und a'hi wenigstens Einer als von Null verschieden gedacht wird, 

so liisst sich durch schickliche Wahl von p die erhalteue Gleichung der Ebene (7) und bezielumgsweise (9) 
dahin vcreinfachcn, dass in derselben der Coefficient von z verschwindet. Demgemass erhiilt man fiir au 1 $ 0, 

p-o- aus (7) 

A0x- 
ax, 1 

o, ...(10) 
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102                                                                  Lor en z Zmurko. 

Ebenso fur a'hi^0 p = —-j-1  aus (19) 

...(11) 

in jedem Falle also die Gleiehung einer zur 2-Axe parallelen Ebene, welcbe nebstdem auf die Axe ox senk- 
recht zu stehen kommt, sobald in (10) a'ul = 0, oder in (11) alt 1 = 0 ausMlt. 

Durch die WaM eines solchen Wertbes von p ergibt sich die Auflosung der Gleiehung (6) als eine 
Folge der sehr einfachen Bestimmung der Durchschnittspunkte der Geraden (10)  und bezie- ..(12) 
hungsweise der Geraden (11) mit der nun leicht darzustellenden Cycloide 

[x — (p—pgincp, y = pcosf\. 

Eine Gleiehung der Form : 

A0fH-At, coszy-Hyl2sin2y-+-/l3 = 0 

lasst sich bei constanten Zahlenwerthen A0, Ax, At, A% auch so schreiben: 

.(13) 

oder fttr 2$> = »' 

4> (2?)_h^l (l-HC0B(2y))+ ^-(1-C0S(2?))-H/1, = 0, 

A0 y'H- (At -A%) COS f'+ {A, r+- A, rhtifa) = 0, .(14) 

welcbe Form dann ebenso, wie die Gleiehung (1) aufgelost solche Werthe von f liefert, welche halbirt die 
verlangten Wurzeln der Gleiehung (13) ausmachen. 

Fur A0 = 0 erscheint die Gleiehung (1) in der Form: 

«i, o~+-«i, i sin^-Haj^ cos <p = 0, ...(15) 

welche fttr cosy = y siny = z zum Systeme von folgenden zwei Gleichungen fiihrt: 

«i, o-t-%, is+a',, 1y = yz-Hs2 —1 = 0, ...(16) 

wodureh besagt wird, dass zwei moglicbe Durchschnittspunkte zwischen den in (16)  bestimmten Gcbilden 

(Gerade und Kreislinie) zu ebenso vielen entsprechenden Bogenzahlen w verhelfen, welclie die Auflosung der 

Gleiehung (15) bilden.   Erfolgt zwischen der Geraden und der Kreislinie kein Durchschnitt,  dann sind die 
Wurzeln der Gleiehung (15) complex. 

Fttr die Gleiehung zweiten Grades: 

A?2+4,??>-M.2,? = 0- ...(17) 

findet man in Folge der Substitutionen (4) 

unx
$^unyi^tcS3^-i-2unxy^2uMyz^2uMsx^h2Htx^-2iiiy^-2?/,xz-hu0 = 0, ...(18) 

mit den Bestimmungsgleichungen: 

uu — A)> un ~~ 
(«i, i p-AW, S) 2M      — (ai-lP + a2.2) a. 

2Hl = Ml£±2il, 2ux =ah0, 2v% « <±, 2w, 
UJ9    J 

P ' P 

Flir die complementare Gleiehung 

H, 0-+-*2, 2-Hpffll, !• 
.(19) 
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Beiirag zur Theorie der Avflomng von Gleichungen etc. 103 

oder 
...(20) 

wo 
B0    =A0, bh0 = KA0~i-ali0, 5i)lS=— oJ,j, &i,, =«i,i, 

7                                ^        n%                                 K 

,                           "      ,                 ,               ,                7T 
"2, 1  =   ~"o   a\,i at,\l     "i,l     8  fti> J —I—C«^, 1; 

...(21) 

02, 2 =   «2, 8 J    ''2J2  =         «2)2 

und demgemass 

u'n x%-hu'n yfirh-it^ S2
-H2M| J x y-t-2u'ri y z-+-2u'n, e Wrt-,2wJ 'r"-+~ ^u^y-V- 2u'3 s-hu'{) = 0 ...(22) 

mit den Bestimmungsgleichungen: 

"it—   ""•<>?      22—            Qi             )   w88       "^OJ 

^M12— "         >    "M2;i—                 2              >     -M3-l—                     "         > 

_'»     . o„               P{?A+"i,o 1 - Kia -*-<i 
Mi.  = nA..-Jt-<oi1 0,  /?/„ = j5 .  «s«, =—                                                     — , 

...(23)                                      I 

JT2                     7T 
Mn = A  4  +ai. »2         *' ° — ai-1 /"J- 

Die Gleichungen in (18) und (22) deuten je auf eine Flache zweiter Orduung, welche mit ihren Durch- 
scbnittspunkten mit der oben erwiihnten Hilfscurve zn cntsprecheuden Bogeiizahlen <p und beziehungsweise zu 
den Bogenzahlen <p' fuhrcn. Nach Erschopfung aller Begegnungspunkte bilden die Werthe von f die sammt- 
lichen Wurzeln der Gleichung (17). Die Bogenzahlen y werden es erst dann sein, wenn man jcde derselben 

um      vergrfissert. 

Nun handelt es sich um die zweckmiissigste Wahl von p, um hiedurch eine moglichst leicht darstellbare 
llilfsfliiche zweiter Ordnung zu erhalten. 

I.   1st in der  vorgelegten  Gleichung  (17)   &0  von Null  verscliiedeii,  so  kSnnen wir A0 = 1   setzen. 
Sei nun 

J.0 = l, «1(^0. ...(24) 
Hier setze man: 

2A0j±«u , 

P 
und erhalt 

9 2    ' 

«3, 1: = 0, 

...(25) 

and in Polge desseu die Hilfsfliiclie (18) als eine solche, welche parallel zur Bildebene xz gesehnitteu, lauter 
Kreislinicn liefert. 

Fttr 

A0 = 1,  an ^ 0 und   p "M 
2   ' 

wird die Ililfsflachc (22) parallel zur Bildebene xz in lauter Kreislinien gesehuitten. 
Fiir irgend einen Werth von y etwa y = v erlmlt man aus (18) die Kreisschnittlinie 

«;2H-z%r\-2ty («12 TH-ML) "+-2.S (w48 ri~l-us) H- [atl v?2-+- 2u% >"/-+-«,,| = 0, 

..(25)' 

...(26) 
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104 Lorenz Zmurko. 

und ihren Mittelpunkt (£, £) durch die Gleicliungen: 

...(27) 
bestimmt. 

Betraclitet man (| y p) als laufende Coordinaten, so driicken die Gleicliungen (27) diejenige Gerade aus, 

in welcher die Mittelpunkte der sammtlichen Kreisschnitte liegen. 

Bezeichnet man mit I, p., v die Cosinuse derjenigcn Winkel, welclie irgend cine Eichtung mit den Axen 

ox, oy, os einschliesst, so hat man vor Allem die Gleichung der zur Eichtung X, fx, v conjugirten Durch- 

messerebene 

(M14l-hunp.-i-unv) x-h(un X-J-M22/J.H-M2 .3v)y-h(u3ll~huS2p.-+-u^3v')s-i-(ut l-huiiJ.-+usv) — 0.    ...(28) 

Soil diese Ebene zur xz parallel sein, so erhalt man zur Bestimmung der zur a^-Ebene zugehorigen 

conjugirten Eichtung \ \x, v folgende Gleichungen: 

2 p.-t-M13 v = u&t i A-HM32 fj.-i-u33v = 0. ...(29) Un K- 

Da diesfallig 

so erhalt man aus (29) 

ux, i = 0, uu = u33 = 1, 

— u„ ..(30) 

woraus crsichtlich ist, dass diese Eichtung mit der Eichtung der Mittelpunktsgeraclen (27) tlbereinstimmt. 

Die durch die zweite Gleichung in (27) gegebene Ebene enthalt in sich die Mittelpunktsgerade und ist 

zur Axe ox parallel. Rchneidet man mit dieser Ebene die Hilfsflache (18), so erhalt man die Projection der 

Durchschnittslinie aufdie Ebene xy, indem man aus (18) und der Gleichung z-huriy-hu;t = () die Ordinate 
* eliminirt.  Dies gibt: 

(u% — U2)', ,xy-Jn2uxx~\~2{ii%—
u:i

u23)y~+~(ut)—ut) T* ® ...(31) 

Bezieht man die durch diese Gleichung gegebene Projectionslinie aufdie Axen  ox'    ox und oy' j | \x- 

*tty-t-»i = 0], so erhalt man die entsprechende Transformirte von (31) im Folgenden: 

(x'~huty (• W 2{% 

(1 
•V^s) i/'^^ul^U^ 

\u\%)j 
0. ..(32) 

Dieses offenbar auf conjugirte Axenrichtungen bezogene Gebilde deutet im Allgemeinen auf eine Ellipse 
oder Hyperbel bin, je nachdem der Ausdruck (i —u\3) positiv oder negativ sich gestaltet.  Wird jedoch 
un—u\s—u\% = 0, so entspricht die Gleichung (32) einer Parabel. In jedem dieser Falle sin d die in den 

erwahnten conjugirten Axenrichtungen liegenden Parameter leiclit zu construiren, und man erfahrt schliesslich, 
ob die Curve (32) 

im 1. Falle als eine wirkliche Ellipse oder vielleicht als eine Kreislinie, ein Punkt oder gar als cine ima- 
ginare Ellipse; 

im 2. Falle als eine gewolmliche Hyperbel oder als ein Paar zweier sich schneidenden Geradcn: 

im 3. Falle als  eine gewohnliche Parabel,  oder als  ein Paar paralleler oder auch  zusammenfallender 

Geraden, oder endlich als ein Paar von parallelen imaginaren Geraden sich gestaltet. 

Deutet nun die Gleichung (32) auf ein reelles Gebilde hin, so bildet dieses Gebilde die Projection der 

Leitlinie, langs welclier die veranderliche, parallel sich verschiebende Kreislinie die Hilfsflache (18) beschreibt. 

1st hingegen das Gebilde in (32) imaginar, so fallt auch. die Hilfsflache (18) imaginar aus, und die Gleichung 

(17) besitzt in einem solchen Falle gar keine reelle Wurzel. Die Gleichung (17) hat auch dann keine reelle 

Auflosung, wenn eine wirklich existirende Hilfsflache (18) von der Hilfscurvc gar nicht getroffen wird. 
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Beitrag zur Tkeort'e der Auflosung von Gleichungeii etc. 105 

In Bezug auf die reellc, bereits dargestelite Leitlinieiiprojeetion ist nocli fflr den Zeiclmer der besondere 

Yortheil zu notiren, dass dann jede ihrer zur ox parallelen Sehnen scbon die Lftnge des zugehorigen Erzeu- 

gungs-Kreisdu rclimessers angibt. 

Im Falle der nothwendig einzubeziehenden Hilfsflaehe (22) bezielit man die Leitlinienprojection 

ebenfalls aus (32), sobald man die mit u bezeichneten Cocfncienten je mit eineni Striclie bebaftet sich ...(33) 

denkt, und ihre Werthe aus (23) berechnet. 

Diesfallig waren hiemit flir die beschreibende Darstellung alle Vorbereitungen erschopft, auf deren Grund- 

lage man sehr leicht zn den Durelisclinittspunkten der Hilfsflaehe mit der Hilfscurve und schlicsslich zn den 

entsprechenden samintliehen reellen Wnrzeln der Gleichung (17) gelangt. 

(I)'.   Flir An=l, alti= a'hi==0 und «,2<0 setze man: 

1 ,    P = )f — a* ..(34) 

und erhalt in (18) cine Hilfsflaehe, wclche parallel zur Ebenc xy in Kreislinien geschnitten wird.  Filr aL>Q 

erhalt man  p—]/crti,  and es wird diesfallig die  llilfsflaclie (22)  parallel  zur Ebene  xy  in Kreislinien 

geschnitten. Der Fall A0 = 1, a1(1 = aj' •• 0 und u' s ^ 0 gibt nach (30) flir <p = f' ±      bn = qc a' 

und hiemit eine zum Fall (I)' gehorige llilfsflaclie. 

(I)". Im Fall AQ = 1) a,. t =«•,',, — a%, 2 = %,% = 0 erscbeint fiir belicbig gewahltes p die llilfsflaclie 

als ein parabolischer Cylinder und liisst sich leicht als eine Folge congrnenter Parabeln, oder als eine Folge 
von parallelen Geraden darstellen. 

1st iiberhaupt ulll=u3,3, und=f:-
1^<l, so setze mail «,,., = u, . cos |3, urn auf Grand des Axen- 

, ui. i systems 

co8*$.xoy, = cos<£?/o.s = 0,   cos<£a?o0 = cos $ = «,    • ux t. 

zu einer Hilfsflaehe zu gelangen, wclcbe parallel zur Ebene, xa in Kreisen geschnitten wird. 

Heispielsweise erhalt man aus 

Wj , x*-+-uis y*-+-u33 z*-i-2un xy-h2ict3 yz-h2u3l zx-i-2ul x-h2ut y-h2u3 i-i-u0 

und etwa den Bestimmungsgleieliungen: 

^•.t^-il, «„-•—-Jl,  2un = 0, 2ui:i=
<l•; 2u3t=l, 

2w4 = <rh o • 2M8 =    *' •,  2u.A = a1( 0-t- --'--, w0 = a,t 0-+-«M J N 

...(35) 

...(36) 

...(37) 

als Gleichung der Hilfsflaehe: 

as»4-«»-t-.2eos60c .«»-t-oi, »«H- I 4
22 y-+-«i; ofn- y-J *H 

«2, 1 
J'^H-i^yH-Ko-Ha*,*) = 0.   ...(38) 

Fiir ein  beliebiges «/ etwa // = v? erhalt man  die zu xe parallel gefiibrte Durchsehtiittslinie (lurch die 

Gleichung 

r*-+-;s*-t-2oosG0<,sa;-w/1]0.T-+-   -|-* v - <h, o - 
(H, 2 «», 2 2,1 r/-f-(ff,j0-f-«.2>2) = 0.   ...(39) 

Einer aus dem Mittelpunkte (£, {) mit dem Radius >• beschriebene Kreislinie entspricht wegen <£xoz = 

= (3 = 80° folgende Gleichung: 

(.t._£)^_?)*H-(.X'-£)(s-£) = P» 

oder ...(4(0 
.x^^2^2cos60°rr^H-.r|-24'--i]H-.s[-2«-?] — r* rC*-?1-??. 

Denk»chriften der mathem.-nsturw.Cl. XLIV.Bd, Al>h nnllmi jmi von NiohtmitgUedern . o 
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106 Lorenz  Z'murk ;o. 

Die Gleichung (39) mit (40) verglichen, gibt die Relationen: 

-2£— K = <h,o, 

_2£-£ = «1,0 + 1p *2>2 

...(41) 

«2, 2      , 

4   r'Z~ '•2, (T , = £*+,$*+&- 

aus welcher auf Grand eines angenommenen r, die Wertlie von t", t, r berecbnet werden konnen. 

Hieraus ist zu ersehen, dass die Hilfsflachc (38) parallel zur Ebene xz des in (34) angenommenen 

Axensystemes in lauter nach (41) naher zu bestimmenden Kreislinien geschnitten wird. 

Die ersten zwei Gleichungen in (41) bestimmen mit Rticksicht auf die Veranderliclikeit der Coordinaten 

(j rh c diejenige Gerade, welche die Mittclpunkte sammtlieher oben crwahnter Durehsclmittskreislinien ver- 

bindet. Aus denselben erhalt man ftir diese Mittelpunktsgerade die Gleichungen ilircr Projectioncn auf die 

Ebenen xy, yz, xz im Folgenden: 

...(42) 

Nachdem wir die Mittelpunktslinie bereits besitzeh, suchen wir fur den Veranderlicheu parallel zur zx- 

Ebene sich bewegenden Erzeugungskreis die zugehorige Leitlinie, darnit er walirend der Bewegung die Hilfs- 

flache (38) beschreibe. 

Zu diesem Zwecke schneiden wir die Flaclie (38) mit der (lurch die zweitc der Gleichungen (42) 

bestimmten, die Mittelpunktslinie enthaltenden, zur ox parallelcn Ebene, und suchen die Projection dieser 

Schnittlinie auf die ajy-Ebene. Diese erhalt man, wenn man aus der Gleichung &Y-+-'a'hiy = —2(a1)0H-ff»l i) 

und der Gleichung (38) die Ordinate z elliminirt. Hiedurch erhalten wir: 

V§—aZi2Y) = ia%t!—4%, o, 

6?-+-a2,2i7 = - —"ai, o — 2«2, 1, 

?+2£    = —   al, o • 

.     (18a,, ,-t-ogj)   . 
_ 72 V ' 

A'3 
6 

xy- 
(2 ah o— «2] {) (18az, t ~ %, 2 (5%, i'-H^a,, j) 

\a2, o-+-a8; 2- 
18 [4<„- 

36 

-5ffl.l, 0«2, l'Jl =»0. 

y- ...(43) 

Transformirt man diese Gleichung auf die Axen 6a/\\lox und oy' ! | \l%x—a'!l'iy = 

erhalt man fur z>*= 144-t-a^ 

xi— ~JT {a'L^~12a^ 0 •+• (2«i, 0—o», 1) a ~KK., — o,;,2 (ffli, o-H«2,1)) - v o V 

2a,,1-4< 1,01; so 

«2,0 H-a,, 2- (4«L« -Sat, 0 ««,1) 
I* 

0. 
...(44) 

Hieraus ersieht man, dass die in (43) oder (44) bcstimmte Projection der Leitlinie die Richtung der Axe 

ox und die Richtung der Mittelpunktlinienprojection als conjugirtc Riclitungen besitzt, und dass eben die 

Projection [12*—a%i%y = 2a,, j—4ali0] den Durchmesser der Linie (34) ausmacht. Jede zu (34) gehorige 

zur ox parallele Sehne stellt die wahre Lange des Durchmessers des zugehorigcn Erzeugungskreises vor und 

bietet bei der Ausmittlung der Begegnungspunkte der Hilfsflache mit der Hilfscurve dieselben Vortheile, wie 

die oben beschriebenen Sehnen der Linie (32). 

(I)'". Zu den besonders giinstigen Fallen gehort derjenige hin, wo in (18) fur ein passendes 0 die CoSffi- 
cienten u3, uu, un gleichzeitig verschwinden. 

Diesfallig bestehen folgende Relationen: 

ah „p+%, 1 — 2A0p~hah , = «i,iip-H-ai,, = 0, -.(45) 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Beitrag zur llieorie dcr Avflosung von Gleichungen etc. 107 

nnd im Gefolge derselben: 
«2,1 
ai, o 

«i, 1 

2A 

:2-»o°W 

S?etzt man in diesem Falle ei=p%—y*) so nimmt die Gleichung (18) folgcnde Gestalt an: 

Aax*-hA («|,1— 4A)«2,2) 2/' xy- -2 A, te-2-X 
«i, i 

-a9 e — ^ 
2A 

Hier findet man 

T-K-^t-^uA)- 

..(46) 

= 0.   ...(47) 

...(48) 

und schliesst, dass diesfiillig die llilfsflache eine elliptische hyperbolische oder parabolische Cylinderflache 
scin wird, je nachdeni der Ausdruck \a2

ht—a'*, — 4<v2i 2A0\ positiv, negativ oder verschwindend ausfallt. 
Da die Gleicluing (47) von z frei ist. so kann man sich die Hilfscurve anf die in der xy-Khene mit p 

beschriebene Cycloide reducirt denken, und die Durehsclmittspunkte bestimmen, in welcben die gedaclite 
CycloTde von der Kegelschnittslinic (47) getroffen Wird. Die zugeliorigen Bogenlangon cp bilden dann das 
Wurzelsystem der Gleiehung (17s) in dem Falle, wo ihre Coefficienten die zwei Bedingungen in (46) erMlen. 

Die unter Bedingungen (46) erfolgte Auflosung vcrdient vornelimlich den Namen einer directen (nicht 
tappenden) Losung der transcendenten Gleichung, da mit meinen mechanisehen Vorricbtungen die Cycloide 
sowohl, sowie audi ein jeder Kegelschnitt in continuirlichen Ziigen dargestellt werden kann. 

Zuniichst wollen wir nachsehcn, wie sich die transformirte Gleichung (29) §. 2 in Bezug auf die ahnlichen 
aus dev Transformirten gezogenen Bedingungen 

K oh i-2.4„V l = J//, h'u,-2 /t0S;i2 = 0, ...(49) 
verhalt. 

Wenn man in die eventuellen Bedingungsgleicliungen (49) die Coefficienten durcli die ursprlinglichen, mit 
a bezeichneten Coefficienten nach den Transformationsgesetzen (30), §. 2 ausdrilckt, so erhalt man die 
Gleichungen: 

(a10aj,i—2A0aS) ,)cosa— {auoa\ -2A<, 
1 
«i :,)- ;21aM8in2«- [?^o«;,,- I,I«I-I 

) sin a. 

cos 2 

= 0, 

a = 0. .(50) 

Das Stattfinden einer dieser Relafionen konnen wir mittelst eines passenden Werthes von a veranlassen. 
Wird dann mit diesem Werthe von. a anch der zweiten in (50) Geniige geleistct, so erhalt die transformirte 
Gleichung die Eignung, mit Hilfe der Durclischuittspunkte zwischen einer passenden Cycloide und einem 
zugeliorigen Kegelschnitt ihre sammtlichen Wurzeln zu liefern.   Wenn man nun in die Gleichung: 

tang 2a = 2tang a:  (1 — tang2a) 

die axis  (50)  gezogenen Werthe von tangy und tang2<p  hineinsctzt,  so erhalt man schliesslich die einzige 

Bedingungsgleichung: 

2 -1„ (i'.t, j     a• i, i a\,, 2 (a,, oai, 1 — 2 A„«2, 0 (a,, 0a\, t— 2 A„ qg,Q 

i   .,      ^   9A       ~ «?,o(^raii)t*
4i»(^i -<0--Mi«i,o(<,«;,!-• 01,108,0 ' 

2« i— -ai.i)— 2Aoa^ « 

,(51) 

deren ErfUllung daflir biirgt, dass die zugeliorige trauscendente Gleichung, oder viclmehr ihre transformirte 
mit Hilfe einer passenden Cycloide und des zugeliorigen Kegelschnittes gelOst werden kann. 

Indem wir den Fall, wo von den Coefficienten AiVAu,f, .l2,.f bios der Coefficient A0 verschwindet, ftir den 
niichsten Paragraphcn aufheben, wollen wir hier diejenigen Falle eiiedigeu, wo von diesen Coefficienten bios 

A< oder /l2;Cf identisch nicht verschwindet. 

o* 
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108 Lorenz Zmurko. 

Die Gleichungen 

A,(f = «i, o-+-«i, 1 sin y-f-a^ cosy = (J, 

•4a, ¥ = «2,0+02,1 sincp-j-«^, t cosy-f-a2, , sin2yH-a^gsin y cosy = 0 

geben fUr sin f =* y, cos y = <c, 
ffli, o~+~ai, ij/^&'i, J# — 01, 

«2, 0+«2, 1 y.H-«2, 1 *-t-«2, 2,'/2+a2, z ^// = 0, 

und nebstdem noch die Gleichung 
xi-hyi=l. 

...(52) 

...(52)' 

...(53) 

...(54) 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^B -(55) 
Die Begegnungspunkte der Geraden (53) mit dem Kreise (55) fiihren zur Auflosung der Gleichung (52); 
die Begegnungspunkte des Kcgelschnittes (54) mit dem Kreise (55) geben die Auflosung der Glei- 

chung (52)'; 

Wahlt man ein positives t derart an, dass in numerischer Bcziehung 2s >-^-2  ausfallt, so konnen wir 
«2, 2 

die mit sa2i a multiplicirte Gleichung (55) zur Gleichung (54) addiren und erhalten die Gleichung: 

(«2, o—sCl2, ») -f-®*x•+*%, iy-^~a''i,ixy-^~a2t $(8-+-l)yi-+-saiiix? = 0, ...(56) 

welche auf'eine Ellipse dentet, und bei der zu unternehmcnden Auflosung der (52)' an die Stelle der Gleichung 
(54) gesetzt werden kann. 

§. 4. 

Fortsetzung und Schluss. 

Um auch in dem Falle A0 = 0 fiir den Zciehner einige Vortheile zu erringen, denken wir uns die Glei- 
chungen der Hilfsflache (18) und (22) auf folgende Weise geordnet: 

un x*-l-unyz-t~u33s
i-+-l2ui2xy-^2ui3yz-i~2u.n 2x-h2uix-h2uiy-$-2ugg-$-u0 = 0; •••(!) 

u'n x
z-huliiy

i-i~u3.,z
i-i-2u\%xy-\-2unyz-h2u'xl 2x~i-2u\x~h2ti'iy-+-2u[ts-+-u'n = 0, •••(2) 

mit den Bcstimmungsglcichungen: 

uu = 0, 0, 

0, un = 0, 

"i, i 
—:—h a » 

2u 12" 2u    — //"1 
^Mi2 — ~r! 

2M -M    27/' 

2u'3i = 

?' 

>2 
-J iLX. 

-,2   ' ...(3) 

*i,i 

2ux 

ak 

'1,0; 2wJ   = ili0, 

2«: = fe 

2M, ^o+y^ *i = V-^, 
w2, 0; M II    — "% 0 : 

wo die mit 8 bezeichneten Ooe'fficjenten aits den  a-Coefticienten nach dem Transformationsschema  (30)  g. 2 
gebildet werden, 
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Beitrag zur Theorie der Auf lowing von Gleichungen etc. 

Da nach dem Transformationsscheina die Belation: 

tang a = 

109 

- a1;! sin a-l-aj, j COS a,    t'lir    Z»'|jt = 0, 

a. "1.1 ...(4) 
a i, i 

gibt, so existirt neben a.,,^0 immerhin ein von Null verscbiedener Vcrmittluugswinkel a, welcher das Ver- 

sohwinden von h\ .  veraulasst.   Hiedurch wird besagt, dass das Product   M^M^ =    ''' /''    entweder schon 

von Natur aus verschwindet, oder erst mittelst eines passenden Wcrthes von a zum Verschwinden gebracht 

werden kann. 

Im Fall a'ui = 0 hat, man aus (1) die Hilfsflaclier gleichung 

z(2«.(1a;H-2a.iljV/+M.j.!«-i-2M.3)-+- \2ulx-t-2u%y-hu0\ == 0. •••(&) 

Im'Falle «,,,§;  kann mit dem Winkel aus (4)  b'hl=*<) veranlasst werden, und dann ist die Gleichung 

der Hilfsllache 
z (2 w.j( aj-+-2 w.j2 y/-f-M.j3sH-2w3) -t- (2 w, x-\-$ut y-i-u'n) = 0. ...(6) 

In jedem dieser Falle ist die Uilt'sflache im Allgemeinen ein hyperbolisches ParaboloYd, oder ein hyper- 

boliselier oder parabolischer Cylinder und gelegentlich auch ein System von Ebenen. Immerhin ist es eine 

Flache, welche sich durch Bewegung einer Gcradcn beschreiben liisst. Wenn a2i a und «,, j nicht verschwin- 

den, so kBnnte man p = -     — setzen, und dadurch in (5) den Coe'fficienten von «, namlich u.n, zum Ver- 
«2, 2 

schwinden bringen.   In diescm Falle ware fur das Gebilde (5) die Richtung der Axe oe zur Richtung der 

Ebene xy conjugirt. 

Urn die descriptive Methode fiir die Darstellung des hyperbolischen 1'araboloi'ds zu gewinnen, sei ganz 
allgemein: 

•ws = msx  -+-n,y  -+-rsz  •+-§, 

«/ = msx' -\-nsy' -+-rsz' 

w's = m„x"-hnsy" ~+-rsz" 

und die Gleichung 

'9* 

'9s 

...(7) 

oder audi 
IV j W2H-W.j = 0, 

eharakterisiren diesfallig das liyperbolische Paraboloid. 

Zwei Punkte (x'y'z'), (x"y"zv), welclie den Gleichungen 

,..(8) 

w"x— 1 = w^'-+-w.',' = W%—q = 0, ... (9) 

genligen, mussen ganz gewiss in der Flache (8) entbalten sein. Wir wollen noch zeigen, dass auch die durch 

(x'y'z') und. (x"y"z") gelcgte Gerade Lt mit ihren sanimtlicheii Punkten in der Flache (8) entbalten ist. 

In der That erhalt man aus den der Lq angehorigen Gleichungen 

-x___  y-y   ^z     _      h x-r-x 

x"—x 

k 

bei gegebenem Punkte (x y e) constant. 
«—z 

ms(x —x')-hns(y —y')-t-r,{z —- z') _ 
m.s{x"—x') -i-ns (y"—y) •+-»"»(«"—«') ~~ w"—w',' 

to. -«'., 

und demgemass fiir ,s = 1, 2, 3, wegen (9) 

h .   :"i _ '"2    1. 
2~? 

...(10) 
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110 

und auch 

und hieraus unmittelbar 

Lor en s Zmurk 'CO. 

o, ...(11) 

zum Beweise, dass Ls ganz in (8) enthalten ist. 
Anstatt die Punktepaare (x'y's1), (x"y"z") tiir jedesmaligen Wertli von q nach (9) durch Redlining zu 

suchen, kann man dies durch Zeichnung auf folgende Weise bewerkstelligen: 
Man betrachte die Gleichungen 

0 L, .M2) w., 

als analytische Darstelhing der Leitlinie lB, und ebenso die Gleichungen 

-w., Q ...(13) 

als analytische Darstellung der zweiten Leitlinie l-x, so findet man ilire Projection auf die Ebenen xy, zx im 
Folgenden: 

l()7 xy 

lx, xy 

(r(m.!)x'+(r1w3)?/+(r1.!/3') = 0, 

(n1m^)m-+-(ni r^z-h^g^) = 0, 

|fr1mJ + (r1W3)]xH-|(r|w2) + (r1M.j)]y-4-[(r1_5r2)~f-(rliy.!)-l-r2 -r-ra] = 0, 

[(», m) -+- (nx m.Aj\ x-+- [(n, r,j -+- («, rj] «-+- [(» g.) -+- (n, a,) rt-M»-M»j = Q, 

...(14) 

0 ...(15) 

wo die Ausdriicke der Form («,#«) nach der Relation 

(aj)t) = as6(—atb, 
zu deuten sind. 

Die jedesmalige Ebene 
Eg . . .w%—q = mix-i-niy+-r^s-hff^—q 

ist in Bezug auf die Riebtungen ihrer Spuren in xy und zx von q unabhangig, und liefert durch ihre Begeg- 
nung mit den constanten Leitlinien l0, lx ein Punktepaar (x'y's1), (x"y"z") und demgemass eine Gerade Lq, 
welche das Punktepaar verbindet und mit ihren sammtlichen Punkten in (8) enthalten ist. Die Flache (8) er- 
gibt sich als eine Aufeinanderfolge von solchen auf den Leitlinien l0, /, gleitenden Geraden Lq, Lq', Lq",.. . 
welche zur Richtebene ?./;2=0 parallel verbleiben. Die mit veranderliehem q aufgefasste Gerade Lq wird 
aus diesem Grande die Erzeugende der Flache (8) genannt. 

In (8) konnte man auch 

die Gerade w>2= ^3= 0 a^s Leitlinie l'Q und die Gerade wz— 1 = wl-hw.:,— 0 als Leitlinie l\ an-...(16) 
sehen, und dann die Ebene v\—q = 0 als die zugehorige Bichtebene der Erzeugenden L'q verwenden. 

Vergleicht man unsere Flache (6) mit (8), so erhiilt man die Relationen: 

wx = 2u.nx-i-2u3iy-t-u;i3z-+-2u.i = alt 1px-ha'i2y-h(al! ip-t-flg, 2)z-h (axnp'l-ht iP)=0, 

w% — z = 0, ...(17) 

w:l = 2uxx-h2uiy-Jr-u{, = alt opx-\-a,l:xy~hpa2,o = 0, 

und hieraus nach (14) 

^0 > °°y = P 
at, 0 x~^a't> 1 y-^-pa*, 0 = °> 

l0, zx = p(aXQa'n—axxa',iX)x— (ah tp-t-a^, 2)a^xz-+ p\a2> na'n—«2>, (ah 0/H-aa, i)J ~ 0, 

h>xV = H aiiP+Paw(ai,iP+Hmx+[a*t(aiiP-+-an)—Kt]yMp(aiiP^aii)at'0--(.aiep'+aiiP~1)]sg=o> 
lx, zx = p(axxatx—aMa,^)x^\at>x(aX!Xp^an)—a^ 

Eq = Z—q =, 0. 
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Beitrag zur Theorle der Aufloaung von GleirJmngen etc. Ill 

Die Richtebene Eq ist hier stets parallel zur xy und projicirt jede Lage der erzeugenden Lq auf die 

Ebene zx in eine zur ox parallele Lage. Flat man einmal die Projectionen von lQ} /, bereits in der Zeichnung 

eingetragen, so kauri man in xz ein System von zu ox parallelen Geraden annehmen, und dieselben als 

Projectionen der Erzeugenden auf xz ansehen. Flieraus erbalt man unmittelbar die entsprechenden Projectionen 

von Lq auf die Ebene xy. 

Die hier eingeleitete, fttr den Zeiclmer ausserst bequeme Erzeugung des hyperbolischen Paraboloifdes 

macht dicse Fliiche geeignct, ihre Begegnung mit der Hilfscurve schr lcicht darzustellen, und eben hiedurch 

die geforderte LBsung der  gegebenen transcendenten Gleichung herbeizufuhren.   Dem eventuell moglichen 

Parallclismus  zwischen  den  Ebcnen  wt=0} = 0, = 0, kanu man  durch  schickliche Wahl  von p 

steuern, und hiedurch den Charakter der llilfsnache unveriickbar festhalten. Liesse sich jedoch die Wahl des 

Werthes von p in der Weise veranlassen, dass hiedurch die Flaclie (6) sich als Eine Ebene oder als ein 

G-ebilde von zwei sich schneidenden Ebenen hinstellt, so wird man eine solche llilfsflache dem hyper- 

bolischen Paraboloid vorziehen, weil hiedurch die wcitere Construction der verlangten Begegnungspunkte 
zwisfihen HilfsHache und Hilfslinie sich noch einfacher ergibt. 

Einen solchen, fttr den Zeiclmer sehr giinstigen Fall bietet die aufzulosende Oleichung: 

-an sin f-ha'n cos f-+-an sin2 tp = 0. ...(19) 

In Folge der Substitute 

cosy sin j! X-+- 

haben wir 

llieraus erbalt man fur p =—«a,i und i 

% 0" 
«2, 1 

-a.. 

2/H-ags— *V=0 
oder 

und schliesslich: 

Da hier nur der Fall a., 

a%, ssjr—asj, 

y+ 

l\, 1 («2 -a* ;i)-o 

a2, 0+^2, 8" 
4a2, 2J ...(20) 

2, 1 "2, 2^ 0 gedacht werden kaun, so erscheiut in (26) als Hilfsgebilde eine Parabel 

-rt2. xcosy, x = f-h-oz, isiny zum Wurzelsysteme der Glei- deren Begegaungspunkte mit der Cyclorae y = 

Chung (19) ftthren. 

Zum Schlusse wollen wir noch einige specielle Falle vornehmen, welche noch durch andere auf speciellen 
Anschauungen gegrlindete Mittel zur AufJosnng gebracht werden konnen. 

Von gleich in Anwendung zu bringenden Constructionsmitteln fiihren wir w Kiirzc folgende an : 

1. Es lasst sich sehr leicht von einem gegebenen Punkte (£75) aus, ein geradlinig geschnittener 

Papicrstreifen, auf (lessen Rand zwei Marken u, v in der Distanz uv = p angebracht sind, in cine 

solche Lage bringen, dass der Strcifcn mit u in die Axe ox, mit v in den Umfang einer mit 6 

beschriebenen Cyclo'i'dc [y=p cosy, x=1—psintp] einspiele, und glcichzeitig durch den Punkt (fa) 

bindurchgehe; 

2., 3....Es ist eben so leicht von einem Punkte (fa) aus, diejenigen Punkte einer mit p beschrie- 

benen Cyeloide ausiindig zu machen, wo die zugehorige Bcrlihrende oder Normallinie der Cyclofde 

durch (fa) hindurchgeht. 

Die drei Sortcn von CycloTdalpunktenbcstimmung wollen wir zur Auflosung von entsprechenden speciellen 
(Vleichungen beniitzen. 

..(21) 
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112 Lo rem Zmurlco. 

Ad 1. Schliesst der dem Walzungswinkel entsprechende Cycloi'dalradius p mit der Axe ox den Winkel 

^ ein, so hat man ofifenbar y — ^ = 0 TT. Da der Voraussetzung gemass der verlangerte CycloTdalradius dureh 

den gegebenen Punkt £r, hindurchgeht, so erhalt man 

= _cot?, = |— tangi^ = tang  <p — 

wo (xy) einen dem Walzungswitikel  <p  entsprechenden, in  der Cycloide liegenden  Punkt andeutet.   Fur 

y = p cos f, x = f — p sin f erhalt man: 
pCOScp—r, 

•—COtg. <j>,== -i—   J 

oder die Gleichung 

welche, mit der Gleichung 

verglichen, fiir £ und tj die Wertlie 

<p—psin<o—£' 

y—vjtangy—£'!=* 0; ...(22) 

...(23) 

...(24) 

liefert, und fur beliebige Werthe von p gilt. 

Eine Gleichung von der Gestalt (23) wird aufgelost, indcm man von dem in (24) bestimmten Punkte aus, 

nach 1. die entsprechenden TJmfangspunkte ciner beliebigcn (JyoloTde anfsueht, und die entsprechenden 

Werthe von <p bestimmt. 

Ad 2. 1st ty der Winkel, welchen eine zum Cycloi'dalpunkte (xy) gchorige durch den Ausgangspunkt (£*?) 

gehende Berlihrende mit der Axe ox einschliesst, so hat man : 

tang <p 
y—-Q      dy       —p sin <p pCOSf—r, 

x—£      dx      1—pcosy      f—psinf—V 

und hieraus die G-leichung 

welche, mit der G-leichung 

verglichen, die Werthe 

y-4-(»?-f-l)coty— — cosecy—£ — 0, 

f-+-PQotf-+-Qeoseef-i-M = 0, 

£=—.B, 

r, = P-l, 

•©±K0*-4(P-1) 

...(25) 

...(26) 

...(27) 

liefert. 

Die Gleichung (26) wird aufgelost, wenn von dem in (27) bestimmten Punkte (£V) aus, an die ebenfalls 

in (27) bestimmte Cycloide alle moglichen Tangenten legt, und zu den Beriilirungspunkten die zugehorigen 

Walzungswinkel bestimmt. 

Ad 3. 1st ip der Winkel, welchen eine zum Cycloi'dalpunkte (xy) gehorige, durch (|#) gehende Normal; 

gerade mit der Axe ox einschliesst, so hat man: 

 y—V _ dx 1—pcoSf pQOSf—r/ 
tangw — '      c —        .   — ; — = . r, 

x—k dy psmcp <p — p sin f—£ 

und hieraus die Gleichung 

welche, mit der Gleichung 

(f—£)[pcotf—cosey]-f-p(l—jj) = 0, 

(<p-hP)(Qaotf-hBcomcf)-hT=a 0 

...(28) 

...(29) 
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Beitrag zur Theorie der Aioflosung von Gleichungen etc. 113 

verglichen, die Werthe: 

l~- -P  „ = 1— 2' 0 
£ .(30) 

liofert. 
Eine G-leiclmng vom Typus (29) wird aufgelost, wenn man, von dem in (30) bestimmten Punkte (£»}) aus, 

an die ebenfalls in (30) bostimmte Cyclonic alle moglichen Normalgeradcn legt, und zu den normalgetrof- 
fenen Punkten die entsprechenden Walzungswinkel <p als Bogcnzahlen berechnet. 

Die Gleiclumg 

f-h-Bsirif = i?0^-Z?1cos^p^-S^cos^fH-. . .-t-.C„,__1oos""1y-i-Z?,1cosM 

gebt in Folgc Substitution 
x = f—psiiiy, y — peoBf, p. 

in folgende ttber: 

x 

-B 

9, .(31) 

R Bl /»' 
B 1 :>/ W- irwikt* B" =/(?/)• ...(32) 

Durch successive Differentiation erhalt man: 

•/•GO 

x% 

X 
...(33) 

a= fn-i(y)=sa-'r-by-+-cyl, 

WO 

(_1)«-2(w__2)!|::^ = (-iy-1 
L1 (—2)! ^:j;« = (-!)« ufcj$>- 

Die letzte Gleiehung in (33)  ist cine gcwohnlicho Parabcl.   Von dicser ausgehcnd,  stelle man mit dem 
Integrator die aufcinanderfolgendon Integralcurvon durch Zeiclinung dar,   so gclangt man endlich zur Dar- 
stelhmg der letzten Parabel der ratcn Ordnung in (32),  dcren Begegnungspunktc mit der Cycloi'dc solche x- 
Werthe liefcrn,  dercn cntsproclicnde Walzungsbogenzahlon die reellen Wurzeln  dcr Gleiclumg  (31)  aus- 
machen. 

Es sei itberliaupt 
f(x,y,z) = 0 ...(34) 

ein in der dcscriptivcn Geometric leiclit darstellbares Gebilde, so crhaltcn wir mittolst Substitution 

x- 
aus (34) die Gleiclumg 

•f~psintp, y = pcosf, z = psm<p, 

f[(f—psiny), paosf, psinf] = F(f, sin®. ooso) = 6 ...(35) 

welclie fur ein beliebig angenommencs reelle p eine transcendente Gleiclumg ist, wclche mit Hilfe der 
Begegnungspunktc zwischen dem Gebilde (34), dem Cycloidalcylinder und dem Kreiscylindcr xi-hyi=^pz 

zur Auflosung gebracht werden kann. 
Hieraus sieht man, dass die Erweiterung des Gebietcs dcr constructiven Darstcllung von raumlichen 

Gebilden eine ebeu so grosse Bereicherung des Gebietes von autlosbaren Classen transcendenter Gleichungen 
begritndet. 

Schliesslich inogeu noch einige Beispiele zur Auilosung vorbcrcitet, und dann in betreffenden Figuren zur 
Anschauung gebracht werden. 

Tin ersten Beispiele nehmen wir an 

A0 =    5, alt „ — —132, oi, tU4 — 40, a\: j •= 104, 

rta,„ = 836, a,,T=    523, «;,, =-912, «„,„==    ty•<„«— 416. .,.(36) 
Daaksohriften der mathem.-naturw.CI. XLIV.Bd. Abhandlungen vonNic.htmitg iedern p 
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114 Lor en z Zmurko. 

Fiir diesen Fall haben wir naeh (19) mid (24) §. 2 

9„     _ 2Ap+«i> i_0   r     A 
p 

und demgemass 
wu — t>,   «?2 10,   «,,=:        5, 2tlu = 26, 2»/,M=    0, 

2M31=0, 2M4 ==-132, 2w, = —228, 2«3 = 0,   «0 =676, 

hiemit als G-leichuag der Hilfsfltiche : 

oder wegen 

die Gleichung 

-10y*-+-5s*-i-26ajy—132«—228?/-+-676 = 0, 

5s* = 5^*—y2) = 80—5^/*, 

5a3*-t-%zH~2&w/—-132a;—228^^756 = 0, ...(37) 

welche auf eine hyperbolische verticale Cylinderflache hindeutet. 

Fiir den Mittelpunkt (£ij) in (37) ergibt sich 4"= 8, r, = 2. 

Bezieht man die Gleichung auf ein Axensysteni x'o'y', welches seinen Urspriing im Centrum (1$?) hat, 

und dessen Axe o'x' mit der Axe ox den Winkel •/==—45° einschliesst, so crhalt man aus (37) die ent- 

sprechende transformirte Gleichung im Folgenden: 

•If] -* ..(38) 

welche besagt,  dass aus den Durchschnittspunkten der mit  p=4  beschriebenen Cyeloide mit den in (38) 

gegebenen, zwei sich schneidenden Geraden die sammtlichen reellen Wurzeln der in (36) gegebenen Gleichung 

zum Vorschein kommen. (Siehe Fig. 3.) 

Im zweiten Beispiele sei 

A0=     13, «10 = — 218, an = -130, an =50, 

a2> 0 = 1178, an =     1090, a'n == —530, aM =  0, ala = —250. ...(39) 

Ilier hat man nach (19) und (24), §. 2 : 

2AgP-hali     26(5—130 
2«3, t = SJ _J1 __._'_        -=0,   (3 = 5, 

und demgemass 

*u —13, :26,   u33 =      13,2? 12" 10, 

2M, 0, 2% =   0, 2a, -218, 2w2 -106, 2»9 = 0, w0 = 528, 

...(40) 

und somit als Gleichung der Hilfsflache, sobald man 13a2 =13(25—//2) beritcksichtigt 

13a;*-Hl3y*-+-10»y—218a—106yH-853 = 0. 

Bezieht man diese Gleichung auf ein neues Axensystem x'o'y', wo o' das Centrum £=8, v? = l  von (40) 

vorstellt, und die Axe ox' mit ox den Winkel 7= —45°  einschlicsst, so erhalt man schliesslich 

= 1, (41) 

woraus geschlossen wird, dass man aus dem Begegnungspunkte der in (41) bestimmten, am gehorigen Orte 

gezeichneten Ellipse mit der mittelst ,0 = 5 beschriebenen Cyeloide, die sammtlichen reellen Wurzeln der in 
(39) vorgelegten Gleichung zum Vorschein bringt. (Siehe Fig. 4.) 

Im dritten Beispiele sei 

Aa 
:1>aio=       2, a,,!~—10, «',,,=   8, a2,0=     22, 

%, jr==—20, a'lti 20, a,,a = '» "'i't = —40. (42) 
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Beitrag zur Theorie der Auflosung von Gleichungen etc. 

Hieraus findet man nach (19) und (24) §. 3 

115 

und somit: 
P P 

= 1 >     UZ» = h     M83 = '> 2ui 2 =  ;V      2U2S=      °> 

„,   *0 2K„, =0, 2w, =2, 2w2 ==4, 2w3 = 

Hieraus ergibt sich als Gleichung der Hilfsflftche 

xy-h2x-h4:y—2s—3 = 0, Q3*H-^8H-#*- .(43) 

welche offenbar ein Ellipsoid vorstellt, das parallel zur ^-Ebene in lauter Kreislinien geschnitteu wird, rind 

ihren Mittclpunkt (£»??) aus den Gleichungen 

nnd den Werthangaben 

4 4 
a;-+- > y-f-1 = » *c—*—y—t—2 = a —1 — 0, 

t      5 10     . 

bezieht. 

Die Projection der Leitlinie anf die Ebene xy erhiilt man nach (31), §. 3 

x ,*_i_«* y*-h •=• xy-h2x-\-Ay—4 = 0, 

...(44) 

...(45) 

...(46) 

als eine Ellipse mil dem Centrum 

f—g, ^ 
10 
3 ' 

welches offenbar die liorizontale Projection des in (45) gcgebenen Mittelpunktes der ElHpsoide (43) vorstellt. 

Nach  (27)  §. 3  erhalt man die Mittelpunktslinie der zur ex parallelen Kreisschnitte durch die Glei- 

chungen 

a»-h|y-H-l-*0, «—lfcfeQ, ...(47) 

bestimmt. 

Bezieht man die Leitlinie (44) auf ein Axensystem x'o'y', wo o' in ihrein Centrum 

f. 3' 
10 
3 

liegt, und die Axen 

o'x' J | ox, o'y' ' | [#-+- r- //-+-1 == 0] 

sich erweisen, so erhalt man aus (46) folgende transformirte Gleiehung: 

^41 
= 1; ..(48) 

wodurch cine mit Pezug auf ihrc conjugirten Axenrichtungen o'x', o'y' leicht construirbare Ellipse gegeben ist. 

Hat man diesc eine Ellipse vorstellendc Leitlinie am gchorigen Orte bereits gezeichnet, so stellt jede ihrer zur 

o'x parallelen Sehnen geradezu die Laiigc des dem zugehorigen Kreisschnitte entsprechenden Durehmessers. 

Auf Grand, der hier ausgemittelten Angaben war es sehr leicht, mit Hilfe der descriptiven Geometrie in 

den Figuren 5, 6 die Begegnungspnukte zwischen dem Ellipsoid (43) und den Cylindcrflachen 

z%-\-y% = 25, [.»=1—5sitlf, y = 6o08'y], 
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116 Lorenz Zmurko. 

unter Einhaltung der Bedingung «+«=y zu bcstimmen, und die den Begegnungspunkten entspreclienden 
Walzungsbogcnzalilen abzuleitcn, welche eben die sammtlichen reellen der in (42) vorgelegten Gleichung an- 
gehorigen Wurzeln ausmachen. 

Fig. 8. 

In der Fig. 3 liaben wir dem ersten Beispicle gemass von der mit f = 4 zu beschreibenden CycloTdal- 
linie bios die Einzelncycloide eingetragen; es fehlcn somit die Vorangchenden C0, C7_a, C-%, C-i'.V. und 
die nachfolgenden Ot, Cs, Gt, C-.... Das fiir dieses Beispiel gefundcne zweite Hilfsgebilde ist ein Paar von, 
durch die Gleichung in (38) bestimmten Geraden lQ, 1'0, welche in der Figur vom Pimkte 0(l(£=8, -0 = 2) 
auslaufend in der gehorigen Richtung eingezeiclinet sind. Durch Verschiebung dieses Linienpaares liings der 
Centralaxe AyX gelangt es in die einen constanten Abstand 2n beurkundenden Lagen ...Z_4, L4; l-'s , Z'_3; 

1-2, Z~2", i—i, i—ij hi hi hi hi hi hi hi hv.-' Mit xs und (xs) bezeichnen wir die auf der Axe A.X 
gemessenen Abstande des Punktes At von den sogenannten Cycloidalcentren derjcnigen Punkte, in welchen 
die Einzelncycloide (\ von der Hilfslinie lH gesclmittcn ist. Ebenso werden die Bezeiclmungen x], fe) 
gedeutct in Bezug auf die Hilfslinie 4 Die ersiclitlichen Klammcrfassungen liaben zu erinnern, dass von den 
zwei moglichen Durchschnittspunkten der CycloTde mit der Hilfslinie (lev linksstehende mit der Klammer- 
fassung ausgezeichnet ist. So erscheint beispielsweise: 

At h = x. •4, Ax q = X,. i,  Alh = {x^1). 

Aus der Erklilrung folgt, dass etwa a, der Begegnung der CycloTde Ot mit I, entspricht, Durch Zuriick- 
schiebung um die Lange s.2* erscheint dieser Abstand cntsprcchend der Begegnung der CycloTde CL(,_i) mit 
der Hilfsgeraden l0 und der entsprechende Abrollungsbogen fa wird demgemass die Lange (—s-+-l)2n-hx^ 
besitzen. Der Bewegung des Uhrzeigers folgend, bemcrken wir an der CycloTde C\ sechzelm Durclisclinitts- 
punkte, deren jedem in obigem Sinne je ein Abrollungsbogen y entspricht. 

Der eben erwahnten lieihenfolge gemass erhalten wir: 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Beitrag zur Theorie der Auflosung von Gleiclmngen etc. 117 

f\={~ l-+-l)27r-Kc;     (y\) = { — l-f-l)2n:H-(iK'1)        y__4 =     (4-+-1)2TM-   .r_4 (<p_2) =      (2-+-l)gff-^(aL.») 

y4tei(-^8-Kl)«irH-*i     f.fh=     (l-f-lJSir-HflfU       (?„) = (—0-t-l)2rc-t-   (*j) (?_i)=     (l-Hl)2?r-+-(.c_1) 

?. = (—1 + 1)2*+*,     P-b^     (2+l)2tf+tfi2    (?_*) =     (4-i-l)2^H-(a;_4) (ft) = (—0+1)2;:+  (*0) 

?o — (~O-Hl)2fr-f-£c0     ?_8=     (3+l)27r+<c_8    (y-a)==     (3+l)2?r+(a;_.8)       (ft) = (— 1-4-1)2?TH-  («?,')'. 

Das  System der liier vorgeflihrteh Abrollungsbogcn macht cben das der Gleichung (36) cntsprechende 
Wurzelsystem aus. 

Fiff. 4. 

In dieser Figur haben wir den fiir die Gleichung (39) gemacliten Vorbereitungen gemass, von der niit 
p = 5 zu besclireibcnden Cycloidallinie bios die erf'orderliclien Partien der Einzelncycloi'den 0 und C cin- 
getragen. Die in (41) bestimmtc Ellipse haben wir als zweite Hili'slinie in gehoriger Lage gezeichnet, und niit 
dem Buclistaben E cliaraktcrisirt. Aus der Figur 1st immittelbar ersichtlich, dass die Ellipse E bios von den 
Einzelncycloi'den O0 und (\ getroffen wcrden kann. Die vier bier moglielien Bcgegnungspunkte zwisclien der 
Ellipse und den Partialeycloi'den (~\, Gt fiihren mittelst dem Cycloi'dalradius p = 5 zu den entsprecliendeu 
Cycloi'dalcentren u'e> «o; uif ut, und vcranlassen fiir die zur Auflosung vorgelegte Gleichung (39) folgendes 
complette reelle Wurzelsystem. 

ft: = 2n- -u'0. 4» 
sv = 271- -u0 •'p 

Vz = 4rr+"2~8 •uv 

?'» = 4ren A; ,«,. 

Fur die Gleichung (42) ersieht man aus der Vorbereitung, dass ihre Wurzeln sicli eigebcu aus den Dureh- 

dringungspunkten des zu p = 5 gehorigen Kreiscylinders \*?-hy**#Pl]i dcs Cycloidalcylinders, dessen Basis- 
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18 Lorenz Zmurko. 

cycloi'dc ebenfalls mit dem Kadius p = b beschrieben ist, und eines dreiaxigen Ellipsoides, welches erzeugt 

wird durch Bewegung eines vcranderlichcn zur xs-Ebene parallelen Kreises, dessen Durchmesser in jeder 

Lage eine Selme bildet der in (48) bestimmten Leitlinie, wclche als eine horizontale auf die conjugirten Axen- 

richtungen 

ox  j i ox}  o y 
4 
^-1=0 

bezogene Ellipse sich hinstellt. 
Die zugehorige Darstellung ist hauptsachlich in zwei Projectionen durchgeftthrt, namlich: in der Grund- 

rissprojection Fig. 5 in der Ebene xy, und in der Aufrissprojection Fig. 6 in der Ebene xe. 

Fig. 5. 

In Fig. 5 1st die mit p=b beschriebene Cycloi'dc die Basis des CycloYdalcylindcrs, der Kreiscylinder 

erscheint bier als Eechteck a'b'c'd' mit dem umgelegten zu p = 5 gehorigen Basisbogen a'a. Die bier in Ver- 

wendung gc'nommenc Partie der Leitlinie (48) ist bier in natiirliclier Gcstalt als cine punktirte Ellipseripartie 

gegeben, mit dem Centrum in w' und den Halbaxen w'l'-=\[4l, und w'g' = w'h' = 3. 

In Fig. 6 haben wir in   rstu  die Aufrissprojection des Cycloi'daleylinders,  und m  »j up (j die Aufriss- 
projection des Kreiscylinders. Die doppclt gcstrichelte Ellipse bildet die Contour des Ellipsoides. 

Bei der Bcstimmung der Durchdringungslinien zwischen obcrwahriten Fliicben wurde folgendermassen 

verfahren: 

Eine Erzeugende des Kreiscylinders etwa a',^ (Fig. 5) sebneidet jede EinzelncycloYde in zwei Punktcn 

•— sci nun a' ciner von dieses Punkten. Die Aufrissprojection von a'^u'., erscheint in «.«a Fig. (6) in der 

Hohe Aai = «'ia' fiber ox. Der Punkt a' auf a2«:i projicirt, gibt a als cinen Punkt der Durchdringung 

zwischen den erwahnten Cylinderfiachoii. Auf diese Art vcrfalirend erhalt man die im Aufriss crsichtlichen 

Sinusoidalcurven. Die Erzeugendc a^d3 trifft auch den Kreisschnitt des Ellipsoi'des, (lessen Grundrissprojection 
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Beitrag zur Theori.e der Aufl.osung von Gleichungen etc. 119 

in u'y'; in den Punkr.cn |3 nnd $. Wcnn wir auf diese Weise andere und andere Erzeugende Geraden des 
Kreiscylinders vornehmen, und die zugeliorigcn Begegnungspunkte bestimmen, so gelangen wir zur Durch- 
dringungscurve zwischen Kreis- nnd Cyeloi'daleyUnder (Sinusoidallinie) - - nnd dann zur Durchdringung 
zwischen dem Kreiseylinder und Ellipsoid, in dem geschlossenen Zuge 12345 6. 

Die Punkte (1, 1'), (2, T), (3, 3'), (4, 4'), (5, 5'), (6, 0') sind in beiden Durchdringungscurven gemein- 
schaftlich. Sucht man zu jedem dieser Punkte mit p = 5 das entsprecliende CycloTdalcentrum, so erhalt man 
die im Grundrisse ersiehtlichen Punkte (1), (2), (3), (4), (5), (6), und demgeinass die Bogenzahlen als Se11'- 
mente der Axe o'x; 

ft —o'(l), ft —o'(2), ft —V(% fl"9^)) ?;,^"\?>),  ft —o'(6), 

von welclien die zwei ersten ft und w.l negativ aufzufassen sind. 

Jeder von den sccbs Dtirehdringiingspunkten ist durch bestiinmte Coordinaten a?, y, z gegeben welclie 
man durcli Messung aus den Projectionen entnelimen und im folgenden Tafelehen als Messungszahlea ver- 
einigen kanii: 

o-o 
-+-1-73 

0 • 00 

1-88 

4-00 

5-40 

2-60 

3'94 

2-70 

• 1 -45 

-1-22 

-1-92 

05-H-* t 

2 • 60 —2 -CO 

5'67 2-21 

2-70 —2-70 

—0-08 +2 • 84 

3'38 -1-5 • 82 

7-32 +3-48 

—2-60 

—2 • 23 

+2 • 60 

-H-2-84 

+3 • 39 

+ 3-52 
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120 Lorenz Zmurko. 

Aus diesera Taielchcn erhiilt man naherungsweise: 

y2=x 

fe~x 

' f3 ==.x-hs= arc<£ 148°— 40' 

rV s ==arc< 194°—lC, 

und ersieht, dass nur die Bogenzahlen »., und y5 als die naherungsweise bestimmten Wurzeln der Gleichung 
(42) zu gelten hah en. 

Wenn man nach dem Newton'schen Verfabren die Naherungsmethodc aufstellt, und die Bogenzahl <p~, f, 
als die Initialwerthe von <p ansieht, so findet man mittelst eines einmaligen Eingehens in die Nahcrungs- 
reehnung folgende his auf die Secunden richtigen Wurzeln der G-leichung (42) 

,148°- 7'—47-3", 

; 194°-27'—27-6", 

zum Beweise, wie correct die graphischc Constructionsmethode in dcr ohigcn Fig. 5, 6 gehandhabt wurdc. 
Die Bogenzahlen tpt) ft, cp4, y9 hilden das reelle Wurzelsystem einer zu (42) verwandten G-leichung, 

welche fur p=5 aus der Hilfsgleichung (43) hervorgeht, sohald man darin x = <p~-p&my, y = pC0Bf, 
z= —psiny substituirt. Thut man dies, so erhiilt man fiir diese Gleichung : 

-10, dn=   8, 
(«20==22, «21=0, an = 20, an: :25, a;2 = -40, 

welche ehen durch die gefundenen Bogenzahlen ft, f3) fti fe angenahert erfiillt wird. 
Ubrigens ist es geradezu nicht nothwendig, bei der Auflosung einer diescr Gleichungen gleichzeitig audi 

die Wurzeln der anderen Gleichung mitzuschleppen. 
Da sowohl der Kreiscylinder als audi der Oyclo'idencylindcr gcgen die Horizontalchenc x oy symmetrisch 

sind, so wird auch ihre Durchdringungslinie aus zwei in Bezug auf den Horizont symmetrischen Zvveigen der 
Sinusoidallinie sich zusammensetzen, von denen der oberhalb a;?/-Ebene beginnende der Position « = psinffl, 
dagegen der unterhalb dem Horizont beginnende der Relation «= —psinp entspricht. 

Bei der Vornahme einer bestimmten Gleichung zur Auflosung wird man bios den dieser Gleichung ent- 
sprechenden Sinusoidalzweig im Aufriss erzeugen und verwenden. 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



ZOBODAT - www.zobodat.at
Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Denkschriften der Akademie der Wissenschaften.Math.Natw.Kl. Frueher:
Denkschr.der Kaiserlichen Akad. der Wissenschaften. Fortgesetzt:
Denkschr.oest.Akad.Wiss.Mathem.Naturw.Klasse.

Jahr/Year: 1882

Band/Volume: 44_2

Autor(en)/Author(s): Zmurko Lorenz

Artikel/Article: Beitrag zur Theorie der Auflösung von Gleichungen mit Bezugnahme auf die
Hilfsmittel der algebraischen und geometrischen Operationslehre. (Mit 6 Holzschnitten). 59-120

https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=383
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=30443
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=114849

