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I. Capitel.

Versuch einer algebraischen &uflosung von Gleichungen, woraus hervorgeht, dass die hiebei cinge-
schlagene Methode bei diber dew vierten Grad hinansrcichenden Gleielumgen ihre Wirksamkeit verliert, dass sie
aber zur reichhaltigen Quelle ®ich gestaltet von Kriterien, in deren Besitz aunch iiber den vierten Grad hinaus-
reichende Gleichungen eine @lgebraische Auflosung zulassen. Fiie Gleichungen mit numerischen Coéfficienten er-

gibt sich Dieraus cin neues” Auflosungsverfabren, weleles vornelhmlich bei Ermitthing iliver complexen Wwrzeln
namhafte Vortheile hictef ]

1. Capitel.

Jraphische Bestimmting der veellen Warzeln von algebraischen, sowie von algebraiseh-transeen-
denten Gleichunigen der Form:

"
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Diese Methode bestimmt in dirceter Weise die reellen Warzeln von Gleichungen, welehe den sechisten Grad nieht
itherseliveiten, sonst bildet sie cinen einfaslien gesetzndissigen Versuchsweg. Der Unterschied der zwei Bestimmuangs-
arten der Wurzeln besteht ndimlich dacin, dass man die sogenannten Wuarzelpunkte im ersten Falle als Begegnungs-
punkte zweier direct ansgezogenen ilfseurven entnimmt, wiithrend im zweiten Falle eine der Uifsenrven zwar sehr
leicht, jedoch nur punktweise zur Darstellung gelangt.

- Die algebraischtranseendenten Gleichungen werden fiir =1, m=2 bedingungslos graphisch anfgeldst, five m>2
hingegen nur anter gewissen Bedingungen.
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I. Capitel.
Auflosung der algebraischen Gleichungen vom Standpunkte dermathematischen Operationsle hre.

B,

b

Eine Gleichung mit Finer Unbekannten ist eine gegebenedeste Relation einer unbekannten Grosse zu
gegebenen Bekannten, welche nur durch gewisse passende Werthe der Unbekannten exfiillt wird. Tm Gegen-
satze zu den sogenannten identischen Gleiehungen neimt man solehe Gleichungen hypothetische
Gleichungen.

Bei Gelegenheit der stufenweisen Entwicklnng derclfundameutalprincipien der mathematischen Opera-
tionslehre macht man mechrentheils die Erfahrung, déss sehr oft sich mehrere passende Werthe fiir die
Unbekannte ergeben, deren jeder einer und dersclben Gleichung gentigt mud als die sogenannte Wizel
derselben gilt. Bei algebraischen Gleichuugen hileren Grades ist sogar sireng bewiesen, dass eine solehie
Gleichung geradezu so viele Wurzeln definirt, algilir hdehster bei der Unbekamnten stehender Exponent Kin-

heiten zihlt.
Man braucht nur an dic Discussion einiges’in der Operationslehire vorkommenden symbolischien Relationen

1. VRé=a,

2. Zreosp=w, sobald cosnyp=F,

(D)

3 rtangp =2, sobald tangnyp=*#,

4. logk=ua,

und an dic dabei gemachtens Erfahrungen zuriickzudenken, um die Uberzeugung zn gewimmen, dass bei
bekannten Grossen » und £ aind der Unbekannten i in den Relationen 1., 2., 3. je ein System von 2 Werthen
und in der Relation 4. sogar ein System von unendlieh vielen Werthen definirt ist, welehie als Wnrzelwerthe
der jeweiligen in (1) vorkommenden Gleiehung gelten.

Beim Unternehmeit, die Operationslehre dureh die Theorie der Auflisung von Gleichungen zu bereichern,
wird es nun vor Allem darauf ankommen, die eben notirten Fundamentalerfalrngen ansznniitzen, und so weit,
als dies mit diesen: Mitteln angeht, die Auflosung der Gleichungen zu fordern; und dann erst in analytischer
Weise sich nache’einem stufenweise fortschreitenden Verfaliren umsehen, welches die Aunffiudung der Glei-
chungswurzelng oder vielmehr die Zerfillung des Gleichungspolynoms in dic sogenannten Wurzelfactoren ver-
mitteln soll.

Wiihrend die erste und letzte in (1) zn Gleichungen

T

wn__z~,__0’ et —Je=1-——k + 1’ -+ 91 -+~3/! e, ,. =0 (2)

fihrt, liegt es uns ob, die den Relationen 2. und 3. entsprechienden Gleichungen —stufenweise zu
bilden.

i
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Aus der Relation 27 cosg =2 crhilt man:
cos = _ ,sing= Pl
27 4.2’
; Sy aw x? qe%
008 2 p = cos® y—sin® ¢ = ) —1 A 1,
IR e e e 2 I e (201 T
B2 o= T =dciton e/ L D@1 %7 ]= w{-ﬁ]: o
¢=}/1—cos*2¢ l/l 5 R 4—17 2 i i » 11 i3 (3
; . ooh ey ax? x x e 3 5 L
083 ¢ =008 2 ¢ co8 p— SN2 psingy - 1[2-7_—2- —1 “]27- - [1 -47_2-J =9,8 g0
PR e G 3 . 5 3 ’wﬂ - .'1.'2.
Sin 3o = 8in2¢ cos ¢+ co82y Sing = Fle -14 1_47&,
. 9. 2
cos4 =083 pcosy -—sing sind g = ;,‘ — l; =+ 1, n. sdw.
% r
Aus (3) findet man:
@ =2rcos g,
at—2r'=2r%c082¢ =202,
at— Jrie=2r3cos3 ¢ =2k, - (4)

at—4 P p? - Dt = 2r'@osdy =2+, w8 W,

Die in (4) angefiilrten Resultate, welche man auf dic eben gezeigte Weise stnfenweise fortentwickeln
kann, sind specielle Fiille folgender fiir ganze positive Werthe von 2 uneingesclréinkt giltigen Relationen (s.
Ettingshausen’s Vorlesungen iiber hithere Mathematik, Bd. T, S. 114).

n
2 1

7 n—s)\) . p
a =20 co8 v, Ss [<_1)3}i——¢{ " );-“gc"- '28];——_-27-"00sn50::‘)r"i¢, D)

(1}

. : = } n . U .
wo die Sommirung fir s=0, 1, 2, 3,... 94 ansgefithrt werden soll, unter dem Symbol | (icjenige griisste

1 . n :
ganze Zahl verstanden, welche in der Biuehzahl noch enthalien ist.

2
Aus der zweiten Gleichung in (1) hat man:
&
tang o — . 3

2xr
e s | gy
e -t.\lngsp——-;—z'—-:Iz—,

2ol i
o s pErp—; A &, Ll .(6)
b —tang 3 ¢ = e

B 2o a? r—3rx?’

493 p—4rac?

h=talgdpdeaitu oo
U el T RN

und chenso ganz allgemein :

n p—1 " . of & 7 r e
2 Tl Al it At T e

7 Ll 7
P ( ] pi—2 2 g [ ] PRl -llmll
9 " Yy

k=tangno=
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Auns diesen Relationen findet man zur Bestiminung von tang ¢ =, die Gleichun gesi':

fiir
k=tang2¢.......ka*+2rx—kr*=0,
k=tang3e. . . . . 33 krat—3rtx 4+ kr’=0,
k=tangdyp....... kot +~4ra*—Gkrta* 4030 + kr*=0,
und allgemein fiir ool
k=taug2ne... Al frastn o (27 g gro—t [277’) Vol (277' riadnd g (1) c2n krin=0
1 2l 3 2n )
k=tang(2n-+ 1) .ax*"+'— {.2“'14_1) kr m”—[2"2+]) e [27’;)’“]J her3a?n - (1) b=,
X )
o= 2 o 2 ] .
Setzen wir e * =cos - #sin 7” =, so findet man: ... (8)
Vi )

g"=1 und auch PeNr=1.
Ist ausserdem wx, der numerische Werth von |/, soerhalten wir:
D )]

uud schen unmittelbar ein, dass das nach (9) gebildete Werthsystem (2, @,, ay...,) der crsten Gleichung
in (2) als das entsprechende Wurzelsystem angehrt.
Ist ehenso w, der primitive log /4, so findet man:

gfo—h==0, rabor auch’ Foftl—02 it o%(pag 2 4 sin ) =% =}
demgewmiiss wird
r=uw,= x,+(s—1)2n7
fiir jeden ganzen positiven oder negagiven Werth von s cine Wurzel der zweiten Gleichung in (2) vorstellen.
In (4) sehen wir algebraische’ Gleichungen in Bezug auf die Unbekannte = von verschiedenem Grade,
sobald man » und /% als bekannte' Grissen voranssetst. Dentet die gegebene Grsse 4 auf eine Bogenzahl my
hin, so wird 4 auneh dann bei sginemn Werthe sieh erlialten, wenn man an die Stelle der Bogenzahl ¢ die Bogen-

AT o e i . . ]
zahl g - (s—1) hinsetztound zwar fiir ein beliebiges ganze s; demgemiiss wird der entsprechenden Glei-
m

cling des mten Grades fifr belichiges ganzwerthige s der Ausdruck

2 @

o=l ::27‘008(’ +(s—1 J‘—‘— ... (107
, 1) (10)

On |- 2m) I 2r ; 2]
= | » ¢cos { 5 (321 ]—f--Z‘/'Sllll 54 (s—1 J 4- [ 2708 | w4 (s—1 — 8l ( -+ (s=1 ] —

[ 7 ( ) m 7 ) m ) r ! ( ) m r ( ) m /|

2o L’_nz‘ N0
:rn‘?i[em] 4-re "1"’."6)”] =R v/ AT
somit der Xusdruck B

,/1'-—,’);‘8=7'1‘3" L +'7"3" e "?5, cos?]?:l’,’} @‘_ C i ,_,(10)

als Wurzel angehiren. Es geniigt hier fiir s dic Werthe 1, 2, 3,...m anzunehmen, nm ein Werthsystem (z,
@y ..z,,) 21 erhalten, welches das complete Wurzelsystem der nach (4) gebildeten Gleichung des mten Grades
ausmacht, sobald man in derselben /4 und » als constant voraussetzt,

In (6) sehen wir algebraische Gleichungen verschiedener Grade in Bezichung auf die Vnbekannte w, so-

hald wir » und /% als bekanute Grossen voraussetzen. Deutet die gegehene Grosse £ aunf die Bogenzall mg hin,
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so wird % auvel dann noch bei seinem Werthe sich erhalten, wenn man an die Stelle von ¢ die¢ Bogenzahl
¢ + (s—1) — hinsetst, und zwar tiiv belicbiges ganzwerthige s.

m

Demgemiiss wird der entsprechenden Gleichung des mten Grades in (6) fitr belicbiges ganzwerthige s
der Ausdruek:

" = 278in [30 —+(s— 1):—1)
.E=w3?--7’titllg{(f—_|' ('9_1)5] S . ( 5 n] = Y
o8 | g+ (s =

| el = I 4 =il
” e‘PC[em] —Seryi

mnd somit der Ausdrnek:
2w

B=e* ,thgme=4F ~(11)

e p& 1 ew’ — -

8 2 ﬁs‘ 1 ee o i ?

als Worzel angehdren, mnd das Werthsystem (@, w,, x,...2,)als completes Wwrzelsystem der Gleichung

3
des mten Grades ans (6) liefern, sobald wman Z nnd » als gegebene constante Griissen ansicht.
Ist nun cine Gleichnng

9

PPyt byt - Sy +-b,=0 o L)

ze Aufitsnng vorgelegt, so wiire vor Allem der Versueli angedentet, ob das derselben angelivrige Wurzel-
system sich ans irgend cinem der uns eben bekannt gewordenen Wurzelsysteme ableiten liesse. Wollten wir
etwa das in (10) angefithrte Wurzelsystem zn diesem Zweeke verwenden, so wissen wir ans (4), dass die zu-
gehorigen Normalgleichungen die specielle Eigenseltaft hesitzen, bei der Unbekannten w blos gerade Zahlen
oder blos nngerade Zahlen als Expouenten zn fiilu#n, Zn dicsem Zwecke miissen wir die Gleichung (12) dureh

s b i~ i ! ! q
Substitution y = U transformiven und nachsehen, ob die nun mit der Unbekannten = hervorgehende Glei-
m

chnng die erwiingehte Form :

.I/'m—i—'ﬂlp am —~2.+ (j[‘ ™ 4 S (,-’[,.’L'm“ b

+-...—i—-2/]r=0 (]3)

anuinmt, d. h. ¢ine Form, in welehepadie Cotfficienten ', €y, (., in Folge der erwiithnten Transtormation
. wirklich vevsehwinden.
Ist dies der Fall, so kinnen wir die Gleiching (13) mit der entsprechenden Gleichung ans (4), niimlich
mit der Gleichung

n

21 & .
Sq (—1Y mm‘e (m S] 728 '“] —27"e0s my =1 «(14)
v - S

S

vergleichen, wn zu scheng ob sieh die Grossen 4 nnd » so bestimmen lassen, dass die Gleichnng (14) wit der
Gleichiung (13) Glied fiir Glied coineidirt. Hier mitssen wir zwei Fille unterscheiden, je nachdem m eine ge-
rade oder mugerade Zall vorstelit.

«) Lst m cine gerade Zahl, so erscheint (14) in folgender Form:

i

m  (m—2 : .
M — s e e 2-[ 9 ] rham—t— [(-1)‘ 2y —2p™ cos mgo] =0 (1)
m—2 \ )

und wir erhalten aus dec Vergleichung (13) mit (15) zuniichst die Relationen:

n

—mrt==mp, 2rm(—1)* —2smcosmy=2q. (16)
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Hieraus ergibt sich

1 1
r=[—pl* =i(p)?, (17
und in Folge dessen gibt die Vergleichung in Bezug auf die ibrigen Coéfficientendn (13) und (15)
o o i (m— -QJ .
G = le )P
/ T (m 3J 8
“ w3l 3 )?
A L (m— LA
Ll W T | 4 J ¥ «(18) '
e
w1t il P
o. ~)__mm (Z )/)2_1
m

Hat man nun anch das Stattfinden der Relationen (18) bereits constatirt, so erhalten wir aus der zweiten
Relation in (16)

comp=(p*—q), asinmy= V(]z—— Qqp? 1 om

el = [(puz —9) [/(/2—2gp2 et == S s (D)

# T - [<])2 - (1)_*_ [/qZ_Q(IP?J:rm “_:flz:rm

ffw.——:'tl/lll 2, e P — i l/1[2 8Py
und demgemiiss aus (10)

-5=wa=ﬁs. 3 l/'[ll 'ﬁl = l/'llm Yy=Ly— 71;17 '(20)

W0
o AT
n

2
ﬁ:cosm+z51 o G="1l3 2 & coaip

m

w i

Hicr haben wir die Ausdriicke [/, und |/ /1, mit entgegengesetzten Zeichen in Verwendung genommien,
weil das Produet der Cgéfficienten von (8 in (10)
re?t X reti=rt=—yp
gibt, und chen soderhalten wir das dhnliche Product aus (20).
m 0 i m AL 1
VH, X— [ Hy= - 'I_(P" ~f/,)2—-('/2--—2'/1"2}m . [[1""Jm=- P,
wie es auelsein soll,
£) Ist m cine ungerade Zahl, so erscheint (14) in folgender Form:

i

=9 =
= (m J rhem e (—1) F men =20 eosmp =0 «(21)

m—32 L 2

M 0% a2 £

und wir erhalten aus der Vergleichung (13) mit (21) zuniichst die Relationen:

—mrt=mp, —2rrcosmy=2q, w(22)
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AL .y
Hieraus crgibt sich »=(—p)* =¢(p)* und in Folge dessen gibt dic Vergleichung in Bezug auf die

tibrigen Coéfficienten in (13) und (21)

m(m- -2] )
(",4 = ST [ D r
) m [m—“d] 3
6 = m___g B P .(23)
m—1

(y'nv 1= ’”lph 2

Hat man nun anch das Stattfinden der Relationen in (23) bereits constati#t, so erhalten wir aus (22)

CcO8 =S (]27"", Usinm p= V’(—]E__‘_,-}_)m:,.m, ‘(23/)

e =

Setzt man hier

g+ @E+pr=H,, —q— " =H,, (24)

8o erhilt man
e = VH; R == VH;r,

und schliesslich nach (10)

m 2wd

(L‘={I}s=ﬁ"' 1 \/1]; LI ﬁixl;][é’ ﬁ-"‘@"' p (25)

Die Formeln (20) und (25) gelten in dem Falle, avo sonst alle hier beschriebenen Bedingnugen in Lrfiil-
lung gchen, fiir jeden ganzen Werth von s, Hat man &ber cine Partie von = anfeinanderfolgenden zwischen -
oo und +oo liegenden ganzen Zahlen bereits ers¢hiopft, so erhiilt man aus diesen Formeln ein System von
m Wurzeln — welches sich ebensogut ans jedercanderen Partie von m aufeinanderfolgenden Zahlen ergeben
witrde, mur in ciner entsprechend anderen Angrdnung. Die Auflosungen mittelst der Formeln (20) und (25)
heissen desswegen periodische Auflosungen:

Fiir die Gleichung

w429 =0
haben wir
a=|—2y¢;
Anderseits erhalten wir nach (20) fir

771:2, -5'1:1

gttt WU
&= (p—q-+ V¢ —2pq) * — (p—g—Vg*—2pq) *

und hierans fitr beliehiges p:folgende Relation:
: 1 s
f—2q =(p—9+Vo*=pg) * —(p—s— V*—2p9) * ..(26)
Die Gleichung
2 +dpat4-29=0
gibt e
wte=—2p+ A p*—24¢;

wenn man aber diese Gleichung nach (20) behandelt, so erhilt man

m=4, s=1|

setzend :

4

e=p—g+ V2" — Vg —o—Vp—2qp*

Denkschriften dev mathen-naturw.Cl. XLIV. Bd. Abhandligen von Nichimitgliedern. i
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hiemit "
V —2p-Vap—24 =V p—g--VP—29p° —/ P———2p%g; +(28)
e —p B e
Vapr—2g=| p—q+ ViP—24p® -+ p*—g— 7*—24p* n. 5. w. -(29)

Bei der Gleichung des dritten Grades erhiilt man nach Elimination des zweiten Gliedes folgende fiir die
Behandlung nach (25) taugliche Gleichungsform:
2 +8pxr+2¢=0 «(30)
und erhiilt nach (24)
H=—g+f+p*, Hy=—q— /PP
somit nach (25)

3 EE— e 3 - e
I e g e (@)
- 1 )3 1ol 3
PR S e e

Jo-te 7 18 i =% 3

& Lo ey i Thi T e 0— N

Ist hier
P*4epi=>0

S0 setze man:
3

e - 3 s .
=g+ VP pis=u, | —q—VF+p =1, ~(32)
und erhiilt nach (31)

Ty =y +u,,

1 7)/3
p=— 5 (2 tg) - - (u,—u,), #4535

V3

1
sc3=—2 (g —+uy)— 9 - (g —16y).

Ist jedoch p negativ und gleichzeitig
(¢* + p*) <O,

so ist es vortheilhafter, aus den diesfilligen aus (22) stammenden Bedingungen
P=—p Peosdp=—q ~(34)

die Grossen » und ¢ zu bestimmen, und in die diesfiillig stattfindende aus (10’) stammende Formel

I'd

w=w,=27 cos | g+ (s —1) 237r_J .+(35)
die erhaltenen Werthe von » und ¢ zu substituiren, und schliesslich diese Formel fiir s =1, s=2 uud s=3 zu
berechnen, um in diesem Falle die drei reelien Wurzeln der Gleichung (30) zu erhatten. Aus (34) folgt

r=\—p, Cos 3 9 = --ZI—-, -(86)
(Ve
woraus die ausgesprochene Realitiit vou » und ¢ und hiemit aueh von ,, w«,, », hervorleuchtet.
Eine Gleichung des 4ten Grades kann wohl durch eine passende Transformation des Gliedes mit der
dritten Potenz der Unbekannten entrathen, es miisste jedoeh noeh das Glied mit der ersten Potenz der Unbe-
kannten gleichzeitig wegbleiben, um die so hervorgehende transformirte Gleichung naeh der in (20) aufge-

stellten poriodischen Formel zur Aullosung bringen zu kinnen.
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Es muss tiberhaupt cine Gleichung, deren Gradzahl die Zaht 3 wm p Binheiten iiberschreitet, mit ihren
Codéfficienten p bestimmte Bedingungen erfiitlen, wenn diese Gleichung nach gehoriger Traysformation einer
periodischen Auflosung fihig sein soll.

Jetzt moge noch untersueht werden, unter welchen Bedingungen eine Gleichung

- P! - ['rg] Qi - e [t [=T0 «(38)

nach der periodisechen Formel (11) aufgelist werden kann.

«) Fiir cin gerades m vergleichen wir diese Gleichung mit der vorletzten Gleichung in (7), sobald man

in derselben 22 wit e ersetst, . h. mit der Gleichung

feat —+ [”I] re 11— [,’g] o — (”; rhem—=d 48 (—1) . o =10 (oY)
und crhalten |
2; =/, —r*=0, k=tangwe. (399
Hicraus ist
j-" =@, b=tangmo & ZV[?
cosim =R/ P*— () csinm@ =2 QY P

C’I/I‘Pl.: (/) V'(L)):VI_,E (l); ekl :(/)+ "/Q):'V[[)Q___(‘_.\)j
2ume .

et [ P— Q| P*—f e~si =) Py @ [ 1P—¢
und hieraus nach (11)

s e
Be—U/ IV _ 1/ () . R, 21?[
r=2,=|Q = V gl [/1 S Q, ,3.—-—-e"“7 ...(40)
B PO+ PV
sobald fiir gerade ¢ und ungerade ¢ die Bethingungen
g 7'+ (o g'—1
/1,'1 — {'{;ZJ O == (=1l ) gt t?}”] O (4]_)

erfitlllt worden sind.

3) Rir ein ungerades m ist dig’Gleichung (3 5) mit der Gleichung

i GO m m
it g Lo optb—1 ___ 22 =2 7
L e [IJI/L.L [2]7 0 [.3

zu vergleichen, und man erhéilt vor Allem:

T -'?‘C:‘J), - -7'2'-—= Q,

p ; m--1
P R g Se < (= P =)

: k== tang my;
und hieraus
. p
- V@, k=tangmyp= -
v Y

COS My == V(J:V?} _1)2’ rsinme=- ~,/.’:ﬂ/—(:,)_-—-—v_/.’E

enoi =/ Q—P]: Y Q—T*,
und so fort:

fa—1 ‘()‘_,_/)_+_ 1/ )~+/) 2";
il":.'l‘@:"—-V(‘) 5 V-b E K—V( l3=‘em ) ‘"(42‘)

ey o rP—YyQ+r

sobald auch hier dic Bedingungen (41) simmtlich erfilllt worden sind.

i
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Die Gleichung des zweiten Grades
x*+2Pr+ Q=0 ~(43)

bezieht ihre Aufiosung aus (40) fir m =2 im Folgenden:

1 sy s (1)t [/]) 'V(»«)—l/:])-*—l/ﬁ,)‘/z)-
—1—P—yo+PsVe

oder . (44)

LY Py @V PV QPYQ e e
= T =—P4 (1)1 PP—Q,

= 8

und zwar bedingungslos, weil in der Gleichung (43) kein einzigersmit H bezeichneter Coéfficient vorkommt.
Eine Gleichung des dritten Grades bentthigt zu ihrer Dargtellung eines einzigen mit H bezeichneten
Coéfficienten, nnd muss demgemiiss eine Bedingung erfiillen, welelie sichi nach (41) fiir ¢'=23 in der Relation

=) ...(45)
kundgibt, und besagt, dass die Gleichung dritten Grades nur in der speciellen Iorm :
P43 Pat 3L+ P Q=0 ..(46)
fihig sei, die periodisehe Auflosung aus (42) zu bezighen.
Eine vorgelegte wie immer beschaffene Gleiehing
P +31y +3py—+2¢9=0 -.(47)
kaun durch Transformation mittelst y == —-& fiir einen passenden Werth von « auf die Form (46) gebracht
werden. Man erhilt ndmlieh:
2?43 (a+t) 2?4+ 30?20+ p)w—(® +3tat+Bpa—+2¢)=0

und hieraus
at=2", G +2ta+p=0Q, «®+3ta? +-3pa+-2p="Q ..(48)
PQ=la+1)(a®+2ta—+p)=a*+ 3ta? +3pa+2¢
oder
a(26*—2p)— (29 —tp)=0

_ 2q—1tp )
- 52y ..(49)
Wenn #*—p 2 0, 8o konute mau fiir diesen Werth von « /> nnd ¢ bereelmen, und dann erhilt man naeh
(42) die Werthe voniz und somit auch dic Wurzeln der Gleichung (47).
Ist jedoch #==p, so erscheint die Gleiechung (47) in folgender Form :
(‘7/'4—03— (t3—2(])=0
und hieraus igf
3___ _ 2ni
Yot-t=Y3—2q. 1, f=¢3 und s=1,2, 3. ..(B0)
Fiir die Gleichung
P +3py+2¢=0,

welehe nur ein specieller Fall von (47) ist fiir ¢=0, erhalten wir aus (49) und (48)

pi+g*
g Tk

(/ 7 y ]):_____l’ Q)
7 # P 2
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und hieraus nach (42)

5 3
PO Pl M i ek i NP ot
X =, = 1?.}:_(][3 _V(] o l/]’ ] K g -’;VP-——F(]— Ble=imiil ..(D2)

3
gV g+ VP + ) —g+ VPP

Multiplieirt man hier Zéhler und Nemner it dem Ansdrucke

-—.*-—‘2' T -.l-. AN —!' [ -?
ﬁ‘z(s 1_‘(q o Vp.: 1.(]2)3 ~ﬁs- 11(]_,_\”).: + qzl.z l—“9+ Vp"—qu’EP +["“]‘+"V7’3+(/2]'; ;

so erhiilt man nach vollbrachter Abkiirznng einen in Bezug auf den Nenner rationalen Aunsdrnelk:

8 % 8 )
W=, = ;]) ~+pre—h V—-q—[,‘]o"‘ L) ﬁ“"V—q—l—Vp“-—l—qz

und demnach

S 3.0 - b
p—a Lol g P g VR
oder (58)
4 Bl

Yo=B*"W —q-+ Vp g+ P

/At S O
wie wir dies bereits sub (31) gefunden haben.

Fiir m =3 kommen in der Gleichnng (38) eben so viele mit /1 bezeichnete Codfficienten in Verwendung,
aly m—3 Einheiten zithlt, und dies ist auch die Anzahl der zn erfiillenden Bedingungen, sobald cine specielle
iber den dritten Grad hinansreichende Gleichung mitlilfe der periodischen Formel zur Losung gebracht
werden soll.

Sonst sind die ans den Gleichungscocfficienten zusammengesetzten periodischen Wurzelformeln immer
fihig, die zngehdrigen Gleichungen zu erfiillens” mogen die Coéfficienten selbst recll oder complex sich
gestalten, und aveh dann, wemu die ans dew’ Bedingungen in (16), (23"), (39') und (41') stammenden
Werthe der goniometrischen Functionen cogme, tang sy im  goniometrischen Sinne einen Siun haben
oder nicht.

Die bei der Anfstellung der eben bebandelten Antlosungsmethode herrsehende Grundidee besteht eigent-
lich in der Aunahme der typischen Formen: w=a-+2,¢08 ¢; w=o-+rtang ¢, zn dem Zwecke, mn durch
zweekmiissige Walil der drei in denselben vorfindigen Argmnente o, », o, diese von uns octroirten Ansdriicke
als Wurzeln den Gleichungen anfzudringen. Da aber Gleichungen, welche iiber den drvitten Grad hinaus-
reichen ihre Warzeln durch ihre Co@fficienten, also jedenfalls dureh eine die Zahl 3 iibersehreitende Anzahl von
Argumenten definiven, so ist esanatiiclich, dass solehe Gleichungen wur unter gewissen speciellen Bedingu n-
gen sich die obigen blos ans frei Argunenten «, », ¢ zusanmengesetzten Formen als Wuorzel aufndthigen
lassen. Um nun im Geschiifte der Aunflosung von den dritten Grad iibersehreifenden Gleichungen weiter vor-
zudringen, mitssen wir dew hier befolgten: synthetischen Weg verlassen, und in analitischem Sinne mehr in das
Wesen des Zusammenhatges swischen den Gleichungen und ihren Wurzeln einzngehen nns bemithen, wn
durch stufenweise Fougbildung der hier einsehligigen Operationen zu einer so weit als moglich wirksamen

Auflosungsmethode zn gelangen.

2

o

Jede Gleichnng konuen wir als eine Gleichung vom geraden Grade anschen. Bine Gleichung vom nnge-
raden Grade konnen wir mit der ersten Potenz der Unbekannten multipliciren, nm ihven hoehsten Exponenten
in eine gerade Zahl zu verwandeln; hicdureh gesellt sich zu dem Complex der dieser Gleichung angehirigen

Winrzeln noch die Nulle als Wurzel an.
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Wenn cine Gleichung vom 2nten Grade eine allgemeine Auflosung besitzt, so konnen wir dureh Specia-
lisirung der in der Auflésung cinbegriffencn vieldeutigen Operationszeichen zu ihren simmtlichen Wurzeln
Xy, Xy, Xy ... Ty, gelangen, uud demzufolge eine vorgelegte Gleichung

F@)= 8, [4,7) =0 (D)
in der Form
S (@)= As, (@ —a)) (x—x,) (€ —y) . . (—iLry—1) (S 2,) =0 )

darstellen.

Die lier ersichtlichen Wurzelfactoren konuen wir auf verschicdene Weise je in zwei Factorengruppen
zusammenstellen dergestalt, dass die zu cinem und demselben Paare gehdrigen Gruppen P und /' als Producte
von je n Factoren betrachtet folgende Relation erfiillen:

Flaw)=-Agy. PP L)

Bezeichnet man mit s,, die Anzabl der méglichen Tille dieser Zerlegung, so erhalten wir

2 )
1 ’27&’] [271.——1
e f?ln A ST Lo
Unterscheidet man ferner die Paarce von Partialprodncten dureh Anhiingung der fortlaufenden Zeiger 1, 2,
3,400 8y, 80 crhalten wir dic selbstverstiindliche Relation
0 7 b 2”‘-1

F@)idy= D= P Pigr =P, P, Wi e [ i ... (5)

Ein jedes /I’ erscheint nach Ausfihrung der Multiplication der darin enthaltenen Wwrzelfactoren in fol-

gender Form:

P=a"+ B, je'4-B, sur2+...+B,x +B,, s fufl)
und demgemiss
& P P = ;o ] I\') I;’ peit—1 1 /j /)’ n -9 1 /}’
2( —iF >-——.L —i—?( J—1 ~z—l>-1/' e 9 { fn, o1, ,2).’1} ~=... -|2 (j}() 4 (l), (7>
1 u ¥ . 183, o5 ™ ’ (I T
g (P—T1")= ) (Boor—8, ) 14~ 9 (Bye— D) a4 9 (B,—DB),
oder
iy
-2‘(]’—-1") ol BT et = e T L S Y ) w41,
s
9 (P-+-P)y= m e ) g e A e

und hieraus
2 2
Sz): 12,,=l'l”=:[;(l’+l”)J -[;‘(1)—/")] ) ®)

oder

Plaw) : Apy=[a"+ma -p a2+ ... -kt —[m wr ' p 2" 2 b p- L =0,
wo die Coéfficientengruppe m, m', p, p', 4, ¢,... &, %, 1, ' fiir jedes bestimmte Paar von Partialproducten
entsprechend sich gestaltet.

Es lisst sich demgemiiss cin Gleichungspolynom des 2aten Grades auf s, ver-
schiedene Weisen in eine Differenz zweier Quadrate umgestalten, voun welelen das

positiv zn nehmende Quadrat dem nten, hingegen das negativ zu nehmende Qua drat €0
hoclhistens dem (n—1)ten Grade angehdrt.
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Denkt man siel in (9) dic angedeutete Erhebmug zu Quadraten wirklieh ansgetiihrt nnd das so ent-
standene nach @ dem 2zten Grade angehorige Polynom Glied fiir Glied mit dem Polynom #(x) ;¢4, verglichen,
so erhiilt man 2 Gleichungen, welehe durch die Coéfficienten w. p, ¢,...%, {, #/, p',&,... k', ' erfiillt
werden miissen.

You den 2z Bedingmungsgleichmgen wird cine wegfallen, sobald man den Coéfficienten m gleich

in der Anlage der Rechnung der Relation m=— ; (dy,y:.1y,) entsprechend withlt.2Die iibrigbleiben-

den (22—1) Bedingnngsgleichungen knnen dann zir Bestimmung der 22 — 1 Coéfficienten p, ¢,... 2,

{, m', p', ¢',... %, ' verwendet werden. Wenn man auns diesen Gleichungen nacleElimination der Gros-...(11)
sen p, q,...h, m', p', ¢',... 0, ' die blos diec Unbekanunte / enthaltende Endgleichung (/2) sich gebildet
vorstellt, so muss diecse Gleichung wenigstens dem s,,ten Grade in Bezug aff / angehoren, weil eben
diese Gleichung bestimmt ist, cin jedes von den Partialproductenpaaren &, Py Py, 1.0, , Py
mit cinem entsprechenden bestimmten Werthe von  zu versorgen. Dasselbe lisst sich von jeder anderen
nach einem anderen unbekannten Coéfficienten geordneten Eliminationsgleichung behaupten.

Setst man:

et pen—1 o2 Lak >y J I/Vn.
! o o p =t k-l (12)

m ot el B S = W,
so crhilt man
(@) Apy=Wi— Wi =W, WY (W,—W,_)=PP =0
und hieraus
P =W, W, =0, «(13)
V= We—W, =0, ..(14)

zwei Qleichimgen, deren jede dem nten Grade angehdvt, nnd jede fiir sich zn 2 Wurzeln fiihrt. Die so erhal-
teuen 27 Wurzeln gehiren simmtlich der Gleichung (1) an, nnd bilden ihre vollstiindige Autlosnng.
Wiire man im Besitze aller Paave P b, I,.P,,... P

Sen

1%, von supplementiiven Partialproducten, so
kounte man olhne irgend welche Anflosungen der Gleichungen von der Sorte (13) (14) zn den Wirzeln der
Gleiclhung (1) gelangen, und zwar anf foleende Weise. Man sueht zwischen zwei verschiedenartigen Partial-
producten, etwa zwischen /%, nnd P’,5 das grisste gemeinschaftliche Mass m,, , und erhiilt etwa folgeude
Relationen:

Po=pw - Puyirs Fu=Py - My o w3l )

Die Gradzahlen vou p, wud p, sind gleieh, und stellen sieh mit der Gradzahl von ,,, entweder gleieh

: 3 . { ey it i ; .
oder ungleich. Tm ersten Falle ist ihre gemeinschaftliche Gradzahl gleich g I zweiten Falle hingegen er-

. 7
Liilt man etwa » als Diffeenz dieser Gradzahlen. Das mit der eventuellen Gradzahl o —» ansgestattete Poly-

2

nom wit der Nulle verglichen, liefert miglicherweise eine tiefgradige Gleichung, die wir nmmittelbar auflisen
konnen. Auf diese Weise gelangen wir schon in Folge ciner solehen Untersnehung in den Besitz von einigen
der Gleichnng (1) angchirigen Wurzeln. Ubrigens miissen sich hei Vornahme von immer anderen nud anderen
Paaren verschiedenartiger Partialproducte anch solehe grissste gemeinschattliehe Masse ergeben, welehe je
blos einen cinzigen Wurzelfactor von (1) repriisentiren,

Aus der hier gepflogenen Besprechung begniigen wir uns, die fTberzcugmlg gewonnen zun haben, dass
dieses eben angefithrte Verfahren der Zerlegnug des Gleichmngspolynoms in Pattialproduete ganz gewiss znm
erwiinschten Wurzelsysteme der Gleichmng (1) eben so gnt fithren muss, als dies dureh unmittelbare nuns

vorderhand noch nmubekannte nnmittelbare allgemeine Anflosuug der Gleiehung gesehehen konnte.
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Die allgemeine Gleichung (1), welche mit ihren Coéfficienten keinen Nebenbedingungen unterliegt, und
welche keine uns bereits bekannte periodisehe Auflosung zuliisst, werden wir bestrebt géin, dieselbe in erwithnte
Partialproduete zu zerlegen, in der Hoffnung, dass vielleicht die mit (£) bezeichnete Hilfsgleichung sich leichter
als dic gegebene auflosen Lisst, und dass in Folge dessen die gegebene Gleichuug in zwei neue Gleichungen
vom tieferen Grade zerfiillt, deren jede als cine vom tieferen Grade sich ebenfallf leichter behandeln ldsst, und
zur Trhaltung des completen der Gleichung (1) angehorigen Winzelsysteins wis vevhilft.

In wie weit wir anf eine so giinstige Eventualitit zibhlen kommen, erfahren wir auns der nitheren Wiirdi-

gung der Werthe, welche die Zahl s, = (%:”” fiir fortlaufende Werthe von =1, 2, 3, 4, 5... bietet.

Wir erhalten:

1 34 138 5 Teals apeulpgho @@t 10y g
‘*2'”:(0] L R L m Llgs s [;J Sl [3}*‘“3’51 B [4Jﬁz52, 312;:(5) —462...,

folglich
8o 2 A, 80 Bys =8, 00 =10, 5 =12, .. Lete, k18

Im Angesichte der vorgefithrten Vergleichungen kionnegn wir nur bei vorgelegten Gleichungen, welche
nicht iiber den vierten Grad reichen, eine Hilfsgleichung (I7) erwarten, welche eventuell einen tieferen Grad
heurkundet, als die gegebene, und desshalb auch leichtes zn behandeln wiire, als die gegebene. Fiir Gleichun-
gen iiber den vierten Grad hinaus muss die Hilfsglgichung () einen hoheren Grad beurkunden, als die
gegehene. In Bezug auf den eben erwicsenen hiolieren Grad von (R) wiire schon anzunchmnen, dass sic sich
sehwieriger hehandeln Lisst, als die gegebene., Iniflrwigung jedoeh, dass (£2) als Eliminationsgleichung mit
ihren Coéfficienten manclien Bedingungen nnterworfen sein diirfte, und gelegentlich auch solechen Bedingun-
gen, deren Erfiillung die Hilfsgleichunug zu einer solchen speciellen Gleichung gestalten, welehe periodische
uns bisher schon bekannte Auflésungen zufisst, miissen wir diesen Fall ciner niheren Discussion unter-
werfen.

Ist cine mit allgemeineu, keiner Bedingung unterworfenem Coéfficienten (a,, @, a,,...a,_;) versehene
Gleichung wegen 272> 4, etwa wegen 2n=3--¢ ¢g=1 in pcriodischen Formeln nieht anflosbar, so sind wir
bemiissigt, zur Hilfsgleichung (/) unsgere Zuflucht zn nehmen, welehe einen die Zahl 22 um ¢ Einheiten iiber-
treffenden Grad 2 benrkundet; die$gibt die Relationen

2n=3-q, m==3--g-+ (.

Dic Coéfficicnten (€}, US )y -+ Uy) der Hilfsgleichung (£2) lassen sich im Wege der Elimination dnrch
Coéfficienten (a,, a,,... w3 1) der gegebenen Gleichung darstellen, nnd veranlassen die Bestimmungsglei-

chungen
£ o= 0 (O O i Gopa) g =0, 1, 2.3 4.5 (m~2)s (m—1), $.(17)

Wenn man ans diesen m Bestimmungsgleiehungen die 27 Grissen a,, a,, a,,... @, climinirt, so erhilt
man zum Resultatgblos aus G, €}, (,,... (%, , gebante Gleichungen, etwa in der Form

F,(Gy, Oy Ogy o )=0, g=1,2,3,...m—2n,

also jedenfall$ blos m— 2z = (3¢ ) —(3+¢) = () Bedingnugsgleichungen, denen die in (&) spiclenden
m Coéfticienfen unterworfen sein konnen. Wiiren diese Bedingungen sogar solche, wie man sie fir dic even-
tuelle Moglichkeit einer periodischen Auflosung witnseht, so sind sie jedenfalls nicht in hinlinglicher Anzall
vorhanden, da die Zahl @ kleiner ist, als die Differenz m —3 — ¢+ ), welehe im vorigen Paragraphe als die
Anzahl der zn erfiillenden Bedingungen verlangt warde, wenn tiberhaupt eine periodische Auflosung als zu-
lissig erkannt werden soll.

Aus der fiir s,, gebildeten Zahlenreihe ersehen wir s, =35 im nichsten Paragraphe werden wir erfahren,
dass die zur Gleichung des vierten Grades sich erbietende Hilfsgleichung (£2) sich wirklich als eine Gleichung
vom dritten Grade, also als eine heveits periodiseh aufgeliste Gleichung prisentirt, wnd in Folge dessen zur
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completen Auflosung ciner allgemeinen Gleichung vom vierten Grade fithrt. Aber schon fiir dics&leichung des
fitnften und sechsten Grades haben wir s,=10, und sind versichert, dass dic zugehdrige Hidfsgleichung (/)
wenigstens die Zalhl 10 als ibre Gradzahl anfweisen muss, und ganz gewiss weder eine periddische Auflosung
znliisst, noch anch anf der nun moglichen Auflosnng der Gleichungen des vierten Grades ihre Anflisung basi-
ren kann. Die Auflosung dieser wenigstens zum zelimten Grade gehdrigen Gleichung, wic auch der folgenden
zit Gleichungen von noch hherem Grade gehorigen Hilfsgleichungen konnen wir vow nirgends her erwarten;
es hicsse dies einer Ungereimtheit, ciner naturwidrigen analytischen Erscheinung déas Wort reden, nach wel-
cher die Analysis die Operationsgeschiifte uiederen Ranges zu erledigen hiitte, anfsGrundlage der ausser allem
Zmsamwmenhange vereinzelt stchenden Anflosungen von Gleichungen, welche dexReihe (16) gemiiss mit ihren
Gradzahlen rascher als in einer mit dem Quotienten 3 versehenen geometrisehen Progression voraneilen.

(Tbrigens belehrt ans der Anblick der Zahlenrcihe (16), dass die Gleichfingen in zwei gesonderte Partien
zerfallen. Die in die erste Partic fallenden Gleichnngen haben eine Uilfsgleichung (2), welche in der Grad-
zall sich niedriger stellt, und desswegen leichter anflosbar ist, als diesfihr zugehdrige Gleichung. Die Hilfs-
gleichung in der zweiten Partic ist immer voun hiherem Grade, und deSswegen sechwieriger auflosbar, als die
zugehdrige Gleichung selbst. Namentlich sind ex Gleichungen des vierten Grades, welehe die erste Partie ab-
schliessen, und wirklich eine allgemeine Auflisnng zulassen.

Wollte man, dieser Thatsache entgegen, auch noch einige™ oder beliebig viele tiber den vierten Grad
reichende Gleichungen als allgemein anflosbar ansehen, so higsse dies der hier allgemein fiir alle Grade auf
gleiche Weise angelegten Analyse den logischen Widersprnelgzumuthen, dass sic in einer nnd derselben Partie
der allgemein anflosbaren Gleichungeu nur einiggivenige in Schntz nimmt, und durch die Hilfsglei-
chung ihre Auflosung erleichtert, dagegen die iibrigen ebenfalls in die Kategorie der auflésbaren Fiille
gehbrenden Gleichungen durch die Hilfsgleichung geradezu ersehwert.

Im Angesichte dieser ans der Zahlenreihe (16) sieh natiirlich ergebenden Grenzmarke schliessen wir, dass
im algebraischen Sinne die iiber den viertensGrad hinausreichenden Gleichungen keine all-
gemeine Aunflésung besiftzen.

§. 3.
Anwendung der analytischen Methode aunt die Auflésung von Gleichungen.
In Bezng anf die Gleichung vom zwéiten Grade
2?4 2ax-+-b =10 : ol
haben wir n=1, s,=1 und dannchach (12)
2 2ax—4-b = (w--g)*—mt = (xa-+m') (w+a—m") = x*+2ar+ (a?—m'") = 0.
Hieraus haben wir znr Bestinmnnng von = folgende Gleichnng :
at—m?r="0, m' =|a*—0. vik&)
Zaur Bestimmung dex Wurzeln dee Gleichung (1) dienen daun die Gleiahn’ugcu vom ersteu Grade:
w-+a+m' = w-+a-+|/a®—b =0,

T-t-g—m' = p--a—|at—b=0,
daher

2 1F-" UL :
&, =—a— Val=b, i, = —a+a*—b, e (3)
oder zusammengefasst zu der sogenammten allgemeinen Auflosung der Gleichung (1)

r=—a+ Yar—=0 . (4

Hier ist dic Auflésung der Gleichung zweiten Grades duarch Vermittlung der einfacheren zur Bestimmuug
von m’ diencunden Hilfsgleichung (2) erfolgt.

Denkselriften der malliem.-naturw. €l. XL1V,Bd. Abhandlnngen von Niehtmitgliodern. k
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Bei einer Gleiehung des vierten Grades

o' +2ax3+b 2*+2cx+d=0, ; D)
haben wir
2n—1 3
W=AYy = [ 7:7 o -(1] =
und dann naeh (12)
at-2a 2 xt-+2c x+d = (x?+nx-+p)*—(m z-+Pp')? = 0. ... (6)

Aus der Vergleiehung der heiderseitig zu gleiehnamigen Poteuzen von « gehorigen Coéfficienten erhalten
wir zur Bestimmung von p, m', p' folgende Relationen:
2p-rat—mP=b, ap—m'p'=ec, pEpPt=d. ()

Hieraus haben wir

m'?=2p*i-a*—b, pt=pt—d, m'p' Fap—c, m'= i'/?]fz::l’ el

m'*p't = (2p*+a*—b) (pf—d)=(ap—c)*
und schliesslich geradezn der Relation s, =3 entsprechesd die znr Bestimmung p dienende Gleichung :

2p8—bpt+-2(ac—d)p+ | d(b—a?)—c?| =0, LA(9)

Diese zur Auflosung der Gleichung vierten Geades dienende Hilfsgleichung (/) ist dem dritten Grad an
gehorig und liefert nach einer der periodischen Formeln die Wurzeln p,, po, py Auf Grund eiver dieser drei
Waurzeln etwa auf Grund von p, finden wir nagh (8)

m,'_-(\é)%—- = p=\p—d. (10)

Die Wurzeln der vorgelegten Gleighung ergeben sich ans nun bekannten Partialgleichun gen
P =P+ (a+my) @+ (p,+p1) =0, A

P =t (a—mi)a+ (i —pi) =0, '

im Folgenden:

2w, = —(a-rm}) + |/ (a—-m{)? — 4(p, +p1),

-

2@, = — (a—-m{) — | (a-my)F —4(p, +p2), (12)

22y =—(a—my) — L/(a——m',)z —4(p,—pY),
2oy =— (a—m{) -+ \/(a——m{)z —4(p, —p'i),

oder alle diese Werthe in die sogenannte allgemeine Auflosung zusanmengezogen :

2w=——( Vp—d l/[a+ 4:(]914—Vp1——d) v...(13)

Aus der letzten sogenannten allgemeinen Auflosung der Gleichuugen vierten Grades erhilt man alle vier
Wurzeln, sobald man die darin vorkommenden zwei Gattungen von Quadratwurzeln anf alle moglichen Weisen
mit den Vorzeiehen -+ nnd — behaftet.

Fiir d=0 erhiilt man p=p' und demgemiiss aus (12) x, =0, wie es sein soll, weil in diesem Falle nur

die Wurzeln z,, x,, =, der diesfilligen Gleiehung dritten Grades

20 x*+-bae+2¢=0 ‘ ..(14)

angehioren.
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Als Hilfsgleichung (&) fiiv die Gleiehung (14) erhilt man aus (9)
2p3+-bp*+2acp—ct=0...(N), ...(15)
welche fir p— — i in die Gleichung (14) jibergelt, und hesagt, dass — : eine Wurzel der Hilfsgleichung
(15) sein wird, sobald die cubische Gleichung (14) den Werth 2’ zur Wirzel hat.

Fiir d=0 npd p; ==— -c— erhiilt man
X

i 22
'm,l=‘("}*7; = =-»(a,+m')|/1,]7']=—,\/pf—d.—~ V-c A /1
VP1_d ;

und demgemiiss ang (13)

2= — (a— (a—+a")|[1) + [/(q» ((1 ') [/1)*- -4; = ~(16)

woraus durch Specialisinmg der darin vorkommenden zwei Wuwrzelzgichen in Bezug ant die migliehen posi-
tiven und negativen Vorzeichen vier Werthe hervorgehen, von dewen einer versehwindet; die drei von Null
verschiedenen Werthe stellen die Wwzeln der Gleichnng (14) ver. Daraus gebt hervor, dass man Dbei einer
cubischen Gleichung nach (16) je zwei Winrzeln als I'nnetionendder dritten darstellen kann.

Nachdem wir die Auflssung der Gleichung his znm vierten Grade einschliessig erschopfend hehandelt
haben, miisseu wir der Auseinandersetzung im vorigen Paragraphe gemiiss von dem Anstreben der allgemeinen
Auflésung von Gleichungen weiterer Grade abstelien, wellen aber die hier eingeleitete Analyse befragen, ob
sich nicht irgend welehe specicllen Gleichingstypen ausfindig maehen lassen, welche zur Anflosung gebraeht
werden konnen,

Offenbar kinnen es nur solehe Fiille sein, wogsunbekiimmert um die diesfillig sehwer zu bewiiltigende
Hilfsgleiehung (£). sehon die urspriinglich angelegten Bedingungsgleichungen von der Art wie in (7) in
Tolge gewisser specieller Gleichungseodfficienten™{iihig sind, nnsg unmittelbar zu den Werthen von p, ¢, A,...7,
m', p', ¢, &'y, 0w verhelfen, mnd auf dieg® Weise uns gewisse Erleiehterungen in Bezielmng auf die Auf-
losung der Gleichung selbst zu bieten. T Nifehsten wollen wir nng namentlich mit solehen Gleichungen befas-
sen, deren Coéfficienten es znlasscu, dassgeine oder einige von den nnbekammten Grossen p, ¢, &,...0, w/, p',
q', #'y...0'" den Nullwerth erhalten.

Schon mit den Bedingungen (7)Sbeginnend, suclen wir nach derjenigen Gleichungsform, welehe den
Werth p=0 zuliisst.

Aus diesen Bedingungen

2p-+a*tm't=b, ap—m'p'=c, p*—p'*=d (17)
folgt fiir =0
- ple=r—d, m't=at—b; m'*p't =t
daher auch
‘ 2
d(a—b) 4 =0, b= cd +a?, (18)

cine durch die Gleichungscoéfficienten «, 6, ¢, d wu erfiillende Bedingung, wenn die Gleichung den Werth
p="0 zulassen soll. Die dem angefiihrten Werthe von 4 cutsprechende Gleichungsform ist:

g 2
@ at -+ 2axd-+ [a2'+ (d]x2+-2('x'+-d,——-:0, =19l
fiir welehe wir ans (17)
=03 17'::2'Vd, m'=cdl
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erhalten. Thre Wurzeln ergeben sich unmittelbar aus (12)

o 5 =5 P - =
2@y, =— ((H—%Z—] £ V(cH— j] —44|/d
2wy 4=— {a— ZJ -+ V{a—-ﬂ} -——4:@{/2?

Fiir p'=0 erhiilt man nach (17)

(20)

2

W= Vd= :') = VQ W'*‘“z'—-bu: a*—b +£’ d= :L—”

und demgemiiss die zugehorige Gleichungsform
2
‘ €
(II) m4—+—2am3+7)m2+20m+_2=0
a

1“"“'[/“ "5“* St V a—l—Va -—b+ ._4_
T V ;:mfj a V[ V N _b%_f)z_‘;; 18D

Fiir m'=0 haben wir aus (17)

mit den Wurzeln:

2.’,31'2:'-——'

4 c a
e . = —d, e=5 (b—a?),

a
und hicraus die Form
(IID) 2t +-2a g -b a?+-a (b—a*)x-+d =0

mit den Wurzeln:

—l 1"'*—0.‘1 u",

25312:—'&“}‘ -' i —[[

Qg 4 =-a ‘x a*—4 | (b—a%)~ ';‘ 'l p,_,zu_,:_uth

¥

(22)

Ist
Y20 Y38 P -2 y+-d' =0 +(23)

die reciproke Gleichung dgr Gleichung (8), so ist offenbar

b ¢ ' [) ] @ '’ 1
a—j’bz‘(i—’(}:t{,d:d. ...(24:)
Als Coéfficientenbedingungen fiir diese Gleichung erhiilt man durch Nachbildung der Bedingungen bel
(I) (IT) und (II) folgende:

2 2

’ f ¢
b=rp+a?, d= ,2,0——(6' a’®), -(25)

und durch &infithrung der Werthe aus (24) crhalten wir folgende Bedingungsgleichungen

c e oid ST
b—.d2 —}—a2, d:’a—z—, b=2(?-+gj]. ...(26)

Von diesen Bedingungen ist nur die dritte von dencn in (I), (II), (III) verschieden nnd veranlasst fol-
gende ncue speciclle Gleichungsform:

2
(Iv) 2 20 342 (ad

] 2?42 cx—+d=0. @D

o gr®
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Wegen
, !
o= (b, ,2)

wird die Auflosung der Gleichung (23), nach deu Fonuen in (22) gebildet, auf folgeude Weise sich stellen:

T i :
(' arn_d

29y, 2=—a'+ L.' ' *—d ‘“{f"—lr o

2 {4 !
[} .'II. ] II.' 1_ o
2 L [ a'd 4 b —ag™y f (b —a'))? = 3
Wa & L i L.. (! ‘.: | T ") L 4 () a ) d
Fiihrt man hier die Substitutionen
e M . -
Ui B il lf @it 38

durch, so erhilt man fiir die specielle Gleichungsform (IV) folgende Apflosung:
2 _ o |7
— e - NN c — ]
ad (IV) L1 S l/d” ¢ [/"” 4 (28)

2 c —cz_ a : a? 1)‘
m——ziV?—‘-‘(e—V?*d-

Die Eruirung der typischen Gleichungsformen, welehie mit iliren Coéfficienten =/, p', p, etwa ein paar-

weises Verschwinden zulassen, und in Folge dessen cine ummittelbare Auflosnng besitzen, iiberlassen wir dem
Leser, und schreiten zur dhulichen Discussion der Gleichung vom 6Gten Grade

f (@) =a+2a2’+bad-2cxP+dat+-2 ca~+f=O0. «(29)
Hier ist
2n—1 b
a=t, i (2 =8) =10
und
flx)=[x*+oag*+p x-+q]*—[m 2+ p' 2-¢']*=0. «(30)

Aus der Vergleichung der Coéfficicuten bei gleichnamigen Potenzen von @ in (29) und (30) erhalten wir:
2 13
b=a*-m*+-2p,

c=q~+ap—m'p/,

d=p*+2aq—pt—2m'q, ' w(31)
e=Pq—p'q;
Lhnd Lt

1. Sollen die Gleichmngscoéfficienten m' =0 zulassen, so milssten durch die fibrigen vier Grissen p, g,
p'y ¢ die fiinf Gleichnugen erfiillt werden; aus denselben evliilt mau fiir m' =0

1 a
Sl e )

pr2=i (P—a?+2ac—a* (b—a®)—d,

¢*= [e—— 5 (0 -az)J ) (32)

2

ret= [; (b—a") [c—%(b---a”)] ~e]2; { ( c- ‘2‘ (b—m] f} gi (b—a*)?+-2ac—a* (b—a?) —d;.,
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und hieraus die verlangte Coéffieienten-Bedingungsgleichung:
. |(b—a*?*+8ac—4a? b+4a*—4d][2c—ab+a®P—[(b—a?) (2e—ab+a?)—4e|*
J== - 4[(b—a)*+8ac—4da®h+dat—4d] '=(f)’ =(33)
und anf Grundlage dieser Bedingungsgleiehung die speeielle Gleichungsform des’sechsten Grades
(@ 2842 awd+-ba*+-2 caP4-dat+-2ex+(f) =49 (34)
welehe mit Hilfe der in (32) ersiehtlichen Werthe von p, ¢, p', ¢ in folgende zwei Gleichungen des dritten

Grades zerfillt:
&®—+ (a+m))@* +(p+pa+(¢-+9)=0

2+ (=)@t + (p—p) -+ (9—§) =0, )
ans welchen unmittelbar die speeielle Gleichung (I) ihre seehs Wilrzeln bezieht.
2. Um im Falle p = 0 die Cotfficienten-Bedingungsgleiehung zu finden, haben wir aus (31)
m?=a*—b, ¢*=¢*—f
ons S X g=—c
pr=2a9—2|(a*=b)(¢*—f) —d, ¢q =V_‘7 7
12 ! (qz_f) ((]—C % ...(36
grp't == et M o aw L, ( )
Ao b Lo
pt=2ag—d—2 \/(az—b) (7 —f) = (Zi Cg [
Ordnet man dic letzten zwei Gleichungen naeh den Potenzen von ¢, so erhélt man:
7*—200P+(@—f) *+2cfqg+-[bet—ctat—ctf] = 0 (37)

P+ QP+, 9+Q, =0
mit den Bestimmungen
0, & —4(a*—ab+-d),
= 4(P—ab+-c)*—2(db—c*—da?)—4(a*—1),
Q, = 4(a*—ab-c) (db— *—da?), +(38)
Qo = (db—c*—da*)* 4 f(a*—0).

Der Fall p =0 verlangt vor Allem solche Gleichungseoéffieienten, dass die zwei Gleichungen in (37) in
Bezug anf die Unbekannte ¢ wenigstens eine gemeinschaftliche Wurzel besitzen. Bezeiehnen wir mit [¢] die
eventuell mogliche” gemeinsehaftliche Wwrzel, so konnen wir aunf Grundlage ihres Werthes auch noeh die
Werthe von ', 3, ¢/ bereelmen, und diesc Werthe in die cubischen Gleichungen (35) einfiihren. Die scehs
ans diesen cenbisehen Gleichungen gezogenen z-Werthe stellen dann das vollstindige Wurzelsystem derjenigen
specicllen Gleichung vor, welche mit ihren Coéfficienten die Existenz von [¢] verbiirgen.

Ist .
9(a, b, ¢, dy e, f) = o= -(39)

diejenige Gleichung, welehe ans (37) dureh Elimination von ¢ hervorgeht nnd X cine belichige Grisse, so
erhélt man die zur Annahme p = 0 gehbrige typisehe Gleiehung in folgender Form:

(II) @8+ 2ax® + bac* 4 200® +- de* + e + f+ryp =0,

wo A als eine willkiirliehe Grosse aufgefasst wird.
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3. Fir ¢=0 ist

—cC
s SN
’ v
2%
pr=d— 7 +2m' 7|/ f
' ...(40)
5 [c-- m'e]z 1
# o) @
1/ !
p? 1 [.b—a"——m B
mnd hicraus zur Bestinmung von =’ folgendes Paar von Gleichungen :
am'* - =1 m'—-(ab—a*—c) =0
Y f
2 ' 2 .(41)
¢ mr2|al l/f-f- ce] m' [(Za,g—- qe -(:2] = 0.
b - V¥ L% .

Der Fall 4 =0 kann nur dureh solehe Gleichungseoétfieienten hervorgebracht werden, welche es mog-
licl machen, dass dureh cinen Werth m'= |m'] die Gleichungen (41) gleichzeitig erfiillt werden. TIst dies der
Fall, so suche man zn dem Werthe 7' = |m'| nach (40) die"Werthe von p’, ¢' und p, und substituire die so
erhaltenen Werthe in (35), um sofort zwei bestimmte citbisehe Gleichungen zn erhalten, ans welchen die
erhaltenen sechs Wurzelwerthe derjenigen Gleichung deg 6. Grades angehdren, welche mit ihren Coéfficienten
den Werth |’

st

als gemeinschaftliche Wirzel der Gleighungen (41) veranlasst.

Y(a, b, e\, e, f)=1¢4=10 (42)

die Elliminationsgleichung ans (41), so gehort gur Bedingung ¢ =0 dic in obiger Weise anflosbare specielle
Gleichungsform

111 28 4= 2025 4 bat* - 200® - da® - 2o - F AU — O (43
17 -

in weleher A als eine willklirliche Grosse gedacht wird, welche ans der Gleichung bei Erfiillung der Coéffi-
cientenrelation ¢ = 0 wegbleibt.

4. Im Falle p'= 0 haben wir
62
- ap 2aqg—d

ey gle= i powes

7 2 ¢*—f
— 2
WE = , mEP=af—bh g
. a (44
Tapre 2
Hieraus ‘ e’z 1o _dJ
i T iyt at—q -+ 26 e :
1—(] i a ) : ) q 4((]2—f) 9
und zur Bestimmung von ¢ folgendes Gleichungspaat:
g*—cqg+ae=0
4 2 A
4((]2—f) [a2~—[)—f— 2—6-) .- [f]z —G—Qag—d} = 0. "'K4O‘
e q |

Lst .
yas b; G, d; e;f):x =20
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die aus (45) gewonnene Eliminationsgleichung, so wird dic fiir willkiirliche 2 bestehende Gleichungsform
(IV) 2%+ 2a% + bt + 2ca® + da? 4+ 2ex 4 f+dy =0 ...(46)

eine gemeinschaftliche Wurzel [¢] in (45) herbeifiilivenr, und wie iiblich, mit Ililfe (45) ans den cubischen
Gleiehungen in (35) ihre Wurzeln beziehen.

5. Im Falle ¢'= 0 hat man

e 2e
gzzf p = ’m'2=a2—+— Y
e /7
& - , _ qe ) = ..(47)
pt= . +2a Vf—d, m :[Vf—f— r_—c] B f.—f—?an——d,
./ Nl
daher
— liae o
+
2e [l/f s CJ
m'? =g’ b=,
f ?T— +Pa |f 2 d
woraus ..(48)
Wi o ]
G='@e g ¥ Vf—' — =[b]
; D
Vi cf LR L
Wir erhalten somit die speciclle Gleichungsform
(V) 2b+2a 0P+ x*+-2 e’ +-da?+2ex+-f =0, ...(49)

welehe bei der Deutung von [J] naeh (48), aus (47) die Werthe von p, ¢, m', p' entnelunend fiir o' =0 in
zwei bestimmte eubiselie Partialgleiehungen (35) zerfillt, und aus denselben ihre seehs Wurzeln bezicht.

Die aus den Elementen p, ¢, m'2p’, ¢' gebildeten
zehn Zwelungew: pq, pm', pp', pq', qm', qp'y, qq' m'p', m'q', p'q';
(pam's pap’s pqq’ pm'p', pm'q, pp'q

0 S

Dreiungen:
Efjm'l-”; gm'q'y qp'q, mpq';

”

finf Viétungen: pqm'p’, pqw' ¢, pp' ¢, qm'p'q

bieten eben so viele speefelle Fille, zu welehen man dic entspreehenden, nach (35) auflosbaren Gleiehungs-
formen zu suchen hiitté. Jede der so gefundenen speciellen (Heiehungsformen hiitte dann dic Obliegenheit,
wit ihren Coéffieientegn in den Relationen (31) das gleiehzeitige Versehwinden jener Elemente zu veranlassen,
welehe in der ihr entspreehenden, in (50) angefiihrten Gruppe enthalten sind. Im Folgenden wollen wir blos
die zehn Zweiungen dazu beniitzen, um die entsprechenden zchn speeiellen Gleiehungsformen anfzustellen.

¢ Mirpg=g=0

m:gzb) pv:

S s Gy (7
V’(ﬁ;‘i) (]_—”l/e- -_?’l/f)

p?= —d—2 | f(a*—3), und hicraus

1/ a*—b e* : "
.c_———ezl/ I ,dM}_m?sz(a—-—b)

und sehliesslieh die entsprechende Gleichungsform:

T 2 -
(VI) x6+2aw5+bx4——2ez'yaf 6 - (;. -2z'Vf(a’——~b)Jw2—2ex-i-—f= 0. «(52)
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-

Pl g =wr==i0ny he=wl g =-dpipPe= 25 o— diity' = 045

—e '
il = , und hieraus
=
e

/(‘: gk fﬁ”g'—@ac—d)z

und schliesslich die entsprechende Gleichungsform:

e

"~ (2ac -(1)42] e

(VII) x4+ 2ax® + alxt+ 2ex® - da? Qe [cz

SRy t==4() b= (), G=ec, 7 =0c"—F

)m'2= at—b, ¢ = |2ac—d]|: 2 ) ,  daheg
b 20 c—d)?

ol . gl
iR T

A\

uud die entsprechende Gleichungsform :

7\2
(VIII) b 200+ bt 2c a3 da [cz (42?:2_‘?)] — (),

9. p=q=0  [m”
c = Vf—-.l)' l/ at—b 9 d—=—%2a V:f—j)'z, daher

Z/L‘z.___ 20|/ f—d = (|/f a(*)’Z H (1,2—21)7 hiemit

=a* 'b.v '/2=f; e=0

SN
=0, =2 [/f+— (\/];c) )
; as—1Dh

und sehliesslich die Gleichungsform :

P N
(IX) 2%+ 2auw’ bt 4+ 2t g- [2(; Vf— \VC{;_[)) . @t 4 f = 0.
10. g=m'=0 / h—a? @ n b — )2
\]):—_ ) —:(1,—’ -pl_:( 4 ) d7 .(112_= _f
P~ = , daher

“r VS

ab-Sab (b -a2)2 o2
C= —=—, d= —= B
P 4 i
und die zngehirige Gleichungsfoim : y
i N e .
(X) @b+ 20484 bt + (ab—a”)2* + i —}—-f— at+-2ex+f=0.
11 === ; @
’ Pr=—fs =0, p==1,
2
m'? = a®—b + c,
a
@ Do |
d—:di. 2Va’l 7)+a><z\/f,
und die Gleichungsform :
c el 2
(XI) 2+ 2axt + bt 4-2c® 4~ [a’l -21.[/]0La2 = ac]]x”'ff-—_ 0.
12, ge=g'=0 gibt e = =0, uud somit eine Gleichungsform, welche als Gleichung des

4ten Grades behandelt werden kann,

Donkschrilton der mathem.-naturw, Gl XLIV.Bd. Abliandlungon von  Nichimitgliedora.
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«(H3)

.(54)

~.(56)

o (BT)

(58)
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13. m'=p'=0 ( b—a* 2e } e
\P="2—7 /e ol o ‘(g,_‘_l;éji"‘f
/
)c=4e—i—a(b—a2)2 g o=+ 10ap, (59)
2(b—a? ' 4(b—a®)
und die Gleichungsform :
4@—}—(1(6——0&2)2} [(b—a2)3—i—16ae] .
6251)4[ I | 8 Ly = | %p? 1 Qe . =0
(XII) 2’ +2ax’+bx* + S E T = L(—a) &+ 2ex—+f =0.
14:. m’= ’=O b--az i
q - 72 %) q = Vf’
pladi, )2
e Pl | 4_) +2| f—d, ..(60)

r ab—a® e

o= VF+ g5 e="2 VR

und die Gleiehungsform:

(XIID) 20420 2° + b + (2 f+ab—a¥) e+ da? + (b —at) | f o+ f = 0.
Endlich ‘
15. p'=¢'=0 [ -
R g=Vf,'p= e;, m'2=az—b+2€-,
Vf V¥ (61)
2
d= e'*+2a ] El—= i U
und die Gleichungsform :
: 2
(XIV) 282028 4-baxt 4+ 2 ([/f+ ;’;‘J S [; +%a VfJ ? -+ Qew 4 f =0,

Um einen von den Fillen der Dreiungen hier noeh anzufiihren, sei etwa

Z) = q =1 0’
dann ist
ze

Vd

02 -
= 0N frees 7= = /)'-—__.—~z'\/d, G — ..(62)

und die Gleichungsform :
2
(XV) @ +-2 a4t ot +dat4-Qew—+ 5 =0,

d
Die tibrigen poeh ausstehenden 14 Fille, sowic auch diejenigen, welehe die zur Gleiehung (29) gehsrige
Reeiproke bieten® diirfte, dbergehen wir ibrer einfachen Behandlung wegen, nnd begniigen uns, im Vorher-
gehenden den;Weg gewiesen zu haben, wie man solehe bei Gelegenheit von praktischen Anforderungen auf-
zusuechen und zur Auflosung zu bringen hat.
In Bezug auf Gleiehungen vom achten Grade

F@)=a+2ax"+bab+2cxd4-dat+2e et -faxt+2g x+h=0 .(63)
haben wir
— 20 =]
72—4:, 38—— [nn_.]_ ] = (g] =35’

Sflw)=[a* +aa+p et t-gae kP — [0 2d+p 22+q w+k P =0. ..(64)
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Aus der Vergleiclimg der zu gleichnamigen Potenzen von = gehdrigen Coéfficienten erhaltgn wir:

b=2p—+a'—a"?, S=2pk—+q*—2p'k'—q'?,
e=g-+ap—a'p), g=9k—q'%,
d=2k+2aq-+p*—2a ¢ —p,  h=k'—k", %,
e=ak-+pg—ak'—p'q,
nebst den znr Anfsuchung der Wurzeln dienenden G]eicimngcn des vierten Grades:
2t (a+a") P+ (p+p) 2P+ (g )+ (h+E) =8
&+ (a—a) P+ (p—p") 2P+ (g—¢) x+(k—F) = 0. ...(66)

Bei der Annahme des Verschwindens eines einzigen von den Elemenfen p, ¢, %, o', p'y ¢', &' gestatten
dic Bedingungen (65) keine so leichte und unmittelbare Anflisung; wirwerden daher hier blos einige auf das
Versehwinden von zwei oder drei der erwithnten Elemente sich griindeside Gleiclungsformen vorfithren.

Bei der Annahme p=¢=0 erhalten wir:

1

(l'2=a,2—b, = Vaz—b’ gl]clz_—g:
ol — c 9
alk- V(lz——-b]i," =k I/az'q_i == ...(67)
2
h—2q o —b— d
2k 2q|/a, b o) d.

Aus den zwei letzten Gleichungen 7% climinirend-erhalten wir:

b 2e 3 7 5 ekl c? ]_
q [ ‘7&2~b -+2a la* -Z)]«-*?]ﬁ WV i = = [d-—f T == -.(68)

Multiplicirt man diese Gleichung mit 2’ amd setzt danu an die Stelle des Prodnetes ¢’ seinen Werth —g,

so gelangt man zur folgenden Gleichung :

2V a*—b k2

j2e»--a(d+azc:b]]k'+2g (.'Va,;_b +alat -bJ:o. (69)

Auf Grund eines ans dieser Gléichung (69) gewomnenen Werthes von 2 erhiilt man ans der ersten Zeile in
(67) unmittelbar die Werthe vow ¢/, p, o' nnd damm ans einer der folgenden Relationen in (67) den Werth
von & Werden mun dureh dag'gewounene Werthsystem die simmtlichen Relationen in (67) und (68) erfiillt,
so wird eine solche Coéfficienten besitzende Gleichung eine speciell allgemein anflosbare Gleichnngsform
sein, welehe ilire acht WwZeln aus den Gleichungen (66) bezieht, sobald man in derselben an die Stelle von
py 0y ky oy py ¢, & die ans den Relationen in (67) und (68) ernirten Werthe hineinsetzt.

Driickt man mittefst der Gleiclmngen (69), (68) nnd der letzten in (67) die Grossen %) ¢', & durch die
Coéfficienten a, b, c5d, e, g ans, 80 lassen sich schliesslich anch die Coéfficienten f und % durch a, b, ¢, d,
¢, g augdritcken, und etwa in folgender Weise bestimmen:

f‘:‘f’(a? b: ) d: y .(/) 2 2)
h=1(a, by e, d; €y g\:—_ ¥, ...(70}
nnd die Gleichnng

(I) o a4 2ax’+bab 4 2cxd+dat 42 et +oaP 429w+ =0, (L)

ist eben die verlangte specielle allgemein auflosbare Gleichungsform.

I
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Bei der Annahme
p= fo = g' =0

hat man nach (65)

a*=a*—b, g=0,
Bre il o= {A(—a) o
c=g—p\at—b, d=2ag-p*,
f=gi—24 Vb,
hieraus zur Bestimmung von p’ und ¢ folgende Gleichungen:
p?—2ap' {aP—b-(d*—2ac) =0, (13)
g=c-+p' {a®—b.
Auf Grund der hier erhaltenen Werthe von p' und p crhilt man aus der letsten Gleichung in (72) den
Werth von 7 etwa in folgender Form :

S=9(a, b ¢, dy=y¢, .(74)
und in Folge dessen die zugehorige allgemein aufloshare leichungsform
(1) @®+2 a2 b a¥+2 et dat 2 |[h(b—a?)adt-pat il =0, - (15)
Die Durchfithrung der iibrigen Combinationen®der gleich Null zn setzenden Blemeute dem Leser iber-
lassend, wollen wir in Kiirze cine dhnliche Discuggion der Gleichung des zehnten Grades vorbereiten.
f@)=a"+2 ax%+b 2®+2cx’oF d 242 cxP+fat 29 P +hat+2 L a+1{=0. ..(16)
Hier haben wir zu setzen
S @) =[x +aat+p P +GuP+rax—-t]? — [a' tt4-p aP--g' 2?2 x—+E |} =0, (17)

und erhalten aus der Vergleichung des”zu gleichen Potenzen von z gehdrigen Coéfficienten folgende Bedin-

gungsgleichungen:
b=2p-+a*—a’?, f=2at+2pr+¢*—2a' ¢ —2p'r'—q'*,
c=qg-+ap—a'§, g=tpt+qr—t'p—q'r’,
d=2r-+2a¢rp*—p*—2d ¢, h=2tqg+r*—2¢¢'—r'?, 1)
e=t—+ars$pq—ar'—p'q, k=tr—tr, t=20*—1t'%
und aus (77) die zur Besfimmung der Wurzeln von (76) dicnenden Partialgleichungen im Folgenden:
D= @i~ (a+a") @+ (p+p') &+ (g+') 22+ (r+7") 2+ (t4+£) =0,
I =&t (a— ) @4 (p—p’) 23 (g—q') - (r— ) ot () = . (19)
Der Annahme
== == +(80)
entsprechen folgende Bestimmuugen:
at=al—b, p'=—c:|at—b, ¢ =—|d(a* b)+ec?|:2(at _(,):2",
e=t—r [aP—b— 2[%((22;_5.)5;; °d
) f=2at—2¢ | a®— b+ i g et ‘f‘czl,z, &
' Va*—b 4(a*— b)? ~(81)
N

3
Va®—8 2(@2—5)3
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iy 2
— [d((t b>-:—c ] ——7"2, b= — AT’t’,
(n,z—b) 2 ...(82)
l=*—1?

Der Bedingung (80) gemiiss sind die Grossen «', p’, ¢ bereits in der ersten Zeilegn (81) bestimmt, die
noch dbrigen drei Grissen ¢ ¢, ' erhiilt man sehr leicht ans den weiteren drei lineargn Gleiclmngen (81).
5 9179 g
Setzt. man die so erhaltenen Werthe von ¢, #, »' in die drei letzten Gleichungen in (82) cin, so erhiilt

man etwa: "
h=g9(a. b, ¢, d e f g):[/z],

k=g, (0,1, ¢, d ¢, f.9) =], . (83)
l=¢3(a,b, ¢, d, ¢, f, 9) =[],

und schliesslich die der Annahme (80) entsprechende Gleichungsform

(D w2 a a0 a®4-2 c ' +-d P+ 2 e i fut+2 g P 4- B 2?42 [ k| e+ [{]=0, «.(84)

deren Wurzeln ans den Gleichungen des fiinften Grades in (79) gezdgen werden.

Der Annahme
el (85)

entspreclhien folgende Bestimmungen

. 3
t:Vl, r=1rk: W, g=Pl—k*): 207,

b 3

p=Q20%kg—%k I g Ql"*’, a'2=——[2gl2+/c:‘——/x:ﬁl)l * rat—b,

i (]:, A? J J @ [ kh & l’;“] ) S 7. ol [] 2 - 1( ek ]L.:;]z 5
= - == == -+ -V — —_ -+ —p't—a =
CoyrkeT el Ty YT e g o T T e T T Lse)
e - ) 45— ==
B bk ) , = I =h o
2Va2---b +-»[?g-+ 7 1”] ! 2Va2— poyyie [‘29+ 5 — l‘]
md anf Grundlage dieser Werthe erhilt mancauvs dev vierten und fiinften in (78)
e==g, (@ b, <, dy g, b, %, == «(87)
T (0 016 W0 g W R T
und schliesslieh die der Annahme (859 entsprechende Gleichnngsform:
(IT) @42 aw¥+-b a8 F 2 ca '+ dad+2| e|a®+ | flat 42 g wd4-hat -2 hx4-{ =), ...(88)

welehe auch dureh Gleichnngensfitnften Grades aufgelost wird.

Scliou die Gleichung des@%elnten Grades, wenn selbe wirklich als irgend eine speeielle Gleichuugsform
erkaput, it ihven Codfficiegten die Anffindung wenigstens cines Systemes von Werthen der Elemente “p, 77
t, &' p', q'' ¢ beglinstigt ,ferscheint in Bezug anf ilre Anflosung abhiingig von der Auflésung zweier Partial-
gleichungen, deren jedesdem fitnften Grade angehort.

Dicse Partialgleiglnmgen milssten mm wieder als gewisse speeielle Gleichungsformen sich stellen, wenn
itberhaupt von ciner<allgemeinen Auflosung derselben die Rede sein soll.

Es kann aber auch der Fall cintreten, wo die vorgelegte Gleichuug, etwa des zehnten Grades, in zweierlei
Riicksicht als eine specielle Gleichungsform auftritt — vermdge welcher Eigenschaft das Gleichungspolynom
sich einmal als ein Product von 7 und /7, ein anderes Mal hingegen als ein Produet von P, und P hinstellt —

dann wird cine solehe Gleichung thre Wirzel bezichen kinnen aus den Partialgleichungen

P=P,=0=DP,=0 wo PP,=P.T=f) ~(89)

von welchen eine jede ein System von fiinf Wirzelu zu bieten vermag.
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Schon ans dem Begriffe der Partialprodncte sehliesst man, dass etwa I’ und P, mit der Nulle verglichen,
wenigstens cine gemeinschaftliche Wurzel besitzen miissen, welehe ganz gewiss anclsder Gleichung

P—P=0 -(90)
angehiren nmss; dass anf gleiche Weise die Gleichungen wenigstens
&i==Qy B0y =P =0, «+(91)

eine gemeinschaftliche Wurzel besitzen miissen, welche sich sowohl ins(90), als auch in (91) je aus ciner
(leichung des vierten Grades bestimmen ldsst. Nach Ausscheidung der nun gefundenen gemcinschaftlichen

Wurzeln aus den Gleichungen
PAaN)™ 12yl (92)

verbleiben noch zwei Gleichnngen vom vierten Grade, deren nungmdgliche Auflosung die tibrigen acht Wur-
zeln ergibt.

Wiirde man zwischen zwei Sorten von Partialgleichungspgaren noch die am Eingange dieses Paragraphes
erwilinte Bestimmung des grossten gemeinschaftlichen Magges in Verwendung nehmen, so kénnte man die all-
gemcine Auflisung der vorgelegten Gleichung abhiingig<machen von der Auflésung der Partialgleichungen
noch ticferer Grade als der vierte.

Sollen Gleichungen von noch htherem Grade awf Grund der speeiellen Eigenschaft ihrer Cosfficienten
eine allgemeine Auflosung zulassen, so miissten solehe Gleichungen nach Bedarf in mehrfacher Riicksicht als
eine specielle Gleichungsform sich stellen und inadthiger Anzahl je in zwei Partialgleichungen sich zerlegen
lassen.

Bei Untersuchungen von Nafnrgesetztens kimnen hiufig Gleichnngen hoheren Grades znm Vorsehein
konimen, deren Coéfficienten ans weniger Patametern gebaut erscheinen, als der Grad der Gleichung hinweist.

In solehen Fillen miissen diese Co#ffigienten gewisse Bedingungen crfiillen, und gelegentlich auch solche,
vermbge deren die Gleichungen sclbst eine allgemeine Anflosung znlassen. Eben in dicser Abhandlung findet
man geniigende Anhaltspnnkte, um in golchen specicll gitnstigen Fiillen die migliche allgemeine Auflésung der
(eiching wirklich zu Stande zu bringen. '

§ 4.
Auflésung numerischer Gleichungen.

Zum Zwecke der Auflisung numerischer Gleichungen, gleichviel, ob mit lauter reellen oder anch com-
plexen Coéfficienten, kimmen wir von dieser hier vorgetragenen Methode mit grossem Vortheil Gebrauch
machen.

Wie wir schon ind Verlaufe dieses Capitels uns genfigend iiberzengt haben, sind die Bedingungsglei-
chungen, welehe bei Gelegenheif der Umgestaltung des Gleichungspolynoms in cine Differenz zweier Quadrate
z1r Bestimmung der hiezu nothwendigen Coéfficienten p, g, 4, £,...a/, p', b, & aufgestellt werden, von sehr

5 PR

einfacher Gestalt,"sic sind nimlich durehgehends nnvollstiindige Gleichungen des zweiten Grades.

Zur Auflogung eines solchen Gleichungssystems sehreite man nach Anweisung des §. 5 meiner Abhand-
lung : ,Studieh im Gebicte numerischer Gleichungen, XXX. Band“ in der Weise ein, dass man nach vorliufiger
Weglassung einer Anzahl dieser Bedingungsgleichnngen, an ihre Stelle ebenso viele Unbekannte gleich Null
setzt, und dic iibrigen Unbekannten aus den beibehaltenen Gleichungen berechuet. Dieses offenbar nnrichtige
Werthsystemn wird man dahin verbessern, dass man Eine von den ansser Acht gelassenen Gleichungen und
auch eines von gleich Null gesctzten Elementen in die hiezn nothige Reehnung einbezieht. Setzt man dicse
Correction stufenweise fort bis man bereits die letate, ansser Acht gelassene Relation und auch das letzte
unberiicksichtigte Element in gehorige Rechnung gezogen hat, so wird das so crhaltene Werthsystem gerade
dasjenige scin, welches den aufgestellien Bedingungen entspricht, und die crwiinschte Aufstellung der znr

Bestimmung der verlangten Wurzeln dienenden Gleichungspolynome hewirkt.,
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Wiren dic Gleichungen des vorgelegten Gleichungssystems von hoherem Grade, so miisstg” man der so
beschrichenen Corrcctionsstufen so viele durehmaehen, als die nm eine Einheit vermindexfe Aunzahl der
Unbekaunten betriigt. In dem Masse wiirden aber auch die Correetionsreehnungen selbst zu grosseren Dimen-
sionen anwachse.

Gliieklicherweise wissen wir ans Frfahrong, dass sogar bei Gleichungen des zehnten Grades das bentthigte
System von nenn Umstaltungsbedingungen es erlaubt, gleich mit sieben dieser Bedingiingen den Rechnungs-
antang zu machen, wn schon nach zwetstufiger Correctionsreechnung eines und nagh Bedarf zweier Werth-
systeme fiir die Unbekanuten habhaft zn werden, welehe die erwiinsehte Uwstaltung bewirken. Bei Gleichuu-
gen des seehisten Grades ligst sich der evwiinselite Zweck sogar mittelst einer einstufigen Correction erreichen.

[st einmal die 1nstalting des Gleiehungspolynoms in der nothigen Anzall erreicht, so gelangt man
schliesslich zu Partialgleichungen, deren Auflosnng man naeh bekannten Gesetzen bewirken kann, unbekiim-
mert, ob die hervorgehenden Wmrzeln reell oder anch complex sich gestaltes.

Bei einer Gleicliung héheren Grades, welehe melr als vier complexe Wurzeln besitzt, konnen wir nael
Ausscheidnng dev reellen Wurzelfactoren anf eine Gleichung mit lanter imagindiven Wurzeln kommen, deren
Grad der Annahme gemiiss die Zahl 4 iibersteigt.

In solehen Tillen sind die bisherigen Trennungsmittel voncomplexen Wirzeln bekanntermassen so
complieirt und weitlinfig, dass der Wunseh, nach weitereu neuest Erleichternngsmitteln sieh nmzusehen, nur
allzu gereehtfertigt erscheint.

Mit der hier besprochenen Methode glanbe ich zur Behebung dieser Art Unznkommliehkeiten Einiges

2T

wissenschaftliche Beachtung verdienendes, beigetragen zu Ligben.

II. Capitel.
Uber die graphische Bestimmung von reellen Warzeln der Gleichingen.

In der Abhandlung: ,Stndien im Gebiete wmnerischer Gleichungen, Denksehriften XXX. Band“ habe ich
anf die Construetion der sogenannten Integratéurve gewiesen, welehe bei Ermittlnng von reellen Wurzeln von
algebraischen Gleiclnmgen wesentliche Diegste leistet. Lhre Darstellung und Verwendnng hat in letsterer Zeit
cinen wesentlichen Fortselritt anfznweisen” dureh den von mir erfundenen Mechanismus; weleher bestimmt ist,
von dem Carvenpaar: Integral- nnd Differentialeurve eine durch cinen continuirlichen Zug darzustellen, so-
bald die andere bereits als cin contivmirlicher Zug auf der Zeichenfliiche vorliegt. Ausser dieser Vorriehtnng
leistet bei der Vornahme der Trenunng von reellen Wiwrzelu anch mein Conograph und Cyeloidograph wich-
tige Dienste, welehe bestimmt simd, bei beliebigen Parameterverhiiltnissen die Ellipse, Parabel, Hyperbel
und Cyetoide auf der Zeichentliche zur Anschanung zu bringen. Indem ich noch auf eine reichbaltige Quelle
von praktischen Constructionsmitteln hinweise, welche nns die sogenamnte descriptive Geometrie bei solehen
Vorgitngen an die Hand bietet, will ieh im Verlaufe dieser Abhandlnng die mathematischen Grundlagen ent-
wickelu, welehe uns in Stand setzen, von den crwihnten IHilfsmitteln einen geregelten, migliehst vortheil-
haften Gebraneh zu machen, wn mittelst Zeiehnuug die Trennnng der reelion Wurzeln bei algebraischen, wie
aueh bei ciner gewissedi Classe von trauscendenten Gleichungen zun bewirken.

& 1
Bestimmung dev reellen Wurzelu algebraischer Gleichungen.

Setzt man in den Gleiehungen

2n4-1 2n
S, [4,0m=1=0, S, [d,2%—]=0, oo ()
0 0 =

wt=1, .
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so erhilt man dicse Gleichungspolynome in folgender Form:
z2[byy b - b, [~y TR e, | =D, )
a by Byt .. By — [y R0,

mit den Bestimmungen

00=—A1 0(')=,—A0, (4)
bo: Ao b;r“ Au

und schliesslich auns (3) und (2)
(lom I T e (A
bey® 09—t b, | R Y A B .. (B)

(’mZ: Yy .Ez‘_f- K]

zwei Gleichungspaare mit den Unbekamnten = und y, welche densin (1) vorgelegten Gleiehungen entsprechend
dquivalent sind, in Bezug auf dic zu bestimmenden Werthe von'z.

In Bezug auf ein orthogonales Axensystem woy driiekt jédes der Gleichungspaare in (5) ein Hilfscurven-
paar aus, welehes durch seine Durchschnittspunkte zu sofé¢hen @-Wertheu fiihrt, welche der entsprechenden
Gleichung in (1) als Wurzel angehoren.

Die Parabel (x*=1y) nennen wir die erste Hilfscufve, dagegen die zweite in Form ciner aus » gehamnten
Bruchfunction dargestelite Linie die zweite Hilfscurye. '

Die crste Hilfsenrve lidsst sich schr leieht aufoder Zeichenfliche darstellen. Es handelt sieh nun darwn
dic Darstellung der zweiten Hilfscurve nach Mogliehkeit zu erleichtern, wn eben hiedureh in Stand gesetzt zu
werden, die reellen Wurzeln der Gleichungen iw{1) sehnell und einfach zu bestimmen.

Man kann es immer so einrichten, dass it der gegebenen Gleichung A, =0 sich ergibt; daun in (5) bei
ungeradgradigen Gleichungen der Zihler dey” Bruchfunction wenigstens nar einc LKinheit sich ticfer stellen als
der Nenner; dagegen bei geradgradigen Gleichungen wird der Nenner der Bruelfunction sich wenigstens mn
zwei Einheiten tiefer stellen, als der Zikler.

Wenn man cin algebraisches Polynom vom mten Grade dureh ein Pol ynom vom (m—s)ten Grade dividirt,
und den hiebei sich ergebenden Quétus mit der nuliten Potenz von y abschliesst, so erhilt man einen Rest,
welcher hochstens dem (m—s—1jten Grade angehort. Bezeichinet man diesfillie deu Zihler mit Ju(y), den
Neuner mit f, ,(y), den Quotugmit ¢,(y), und den Rest mit ¢, , (y), wo dic angefiigten Zeiger auf den
jeweiligen Grad des Functionspolynomns hindeuten, so erhilt man:

e VRO LSy i ikl
oder auch @)

Jm=1Y) . 1

Fal) oot )’ Ty

’703(./> = fm- - (y)

o qe v . ‘ b i/ i . . . . .
wobei dic neuerdings sich ergebende Bruchfuuetlou I ’(( )/ ) in der Regel nur cine einzige Einheit als Grad-
m—3 Yy

differenz aufweist.
Mit Hilfe der in (6) und (7) angedeuteten Operation erhilt man nun dic Gleichung der zweiten Hilfscurve
in den Géstalten:

Lyt 1 Doty 1
m3+...-+—a" xs_-}—,”—}—_.
‘8 Lg

je nachdem fiir 4,=0 dic Gleichung aus (1) uugeradgradig oder geradgradig sich crweist.
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[liebei sind die mit @, bezeiclmeten Ansdriicke ganze algebraische nach den Potml/,en ven y geordnete
Polynome. Bezeichnet man mit 2, den Grad yon «,, so muss im Allgemeinen

fiir nngeradgradige Gleichuugen m, —4-my, ... 4-m, =, el
o geradgradige " My Mg+ oo Mg =17,

sich erweiseu.

e el ol ;
Hicbei ist und respeetive — als der letzte Kizengnngsbruch des Kettenbrwehes anzuschen, dessen
X, &g

Zihler eine vou y nnabhiingige, liemit eine constante Giisse ist.

In dem Falle jedoch, wo der Zihler des letzten Erzeugungshrnehes cin nach y geordnetes Polynom £, ()
vorstellt, Konnte der Absehluss des Kettenbruehes nur daun erfolgen, wenit chen die Nenunerfunction des
letzten Erzeugungsbruches dnreh das Polynow 7, () theilbar ist. In einent solchen Falle ist der Ausdruck
Jo () ein gemeinschaftliches Mass des Ziihlers nnd Nenners des in einen Kettenbrmel verwandelten Functions-
bruches, bildet einen Divisor des entsprechenden Polynoms in (3), uud liefert die Partialgleichung

o) =0, (10)

deren Wwweln: y,, v,, wy,...y,, fiiv die vorgelegte Gleichung ein System von 2¢ Wirzeh

= f / : : /
+Vl’/|:"'l’?/1n'+l’yz'_vyz)“'r_"l/yq)"l’?/q «(11)
veranlassen. In cinem solchen Falle werden an dic Stelle der Relation (10) die Fxponeuntenrelationen
my—=-Mmy—4-... +W;—=n—q

(12)

My == =My~ .. -y = N—4,
treten.

In der Regel stellen sich die Ansdviicke x, als dém ersten oder dem zweiten Grade angehorig; aber eos
sind aueh Fille denkbar, wo solehe auch einen hitheten Grad erveichen. Inmerhin kann man in Bezug anf ein

Coordinatensystent oy, o einen Ausdrek der Fos:
@y = by =By Y-y P oo AT Y £(13)

als eine Parabel der mten Ordnung denken damd auf irgend ecine Weise dureh einen continuirlichen Zug dar-
stellen. Tst dies in Bezng anf ein jedes iu”(8) ersichfliche x, geschehen, so brancht man fiiv irgend einen
Werth von # wir die zugehirige, zn o parallele Gerade zn legen, nm sofort dic entsprechenden Werthe aller
in (8) ersichtlichen wx, zur Ausehanung@u bringen. Der Bequemlichkeit wegen kanm man hiezu cine zur Axe
ox parallel entsprechend dicht rastrivte Zeichenfliche in Verwendung nehmen.

U fiir irgend cinen Werth vow' » den die Ordinate @ bildenden Kettenbrueh dnreh eine entsprechende
Lituge darznstellen, wird man dext 1'0cipr0_kcn Wertl vou wx, anfiigen an den Endpunkt von 2, _;; den reci-
proken Werth des gefundenen Asfiigungsbetrages an den Endpnnkt von =, _,, und sofort den reciproken Betrag
des anf obige Weise verdinderten w, an den Endpnnkt von . Aunf diese Weise crhiilt man zu einem jeden
Werth von y dic Linge dewKettenbrueliordinate @, nnd hiemit anch die Lage des entsprechenden Punktes
(y, #) und gelangt scllicgflich zur Darstelhmg der verlangten, in der Gleiclnng (8) analytisch bestimmten

zweiten ilfscurve selbst.

Tig. 1.
! N TR o !
Thlh?': ((
T ' we(14)
1 H'HTT ) (14
0 L" ,L 1] | (

I (14) schen wir eine Linealvorriehtung , anf welcher cin anf rechtwinklige Assymptoten bezogener, der
Gleichung &xn==1 entsprechender Hyperbelast eingravirt ist. Hichei ist das zwischen dem Hyperbelast und

Denkseliriften der mathom,-nalurw, G, XL1V, Bd. Abhandlungen vouNichtmitglicdern, m
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der Axe o& eingeschlossene Feld mit zur ov parallelen Geraden in lauter schmale Streifchen abgetheilt, Aut
einem solchen Lineal ist es sehr leieht zn eciner beliebigen in die Zirkeloffnung genginmenen Linge, die zn-
gehorige reciproke Linge unmittelbar abzngreifen, min sofort mit der so geiinderten Zikeloffuung die Liinge
cines in der obigen Operation an die Reihe kommenden wx, cntsprechend zu verindern. Uberbanpt leistet
ein solches Lineal schr erspriessliche Dienste bei der angeniiherten Darstellung des continnirlirchen Zuges der
durch obigen Kettenbruch (8) bestimmten Hilfscurve.

Dic erste Hilfseurve ist offenbar cine gewdhnliehe Parabel, und Eisstésich ebenfalls mit meinem Tnsten-
mente (Conograph) sehr leieht durch cinen continuirlichen Zug darstellen.

In den Begegnungspunkten der erwiilnten Hilfsenrvenpaare ergibt sich jedesmal ein Coordinatenpaar
(xy), welche die Gleichungen des Hilfscurvenpaares nnd somit anch die vorgelegte Gleichung selbst erfiillen.
Der ' Werth cines jeden Begegnungspunktes der Hilfscurven stellf somit eine Wnrzel der gegebenen Glei-
chung vor.

In dem Falle, wo sich aus dem Gleichungspolynom ein Faetor £,(y) wegdividiren Lisst, stellt die Glei-
chmug der zweiten Hilfsenrve blos dasjenige Gleichungspolynom vor, weleles sich als Quotient bei dieser Divi-
sion ergibt, und zn den in (12) erwilmten Wurzeln blos dic noch itbrighleibenden Wurzeln der gegebenen
Gleichung zn liefern hat.

Insolange die im Kettenbrneh spielenden Functionensic, den zweiten Grad nieht tiberschreiten, kiinnen wir
das in (13) dargestellte Parabelsystem theils aus Geraden, theils aus gewthulichen mit dem Conograph leicht
darstellbaren Parvabeln znsammensetzen. In den speciellen Fiillen, wo sich die «, in hoherem Grade ergeben,
als im zweiten, wird es geniigen, das gegebene Gletchmigspolynom mit einem neuen Wurzelfactor etwa, (z—1)
oder (z—) fiir ein passendes o zu multipliciren; nm hiedurch zn ciner Gleiclung zn gelangen, welehe dann
im Kettenbruche dic missliebigen hohergradigen a-, nicht melir zum Vorschein bringt.

Naclh dieser fiir Gleichungen beliebigen &rades sich gleichbleibenden Methode gelangen wir zur Bestim-
mung aller reellen positiven und negativen Wurzeln nnd gelegentlich in den Fiillen (12) zn Paaren von einander
entgegengesetzten Wurzeln, welche diesf#llig auch complex sein diirfen,

In den specicllen Fiillen, wo der Gfad der vorgelegten Gleichung den sechsten Grad nicht iiberselreitet,
lassen sich cinige Vereinfachungen dieser Methode constatiren. Die Gleichungen, mit Linschluss deren des
vierten Grades, lassen sich mit Hilfe der Begegnungspunkte von Kreisen und Ellipsen nnd gelegentlich anch
von Geraden ausfindig machen. fSiche meine Abhandhmg: , Studien numerischer Gleichnugen im Anhang,
Bd. XXX der Denkschr. d. kais: Akad. d. Wissenschaften.) Von der Behandlung dieser Gleichungen wollen
wir hier absehen und mnmittelbar zn Gleichungen des fiinften und sechsten Grades sehreiten.

Diese Gleichungen komsfen wir immerhin in der gemeinschaftlichen Form

25+ A, e+ A 28+ A, P+ A o+ 4, =0, £ 1))

voranssetzen, da im Fall 4,=0 das gefundene Wurzelsystem dieser Gleichung nach Ansscheidnng der Wurzel
=0 dic vollstiindige Auflosung der Gleichung

@Ay 2P Ay w4 A, w4, =0,
bildet, und in dem Fall, wo die Gleichung der Bedingnng A, — O nicht entspricht, durch cine hichst einfache

- Az, . At .
Substitution @z =y— ' die vorgelegte Gleichung in eiue solelie Form iihergeht , wo, von links nach rechts

gehend, das zweite Glied fehlt.

Wiehtig ist es noeh, dass neben 4, =0 der Coéfficient 4, von Null verschieden sich gestalte. Wenn die
sur Auflosung vorgelegte Gleichung in Folge der erwiihnten Transformirung neben 4,=0 aunel noch g =0
bietet, dann wird hoffentlich dic reciproke Gleichung der gegebenen nach erfolgter Transformirung neben
A, =0 ein von Null verschiedenes 4, liefern.

Ist jedoeh die gegebeune Gleichung auch bei ihrer veciproken Gleichung nicht im Stande bei obiger Trans-
formirung nehen 4, =0 ein von Null verschiedenes .1, zu lefern, so wird dic mittelst Substitution o= y+«
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umgestaltete gegebene Gleichung fiir sehr viele Werthe von « die Iiligkeit erhalten in der Trausformirung
ihrer reciproken Gleichung neben .4, =0 ein von Null verschiedeues A, zu gewiihren.
Unter der nun gerechtfertioten Voranssetzung .1, 0 erhalten wir aus (15)
5 tS) g >

ot = (IR
setzend
T (Ayy—+A)—(—y*— Ay y*— A y—Ay) =0 ~(18)
Hicraus ergibt sich
T Ayt — Ay —A, =
fde= Ty =+ N L)
mit den Bestimnungen
; 1 A — A4 2 4-H, A, A, — A, A2
Zy=ax’+by--c, e==-r b= Ay AJ” 13, c= A rzng" /44'*, ...(20)
3 3 3

g= M Ay A, A2 A, A3 A, — A, AR

)
Vou da an sind zwei Fiille zn heriicksichtigen, je nachdem der &usdruck g versehwindet oder nicht.

[. Ist g=0, so ecrscheint dic gegebene Gleichnug oder Fielmehr die Gleichung (18) in folgender
Gestalt

x(Ayy—+A;) ~a, (A, y+8d,) =0, ~(21)
welehe vor Allem fiir
y= 4 hiemit  @=—+ V A; (22)
K - - 3 ' o— i . o - ¢
4, 4,’ (az,

erfiillt wird.

Nach Wegschaffung des in (21) ersichtlichen gewteinschaftlichen Factors (A, y-+.1,) erliilt man aus (21)
diec Gleichung

& =wy=a y*+by-+c, (23)

welehe in Verbinduug mit (17) zwei analytisch bestimmte mit dem Conograph darstellbare Parabeleuryven vor-
stellt, die w den vier eventuell moglichen Begegnungspuukten zn vier reellen Werthen von @ fiihren, welehe
in Verbindung mit den zwei Wurzeln in (22) das verlangte System von sechs Wurzeln der diesfiilligen Gleichung
(15) ausmachen.

Es kounen auch Fiille vorkonumen,ewo die Hiltseurven (17), (23) blos in zwei oder anch in gar keinem
Punkte sich schneiden nnd den Schlfiss veranlassen, dass von den vier aus (17) und (23) zu zielienden
Wurzeln entweder zwei, oder auch glle vier als complexe Winrzeln sich gestalten.

II. Ist ¢SO0, so setze man

g m" w'
R e
A g4, 27 TV
und erhiilt folgende Gleichungssysteme:
2" (dyy+d)=2g, ' =2ay*+2by+-2e, - (24)

2

-y =0. ~(25)

@ —-..2 (o' +x'"), x

Die erste Gleichung in (24) bestivimt eine auf die Assymptoten

b2 b , i A
, n=— mit dem Parameter ~ zu beselrei-
a

w=0, &=, y+1.] berogene Hyperbel,

dic zweite hingegen eine aus dem Scheitelpunkt | &= 2¢—

Za 2a

bende Parabel, welelie ihre concave Seite in der Richtung der Axe o oder o’ hinweudet, je nachdem a
ein positives oder negatives Vorzeichen beurkundet. Hat man diese zwei Carven mit dem Conograph auf einer
parallel zur Ox ragtrivten Zeichenfliche dargestellt, so gelangt hiedurch an jeder dieser Parallelen das dem

"

gemeinschaftlichen y entsprechende Werthepaar .+, 2" zur nnmiticlbaren Anschanmng, mnd es lisst sich sehr

m#
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t i

leicht auf dieser Parallelen der zugchorige Punkt /L —;w_ cinzeichnen, welcher der ersten in (25) ersicht-
lichen Hilfscurve angehirt.

Betraehtet man dic zwei Kegelschnitte in (24) als Zweige einer und derselben Curve, so kénnte man die
in obiger Weise punktweise leieht darstellbare Hilfsenrve in (25) als cine Duschmessercurve auffassen,
welche das zur Oz parallele Sehnensystem der in (24) gegebenen Curvencombination gleichzeitig halbirt.

In den Begegnungspunkten der Parabel x*—y =0 mit der Durelgnesserciuve kowmmen diejenigen

« Werthe zum Vorsehein, welehe simintlich dic verlangten reellen Wurzgln der vorgelegten Gleichung (15)

ausmachen.
Fig. 2.
- I
5 i o :
T o
o A | e
T | | T— ]
ety I i S—
114 Ik —l T
S b | L e e = -
..1I .'!1‘--—._;-_!___-.__!--':"_ l'. .‘.I’?_\_ __\_ ____:—_- o “.(26)
i it 20 N Pty = =
of S (it Sk = O el
sosh faat it ==
T
IL‘-~--.._|_‘___.‘:.'_._,..-f i"l s . = _,]-_;,

In vorstehender Figur schen wir die Skizze des sogenannten Bisseetors, welehen ich in meinem Conograph
als Regulator bei der Beschreibung der Kegelschaitte verwende. Er besteht ans zwei cinfachen Zirkeln /¢ 17
und Ag}', von welehen der grossere doppelt sogdlange Schenkel besitzt als der Kleinere. % und A’ sind die Dre-
hungspunkte der Sehenkelendpunkte des Kieineren Zirkels. Das Lineal ¢, ¢, mit ciner Nut g¢ ist in ¢ um die
Axe des kleinen Zirkelkopfes drehbar verbinden, wihrend ein Stift des Kopfes ¢ bestiinmt ist, bei verschie-
denen Offnungen des Bisseetors in der Nut g¢ sieh zn bewegen. Bei jeder (")ffnun;_;' des Bisseetors befinden siel
die Mittelpunkte /° g/, in ciner geradesi Linie, und ¢ licgt in einer gleichen Distanz von  nnd /. Der Bis-
seetor ist nebstdem so mechanisch coustruirt, dass die in /°, g nnd /| befindlichen vertiealen Stifte mit ihren
Spitzen in einem Punkt zusammenkommen, sobald der Bissector geschlossen wird. i

Denkt man sieh das Fihrungslineal @), ¢, zwischen die Rollen einer ortogonalen Coordinatenleitung ein-
gespannt, so kiunte man die beiden Schenkelendpunkte 7, und 7/ in die Hande fassend, eine Bewegung des
Bisseetors veranlassen, dass die Stifte in /° und P’ zwei auf der Zeiclienfliche bereits ersiehtlichen Linienztige
befahren; dann wird ein S¢hreibstift in ¢ eine Curve beschreiben, welche das zur Axe ox der Coordinaten-
fithrung parallcle Sehnengystem gleiehzeitig halbirt, und demgemsiiss als eine den Zweigen PP, P' I in Bezug
auf die Sehnenrichtung <z’ entsprecliende Durchmessercurve angesehen werden kann. Der Bisseetor ist hicr
der natiirliche Durchmessereurvenzirkel. Im Angesichte der obigen Darstellung wiire nun der Beweis erbracht,
dass mit Hilfe meines Conographs die grafische Auflosung der Gleiehungen his einseliliesslieh der Gleichnugen
des scchsten Grad@s als eine sogenannte directe (nicht tappende) angesehen werden kann.

Fitr 2*=yZerhdlt man aus der Gleichung des achten Grades:

8
,OSC (A:2*—)=0, 4,=0, 4,20, wwe( )
— Ayt — Ay P~ Ay — Ay - A, my—+n
T ™ Ay A y+ A, =\ ) (28)
mit der Bestimmungsform :
Ty =yt +-by-i-c. (29)

I. Fir m=n==0 crhiilt man die verlangte Auflosung ans den Gleichungssystemen :

An 9oy y -l =0y wimm =l +(30)




Beitrag zur Theorie der Auflosung von Gleichungen ctc. 93

x=ay*+by—+ec, 2*—y=0. ..(31)

Ans (30) erhiilt man zwei Paare vou je cinander entgegengesetzten Wurzeln, die ibrigen Wurzelu
ergeben sich ans den eventuellen Begegnungspunkten zwischen den in (31) bestimmten mit dem Conograph
zn beschreibenden Parabeln.

1. Tin Fall der Theilbarkeit A,y*~+-A,y—+A, : my—+n=m'y--n" crhiilt man vor &llem

Tl =N 1
€r = = ~} (32)
=ty [/ P
nud nebstdemn noch die Gleichungen:
1 B
at—y =0, x=uw + T w(83)
&
Setzt man hier 2.x) =w', ———— =", so erhiilt man aus (33) folgefide Systeme:
' -+
' =2ay*+-2by+2¢, x"(m'y-+-n')=2, ..(34)
xl_*_ xl!
L= _T’ ‘.ZUE-—-?/:O) ...(35)

In (34) sind zwei Cwrven: eine gewdhnliche Parabel mid eine Hyperbel bestimmt, deren in (35)
bestimmte Durclunessercurve in ihren eventuellen Begegnungspunkten mit der Parabel w*—y=0 zn solchen
Werthen von . fiihrt, welche im Verein mit dem in (32) &rsichtlichen Wurzelpaar das verlangte zur dies-
filligen Gleiechung (27) gehirige Wmzelsystem ausiachen:

Sollte sich ans (35)" die volle Zahl von sechs reellen’ Wurzeln nicht ergeben, so sind begreiflicherweise
die fehlenden Wuarzeln als eomplex aufzufassen.

III. Wenn endlich keiner der Fiille I. und L. eindriftt, so setze man:

mp-n ‘ 1 "
Ayt e-Ady+A,  x .(36)

il
md erhiilt:

1l .
vl [, O ) T =ay*$by--c, o (my+n)— Ayt — A y—4,=0. «(37)
1

Der graphisch dargestellte Hyperbelzug », und der Parabelzng i, setzt uns in Stand, die zweite Hilfs-

eurve x=ux,+ — punktweise zu bestimmen, und dann in ihren Begegnungen mit der ersten Hilfsewrve znm
" :
1
verlangten Warzelsysteme selbst zuggelangen.

Fiir die Gleichnng
10

S [4,21—]=0, 4, =0, ..(38)

o
(1

hat man fir 2=y die Gleiclung der zweiten Hilfsenrve :

- Agy*~+4, y*+ AP+ AP -Agy+A,, Myt t-ny-+h

78 —= 1 F =2, -2 coo((d
A=Ay A,y A, Yo Ay +A, A, y+ Ay’ &)
mit der Bestimmnnesform :
xy=ay*+by—-c. .(40)
Hier unterscheiden wir vier Hauptfille und zwar in Bezug anf den Ansdrock R =my*~4-ny--4,
Fall I...R =0 (identisch),
w IL...[ = constant,

()

y 1IL...I2 = Function von y des ersten Grades,

. s -
o SINE ARV i o plNgRTRIion « 8 -
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Im Fall T erhilt man aus den Gleichungen
AP+ Ay A, y-+-Ay =0, o=t |y --(42)
eine Partie von sechs Wurzeln, und dann aus den Gleichungen
x=w,=ay*+by—+-c, xt—y=0,
die letzte Partie von vier Wurzeln der gegebenen Gleichung (48).
Im Fall II erhilt man die Parabeln zweiter nnd dritter Ordnung
@y =ay’+by—-c; hw,= A, P+ A, y*+d, y+4,, ...(43)
deren graphische Darstellung zur punktweisen Bestimmung der zweiten Hilfscurve

==t %: ...(43)
verhelfen, die in ihren Begegnungen mit der Parabel w?= g auf die verlangten Wurzeln der Gleichung (38)
hindeutet. Bevor man die zweite Parabel in (43) darstellt, stelle man vorerst ihre Differentialenrve als
gewthnliche Parabel graphisch dar, und leite daraus auf bekannte Weise die Integraleurve ab, welehe sehon
die in (43) verlangte Parabel der dritten Orduung bildet.
Im Fall TH bilde man

S 4 , Ty=a'y?+b' y+c’, (44)
4 ny—i—ﬂ

nund erhilt fiir w=0 den Fall III', und fir »20 den Fall III".
Im Fall III' erhiilt man aus den Gleichungen

ny-+h=0, o= l/;, (45)
die erste Partic von zwei Wurzeln, und die zwei gewohnlichen Parabeln
T o ag/z—l—b y-t-c, &, = a'yz-»k-/)' Y-+, ...(4(3)

werden uns zur punktweisen Dagstellung der zweiten Hilfsenrve

1
x =, -.(47
i (47)
verhelfen, welche in den Begegnungspunkten mit (2*=y) zu der zweiten Partic von acht eventuell méglichen
reellen Wurzeln der Gleiehang (38) fiihrt.

Im Fall III" setz¢vman

w=um, (ny-+*~), ...(48)
und erhiilt die Hiperbelcurve (48), welche mit den Parabeleurven (46) zur punktweisen Bildung der zweiten
Hilfscurve
1
x=w°+_x:—|—x2 ..(4:9)

verhelfen, ‘welche in ihren Begegnungen mit 2*—y=0 zu allen reellen Wurzeln der gegebeneu Gleichung (38)

filut.
Im Fall IV bilde man
1 m' y~+n'

T=1o,+ p -+~ e e Ty=ay*+by--c; o, %a'y+b’, o B0)

und erhiilt den Fall IV’ wenn »’y—+-n' = identisch Nall, und den Fall [V”, weun m'y—+n' 20. ..(d1)
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Tin Fall IV' erhiilt man aus deu Gleichungen
myttny—+h=0, z= =+ |y, -(52)
die erste Partic von vier Wurzeln, nud ausserdem die Linienziige

4. 2 ’ ' ‘
x,=ay+-by--c, x,=a' y+¥, .(b3)
welche znr puuktweisen Bestimmung der zweiten Hilfscurve

x=x0—|—‘-%l, «(D4)
verhelfen, welche in ihven Begegnungen mit x*—y—0 zu der Restpartie dér Wurzelu der Gleichung (38)
ftilirt.
Imt endlichen Falle IV" setze man:
m' y—+n' 1

: . ; (Db
myt~-ny-+/h ) 2 (85)

und crhilt eine Hyperbel «,, welche im Verein mit den Linienztigen (53) sur punktweisen Bestimmung der
zweiten Iilfsewrve

...(56)

verhelfen, welehe in den Begegnungspunkten mit *—y =0 zu allen reellen Wurzeln der Gleichung (38) fiihrt.

Mit der hier gepflogenen Discussion sehiliessen wir,oweil sehon hierans der Weg ersichtlieh ist, wie man
die Discussion der Gleiehungen von noch hoherem Grade eiuzurichiten habe, um die graphisehe Darstellung
ihrer reellen Wwrzeln gehiorig vorzubreiten.

S
Graphisehe Aunflosnng ciner gewissen Form von transcendenten Gleichungen,

Eine transceudente hier zu behandelude Gleichung schreiben wir in folgender Form:

He

§° |, 9] =, )
und sagen, dass diese Gleichung dem mten Grade angehdrt, sohald dic mit A4, , bezeiclneten Coéfficienten
algebraische ganze wit ganzen pesitiven Exponenten in Bezichung aunf cose und sing bis zum sten Grade
reichende Polynome vorstellen. dn Beziehung anf die Auzahl der zum Aufbaue vou 4, , nithigen Zahleneoit-
ficienten ist s selbstverstiindlieh, dass wir diese Anzahl ad minhmnn redneiren. Zn diesem Zwecke schaffen
wir ans 4, , wittelst der Refation eos¢*2=[1 —sin*¢|¢ alle hoheren Potenzen von cos¢ weg, und erhalten
schliesslich den Coéfficientén 4, , in folgender Form:

3
— : i o i ¢ ICTIBAN ao0((2
Ay =0, + AIS], |, » SI02 9—4-a, , S0P 9 cO8 9|, (2)

Hierans findet man fiir specielle Werthe von ¢ und s =0

0= T ;
3,0—(’s,o+a3117 s,ﬂ—aﬂ,o_a":"

= 9 A?p(a‘,’p), (3\

8
'“ =a’;0+SP (aa,y)7 /'l‘a"
1

7t
3 2

]

o a
- g/
A, = 0 llSp (@ -y )2 2, 4, _ ; =@, 0+ ngp (@5, p—a, ) (-—1)P27 2, ete.
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dem Gesetze (2) nachbildend, kouneu wir sehreiben:

B

i SI(P:

8
631 0o+ L?p [bsz P SinpSO == /);: r Sin')_l SOOOSSOI7

. (4)

3

U, = €5,0 L?P [es, p SINP @+, , 8INZ 1 g cos ¢],. & ete.

Im Verlaufe dieser Abhandlung werden wir eine Methode feststellens; welehe uns in Stand setzt, Glei-
chungen der Form (1) fiir m=1 und m =2 graphisch aunfzulosen, und auf diese Weise die diesen Gleichuugen
zukommenden reellen Wurzelwerthe der unbekannten Grosse ¢ augendhert zu bestimmen. Auf Grund ciner
leicht aufzustelleuden Methode lassen sich danu die durch Zeichuung erlangten Initialwurzelwerthe wit jeder
erwiinschten Geuanigkeit durch Rechnung ermitteli.

Fiir m> 2 werden wir die Anflisung nur in den specicllen Fillen veruiitteln, wo solehe Gleichungspoly-
nome sich als Producte darstellen lassen aus dhulichen Polynomen, welche hochstens dem zweiten Grade an-
eehiren, '

Im Falle der moglichen Zerfillung der Gleichung (1)in zwei Factoren der Torm:

(‘P"‘B',’P) und (A":(Pﬁorlhi'*"(“",tpﬁow _2""(-',2, :pﬁomhs"*‘ coio G, 9, cpSO‘f‘ﬂm—l)
erhalten wir folgeude Bedingungsgleichungen:

fds,r;J:(”a,(p_f‘»B],(Pq_jl(P fﬁl' 8=1) 2,..-’”&. ...(5)

Hiervaus erhalten wir wegen =4 folgendes Gleichungssystemn:

01}(P —f—'B],(PAo - ~A1:‘P 5 O;
y2,(4) +B1}(p(7l,@ —Az,q, E= ();
’75,(9 +Bi, [ (:'2}(9 ~A3;? = O, (6)

Unmz, 4By, 4 Crug g~ A2 g = O,
Oty ot B, g O g— s, = 0,
Dl Ce—,, =0
Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit
(=L)0BTS, 1Y BU S, (1R8BS - (— L2 B (1)t By b (A=) B

so erliilt man folgende yon den mit C bezeichneten Codfficienten freie Gleichung:
n—1 — g
o = Ay Bl oAt o Bl Ao o BL g+ o o (—1)"T1 Ay, o By, o (= 1)" Ay =0, w0k

welehe aus der vorgelegten Gleichung hervorgelt, wenn in derselben die Potenzen von ¢ durch eutsprechende
Potenzen des Aysdrucks —1B; , ersetzt werden.
Licfert diése Gleichung dic Wetthe von — By, iu endlicher Form und zwar in der Form

[61, 004, singp-+0), cosy],
so erhilt man fiir jeden so erhaltenen Wurzelwerth dic Gleichung:
30+51,0+51,1~Sin§0+b',,1.COS30 — (0. )

welche in Beziehung auf dic Unbekanute ¢ zu solehen Wurzeln ¢ leitet, dic anch der Gleichung (1) angehoren.
Dic in der vorausgesetzten Form moglichen Auflosungen der Gleichung (7) mtissen fiir jeden miglichen
Werth von ¢ der Gleichung (7) geniigen, und nur in Beziehuug auf die Coéfficienten 4y o, by, 1, b1,y bestimute

Zahlenwerthe erhalten.
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Hieraus leitet sich ein einfaches nnd zwar folgendes Verfahiren ab:

Ty T T :
Ans (7) erhillt man fir ¢ =0, =, 9 o folgende Zahlengleichungen:
uy =0...znr Bestimmnng von Bio  =b1, o+,
ug 1 =10 ” ” y Bix =by0—b, 9)
u, =90 ” » ” B1 e b‘, o-+b1, 1,
T &
w =0 ” ” ” B1 o =bl,0'—bi,l7
-3 =
nebst der leieht ersichtlichen Probegleichung:
1))1,0"*"-81,1::-81,;‘*-131,-——; = 2[)1’0. '(1())

Die vier, zu dem mten Grade gehorigen Gleichungen liefern je mdWerthe von By o, By <, .B,,: . B,,_ZL,
welehe der Probe (10) entsprechend zusammengesneht zur Bestimmung der Coéfficienten by o, b1 4, b4 in

folgender Weise verwendet werden;

il il .
byo= 5 (B0 + Bie) = 5 (B 7 + B},

’ 1

/’n = 9 (B'," i BL"): _ "'(]1>
i

]’1-1:72 (Bi, ;—'Bl,—- ;)7

Die anf diese Weise gewonnenen Werthsysteme von zusammengehirigen Zahlen by o, 65,1, 61,1, bilden
jedesmal eineu Factor
. L]
(p~+by 650, 1 sing—+-Dd] (cosg),

von (1), wenn der entsprechende Ausdruek

By = b1, o+bi, s sin @by, 1008 9, (1A
der Gleichmng (7) Geeniige leistet. .
Beispielweise Lisst sich die Gleichung
Ay @A, o 9+ A2, g9+ s, =0, (18)
it den Bestimmungsgleichungen :
4, = 1,
Ay o= 64 Dsing— cosg
’ ; &V i (14)
Ao 4 =19 ~+24sinp—2cosp — 3sin*p—4singcosy, ‘

As o =5 2 +-22sinp+2c0sp +-165in*p—2singcosp —19sin®p—17sin* COS P,

in folgender Weise hehandeln:
Man findet:

'A’r U = 5} A2, 0 — 8, /13’ 0 = 4,
Al_- = 7, Ag,ﬂ: = 19, A3' 1 iy O,
1']1’;_' " ]1, Azllz‘ —:31, A:;,.;_ e 21, __(15)
Ai,_ W= ], Ag’_ ;'; = 17, [_13’_ : f— 15’

2
Denkschriften der mathem.-naturw, Cl. XLIV, Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern.




98 Lorenz Zmurko.

und hieraus

uy = 0B°— DB+ 8B— 4 =0 mitden Wurzeln. 1, 2, 2 o S 2
%, =B TR IR N Th . e G ST _
w, =DB'—11B2481B—-21=0 0 . «iin plesgailg oder Ll = 5 g
w =B B—11B—15=0 , , , =1, 85 =B b =T,

iz

In der letzten Anordnung der Wurzeln sind je vier untereinanderstehende Werthe von 23 der Probeglei-
chung (10) angemessen zusammengefunden, und man findet schliesslich nach Anweisung in (11) fiir das
System by 0, 1,1, by 1, folgende Zahlengruppen:

1)1’ 0= 2, J, P
bir= b —2 2 e
b= —1, —1, 1

und demgemiss fiir das Polynom (13) folgende drei Factorend
(¢+2+Dbsinp—cos9), (p-+3—2sing-Feosy); (-+1-+2sinp-+-eose),
deren jeder mit einem der Gleichung
P — Ay, g 0 A8 oAy, = O,

geniigenden By , ausgestattet ist.

Die aus den Gleichungen
¢ +2-+B5sing— cosp = 0,

¢ +38% 2sinp— cosp = 0, ey
¢ 45142 ging+- cosp = 0,
anf irgend eine Weise gezogenen Werthe ¥on ¢ gelten als eben so viele Wurzeln der Gleichung (13).
Sehwieriger ist die Absondernng eities moglichen dem zweiten Grad angehorigen Faetors. Dag hier ein-
schldgige Verfaliren wollen wir ier béi einer Gleiehung vom vierten Grad andeuten.
Soll die Zerlegung des Polynonss
h -t 0y, @t Ay g gty o = 0, ..(19)
in die Faetoren :
o =
(P8 op-+B ) wnd  (¢*+Ch po+Ch,,)
mdglich sein, so erhalt mansfolgende Bedingungsgleiehungen :
Aiv‘? T (;Y‘y‘P_i_Bi:‘P’
Az, o = Co, o+ Cy, o By, o+Bs o,

gy —'CopalB 0 0} B, <, +(20)
Ay, o = C4 , By .
Die Elimipation von Cj ,, C:, aus den Gleichungen 1, 2, 3 in (20) gibt
0, 1,  (By,g—41,4) |
Ap= |1, By, (By,—4,, 9| * = 0, .(21)
\Bi,o, By, —A,
Ebenso gibt die Elimination dieser Grossen ans 1, 3, 4 in (20)
BB o L i T
0p = fB:,(P, Bz,:: : Y?—A::)' = 0 {22
B3, 4.0, — sy |
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L4 .
Fiir
Fis T

‘P=O7 T, 9 9

erlidilt man ans (21) und (22) folgende Gleichungen:’

A, =1ty =0 znr Bestimmunug von By o = by, o-+bi,1, Bao =by o$bs 1,
A= iy =1 B} ,, w DBir =bio—bi1, By =08—bsy,
Ag — b;‘ =" ” 4 DA, - by, o+, D, i by, o+b, . -(23)
Al = '—-b._; =) s 7 > /31,..5 '—-bijo—-—/u,i, Bz,_.;‘ == by ¢ ‘bg’ 1—{—-522,
nebst deu Probegleichnngen :
Bi,o+Bi,» = By, 5+ By, 55 = 2by . (24

Die vier Systeme von je zwei Gleichungen liefern verschiedene Weythsysteme von B,  , B, 5 B, ., B %
7 -
/)’1,.;“7 I,;z,;, b

Ziahlencodfficienten

B 2 welehe der Probegleichung entsprechend” zusammengesueht zur Bestimmung der

oy o s Daes baiy burs Dargy by, in foligender Weise verwendet werden.

|)"2}

'
i et

- 1
b],0=2 (]}],0 i BIM‘) =2(Riy; 4-];1:—.‘;)’

I
b, o= g (Bo,o + 1B ),
! i =
by, = 9 C- At o =
, I y
by = 3 (By g — B ) ...(2D)

1 . N
b =5 (BuldBi ),
b=y By — Bo 3,
& i -
/)g, 9 = 2](/;2,1; it l)gy___ :) = <I)2, fare l}g ﬂ>]

und sehliesslieh erhilt man ans dereGleichune

b =0, (20

7
die noch unbekannte Grosse bg,.
Iin in dieser Weise zugamunengesteliter Ausdrelk

(102—,‘ l}lv & (P‘_*—'B?’r at

!

bildet anf Grund des ifi (25) nnd (26) gewonnenen Coéfficientensystems [by o, b, 4, by 1, b,y bo0, b2y,
by, vy b2 »] mur dannc€inen wirklichen endlichen Factor des Gleiclungspolynoms (19), wenn die zugehirigen
Augdriicke

. 7!
By =0, g+, (sinp—+b  cosy
g G ; ) ' v M 1
By o =0y g+bs, 18I0 @by COS Y40y w8I0° 9-+-0, , COS P8iNY,
den Gleichnugen (21) und (22) geuiigen.
Manchmal gewiihrt es cinen Vortheil, die Gleichung (1) zn trausforniven, indem man in derselben die

Unbekanute 9 dnreh (y—+a) ersetzt.

n *
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Eine derartige Transformation wollen wir beispielweise bei einer Gleichung zweiten Grades durchfiiliren.
Zu diesem Zweeke erhalten wir:
Ay ypa= ayy —+[ay, 1008 a—a;  sina]siny+[a, ;sina—+a  cosaleosy,

il 1 : . e : -
Ay, ppa= G o+ 5@ g (ets, 2 008 21— ay, $in 2a) + (@s, €08 a— @, Sina)sing—+

: w(27)
~+ (ay, 5in2a~a, 008 &)0C0s Y—+(a,, 008 2a—aj, 8in2a)sin® P+
—+ (498N a—+a, , 08 2a)€OSY SN Y,
und seliliesslich die dem zweiten Grade angelibrige Gleiehung
: Ay 9P+ Ar o p+da =0 ..(28)
in folgender Form:
By ¥*+DBy,49+By y = 0 - (29)
mit den Bestimmungsgleichungen:
Ny
bl, 0= 20( AO—I—al, 07
61) 1== al, 1 €08 a—‘a;, 1 Sin &,
b, = ay,, Sina—+a, , sina,
A g Lol L ol
2, 0= & Ay a0y, 07H02, 0 Gy g (249 510 22— @y 008 22) .(30)

s 1 2
bg’ 1= €08 GC(O( ay, 1—+ay, 1) — SINa (a (1,1’1_+_a2,1)7
' ) ' ' B
by, 1= COS a(@ay, 1 +ay J+sina(aay, +asy),
bz, 2 == (3, 2 CO8 2a—a'272 sin 20(,
b;, g == Q2,2 sin 20!—4—61;Y 2 CO8 2a,

Dic Wurzeln der Gleichung (29) gestalten sich zu eben so vielen Wurzeln der urspriinglichen Gleichung
(28), sobald man eine jedc derselben um den Bogen o verlingert.

§. 3.
Fortsctzung.
Die Gleiehung
§° [Aav ¢ son—c] 3 O} i (] )
lagst sich als ein Resultat der Coexistenz der Gleichungen:
F(z, y,2) =0,
x =f, (sing, cos9), )

y =fy(sing, cosy),

2 = f,(singp, eosp)
auffassen, sobald alle diese Functionsformen in Bezug auf die drei Variabeln o, sing, cosy algebraische ganze
mit ganzen und positiven Exponenten versehene Polynome darstellen.

Dic erste der Gleichungen stellt mit Riicksicht auf dic Verdnderlichkeit von =, y, # bezogen auf ein
beliebigwinkliges Axensystem eine Fliche vor, withrend die drei ithrigen mit Riicksicht aunf dic Veriinderlich-
keit x, y, 2, ¢ cine Curve im Raume reprisentiren. Ein jeder der Fliche und der riiumlichen Curve gemein-
schaftlich angehorige Punkt liefert bestimmte Werthe von ., y, 2z, welehe wieder mit Hilfe Kiner der drei
letzten Gleichungen zu Werthen der Bogenzahl ¢ fillwen, welche die Gleiehung (1) erfillen und dewmgemiiss
als Wurzeln dieser Gleichung auftreten.
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Gelingt cs, die Gleichungen (2) derart zu bestimmen, dass man mit der Darstellung der Fliighe und Curve
weiter keine Sehwicrigkeit hat, so wird es anch leicht secin, mit ITilfe der beschreibendensGreowmetrie ihre
siimmtlichen gemeinschaftlichen Punkte ausfindig zn machen, und sehliesslich anch das vollstindige der Glei-
chung (1) augehorige System von reellen Wurzeln darzustellen, sobald wenigstens Eine deér drei letzten Glei
chungen in (2) eine nmmittelbare Auflosung in Bezug auf die Bogenzahl ¢ gestattet.

Der cbhen besagten Forderung gemiiss liesse sich eines von den Gebilden (Flicke, Curve) néimlich die
Curve durch die sehr einfachen Gleiclhmgen.

x=p—psing, y = peosy, z=psing )
fixiren, und denselben gemiiss in die Gleichung (1) die Substitutionen
. 2 Y ,
s1ngo=P, COSP = =, 9 = T~+2 .,.(4\
P

durchftihren, um sofort zur Gleichung der zur eonstructiven Auflsung dex'Gleiclmng (1) erforderlichen Fiche
zu gelangei.

Aus (4) hat man

Ayt = p? %))

und sicht cin, dass die in (3) dargestellte Curve sich auf die Ebene yz als eine mit p besehrichene Kreisliuic,
und auf die Ebeue «y als cine mit dem Cyeloidalradius p mit meinem Cyecloidograph schr leicht graphiseh dar-
stellbare Cyeloide projicirt. Mit Hilfe der elementarsten Anweisung der besehreibenden Geometric bestimmt
sich unmittelbar die Projeetion dieser Curve auf die Bildebene -,

Uber den Radins p ldsst sich derart verfigen, dass hiedurch die Darstellbarkeit der resultivenden Hilfs-
fliiche erleichtert wird.

Fiir den specicllen Iall einer Gleichung des ersten Grades

AO(P\"FAL‘P:O --.(‘;)
erhiilt man in Folge der Substitutionen (4)
z ’
Ay (—4-2) 450y, g+ay 1 , —+ay,y Z =0,

!

. (D)
Ay x+ a;#' y—+ {AO -+ %’J z4ay o =0, (

fiir beliebiges p die Gleichung einer Elene, welche die obenerwihute Curve in Punkten begeguet, deren ent
sprechende Werthe vou ¢ cben so vigle Wurzeln der vorgelegten Gleichung (6) ausmachen.
Dieselbe Methode anf die trangformirte Gleichung

P iy
A’O[?+§J+A1y(¢v+‘;\=0 . (8)
angewendet, liefert dic Gleighung der Ebene
4,1 0'1,1 s
Aoer— P——-y+ {AO—— P ]z - {1102 ’"l"al,()J ZO; ...(9)
welehe dureh ihre Begegnung mit der Hilfsenrve zu den nm g verminderten Wurzeln von (6) fithrt.

Da in (6) von den Cotfficienten ay 4 und @, , wenigstens Einer als vou Null verschieden gedacht wird,
g0 liisst sich dureh schickliche Wahl von p die erhalteue Gleicliung der Ebene (7) und bezichuugsweise 9
dahin vercinfachen, dass in derselben der Coéfficient von = versehwindet. Demgemiiss erhiilt man fiir o, (S0,

Zi
= ans (7)
e 4,

Aye—dy g =0, (10)

11
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Ebenso fiir o) ;20 p = - /i-‘ aus (19)
Ayz+-4, 3'1?/+[/10 g'+a1,oj=0, . (1)
1

in jedem Falle also die Gleielmng einer zur z-Axe parallelen Ebene, welehe achstdem anf dic Axe oz senk-

recht zu stehen kommt, sobald in (10) a; , =0, oder in (11) a; ;=0 ansfillt.

Dureh die Wahl eines solechen Werthes vou p ergibt sich die Auflosung der Gleichung (6) als eine
Folge der sehr cinfachen Bestimmuig der Durehschnittspunkte det Geraden (10) und bezie-...(12)
hungsweise der Geraden (11) mit der nun leicht darzusteldenden Cycloide

[ = ¢—psing, y = peosef.
Eine Gleichung der Form :
Ayo-+4,, eos? oA, sin* g5 A, =0 «(13)

lisst sich bei eonstanten Zahlenwerthen 4, A,, 4,, 4, anch so sehreiben:
y: | A4 4
2° (2¢)+ 2‘ (1408 (29))-+ 2—”- (1—cos(29))+4, = 0,

oder fitr 20 = o’

Ay '+ (A,—A,) o+ (Ay -+, -+24,) = O, (14)

welche Form dann ebenso, wie die Gleichung (1) aufgelist solche Werthe von ¢’ liefert, welehe halbirt die
verlangten Wurzeln der Gleichung (13) ansmaghen.
Fir 4, =0 erseheint die Gleichung (1)%in der Form:
@y @-+ay, 1 Sing—+-a, , cos ¢ = 0, 2 (15)
welele fiir cosy =y sing = 2z znm Sy’teme vou folgenden zwei Gleichungen fiihrt :

a1, 0y, 1 2—+ay , y=1y*+2*—1 =0, (16)

wodnrch besagt wird, dass zweidmdgliche Durehsehnittspunkte zwisehen den in (16) bestimmten Gebilden
(Gerade und Kreislinic) zn ebenso vielen entsprechenden Bogenzallen w verhelfen, welche die Anflosung der
Gleichung (15) bilden. Erfolgt zwischen der Geraden und der Kreislinie kein Durehsehnitt, dann sind die
Wurzeln der Gleichung (15)ccomplex.
Fiir die Gleichung zweiten Grades:
Aolpz—{ﬁAL ,930+A.2' fr—— Q. ...(17)

findet man in Folge der Substitutionen (4)

2 - 2
Uy P Y Pttty 2= D0y, Y2000 Y 2Dty 220 —+Q00, -2, Y200y 2wy = O, «(18)

mit den Bestimmungsgleichungen:

ay,1 P~z 2 a ! J
S ( = )7 e L B = Tt 9, i (atv.tf‘*j“,z.zl
33 0r “Uyy y “llgy P

Uy = Ay, Uy = 2 .
v 2 e
24,p+a a, :
m 0! 11 ol el G @y, 1 ST
2uyy = 1 ) 2ug =a,, 24, = ¥ Quy = ay, g+ - P’ y Uy = Qg o0y, 3 --p @y, 1. )

Fiir die complementire Gleichung

’ m)’ P ' e
AO (()0 =i 2} ""_Al, ((.D”*‘ 2) [SD—*—?J '“}‘/12Y (‘P'—!"T';’) =0
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oder
B¢ By, g o'+ DB, g =, (20)
wo
T ' '
BO =A07 51,02”A0+a1,0; b1:1='—al7l’ bl’l;——“]:]7
i b4
by, o== Ay , =+ 01,05 a0+ 2,2,
4 2
- (21)
, iz ke (it Nl |
0211_—_“"2‘“1,1“’“2,1; BT @i 1 {
’ 1
b21 o= "—'(1/2, 2y Z)Z:Z i —a2:2
und demgemiss
! ' ' ' 1 S |
)| Pty Yty 2P Q0 0 YD1ty Y2 t-Q0ty 2 w4200 4= Duup 42y 2wy = O +.(22)
mit den Bestimmungsgleichungen:
= TR st T
Uy = Aoy Uy =~ o gy =4y,
’ I
a, 1 ay 1 0—@ A= e oy
Quy = y Dy = =2 2 Bl 2uy, = 0 ol
[ P 2
[m A,y o] (v' 2 e J ) i
L w () — | = 4
9, A 9! T ay, 12, 9 PAT Lo, 0 iy 2
2w, = A—+ay, g, e e %, PR, » s
: 2 2
; 2
' g T !
uO =A0 4,_+>a1)02 +a270 _a1:1ID'

Die Gleichungen in (18) und (22) deuten je auf eine Fliehe zweiter Ordnung, welche mit ihren Durch-
selnittspunkten mit der oben erwithnten Hilfsenrve @n entsprechenden Bogenzahlen ¢ und beziehungsweise zu
den Bogenzahlen ¢’ fithren. Nach Ersehtpfung aller Begegnmugspunkte bilden die Werthe von ¢ die siimmt-
lichen Wwrzeln der Gleichung (17). Die Bogeugihlen ¢’ werden es erst dann sein, wenn man jede derselbeu

T !
um 9 vergrossert.

Nun handelt es sich mn die zweckmiissigste Wahl von p, um hiedurch cine moglichst leicht darstellbare
Hilfsfliche zweiter Ordnung zu erhalten,

. Ist in der vorgelegten Gleichung (17) A, von Null verschieden, so kéunen wir A4, =1 setzen.
Seci nun

AS=1, o, 20. a2y Z
Hier setze man: ‘
U3 = ’2‘j T S
e
und erhilt
et {
p= .2.1' 1, «.(25)

und in Folge dessen dig’ Hilfsfliiche (18) als eine solehe, welehe parallel zur Bildebene w2 geschnitten, lauter '
Kreislinien licfert.
Tir
- 27
do= Lo bz 0 0hd, 0 == %‘«, % (R5)
wird die Hilfsfliiche (22) parallel zir Bildebene wz in lanter Kreislinien geselmitten.
Fiir irgend cinen Werth vou y etwa y=rx crhilt man aus (18) die Kreisschnittlinie

w2 (g i1ty ) 22 (Ugg Vt-ty) - | gy 1720, -1, | = O, w(26)
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und ihren Mittelpunkt (4, ) durch die Gleichungen:

Erugyntuy =0, {+upyn+uy =0 -(27)
bestimmt. ‘
Betrachtet man (£ 4 p) als laufende Coordinaten, so driicken die Gleichungen (27) diejenige Gerade aus,
in welcher die Mittelpunkte der simmtlichen Kreisschnitte liegen.
Bezeichnet man mit 2, p, v die Cosinuse derjenigen Winkel, welehe irgend eine Richtung mit den Axen
ox, oy, oz cinschliesst, so hat man vor Allem dic Gleichung der zur Ri€htung 2, p, v conjugirten Durch-

messerebene

(44 A=ty potrt g V) Tt (10, Aothgy pt-t0s 3V) Y=+ (Ugy Amblgy Poobelilgy ¥) 2=+ () Attty p—t-uzv) = 0. ...(28)

Soll diese Ebene zur az parallel sein, so erhdlt man zur Beéstimmung der zur az-Ibene zugchdrigen
conjugirten Richtung 2, p, v folgende Gleichungen:

Uy Ay P03V = Ug 3 Mg pt-1tgyy == O, -(29)
Da diesfillig
ug, 1 =0, w, =ab, =1,
so erhilt man aus (29)
A ¥
= — b~ i ..(30)

woraus ersichtlich ist, dass diese Richtung mit derRichtung der Mittelpunktsgeraden (27) iibereinstimmt.

Die durch dic zweife Gleichung in (27) gegebene Ebene enthilt in sich die Mittelpunktsgerade und ist
zut Axe oz parallel. Schneidet man mit dieger Ebene die Hilfsfliche (18), so erhilt man die Projection der
Durehsehnittslinie auf die Ebence xy, indemiman aus (18) und der Gleichung z—+u,,y+u, = 0 die Ordinate
z eliminirt. Dies gibt:

@+ (1hyy —13) ¢/2f2u12x7/+2u1 2042 (1 — 1y 13) y =+ (21 —3) = O, «(31)

Bezicht man die durch diese Gleichung gegebene Projectionslinie anf die Axen o2’ ox nnd oy’ || [z~
~+2, y=+-uy, = 0], so erhdlt man die entsprechende Transformirte vou (31) im Folgenden:

SN i, Y
(omtony o e ) i 20 Mgy g) s gt O (32)

Tt (1) :

Dieses offenbar auf egnjugirte Axenrichtungen bezogene Gebilde deutet im Allgemeinen auf cine Ellipse
oder Hyperbel hin, je naghdem der Ansdruck (2gy —ul, —ul,) Positiv oder negativ sich gestaltet. Wird jedoch
1y —uyy—ul, = 0, soentspricht dic Gleichung (32) ciner Parabel. In jedem dicser Fille sind die in den
erwihnten conjugirten” Axenrichtungen licgenden Parameter leicht zu construiren, und man erfihrt schliesslich,
ob die Curve (32)

im 1. Falle als eine wirkliche Ellipse oder vielleicht als eine Kreislinie , ein Punkt oder gar als eine ima-
ginfire Ellipse;

im 2. Fafle als eine gewdlnliche Hyperbel oder als ein Paar zweier sich schneidenden Geraden:

im 3. Falle als cine gewdhnliche Parabel, oder als cin Paar parallcler oder auch zusammenfallender
Geraden, oder endlich als ein Paar von parallelen imaginiiren Geraden sich gestaltet, '

Deutet nun dic Gleichung (32) auf ein reelles Gebilde hin, so bildet dieses Gebilde die Projection der
Leitlinie, lings weleher dic veréinderliche, parallel sich verschichende Kreislinie die Hilfsfliche (18) beschreibt.
[st hingegen das Gebilde in (32) imagindr, so fillt auch dic Iilfsfliche (18) imaginir aus, und die Gleichung
(17) besitzt in einem solchen Falle gar keine reelle Wurzel. Die Gleichung (17) hat auch dann keine reelle
Auflosung, wenn eine wirklich existirende Hilfsfliiche (18) von der Hilfsenrve gar nicht getroffen wird.
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In Bezug aunf die reelle, bereits dargestellte Leithinienprojeetion ist noeh fiir den Zeichner der besondere
Yortheil zu notiven, dass dann jede ihrer zur o2 parallelen Schnen sehon die Liinge des zugehorigen Erzen-
gungs- Kreisdurchmessers angibt. ,

Im Falle der nothwendig cinzubeziechenden Hilfsfliiche (22) bezieht man  die  Leitlinienprojection
cbenfalls aus (32), sobald man diec mit « bezeichneten Cotfficienten je mit einem Striché behaftet sich ...(33)
denkt, nnd ihre Werthe ans (23) berechnet.

Dicsfiillig wiiren hiemit flir die beschreibende DarsteHung alle Vorbereitungen cwehiopft, auf deren Grund-
lage man sehr leicht zu den Durchsehnittspunkten der Lilfsfliche mit der Hilfsewve und schliesslich zu den
entsprechenden simmtlichen reellen Wurzehr der Gleichung (17) gelangt.

(B Kiir di=1, 6 1= ap pe=0 und. ag, <0 selge man-
gy = —ayy tpt=1, p=1| —a, (34)

und erhiilt in (18) eine Hilfsfliiche, welche parallel zur Ebene ay in Kreislinien geschnitten wird. Fiir a,,> 0

erhiilt man p= | a,,, md es wird diesfillig die HiMfsfliche (22) sparallel zur Ebene «y in Kreislinien

gesclmitten. DerFall 4, =1, a,, , =a;’, =@,,,=0 und «,, ,=Z0.£ibt nach (30) fitr ¢ =¢'+- Z Uy ==&,

und hiemit eine zum Fall (1) gehirige Hilfsfliiche.

(D). Im Fall 4,=1, a,,,=a,,,=a,,,=a,,, =0 crsgheint fiir belichig gewiihltes p dic Hilfsfliiche
als cin parabolischer Cylinder und lisst sich leieht als eine Folge eongruenter Parabelu, oder als eine Folge
von parallelen Geraden darstellen.

Uy g
und === <1, so setze man wu,, , =wu

Ist tiherhanpt 2, == 5
SEN|

3537 (, 1 ¢0s B, um auf Grund des Axen-

systemns

cos Jaoy = cos J yoz = 0, Seos Jwoz = cos f = u “, ce.CRE

zu einer Hilfsfliche zu gelangen, welche parallel zir Ebene, @z in Kreisen gesehnitten wird.

113:

Beispielsweise erhiilt mnan aus
R PL2T ¢ J . ¢ . o 4 ry >
gy Bty Y tgy 2120y LY=Ly Y220y, 2w+ 20, 20, Y- 2uy -, .(36)
und etwa den Bestimmungsgleichungen:

a. a
ot e . o ALY ey ==h_ D0
1T Uy = 1L Yoy = X 22612 ==3(0) 21&23 = Que

o 1< 2 WeH)

az’ 1 i \
2 3 uo__ (‘62} 0'4"(1227

(2

1
a
< = 1 3 .l s,
Qu, = ay, o B, = =, iy = aty, g+~
2

als Gleichung der Hilfsfliiche:

- a, g i a a , :
222 o8 60° Lz o+ ( 4'52 M O et 9 ]z = [— 4’:22 P+ 5’ Yy (aq o+, ,\] = 0. ..(38)

Mir ein belicbigesty etwa y=m crhillt man die zu @z parallel geftibrte Durchsehuittslinie durch die

Gleichung
r '
. «, (?"),’ 9 02’ 2 a, i . r
a2 4-2 0860 ° 22~y g - l Z* Mo T 9 ]" i [—— 5 - éi‘fz—*--(ﬂ-z, o, QWJv - 0. ...(39)

liner aus dem Mittelpunkte (&, &) mit dem Radins » beschriebene Kreislinie entspricht wegen < roz =
= B = (0° folgende Gleichung:
(e—EP4-(2— )P+ (x—&) (¢ —0) = »*
oder w(40)
w22 4-2c0860° we+a| —26—g) 42| 26 —€] = PP -2 — 2L,

Denkschriften der mathiom.-natnrw. Gl XLIV. Bd, Abhandlun zen von Niehtmitgliedern . 0
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Die Gleichung (39) mit (40) verglichen, gibt die Relationen:
—28—t =ua,

—2¢—&= @y, 0+

w\«:@

y ..(41)
'
pad (JZ,_z w2 a2“ n-+—ft2,(;+-ﬂ~e,2=52 2 ,,.2’
aus weleher auf Grund eines angenommenen % die Werthe von & ¢ » besechnet werden kounen.

Hieraus ist zu erselien, dass die Hilfsfliche (38) parallel zur Ebene xz des in (34) angenounmeuen
Axensystemes in lauter nach (41) niiher zu bestimmenden Kreislinien géschuitten wird.

Dic ersten zwei Gleichungen in (41) bestimmen it Riicksichtanf die Versinderlichkeit der Coordinaten
¢, u, & diejenige Gerade, welehe die Mittelpunkte séimintlicher olen erwihnter Durchschnittskreislinien ver-
bindet. Aus denselben erhiilt man fiir diese Mittelpnnktsgerade die Gleichmnngen ihrer Projectionen auf die
Ebenen ay, yz, xz im Folgenden:

126—a,,n = 2ay5—4m g,
6:‘4—(7/;’27'/ == *"2“1’0'—2(12, 1, "'(42)
L-+-2¢

(ll’ 0°

Nachdem wir die Mittelpunktslinic bereits besitzen, suchen wir fiir den Versinderlichen parallel zur z:-
Ebenc sich bewegenden Erzeugungskreis die zugelhbrige Leitlinie, damit er willirend der Bewegong die Hilfs-
fliehe (38) besehreibe. _

Zu diesem Zwecke sehneiden wir die Eliche (38) mit der dureh die zweite der Gleichungen (42)
bestimmten, die Mittelpunktslinie enthaltenden, zur ow parallelen Ebene, nnd snchen die Projeetion dieser
Sehnittlinie auf die zy-Ebene. Diese erhiltman, wenn man aus der Gleichung 62+, ,y = —2(a, (+a2,,)
und der Gleichung (38) die Ordinate z elliminirt. Tiedureh erhalten wir:

9 [ - 0y B }
Dt (18@2,722—6—(12,L) fE a,g T (2, 03 s 1) o (18a,,, (&2,2;201, 0 +2ay 4)) ik (43)

. 1 & .
- | @, o2, 2 — 18 [4a? ,~-a3, Dy s 1] = 0.

Transformirt man diese Gleiehnng auf die Axen ox'| oz und oy {120 —a, ,y = 20y 1—4ay 4}, 0
erhilt man fiir »*= 144 +g};

3% @ 7
w?— S (ay 12 s 2) +-(2ay, 0—1, 1) 3 A=(Bty, )0y, (a1, 002, 1)) ;{—"

(4@?1704-&72'1—7%50,1‘ 02, 1) ..(44)

o |=o.

—+ [662, o 1M, 2 —
Hieraus ersieht man, dass die in (43) oder (44) hestimmte Projection der Leitlinie die Rieltung der Axe
ox und die Riehtung der Mittelpunktlinienprojection als conjngirte Richtungen besitzt, und dass eben die
Projeetion [¥2uw—a, ,y = 20, ;—4my o] den Dnrchmesser der Linie (34) ausmacht. Jede zu (84) gehorige
zur ox parallele Sehne stellt die wahre Linge des Durchmessers des zugehirigen Erzeugungskreises vor und
bietet bei der Ansmittlung der Begegnungspunkte der Hilfsfliche mit der Hilfsenrve dieselben Vortheile, wie
die oben beschriebenen Sehnen der Linie (32).
(I). Zu den besonders giinstigen Fillen gehort derjenige hin, wo in (18) fiir cin passendes o die Codffi-
cienten w,, u,, , u,, gleiehzeitig versehwinden.
Diesfillig bestehen folgende Relationen:

70 [ = 2A0 pet-dirr 32 (";»1 P ""’7";,2 =0, ..-(45)
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und im Gefolge derselben:

[

: P 2 L S MR R
D il e ) Tl @
(71’0 2A0 al,1 |
’ ’ 1
1,001, 1=24, 02,15 a1,10,, =240, . -+(46) '

Setzt man in diesem Talle z*=p*—y? so nimmt die Gleichung (18) folgende Gegtalt an:

2 =t b ) a a a. 2
% (a’l-1 ) 02,02 e Sy {1 g ! 2,414 ; 25 1 ay,
Ayt +A4, - Yy 24, ay—+24, - r—2A4, Y+ | @y, 0803 s — U1 =0. ..(47) '
i @i, i g,y ag, 1 24,
Hier findet man
A?
- p el | Y RUTY s T S
T 4 W VLR w2 OB 4ag, o Ao ...(48)
{ i1 4

und sehliesst, dass diesfillie die Hilfsfliiche cine elliptische hyperboligghe oder parabolisehe Cylinderfliiche
sein wird, je nachdem der Ansdvuck [a2 ,—a —4ay » A)] positiv, negativ oder versehwindend ausfilit.

Da die Gleichung (47) von z frei ist, so kaim man sich die Hilfscurve auf die in der ay-Ebene mit p
beschriebene Cycloide redueirt denken, und die Durchsehnittspupkte bestimmen, in welchen die gedachte
Cycloide von der Kegelschnittslinie (47) getroffen wird. Die zfigehorigen Bogenlingen ¢ bilden dann das
Warzelsystem der Gleichuug (17) in dem Falle, wo ilwe Codffigienten die zwei Bedingungen in (46) erfiillen.

Die unter Bedingungen (46) erfolgte Auflosung verdient vornchmlich den Namen einer directen (nieht
tappenden) Lisung der transcendenten Gleichung, da mit geinen mechanisehen Vorrichtnngen die Cycloide
sowohl, sowie auch ein jeder Kegelselmitt in continuirlichen Ziigen dargestellt werden kann.

Zuniichst wollen wir nachsehen, wie sich die trausformirte Gleichung (29) §. 2 in Bezug auf die fhnlichen

aus der Transformirten gezogenen Bedingungen

- '
2)17 0[)1’ 1- —QA() Z)g, 15— [)1' 1 bl' | _2‘4”6;’2 == O, ..(4:9)
verhiilt. 9
Wenn wan in die eveutuellen Bedingungsgleiclungen (49) die Coéfficienten dureh die urspriinglichen, mit :

a bezeichneten Cotfficicnten nach den Trausformationsgesetzen (30), §. 2 amsdriickt, so erhiilt man dic

Gleichungen:
3 ' ’ . -
(@) a1, 152 Ay az, )eosa— (ay gy —2 A, 0y, )8ine = 0,

1 : (50)
. G- 2 € q < ' i 4.6
[2(0,1[ at )2 Ajag o |sin2a—[2 A, 0, -0 10, |e0s2a = 0. ]
. Das Stattfinden ciner dieser Relationen kimen wir mittelst eines passenden Werthes von « veranlassen.

Wird dann mit diesem Werthe vop o aneh der zweiten in (50) Geniige geleistet, so erhiilt die transformirte
Gleichung die Eignung, mit Hilfe der Durehselnittspunkte zwischen ciner passenden Cyeloide und cinem
sugehorigen Kegelsehuitt ihred simmtlichen Wirzeln zn liefern. Wenn man vun in die Gleichung:

t:l,llg‘ Qo — 2t;mga; (]_ —T{Lllg‘za)
die ans (50) gezogenene Werthe von tangy und tang®¢ hineinsetzt, so erhiilt man sehliesslich die einzige
Bedingungsgleichung :

24,0, ,Say,10,,, i 2(ay, 00y, 1—24yaq ) (a4, 00}, - QAQ(’_;,J) 51
i 2 '2 9 at (ar a2, | Jud AR (ag 203 ) Ao, 4y, o(ay, @y — 0y, 102,4) 320
9 (of, \—a ) —2A gz
deren [irfiillung dafiir biirgt, dass die zngehirige transcendente Gleichung, oder vielmehr ilre transformirte
mit Hilfe einer passenden Cyelotde und des mgehtrigen Kegelselmittes gelost werden kanu.
Indem wir den Fall, wo von den Coéfficienten A .1, ., Ay, blos der Colffieient A, verschwindet, fiir den
niichsten Paragraphen aufheben, wollen wir hier diejenigen Fille erledigen, wo von dicsen Cotfficienten blos

Ay, oder A, , identisch nicht verschwindet.

| ot
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Die Gleichungen

Ay, p =0y, g+ay, 18I g-+ay; 05 g = U, (h2)
Ap, y =@y, o+ag, 1 SiD—+a, | COSp—4-ay 2 5in*9—+a, ,8iny cosp = 0 - (H2Y
geben fiir sing =y, cosp =,
@y, g+ay,  y+-ay, =0, (53)
g, 00, 1Yy, | B+, 2 Y Hay ywy =), (54)

und nebstdem noch die Gleichung
atyt=1. 1)
Dic Begegnungspunkte der Geraden (53) mit dem Kreise (55) fithren zur Auflosung der Gleichnng (52);
dic Begegnungspunkte des Kegelschnittes (54) mit dem Kreise (55) geben die Auflosung der Glei-
chung (52)';
Wihlt man ein positives s derart an, dass in numerischersBezichung 25— %o anstillt, so kénnen wir
Qg, 2
die mit sa, , multiplicirte Gleichung (55) zur Gleichung (54y addiren und crhatten die Gleichung:

(a2: oS s, 2) +ar @ ==%,4 y+a’2,2 ZYst=ag, 2 (8+1) 7/2+3a22 xt = 07 -(56)
welche auf eine Ellipse deutet, und hei der zu unternehmenden Autlosing der (52) an die Stelle der Gleichung
(54) gesetzt werden kann.

. 4.
Fortsetzung und Schluss.

Um auch in dem Falle /=0 ftir den Zé¢ichuer cinige Vortheile zu crringen, denken wir uns die Glei-
chungen der Hilfsfliche (18) und (22) anf folgende Weise georduet:

2 P < .
Uy TPty Yit-tgg 2Dy BY -2,y y 2+ 2wy, 2200, 200, Y+ 210y 2wy = O, AN
2 ’ ’ G
yy Py, yituyy A 2u Sy Quy gy 22y 22w w2y y—+2ug z—u, = 0, L. ()
mit den Bestimmungsgleichungen:
r
uy =20, uy =V,
r
Upr =Y U 0,
@y, 1 a3, 2 by, 1 by, 2
o =Ml AT = Vil 22
33 P P2 g 33 ‘0/ PIZ )
a’ r
Y S ob g
2"12_' : P 2“12 = )
p f
! r ! r
' a a b
zu =0 151 L 22 2u’ Tik ]ll+ 2,2 o
23 P pt 17 o =k - (3)
Wi, by,
), el ? ! Py
2uy =—"=, Zugy =,
iz p
2u, =a, ,, 2u, = by,
’
a b
| (Y4 2,1
Quy =52, 2uy = 57,
2 2
’
ag 4 b
2uy = ay o=, 2ul, = 4 -2l
3 ; M, 10 b
i g
. r
Bl 5= (2, 09 uy = by,

wo die mit & bhezeichneten Coéfficienten aus den «-Coéfficienten nach dem Transformationsschemna (30) & 2
gebildet werden,
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Da nach dem Transformationssehema die Relation:

v 1 Y 3 1i1- ! R
b\, = @, 8ina—+a; cosa, fir &, =0,
t ;
a .4
tang g = — —! (®
GG 1

gibt, so existirt neben a; , =0 immerhin ein von Null verschiedener Vermitthimgswinkel o, welcher das Ver-

r !

. . . a )
schwinden von 04, veranlasst. Hiedureh wird besagt, dass das Produet w,,w,, ===t entweder sehoun

g

von Natwr aus versehwindet, oder erst mittelst cines passenden Werthes von aszum Verschwinden gebracht
werden kann.
Im Fall a; , = 0 hat man aus (1) dic Hilfsflichevgleichung

2(2ay x+2ay, YUy e+20,) + | 20, 2+2u, y—+dt)]| = 0. 1946

Im Falle @) ;= kann mit dem Winkel ans (4) 4] ==0 veranlaggt werden, und dann ist die Gleichung

der Uilfsfliehe
e ’ . < ' A -y ML PN 13
2(2uyy T4-2ugy y-tgyz—+-20) ++ (L) w2y, y—+u,) = 0. <o ({5}

In jedem dieser Fiille ist die Iilfsfliiche im Allgemeinen el hyperbolisches Paraboloid, oder ein hyper- ’;
bolischer oder parabolischer Cylinder nud gelegentlich auch ein System von Ebenen. Immerbin ist es eine

[
Fliche, welche sich durch Bewegung einer Geraden beschretben Lisst. Wenn a, , und ay ; nicht verschwin-
o a1, 1 ; Lo ig: bl
den, so konnte man g = - = setzen, und dadureh in (B) den Coéfficicnten von =, niéimlich w,y, zum Ver-
g, 2 )
schwinden bringen. In diesein Ialle wiire ftir das Geliilde (5) die Richtung der Axe oz zur Richtung der
Ebene xy eonjugirt.
Um die deseriptive Methode fiiv die Darstellung des hyperbolisehen Paraboloids zu gewinnen, sci ganz
allgemein :
W, = M&¥ ~+ nag/ —+2,2 +"(/u |
w, = u¥,x’ =,y 7,8 -y, W)
i 1" LAY i 8
Wy == My =N, 78" ¢, :
| und die Gleichung
w, wy—+w, = 0,
oder aunch h-adit) i
(ww,— 1)y (wy—+1ey) = 0,
i

charakterixiren diesfillig das hypebolische Paraboloid.
Zwei Punkte («'y'2), (2"y/2"), welche den Gleichungen
’ r !
W= Wy =40, —q = 0,
"

wy

-1 = w +w, = w,—q =0, cee(9)

geniigen, miissen ganz gewiss in der Fliche (8) enthalten sein. Wir wollen noch zeigen, dass anch die durch
('y'2) mnd (2"y"2") gelegte Gerade L, mit ihren simmtlichen Punkten in der Fliche (8) enthalten ist.
In der That erhiilt man aus den der L, angehdrigen Gleichingen
’ =
r”//_"c,l = 4'//7'."3/_/. — " — )y = bei gegebenem Prnkte (i y 2) constant. (10
Uy =¥ i Y IR = '
my (0 —2) =1, (y  —Y) 1 (2 —2)  w, —w,
my (' —a') ~4-ns (Y '—y )+, (2 —2)  wy—w,’

/l=

und demgemiiss i s == 1, 2, 3, wegen (9)

I T

S e Gl

-
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und auch

wy=h, wy=q, wy=—qh,

und hieraus unmittelbar
w, Wy+w, =0, w1
zum Beweise, dass [, ganz in (8) cuthalten ist.
Anstatt die Punktepaare («'y'2), (xy"2") fir jedesmaligen Werth vons’y nach (9) durch Rechnuug zu
suchen, kann man dies dureh Zeichnung auf folgende Weise beWerkstc]ligen:
Man betrachte die Gleichnngen

D 4, Iy ey, SN L Q2)
als analytische Darstellung der Leitlinie /,, und cbenso die Gleichungen
o v kT A ..(13)
als analytische Darstellung der zweiten Leitlinie /, so findet wan ilwe Projection auf die Ebenen «y, 2z im
[Folgendeu:
byyxy o o . (rymy) = (ryng)y+(ryg,) = 0,
by, 2 . o . (nymy)@—+ (0 79) 24 (m, 9,) = 0
by @y o - - [(rgmy) = (rymg)|a—+[(rymy) 2 (ry )Ly [(7 gy) =+ (1 g) 1y 73| = 0, - (14)
Lywe . o [(mymy) 4 (nymp]a—+[(ny 76) + (n,73)] 2+ [(#, g,) + (7 g3) 1y ] = O,

wo die Ausdriicke der [form (a,b,) nach der Reladion
(@pdy) = a,b—a,b,
zu deuten sind.
Die jedesmalige Ebenc
By o oy q = m, x—~-ny y—+71, 24g,—q = 0 o)
ist in Bezug anf die Richtungen ilver Spnren in wy und 2z von ¢ unabhiingig, nund liefert dureh ihre Begeg-
nung mit den constanten Leitlinien & /, ein Punktepaar (2y'2'), («”%"2") und demgemiiss cine Gerade Lg,
welehe das Punktepaar verbindet jind mit ihren siimuntlichen Punkten in (8) enthalten ist. Die Flidche (8) er-
gibt sieh als eine Aufeinanderfolge von solehen anf den Leitlinien /,, /, gleitenden Geraden Lg, Lq¢/, Lg",. ..
welehe znr Richtebene w, = O=parallel verbleiben. Die mit veriinderlichem ¢ anfgefasste Gerade Lg wird
ans dicsem Grunde die Erzcugende der Fliche (8) genannt.
In (8) konnte man auell
die Gerade w,= =0 als Leitlinie {; md die Gerade w,—1 = w,+w,=0 als Leitlinic /, an-...(16)
sehen, und dann dic Iibene w—¢ =0 als dic zugehirige Richtebene der Erzeugenden L' verwenden.
Vergleicht manainsere Fliche (6) mit (8), so erhilt man die Relationen:
w0y = Gy @t Dty YUy 220y = @y, 3 p -y Y+ (g, 1 p+y, 2) 2+ (@op*~+ay, ) =0,
=R — 0, (1 7)

wy = 2, k20, y—+-1y = 03, 0 Xty  Y+pas o =0,

L
und lieraus nach (14)

1
ly, ¥y = pay, o ~+ay, y+paso =0,

lyy 222 = (g Ggg—ay Ay ) c— (@3, 16+, 2) Gy, (2+p[ay, 0 Ggg =0y, (a1, 0 p+ 0z, )| =0,
ll y @Y = [—ay p+pay(ag, 1p-+as, 2)]'70""_“27 e 0y )— gy | y—+[p (0, p+55) @y, (@4 pitay, p—1)| =0,

1o (18)

r ! R Y
by, 2w = p(ay, “;1—0’10 “’2,7)56 J“[“zu(‘ll; 1P~ Ogg) — gyl o=t o (@yo 8200 AT S g g,

/’},[ = iy = 0,
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Die Richtebene £, ist hier stets parallel znr xy mnd projieirt jede Lage der erzeugendes L, auf die
Ebene zz in eine zur ox parallele Lage. Hat man einmal die Projectiouen von 7, 7, bereits in¢der Zeichnung
eingetragen, so kann man in @z cin System von zu ox parallelen Geraden anuehmen, uwad dieselben als
Projectionen der Erzengenden auf az ansehen. Hierans erhiilt man nnmittelbar die entspreelienden Projeetionen
von L, aunf die Ebenc «xy.

Die hier eingeleitete, fiir den Zeichner dunsserst bequeme Erzengung des hyperbolischen Paraboloides
macht diesc Fliche gecignet, ihre Begegnung mit der ITilfseurve sehr leicht davznstéllen, wud eben hiedurch
die geforderte Losnng der gegebenen transcendenten Gleichnng herbeizufiihven. .2Dem eventuell moglichen
Parallelismus zwischen den Ebenen w, =0, w, =0, w, =0, kann man dwgeh schickliche Wahl von 2
stenern, und hiedurch den Charakter der Hilfsfliiehe nnveriiekbar festhalten. Litsse sich jedoeh die Wahl des
Werthes von ¢ in der Weise veranlassen, dass liedureh die Fliche (6) sichals Kine Ebene oder als ein
@Gebilde von zwel sieh sehneidenden KEbenen hinstellt, so wird man gine solehe ThHifsfliiche dem lyyper-
bolischen Paraboloid vorziehen, weil hiednreh die weitere Construetion® der verlangten Begegnungspunkte
rwischen 1llfsfliche und Hiltslinie sieh noch einfaeher ergibt.

Einen solchen, fiir den Zeichuer selr ginstigen Fall bietet die ayfiulssende Gleichung :

@@y, g0y SIN P4, COS Pt-a,, NP o = (. «(19)
ln Folge der Substitution :
y aesiptrl; s
COSp =", §SiNp = —, §= x-+z,
lg lo
haben wir
< R 7/ ’2‘.2
BHHEEH G (R e MRS G N e EGE TS|
o] 02
[} v
Hieraus erhilt man fiiv p = —a,, | nnd 2= 2%y2

7
@by, o Ky, — Byt 0
2,1 T
oder
@y, 2 Yttty | Ty, By, Y0, | (a2, o0, 3)=0
und schliesslich:

[ ] 2 B
a, o a a, :
y+ 2L =2l Lo ay gap, o+ - 2L |. 20
‘ ) «(20)
(112’ s (122 . ag) 2

Da hier mur der Fall a, ;a5 =Qedacht werden kann, so erscheint in (26) als Hilfsgebilde eine Parabel
3 o %y
deren Begeg:umgspunkte mit der fyeloide y = —ay, 10089, x = ¢p+a, ;sing zun Wwzelsysteme der Glei-
chung (19) fithren.
Zum Schlusse wollen wir nech einige speeielle Fille vornehmen, welehe noch dureh andere auf speeiellen
Angchanungen gegriindete Mittel zur Anflosung gebracht werden kénnen.

Von gleich in Anwendung zu bringenden Constrnetionsmitteln fithven wir in Kiirze folgende an :

1. Bs lisst sich selir leicht vou einem gegebenen Punkte (<v) aus, ein geradlinig geschnittener
Papicrstreifen, anf desgen Rand zwei Marken «, » in der Distanz w» = ; angebracht sind, in eine
solehe Lage bringens dass dev: Streifen mit » in die Axe ox, mit » in den Umfang eincr mit s
bescluiebenen Cyeloide [y= ocos¢, = 1-—psing| einspicle, nud gleichzeitig dureh den Punkt (&0)
hindurehgehe; :

2., 3....Is ist eben so leicht von einem Punkte (&) aus, dicjenigen Punkte einer mit besahrie-m(zn

benen Cycloide ausfindig zn machen, wo die zugehirige Beriihrende oder Normallinie der Cyeloide
durch (&) hindurehgeht.

Die drei Sorten von Oy clotdalpunktenbestimmung wollen wir zur Anflosung von entspreeheuden speciellen

Hleichungen beniitzeun.
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Ad 1. Schliesst der dem Wiilzungswinkel entsprechende Cyeloidalrading p mit der Axe ox den Winkel

g ™ Da der Voraussetzung gemiiss der verlingerfe Cyelovdalradius dnrel

den gegebencen Punkt &% hindurehgelit, so erhilt man

ein, so hat inan offenbar ¢—¢ —
) P

y—

.

tang{ = tang (30— g] = — ¢cotp = Ik

wo (zy) ecinen dem Wilsungswinkel ¢ entsprechenden, in der Cyecloide liegenden Punkt andentet. Fiir

y=peosy, x=9p—psine erhilt man:

COSO—r
—Cotg. ¢ = S‘f—F s;on LI

oder die Gleichung

p-—ntang p—~& = 0, -(22)
welche, mit der Gleichung X

‘o Atang o+ =0 @37

verglichen, fir £ und % dic Werthe

f=-—DB & —4 .(24)

liefert, nnd fiir beliehige Werthe von o gilt.

Eine Gleichung von der Gestalt (23) wird aufgelogt, indem man von dem in (24) bestimmten Punkte aus,
nach 1. die eutsprechenden Umfangspunkte einersbeliebigen Cyecloide aufsucht, nnd die entsprechenden
Werthe von ¢ bestimmt.

Ad 2. Ist ¢ der Winkel, welehen eine zum Eyeloidalpunkte (zy) gehivige direh den Ansgangspunkt (6r)
gehende Beriilirende mit der Axe ox cinschliesst, so hat man :

y—n> dy  —psing peosp-—
tangy = ~—o— == =
angy z—=E dr  1—peose p—psing—¢’
und hieraus die Gleichung
: 2 ]
p-—{n—+1)eoto— (O_Z—M eosecyp—E& = 0, : .(2D)
welehe, mit der Gleichnng
¢+ Peoto+Qcosec oI = 0, ..(26)
verghichen, dic Werthe
§= —R,
Aokt (27
_ — Q@4 (P—1)
N 2

liefert.

Dic Gleichung®(26) wird aufgeldst, wenn von dem in (27) bestimmten Punkte (&7) aus, an die ehenfalls
in (27) bestimmté Cycloide alle mdglichen Tangenten legt, und zu den Bertihrungspunkten die zngehvrigen
Willzungswinkel bestimmt.

Ad 3. Ist ¢ der Winkel, welehen eine zum Cyeloidalpunkte (xy) gehdrige, durch (£%) gehende Normal-
gerade mitder Axe ox einseliliesst, so liat man:

y—n de  1—pcose peosp—n
! o) — = _— —— o —2 - -
fang x—& dy psing p—p sin p—&’
und Iieraus die Gleiehung
(p—&)[peot p—cose @] +p (1—n) = 0, ..(28)

welehe, mit der Gleiehung

(p-+P)(f)eotp—+Tteoseep)+T= 0 «(29)
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verglichen, die Werthe:
17

€='—1)7 77:1—'@: [P~

Sl

(30)

liefert.

Eine Gleichung vom Typns (29) wird anfgelost, wenn man, von dem in (30) besthmmten Punkte (&) aus,
an die ebenfalls in (30) bestimmte Cycloide alle migliclien Normalgeraden legt, und’ zu den normalgetrof-
fenen Punkten die entsprechenden Wiilzungswinkel ¢ als Bogenzahlen berechnet.

Die Gleichung

p+Dsing = B+ B, cos p+DB,c08* o+ . . +B,_; cos* LoD, cos” o, -(31)
geht in Folge Substitution
x=yp—psing, y=pcosy, p=—20
in folgende iiber:
i B, D B )
@ =DBy— g+ iy — iy (S0 =) ~(32)

Dureh successive Differentiation erliilt man:

@ = f (y)
@, = f (v)

; ()
z =7, ¥) e

Tp_g = Fu_a(y) = a—+-by—+cy?,

WO
B" — n—X ]gn* H
s ST G —2)‘ B i’ PEEEEAE {72—2) R ]}n—iv =(—1) ( ](73—'2)' ])nl.

Die letzte G-leiehnng in (33) ist cine gewdhuliche Parabel. Von dieser ausgehend, stelle man mit dem
[utegrator die aufeinanderfolgenden Tutegraleury¥en darch Zeichnung dar, so gelangt man endlich zur Dar-
stellang der letaten Parabel der zten Ordnungdin (32), deren Begegmungspunkte wmit der Cyeloide solche -
Werthe liefern, deren entsprechende Wiilzungsbogenzalilen die reellen Wurzeln der Gleichung (81) aus-
macher.

Es sei tiberhaupt

Ty 2)2=0 - (34)
ein in der deseriptiven Geometrie leight darstellbares Gebilde, so erhalten wir mittelst Substitution

x=gp-—psing, y=peosyp, z=psingy,
ans (34) die Gleichung
(e-psing), peosy, psin o] = F(y, sing, eos¢p) =0 ..(35)

welche filr ein belichig angenommenes veclle p eine transcendente Gleichung ist, welehe mit Hilfe der
Begegnungspunkte zwischen dewm Gebilde (34), dem Cyelmdaleyhndcr und dem Kreiseylinder a@?—+y?=p?
ALl Anfltjsnng: gebrachwerden kann.

Hierans sieht man, dass die Erweiterung des Gebietes der constrnetiven Darstellung von riwnlichen
Grebilden eine cben so grosse Bereicherung des Gebictes vou anflosbaren Classen transcendenter Gleichungen
begritndet.

Schliesslich mogen noch einige Beispiele zur Auflssung vorbereitet, und dann in betreffenden Figuren zur
Anschaunung gebracht werden,

[m ersten Beispicle welnnen wir an
ld'0= 5’ a_(, 0’:—‘“132’ al_ = — 4()’ a’|11= 1()4’
d3,0=830, a5 1= 528, 0, | = —912, a5 ,= 0, a,,,=—416. «(36)

Denkschriften der mathom.~naturw. Cl. XLIV.Bd. Abhandlungen vouNichtmity iedern p
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Fiir diesen Fall haben wir nach (19) und (24) §. 2

2/‘0[0—*"0/1, 1 :0

Qug, = b=l
e
und demgemiiss
Uy =9 wu,= 10, wy= 5, 2u, =26, 2u,, = 0O,

2uy, =0, 2u, = —132, 2, = —228, 2u, = 0, u =676,

hiemit als Gleiehung der Hilfsfliiche :
Ba? 4109245224202y —1322—228 66 = O,
oder wegen
528 =5 (o*—y*) = 80—by?,
die Gleichung
Bar?—-Dy?+26iwy—1320 —228y 8756 = 0, -(87)

welehe auf cine hyperbolisehe verticale Cylinderfliiche hindeutes.

Fiir den Mittelpunkt (&%) in (37) ergibt siech =8, 4 ="2.

Bezieht man dic Gleiechung auf ein Axensystem 'o’y, welehes seinen Ursprung im Centrum (&) hat,
und dessen Axe o'z’ mit der Axe ox den Winkel y=-+45° einsehliesst, so erhilt man aus (37) dic ent-

sprechende transformirte Gleichung im Folgenden:

1y o a9

welehe besagt, dass aus den Durehselmittspunkten der mit p =4 beschricbenen Cyclotde mit den in (38)
gegebenen, zwei sieh selmeidenden Geraden digdsimtlichen reellen Wurzeln der in (36) gegebenen Gleichung
zum Vorsehein kommen. (Siche Fig. 3.)
Im zweiten Beispiele sei
Ay= 13, a,,2=— 218, ¢\, =-—130, a;; =50,
a5, o =1 118y agd=m - 11080 @y, =—b30, gy Osrois 21250, ..(39)

Hier hat man naelt (19) und (24), §. 2:
2ypra, 260130

2”'3y 1= 107 PA—' 57
¢ ¢
und demgemiiss
% JEEES AN ORGP R SRR O e e,
Qugy = 0, 2uy = 0, 2u, =—218, 2u, =—100, 20, =0, u, =528,
und somit als Gleichung der Hilfsfliiche, sobald man 1322 =13(25 —y*) beriteksichtigt
132*+-13y*+10xy-—218.0—106y-+853 = 0. ..(40)
Bezieht man dicse Gleichung auf ein ncues Axensystem z'o’y’, wo o' das Centrnm £=8, n =1 vou (40)
vorstellt, und di¢ Axe oz’ wit oz den Winkel 7= —45° cinsehliesst, so erhiilt man sehliesslich
2 ik .
(5 (2 =+ L

woraus gesehlossen wird, dass man aus dem Begegnungspunkte der in (41) bestimmten, am gehorigen Orte
gezeiehneten Ellipse mit der mittelst »=>5 beschriebenen Cyclotde, die simmtlichen recllen Wurzeln der in
(39) vorgelegten Gleiehung zum Vorschein bringt. (Siehe Fig. 4.)

Im dritten Beispicle sei

— . e 0 T il 5
dy=1, a,, == 2," @3 110, 4y, =18, g 0= 1 29

(lz, 1= —20) u;,l 2(), aZ, 9= 25, IYL;,” = ‘—'4:0. ...(42’)
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Hierans findet man nach (19) und (24) §. 3
21!09—}-((.“7 2p—10

2l£ = = =O 0'—_—5
a1 IO F b 5
und somit:
W=, = 1t m=T Zir== 5 2uy, = 0,
5 =S 5 ¢ . o 16 [—
2u,, =0,2u, =2, 2u, =4, 2u, =—2, u, =—3.

Hieraus ergibt sich als Gleichung der Hilfsfliiche
8
A= P e 5 xy—+2x+4y—2:—3 =0, (43)

welehe offeubar cin Ellipsoid vorstellt, das parallel znr za-Ibene in lautet Kreislinien gesehnitten wird, nnd
ihren Mittelpunkt (€7¢) ans den Gleiehungen

4 4
Pt g y+1= 5 Xty—+2=2—1&=0, w(44)
nad den Werthangaben
5 10
£ = g 1=y, (=] ...(4b)

bezieht.
Die Projection der Leitlinic anf die Ebene ay erhilt sran nach (31), §. 3

8
atpy 7 ay+2+-4y—4 =0, ...(46)
als eine Ellipse it dem Centrum
F_ 5 10
=g 1= 3

welelies offenbar die hovizontale Projection deggin (45) gegebenen Mittelpunktes der Ellipsoide (43) vorstellt.
Naeh (27) §. 3 erhiilt man die Mittelpunktslinie der zur za parallelen Kreissclnitte durch die Glei-

chungen
4
-+ 5y+1=0, {—1=0, «(47)
hestimmt.
Bezieht man die Leitlinic (44) anf cin Axensystem 2oy, wo o’ in ihrem Centrum
b 10
AR =t

liegt, und die Axen

fo |

) 4
o'z’ || ox, o'y || [x-+ = Yk e (]

sich erweisen, so erhiilt:man aus (46) folgende transformirte Gleichnng:

5[] = 5

9, :
wodureh eine wit Bezng auf ihre conjugirten Axenrichtungen o'x’, o'y’ leieht eonstruitbare Ellipse gegeben ist.
Tat man dicse cine Ellipse vorstellende Leitlinic mn gehivrigen Orte bereits gezcichnet, so stellt jede ihrer zur
o' parallelen Selmen geradezn die Liinge des dem zngehdrigen Kreissclmitte entspreelienden Durehmessers.

Auf Grund der hier ausgewittelten Angaben war es sehr leieht, mit Hilfe der deseriptiven Geometrie in
den Figuren D, 6 die Begeguungspunkte zwischen dem Ellipsoid (43) und den Cylinderfiiichen

2yt =20, |x=1—bsingy, y=">5cos¢],

p*
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unter Einhaltung der Bedingung a—+z=¢ zn bestimmen, und dic den Begegnungspunkten entsprechenden
Wiilzungsbogenzahlen abzuleiten, welche eben die simmtlichen reellen der in (42) vergelegten Gleichung an-

gehorigen Wurzeln ausmachen,

Fig. 3.
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In der Fig. 3 haben wir demc@rsten Beispiele gemiiss von der mit ;=4 zu beschreibenden Cycloidal-

linic blos die Einzelncycloide cingetragen; cs fehlen somit die Vorangehenden C,, C_y, (', O_3... und

die nachfolgenden C,, C,, O,, € .... Das fir dieses Beispiel gefundene zweite Hilfsgebilde ist ein Paar vou,
dureh dic Gleichung in (38) bestimmten Geraden /,, 7, welehe in der Figur vom Punkte O, (é=8, n=2)
auslaufend in der gehorigendRichtung eingezeichnet sind. Durch Versebiehung dieses Linienpaares lLings der
Centralaxe A4, X gelangt ¢ in die einen constanten Abstand 27 beurkundenden Lagen ...7 ., I_y; I—5 , I3
lg, Ig; Iq, Ugs by B by 05 by B by 4o Mit 2, und (a,) bezeichnen wir die auf der Axe A, X
gemessenen Abstiinde des Punkfes 4, von den sogenannten Cyecloidaleentren derjenigen Punkte, in welehen
die Einzelneycloide &, von der Hilfslinie /, geschnitten ist. Ibenso werden die Bezcichumngen z), (o)
gedeutet in Besug guf die Hilfslinie Z. Die ersichtlichen Klammerfassungen haben zu erinnern, dass von den
zwei moglichen Purchschnittspunktien der Cyeloide mit der Hilfslinie der linksstehende mit der Klammer-

fassung ausgezc¢ichnet ist. So erscheint beispiclsweise:
.41 k=w_4, A1 r]==:L‘('” Al fo== (X1 )-e-

Aus der Erklirung folgt, dass etwa @, der Begegnung der Cyclotde ¢, mit Z, entspricht. Durch Zuriick-
schichung um die Linge s.2= erscheint dieser Abstand entsprechend der Begegnung der Cycloide C_¢_; mit
der Hilfsgeraden /, und der cntsprechende Abrollungsbogen ¢, wird demgemiiss die Liinge (—s—+1)2r -z,
besitzen. Der Bewegung des Ulnzeigers folgend, bemerken wir an der Cycloide ¢/, sechzehn Durclischmitts
punkte, deren jedem in obigem Sinne je ein Abrollungsbogen ¢ entspricht.

Der eben erwihnten Reihenfolge gemiiss erhalten wir:




¢, =(—14-1)2n4=,
P ==(—2+1)2r~+w,
¢y =(—1+1)2r+zx,
9o =(—0+1)2r =,

Beitrag zur Theorte der Auflosung von Gleichungen elc.

(p)) =(—141)2r~+(x))

1=
P—2=

p—s=

(I+1)2r+a_,
2+1)2r+a_,
(B+1)2r+x_3

py=

(9) =(—0+1)2r+ (z,) (p—1)=

(pa)=
(p-3)=

(4+1)2r+4 w_y

(4+1)2n—+(_4)
(3+1)2r—(a_3)
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()= (@§1)2n+(a_y)
(-1)27+(x_,)
(p0)=1(3 0-+1)27+ ()

(p,) =(—1+1) 27+ ().

Das System der hier vorgefiihrten Abrollungshogen macht chen das der Gleichang (36) entsprechende

Wurzelsystem aus.
Fig. 4.

In dieser Figur haben wir &éu fiir dic Gleichung (39) gemaehten Vorbereitungen gemiiss, von der mit
C, cin-
getragen. Die in (41) bestimife Bllipse haben wir als zweite Hilfslinie in gelhioriger Lage gezeichuet, und mit

dem Buehstaben 77 chavakterisirt. Ans der Figur ist unmittelbar ersiehtlich, dass die Ellipse /2 blos von den

p=5 zn beschreibenden Cyecloidallinie blos die erforderlichen Partien der Einzelneyelotden ) und

Einzelneyelotden € und (@, getroffen werden kanu. Die vier hier miglichen Begeguungspunkte zwischen der
Ellipse wnd den Partialeyclovden (%, (4 filhren mittelst dem Cyeloidalradins p=5 zn deu eutsprechenden

) w,, uy, nnd veranlassen fiir die zur Awflosung vorgelegte Gleiclnng (39) folgendes

0 02 27 2
complette reclle Wngzelsysten.

Cyeloidaleentren «,, @

o) =2r—ug A,
Gy =2n—u, 4,
g, = dn—+ A, u,,
c‘o; =dn4-4, u;.

Fiir die Gleichung (42) crsieht iz ans der Vorbereitung, dass ilire Wirzelu sich ergeben auns den Dureh-

dringingspunkten des zn p=>5 gehdrigen Kreiseylinders [2*+4-y* =p*|; des Cycloidaleylinders, dessen Basis-
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cycloide cbenfalls mit dem Rading ;=15 beschrieben ist, und cines dreiaxigen Ellipseides, welehes erzengt
wird dureh Bewegung eines veriinderlichen zur zz-Ebene parallelen Kreises, dessen Durehmesser in jeder
Lage cine Sehne bildet der in (48) bestimmten Leitlinie, welche als eine horizontale auf die conjugirten Axen-
richtungen

v 1 e 4

gz’ "oz, o'y || [x-—#- 5y--i—] =0J
hezogene Ellipse sich hinstellt.

Die zugehirige Darstellung ist hauptsiichlieh in zwei Projeetionen durehgefiilirt, ndmlich: in der Grund-

rissprojection Fig. b in der Ebene @y, und in der Aufrissprojection Fig. 6'in der Ebene iz,

Fig. 5.
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In Fig. b ist die it g =5 beschrichene Cycloide die Basis des Cyelotdaleylinders, der Kreiseylinder
erscheint hier als Rephteck a’4'¢’d” mit dem wngelegten zn p =5 gehdrigen Basishogen @'a. Dic hier in Ver-
wendung genommgne Partie der Leitlinie (48) ist hier in natirlicher Gestalt als eine punktirte Ellipsenpartie
gegeben, mit deg Centrunt in 2’ und den Halbaxen w0’ = /41, und w'y’ == w'h’' = 3.

In Fig. 6haben wir in rsze die Anfrissprojection des Cyclotdaleylinders, md in mupq die Anfriss-
projection des Kreiseylinders. Die doppelt gestriehelte Ellipse hildet die Contomr des Ellipsoides.

Bei der Bestimmung der Dunrchdringungslinien zwischen oberwiilmten Flichen wurde folgendermassen
verfahren:

Eine Erzengende des Kreiseylinders etwa «,a, (Fig. ) schneidet jede Einzelneyeloide in zwei Punkten

’
2
Nohe Ao, == aya’ iiber ow. Der Punkt o anf e,a, projicirt, gibt « als einen Punkt der Durchdringnng

-- sei mun &' einer von diesen Punkten. Die Aufrissprojection von aye erscheint in e, Fig. (6) in der

zwischen den erwiihnten Cylinderflichen. Awl diese Art verfalirend erhiilt man die im Anfriss ersieltlichen
Simsoidaleurven. Die Erzeugende o, e, trifft anch den Kreissehnitt des Ellipsoides, dessen Grundrissprojection
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in o'y, i den Punkten g und 0. Wemn wir anf diese Weise andere und andere Erzeugendg Gevaden des
Kreiseylinders vornehmen, nad die zugehdrigen Begegnungspunkte bestimmen, so gelangenswir zur Durel-
dringungseurve zwischen Kreis- nnd Cyclovdaleylinder (Sinusoidallinie) -— und daun ztr Durehdringung
zwisehen dem Kreiseylinder und Ellipsoid, in dem geschlossenen Zuge 123456,

.-i , | : : @ I.'
e —— ,.\ i_ J 'l — ,_ ) E S _i.'-'-":I 11
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& k:\ _/” _ =,
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| b 11
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5

Die Punkte (1, 1), (2, 2), (3, 3') (4, 4), (5, ), (6, 6) siud in beiden Durehdringnngsenrven gemein-
schaftlich, Suelt man zu jedem dieser Punkte mit o =05 das entsprechende Cyelovdaleentrnm, so erhiilt man
die im Grundrisse ersichtlichen Punkte (1), (2), (3), (4), (), (6), und demgemiiss die Bogenzallen als Neg-
mente der Axe o'w:

i ) e ) ) -
py=0"(1),09, =0"(2), pg==0 (3); pp=0'(4), 95 =0"(D), gy =0"(0),
von welehen die zwei ersten @, und ¢, negativ aufzufassen sind.

Jeder von den sechs Durchdringungspunkten ist dareh hestimmte Coordinaten ., Y, # gegeben, welche
man durch Messung ausg'den Projeetionen entnehmen und im folgenden Tiifelchen als Messungszahlen ver-

einigen kann:

— 7 7 e
] 17 z | x4z b=z 9
|| I R
| |
1 | 0:0 | 260, 260 —2:60) —2:60
9 | 41-78! 3°94| 567! -2-21! —2-23
| |
‘ 5 0-00| 2:70| 2-70 z~70‘+-2-60
1 1°38| —1°46| —0-08 —+2-84 | 4-2-84
5 ] 4:60 | —1°22| 338 582 |-+3-39
@ ] 540 | +41-92| 7

32| 4318 | +3-52 |
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Ang diesem Tifelehen erhélt man ndherungsweisc:

LR ST @y =a-+z=arc < 148°—40/,
S

PTETE = are=are L 194° 10,
Pp=ax—2,

und ersieht, dass nur die Bogenzahlen ¢, und ¢, als die niherungsweise bgstinmten Wurzeln der Gleichung
(42) 7u gelten haben.

Wenn man nach dem Newton’schen Verfahren dic Niherungsmethode aunfstellt, nnd die Bogenzahl o, ¢,
als die Initialwerthe von ¢ ansicht, so findet man mittelst eines cifimaligen Eingehens in die Nihernngs-
reehnung folgende bis auf die Sceunden richtigen Wurzeln der Gleicliung (42)

9, =148°— 7' —47-38,
¢, =194° — 27" 276",
zum Beweise, wic correet die graphisehie Constructionsmethode in der obigen Fig. 5, 6 gehandhabt wurde.

Die Bogenzahlen ¢,, 9,, ¢,, 9, bilden das reclle Wearzelsystem einer zn (42) verwandten Gleiehung,
welehe fiir p=5 aus der Hilfsgleichung (43) hervorgeht, sobald man darin @ = ¢—psing, 3 = pcosy,
z=—psing substituirt. Thut man dies, so crhilt mandiir diesc Gleiehung :

dy= 1, ayy=2, a,,='—10, a;; = 8,

yy =22, a, =0, ag= 20, @y, =25, a,, = — 40,

welche ehen dureh die gefundenen Bogenzahlen~¢,, ¢., ¢,, 9, angenithert erfiillt wird.

Ubrigens ist es geradezu nicht nothwendig, bei der Auflosung einer dieser Gleichungen gleichzeitig anch
die Wwrzeln der anderen Gleichung mitzusehleppen.

Da sowohl der Kreiscylinder als aucheder Cyeloideneylinder gegen die Horizontalehene = oy symmetrisch
siud, so wird auch ihre Durchdringungshnic aus zwei in Bezug auf den Horizont symmetrischen Zweigen der
Sinusoidallinie sich zusammensetzen, &on denen der oberhalb @ y-Ebene beginnende der Position z=psing,

dagegen der unterhalb dem Horizont’beginnende der Relation === —gsing entspricht.
Bei der Vornahme einer bestimmten Gleichung zur Auflosung wird man blos den dieser Gleichung ent-
spreehenden Sinusoidalzweig imsAufriss erzeugen und verwenden.
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