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UBER 

DIE GEMEINSAMKEIT PARTICULARER INTEGRALS 
BEI ZWEI LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

VON 

G. v. ESCHERICH. 

VORGELEGT IN DER SITZUNG  DEB  MATHEMATISCH-NATUKWISSENSCHAFTLICHEN   CLASSF. AM   13. JUL!  188-'. 

I. 

Die Herren Frobenius uud Thome wurden in ihren bekamiten Arbeiten liber die liuearen Differenrial- 

gleiclmngen wiederkolt auf Frageu gefiihrt, deren Losung die Bildung einer Differentialgleichung beanspruchte, 

welche die sammtlichen zwei gegebenen homogenen linearen Differentialgleichungen gemeinsamen particularen 

Integrale und nur diese zu particularen Integralen hat. Zur Herstellung dieser Gleichung bedienten sie sich 

eiues vom Herrn Brassinne in der Note III von Sturm's Cours d'Analyse angegebenen Verfahrens, welches 

der Bestimmung der Besultante zweier algebraischer Gleichuugen durch Aufsuchung ihres grossten gemeinsamen 

Masses iiachgebildet ist: ein Verfahren, das mit seinem algebraischen Vorbilde alle die Mangel theilt, welche 

die Mathematiker zwangen, dieses trotz der Verbesserungen Jacobi's (Crelle Journal Bd. 15) durch andere 

Methoden zu ersetzen. Ich versuche in den folgenden Blattern das Namliche ftir den von Herrn Brassinne 

behandelten Fall zweier homogenen linearen Differentialgleichungen und zeige, dass das Verschwinden der 

Determinante, welche durch Elimination der abhangigen Variablen aus denselben gewonnen wird, nicht nur 

eine nothwendige, sondern auch die hinreichende Bedingung darstellt, damit die beiden Gleichungen 

ein particulares Integral gemeinsam haben. Aus dieser Determinante, welche ich der Analogie mit den alge- 
braisehen Gleichungen halber die Besultante der beiden Differentialgleichungen nenne, leite ich sodann ab die 

Criterien zur Entscheidung iiber die Anzahl der zwei solchen Differentialgleichungen gemeinsamen linearunabhan- 
gigen particularen Integrale und die Differentialgleichung derselben. Vermoge dieser Gleichung kommt dann 

die Integration irgend einer der gegebenen Gleichungen zuriick auf diejenige der Gleichung der gemeinsamen 

Integrale und einer anderen homogenen linearen Differentialgleichung, deren Ordnung gleich ist dem Unter- 

schiede zwischen den Ordnungen dieser beiden Gleichungen. Schliesslich zeige ich, wie sich mit Hilfe dieser 

Ergebnisse auch die Besultante irgend zweier linearer Differentialgleichungen aufstellen lasst. Anwendungen 

der entwickelten Formeln habe ich nur in geringer Zahl und nur beispielsweise beigefiigt, da die vielen 

Anwendungen, welche der Begriff der Resultante zumal fiir die Integration gegebener Differentialgleichungen 

zuliisst, mir einer speciellen eingehenden Behandlung werth zu sein scheinen. Nureine der beigebrachten will 

ich  hier hervorheben:  die Bildung  gewisser Functionen, welche fiir  die Theorie  der homogenen linearen 
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62 G. v. Esc her ich. 

Differentialgleichuugeu eine almliclie Bedeutung zu besitzen scheinen, wie die synimetrischen fur die Theorie 
der algebraischen Gleichungen. 

Die meisten der hier angestellten Untersuchungen lassen sich tibrigens, wie ich hier schon ankilndigen 

will, allerdings auf ganz anderem Wege, auch auf Systeme von Differentialgleichungen ausdehnen, in denen 

die abhangigen Variablen und ihre Derivirten rational an einander gebunden sind und ich behalte mir vor, bei 

einer anderen Gelegenheit die einschlagigen Ergebnisse darzulegen. 

II. 

Die oben definirte Resultante zweier homogenen linearen Differentialgleichungen, die der Krirze halber 

mit B bezeichnet werden mag, lasst sich, wie ohne weiters klar ist, als die Resultante eines Systems linearer 

Gleichungen darstellen. 

Es seien 
F(x, </,-•• y[n)) = % y{n) •+- ax y

{"—r> ...-+•«„y = 0 (1) 

/ (x, y,. . .yim>) = b0 yW -+- bx _(/("'-'' . . .-+- bny = 0 (2) 

die beiden gegebeneu homogenen  Differentialgleichungen.  Durch fcmalige Differentiation dieser beiden Glei- 

chungen nach x, ergebe sich 

W>(x,y,. ,',yW)=VaJ yn+k-r 
r=0 

r—m-trk 

/«(*,*,. ..yt^) = ybi
ry

m+i-r, 

wo also 

X=& 

5>ft& 
ist, wenn die oberen eingeklainnierten Indices Differentiations-Indices bedeuten. Eine nothwendige Bedingung 

damit die beiden Differentialgleichungen ein particulares Integral yi gemeinsam haben, erbitlt man durch Eli- 

mination der Grossen yi) y[, y'[. . .yf+"~-[ aus dem Systeme der m-hn Gleichungen 

F(x, yv y\. . .yfO) =0; F(x, yv y\. . .yW) = 0. . ..FJ—J> (x, yv y\. . .//,>•>) = 0) 

f(x,yvy'l...y
i^) = 0;f (x,yvy\. . .y(•))==0. . ./(»-')  (x, yv y'r--y\^) = °) ^^^ 

Sie besteht also in dem Verschwinden der Determinante dieses nach //,, y\. . .y^+n~*) linearen Systems 

von Gleichungen, also in der Relation: 

(3) 

R: 
hn—i      hn- 
UQ       ?    U I 

7     UQ 

in— 2 
• t* n-\-m—2 

h n — 1 
• ® n-\-m—1 

T n—2 
• " n-\~m—2 

0    ,...*0, bx...b„, 

= 0. (4) 

Um nun zu zeigen, dass diese Gleichung auch die hinreichende Bedingung ausdrtickt, damit die beiden 

Differentialgleichungen  F — 0   und / =• 0   ein   particulares  Integral  gemeinsam   haben,    uehme   ich   an, 
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jjber die Gemeinsamkeit 'particularer Integrate bei zwei linearen Differ entialgleichungen.     63 

•ln'Ji---yn 
sei e'n „Fundamentalsystem particularer Integrale" der ersten mid zi} zt...zm  ein solelies der 

zweiten Gleichung und multiplicire die obige Determinante (w-f-«)ten Grades B zeilenweise mit der folgenden 

P= 

/i        ) yi .ffi . ft 

]jn )  Ijn •  •   • !Jn ;    jfn 

Z\ , Z\ '. . .Zf , zt 

(n-4-m—1) (n-{-m—2) .&, 

Als Product derselben ergibt sich: 

F—'J (ft), **-%,). . .F(yt); /»-%,), /»"%, ) • • •/(</,)> 

P./.' 
^—« (ft), J"—%») • • • F{yn); /"-"(ft), /<»-%») • • ./(ft), 

P»-"(zm), 2*—»>(*,). . .F(zm);f—
i\zm),f-^(zm).  .f(zm), 

wo JFW(ij) und fW(ri) bedeuten, dass beztiglich in //,; (./-, //. . .//•") und. f{k)(.c, y. . .if'"') flir //: *j substitnirt 

wurde. In dieser Determinante liaben aber sowohl die n ersten Zeilen mit den m ersten Colonnen, als auch 

die m letzten Zeilen mit den n Ictzten Colonnen lauter verschwindende Elemente gemeinsam, und es zerfallt 

dalier diese Determinante (m-i-n)ten Grades aus jedem dieser Grtinde in das Product einer Determinante wten 

und wten Grades, und zwar ist 
F(>»- '>(*,)... *>,)(   fn-'H:yi).--/(yl) 

PM={—1)"-'" J  
F(«-''(z^...F(zm)\    /»-%„).../(ft,) 

(5) 

Aber audi P lasst sicli in zweifacher Weise transformiren. Multiplicirt man in P die erste Colonne mit 

a*—1 und addirt hiezu jede nachfolgende, multiplicirt mit dem Coefficienten, welcher in F['"~i](ijl) der betref- 

fenden in dieser Coloune stelienden Derivirten von ft zugehort, verfalirt in ahnliclier Weise mit der neuen 

Determinante, indem man in ihr die zweite Colonne mit ajj"-2 multiplicirt und zu dieser jede nachfolgende mit 
dem Coefficienten der betreffenden Derivirten von ft in F^m~^(yt) multiplicirt, addirt und setzt dieses Ver- 

fahren fort, bis die mte Colonne transformirt ist, so haben in der so gewonnenen Determinante (w-(-w)ten 

Grades 

1 
m—( m — 2 

F-^yt)...F(yl),y'rl)...yt 

•ft. 

•z, 

F^-%yn)...F(yn), y^i] 

F'^\zm)... F{zn), 4T" ...«. 

die n ersten Zeilen mit den m ersten Colonnen lauter verschwindende Elemente gemeinsam und es zerfallt 

daher dieselbe in das Product einer Determinante wten und #ten Grades.  Es ergibt sich auf diese Weise, da 

«0 ist, 

,_(-!)"• 

,(„-,) 
th 

y{n—i) 
• ft, 

F"-'^) • • -F{zx) 

Fm^(zm) . . . F(zm) 

oder, indem fur die erste Determinante dieses Productes ihr Werth eingesetzt wird, 

(_1)—  -/•** 

F'm~')(«„) ... F(zm) 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



64 G. v. Escherich. .    . 

In ganz analoger Weise erhalt man fHr P den zweiten Ausdruck: 

Durch Substitution dieser Ausdriicke in P.R findet man filr R die beiden Gleichheiten: 

1     -f*t 

B-(- 

B — aJ-J**' 

-l)n-m6ffJ i 
Pt"'-1'^) . .. Ffo) 

(6) 

Wie diese Formeln lehren, verschwinden Ii und die beiden reclitsstehenden Determinanten bios 

zusammen. Jede der beiden Determinanten verschwindet also, was tlbrigens schon unmittelbar ihre Structur 

zeigt, wenn die beiden Differentialgleichungen ein particulates Integral gemeinsam haben, aber auch umgekehrt 

konnen sie und somit auch R, wie ich nunmehr beweisen will, nur in diesem Falle verschwinden. 

III. 

TJm diesen Beweis zu fiihren, will ich allgemeiu die Bedingungen aufsuchen, unter welchen eine Deter- 

minante der obigen Form verschwindet, und zu dem Behufe den Werth der Determinante 

U-- 

*i > 

• u' 

uf~%) , «J>-2) . . .w<•-2) 
/.(»-*) wjp-1' :(«-!) 

wo ut) uz...un Functionen von x sind, und die mit oberen Indices versehenen u nach der Lagrange'schen 

Bezcichnung, Differentialquotienten bedeuten, zu ermitteln suchen. Er ergibt sich durch eine leichte Transfor- 

mation dieser ..Determinante der Functionen"  u. 

Multiplicirt man namlich in U die letzte Zeile mit vt und addirt zu ihr die mit 

Elemente der k Zeile und verfahrt so ftir jedes k<n, so geht U iiber in 
k 

multiplicirten 

I* . u.  . . . . U„ 
1 

•t, , u'  . ... 11 

K(M-'» , W<f-2>   . . . M(»—*) 

Transformirt man hierin in analoger Weise und etwa mit Beniitzung derselben Grossen vt alle iibrigen 

Zeilen, so findet man 

U-- 
(«i»i)'>       (M2«i)' (M*vd' 

(W, P,)^-1' ,   (u2Vi)
(-n-V   . . .(UnV^t-"-1) 

Diese Determinante unterwerfe ich mittelst anderer Grossen v%, P3...tV-i einer neuen Transformation, 
die sich von der vorhergehenden nur dadurch untersclieidet, dass nicht mit Bentitzung sammtlicher Zeilen die 

friihere Operation ausgefiihrt wird. Es wird zunachst mit vt und mit Ausschhiss der ersten Zeile an der obigen 
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Tiber die Gemeinsamkeit particularer Integrate bei zivel linearen Dlfferentialgleiehungen.       65 

Determinantc die Transformation vollftthrt, in der so gewonnenen mit v3 und mit Ausschluss der beiden ersten 

Zeilen und so fortgefahren bis alle Zeilen, mit Ausnalime der ersten, transformirt sind. 
Man findet so 

U= 
V"~f    I!" •*V-i 

"1 "'2 —n 

D {i\ «,), D (vt ut) D (», un) 

I) (y% D v. »,), D (vs D vt «2). . . D (v2 D vt un) 

D(»n- • DvzDv1ul). . . . 2?(»„_i. . ..DviDv1un) 

wo I) die Differentiation des nachfolgenden Ausdruckes nach x anzeigt. 

Unter gewissen Bedingungen kann man die (n— 1) willkiirlichen Grossen vv v%... PM_I derart bestimmen, 

dass die obige Determinante sich auf ihr Diagonalglied reducirt, und cs zeigt sich, dass die Determinante nur 

dann verschwindet, wenn diese Bedingungen nicbt statl finden. 1st namlich ut von Null verscbieden, so lasst 

sich vt  stets derart bestimmen, dass 

w, », = 1, 

dann verschwinden aber in U alle Elemente der ersten Colonne mit Ausnalime des ersten. 1st D(i\ u^) von 

Null verscbieden, so kann v% aus der Gleichung: 

bestimmt werden, und es verschwinden dann in U alle Elemente der zweiten Colonne, die links von der Dia- 

gonale liegen. 1st man so fortfalirend zur /ten Colonne gelangt, so kann man hierin alle Elemente links von der 

Diagonale zum Verschwinden bringen, sobald 

1) (vi-t, 1) y,_3 • • • Doi w,-_j), 

wenn hierin fur vi ...P,-_2 die aus den vorhergehenden Gleiehungen sich ergebenden Werthe eingesetzt werden, 

von Null verschieden ist, indem man pi-1 derart bestimmt, dass 

t-v-i D(;o{-2 D»,_3...Dvt H,-_i) = 1 

ist. Man ersieht hieraus: 

..Verschwindet keine der Grossen 

wenn man in diesen Ausdriickcn fiir vt, i\r ..c„.__[ die Werthe aus den Gleiehungen: 

vt D(vt ut) = 1 

(«) 

vn-i D (t?B_2 ...J) D1 «„_,) = 1 

vnD(v„-i...Dv1 n„) = 1 

substituirt, so hat U den von Null verschiedencn Worth" 

(f) 

V = 
ilD(vlu^)D{vlDviu3) • • . D(vn—iDv„—i...Dv1u^) 

Vn-l .VZ-lV" 

Es kann also U nur verschwinden und verschwindet inimcr, wenn cine der Grossen (a) zu Null wird. 

Man nchme an, es sei in diesem Falle etwa 

Dty-i Dv^s • • .!>»!«<) =0, (7) 
Dcnkscliriften dor matliem.-naturw. Gl. LXVL Bd,   Abliamllungoii von Nichtmitgliedern. 
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06 

wo fiir vl, v%. 

G. v. Escherich, 

. Vi-t die Werthe aus den Gleichungen 

«V_i D (»;_2 . . . Dvx %_i ) ass 1 \ 

Vi^-iDivi^i...Dvx %_s) = 1 / 

m 

einzusetzen sind. Aus (y) folgt aber, wenn die c Constanten bedeuten, 

Vi-iD^Vi^-z •.. I)vl u,) = d—i 

somit wegen der ersten Gleichung in (|3'); 

B(Vi-% •..Dvl u>) = Ci^iDtyi^-. ...DujV^,), 

woraus sich wieder ergibt 

v^-i B (t),-_8 ...Dvl u,) = c,_i Vi-2 D (vt-B •••Dvl u^i) -+- c,-_2 • 

Wegen (|3') kann man hiefiir schreiben : 

D(vi-a  --Dvx u^ = c,_iI>(W-8 • • • Dv^iii^i)-hc^-iD{Di_-i.../)»,«,_,). 

Indem man auf diese Weise den links stehenden Ausdruck fortwiihrend integrirt, erhiilt man schliesslich: 

wo die c Constanten bedeuten, die auch Null sein konnen. 

Diese Formel driickt den von Herrn Frobenius mehrmals bewicsenen Satz aus: 

„Verschwindet die Determinante melirerer Functionen, so sind dieselben von einander linear abhangig." 

Wendet man nun diesen Satz auf den Fall an, dass B und somit jede der rechts stelienden Determinanten 

in (6) verschwinden, so folgt daraus, dass dann Constante c,, r:2...c;„ uud c,', c't...cm bestehen, fiir welelie 
beziiglich 

ci /Oi) •+• <'i fi.!h) -+-••• +c« /0») = ° 

c[F(zt) -h<£F(zt) -+-... +cmF(zm) = 0 

ist. Die erste Gleichung driickt aber aus, dass das particulate Integral 

y = ciVi^Vh~^ Cn IJn 

der Gleichung F(x, i/,...y<-n'>) =Q auch die Gleichung f(z, z',...«("»)) = 0 befriedigt, und die zweite, dass 

das particulare Integral 

#   C| 0j ~r~ C  £g H— • . • ~~r- Cm Zm 

der Gleichung f(z, z',...gW) = 0 auch der Gleichung F(y, y',...y(n)) = 0 genilgt. 

Verschwindet somit R, so besitzen die beiden gegebenen Differcntialgleiclmngen ein particulates Integral 

gemeinsam. 

IV. 

Im Falle, dass R verschwindet, lasst sich der Worth des gemeinsamen particiilarcn Integrals //, aus dem 

Gleichungssysteme (3) bercchnen, indem man darin yt sammt seinen Abgeleitcten ais Unbekannte ansieht. 

Die bekannten Regeln zur Auflosung eines derartigen Gleichungssystems, die man Herrn Krouecker (Bah 

tzer, Determinanten, 4. Aufi., §. 8) vcrdankt, wiirden auch mit Leiclitigkeit sowobl zur Aufstelhing der 

Kriterien fiihren, die zur Entschcidung dienen, ob die beiden Gleichungen mehrcre, und in welchcr Anzahl sic 
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Tiber die Gemeinsamkeit particularer Integrate bei zwei linearen Differentialgleichungen.       67 

particularc Integrale gemeinsam haben, als auch die Gleiclmng derselbcn ergeben. Doch ich glaube, dass diese 
Fragen sich iibersiehtlicher mid unmittelbarer aus der Gleiclmng: 

i: 

=(__ rjr^eli" 
ix»-')(^) ... F«) 

beantworten lassen. Es wird Mebei offenbar bios noting sein, den Entwickelnngen den einen, etwa den 

zweiten Theil dieser Doppelgleiclmng zu Grande zu legen, da hieraus durch einfache Vertauschung der Buch- 

staben in mid n, a mul b die entsprechenden Regoln fliessen, die mittelst des ersten Theilcs ahgeleitet werden 

konnten. 

Es sei, wenn R = 0 ist, zt = yl das gemeinsanie Integral, dann ist: 

--4^ = (-1)—. (r-iybie?id*z 

dB [\dx 

(<*) 

F-^(z,) ...F(>»~%zm) 

Hieraus folgt zunachst: versehwindet 
dB 

den Voraussetzung nicht als gemcinsames Integral der bciden Gleiclmngen betrachtet wird, 

- nicht, so kann anch, da y = const, nach der stillsehwcigen- 

nicht ver- 
n— I 

schwinden. Der Werth des gemeinsamen pa.rtieularen Integrals ergibt sich dann aus der Proportion : 

z(n) . g(»—i) 
dB dB 

.z :z- dfrn-V   db[n~^ 

dB dB 
cZa^-')' (/«("'-') 

dB 

dB 
(?) 

Aus der Gleiclmng (a) folgt ferner, dass mit 
dB 

anch jeder andere Differentialquotient nach der 

(m—l)ten Derivirteu irgend eines Coefficienten a von F=Q versehwindet und dass dann, wegen 

F(zt) F(zm) 

F«'~%z%) .,. F"'-%z„) 

die beiden Differentialgleichungen inehr als ein particulares Integral gemeinsam haben. 

Es versehwindet dann jeder Differentialquotient von B nach einem Coefficienten oder einer Derivirteu 

eines Coefficienten a, da die beiden gegebenen Gleiclmngen mehr als ein Integral gemeinsam haben. Es ver- 

sehwindet dann uberdies jeder zweite Differentialquotient 
,/2 II 

h fiir jedes beliebige i und k, jedoch 
daf-V 'ddf^i 

diB 
nicht nothwendig die Differentialquotientcn von der Form  ,, ,    „.    •.—K.   Dcnn  werden in diesem Falle 

und zv was unheschadet der Allgemeinheit gestattet ist, als gemeinsanie Integrale angenommen, so ist: 

i * 
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d*R 

G. v. Escherich. 

da)      dai 
h"    {   1 

F*-*)(gt) F<—»>(*,) 
Da, 

wo 

D« = '4B-O   , 4"-i) 

*1 J   *2 

Diese Formel lehrt tiberdiess, dass 

<PJB »B 

da„    'da, 
4 

zugleich Null oder von Null verschiedeu sind, da 

D, 

D„ 

{m~'i)' da^da{r2) and 
d* I 

7   (m— 21   i   (m— 2) 

•*-'»—1 ,  W— i 
0,0, 

wegen dcr Voraussetzung, dass zl und z% dcmsclbcn Fnndamentalsysteme angehorcn, YOU Null verscliicden 

sind, und also die drei obigen Differentialquotienten nur verscliwindcn kSnnen, wenn 

n»*r  F(zm) 
0. 

JK—»>fo) ....I«'»-3)(0M) 

Sic verscliwindcn also und kiinnen, wie diese Bedingungsglcichung zeigt, nur dann verschwinden, wenn 

die beiden gegebencn Diffcrcntialglcichungen ausser zt und 02 mindestens nocb ein Integral gemeinsam haben. 

Haben sie jedocli nur diese beiden Integrate gemeinsam, d. b., verschwimlet nicbt irgend einer der obigen 

drei Differentialquotienten, so sind alle particularcn Integrate dcr bomogenen linearen Diff'erentialglcicbung 

der 2ten Ordnung 
d*R „    „        d*R , dzR 

da. •2)dat~2) a/X,\_i    ddn aa„—i   aan^i 
0 

und nur diese den beiden Differentialglciclmngcn gemeinsam. 

Es hat keinc Sehwierigkeit, den allgemeinen Sate herzuleiten, unter den sich die eben behandclten Falle 

subsnmmiren. Zu diesem Behufe nehme icb an, die beiden G-leichungen haben k partieuliire Integrate gemein- 

sam und es seien diese, was ja unbeschadet der Allgcmeinhcit vorauszusetzen gestattet ist, die Functionen 

Es ist dann zunachst klar, dass jeder Differentialquotient von der Form 

 dk-m  
[dal:*~"+?)Y [*fc?+p)]k~f~* ' 

wo p>-0 ist, verschwindet, da in der Sumnie von Dcterminanten, aus welcher derselbe besteht, jede min- 

destens eine Zeile verschwindender Elemente besitzt, da F{zx) . . . F{z'&) samint ihren Differentialquotienten 

nach x in Folge der Voraussetzung verschwinden. Es verschwinden aber iiberdies audi die Men Differential- 

quotienten des R von der Form 
dkR 

[da^k+i)y [dat -4+1) -i k—i ' 
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JJber die Gemeinsamkeit particular%er Integrate bei zwei linear en Differ entialgleichungen. 09 

wahrend die von der Form 
dkR 

r 7    {J. [da), (m—k) -i i [dat (m—k) -i k~i 
i 

nur in dem Falle verscbwinden konnen, als die beiden Gleichungen mindestens ein Integral mebr gemeinsam 
babcn, als die k vorausgesetzten '1 >   ~'2> •Zk- Die Ricbtigkeit dieser Bebauptungen leucbtet unniittelbar 
aus dem Ausdrucke fiir diese Differeiitialquotienten ein. Um unter der gemacbten Voraussetzung dieselben zu 
bilden, wird es am einfacbsten sein, sicb die Determinante B nacb dem La Place'schen Satze in ein Agregat 
aus Producten von Determinanten Zten und (m—k)ten Grades zerlegt zu denken und die einzelnen Producte 
zu differentiiren. Von deren Differcntialquotienten verschwinden nun, da Fiz^), F(zt). .. F(zt) sammt ibrcn 
Differentialquotienten nacb x Null sind, sammtliche mit Ausnahme desjenigen von 

(—!)'»•"&•«/** (—l)*-*) • 

IK—*)(*!>, J^—»)(^). . .!«—*>(z*) F(?*+i) FffiJ 

#—*>&), F—'^z,).. ;J*-L|)(S4)        F•-*+>\zt+i). . .F•-k+\zm) J 

welcber siob wiedcr auf den Differentialquotienten seines ersten Factors reducirt. Von der Summe, aus wel- 
cber dcrselbe besteht, sind, wie zunachst crsiclitlicb ist, nur jene Glieder von Null verscbieden, in denen 
sammtliche Zeilen der Determinante differentiirt sind; aber audi von diesen verscbwinden im ersten Falle 

d[I f (*-*)! d[F lm—m 
= 0 

da{rk+i)      datTik+i) 

alle, wiibrend im zweiten Falle alle bis auf eines Null sind. Derm wie die Ausdrucke: 

da 

d{F> 

n—l 

-*+rV| 

r+i 

m—l'-\-r\ z-' 
d,r;rli] 

zeigen, erbiilt man die Glieder dieser Summe, indem man in der Determinante 

2j ,   Z2 . . .Sic 

m—h-hl 
1 

m—1 
k—1 

Z\        , z% 
(4-1) 

aof alle miiglicben Arten (k—/') Zeilen berausbebt und jedesmal den Differentiations-Index in jeder derselben 
um eins erbobt. 

Nun ist aber klar, dass, wenn in eincr Zeile der obigen Determinante der Differentiations-Index um eins 
erhobt wird, entweder jener der folgenden ebenfalls um eins erbobt werden muss, oder die neue Determinante 
verscbwindet;   daraus folgt, dass  die  so abgeleitete Determinante nur dann nicbt verscbwindet, wenn von 
jener Zeile ab in jeder folgenden der Differentiations-Index um eins erbobt wird.  Somit scbrumpft die ganze 
.Summe auf das Glicd zusammen, in dem der Differentiations-Index jeder der letztcn {k—i) Zeilen der obigen 
Determinante um eins erbobt ist. 

Also ist 
z, F (eM) F (zm) 

d"R 

\dat~k)Y[d$-ik)]k- 
i!(k—i)!M z\     ' . • •zti} 

(i+i) z\ 

z) ..zf F^^(zk+I)...F m—k—i) (z,„) 

(ft 
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70 G. v. Escherich. 

wo 

M = (— !)»«+ (m—k)k 
m—/c-f- 1) T?w—&H-2 m—1,, 

Dieser Ausdruck kann nur verschwinden, wenn entweder die gemeinsamen particuliiren Integrale 

zi} z%...zk nicht von einander lincar-unabhangig sind, oder wenn die beiden Differentialgleicbungen mebr als 

k linear-unabhangige particulare Integrale gemeinsam baben. Beriicksichtigt man daher, dass alle /.-ten Diffc- 

rentialquotienten von der Form 

dkR 
(m—k)-\ k—i 

[Mi"       ] ' [da'n'Ll    ] 

bios zugleicb Null oder von Null verscbieden sein konnen, so ergeben diese Uberlegungcn: 

Haben die beiden Differentialgleicbungen k und nicht mebr als k linear-unabbangige particulare Integrale 

gemeinsam, so verschwinden ausser R alle Differential quoticntcn von der Form 

dv-R 

[dai^Y [da^'T'' 

in denen /*<# ist fiir beliebiges iz§.y., jedocb keiner fiir (i — lc.. 

Offenbar gilt audi die Dmkebrung; denn versebwindet mit k und fiir jedes ;x-<k ein derartiger Diffe- 

reutialquotient, so haben die beiden Gieichungen mindesfens k linear-unabbangige particulare Integrale gemein- 

sam, da, wenn sie weniger, nur (k—A), gemeinsam besassen, kein Diffcrentialquotient von der Form 

d''-xR 
(   7     V \da>n 

(m—A+X)-i i (»»—A-HX)-I k—X—i r 7   [m—k 
[dK-i 

verschwinden   konnte;   sic konnen  aber aucb   nicht mebr   als  k  linear-unabbangige  particulare  Integrale 

gemeinsam baben, da sonst die Ausdrttcke 

_dk R_ 

[*£-*>]* [dot?]*-* 
verschwanden. 

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich nunmehr in den Satz zusammenfassen: 

„Damitdie beiden gegebenen Differentialgleichungen k und nur/; linear-unabbangige 

particulare Integrale gemeinsam haben, ist es notbwendig und binreichend, dass mit R 

(k—l) Differentialquotienten derersten (k~1) verscbiedenen Ordnungen von der Form 

[da^Y [da^Y"1 

oder 

dv-R 

[dbtr^Y [dit:rY~( 

Null sind, aber keiner der gemeinscbaftlicb verscbwindenden fcten Differentialquotienten 
von der Form 

d"R 

oder 
[da(,?-k)Y [da^/'f-' 

dkR 

[d&il 
(n—k)~\ i [db 

(n—k) 1 k—i 
1 
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JJber die Gemeinsamkeit particularer Integrate lei zwei linearen Differentialgleichungen. 71 

Der obige Ausdruck (|3) fiihrt auch unmittclbar zur Bildung der homogenen linearen Differentialgleiehung, 

welclie aus den k gemeinsamen particularen Integralen zusamrnengesetzt werden kann. Diese Gleichmig ist 

namlich: 
z(k)  .    zk— 1       .   #  _     z< .    z 

~{k) •   ~(k-\) . ?' •   Z 

fi) (4—i) ' 

0. 

Mnltiplicirt man dieselbe mit 

F(*k+l) P(jSm) 

F—*+»(zt+t) ...F^~'^\zm) 

so ersieht man, dass »W den Coefficienten 

If 

l W (m—k) -i i 

besitzt. Es ist also. 

d* i" 

[da (m-kh k Z(k)- 

i!(k—i)t 

dkR 

[dan- 
(m—k) I k—i 

dk R 

l)[da 

oder symbolisch bezeichnet 

(m—k) iMi   m-zt-S 

</if 

(*-«) • (_1> 
dkR 

r ;   (m—*) I & 

(8) 

(//,' 
7    (m—k) da,, da„^i Jm-i) =,0 

die Gleichun g der gemeinsamen particularen Integrale. 

Anmerkung. Man kann diese Gleichung auch nocli anf andere Weise gewinnen, die ich, da ihre Ablei- 

tung auf weniger Voraussetzungen berulit als die vorhergehende, kurz andeuten will. 

Es sei R ein Ausdruck, dessen Verschwinden die hinreichende und nothwendige Bcdin- 

gung ist, damit die beiden gegebenen Differentialgleichungen ein Integral gemcinsam 

haben, und in welchen liochstens die (m— l)ten Differentialquotienten der Coefficienten von 

F(x,!/••• y'n]) = 0 eingehcn. 

Es verschwindc nun R, was anzeigt, dass die beideii Differentialgleichungen mindestens ein particulares 

Integral yx  gemcinsam haben.  Ich verandere irgend zwei Coefficienten von F(x, y. . • y'"'), etwa a„_i und a,„ 

aber derart, dass 
y\d<(n-i H-y1^a»==0, 

so dass also die neue Gleichung mit f(z, z'. . .z('"') = 0 ebenfalls das Integral yl  gemeinsam hat. 

Die Resultante R' derselben und f(z, z'. . .zim'>) = 0 muss daher ebenfalls verschwinden und man erhalt 

sic, indeni man in R fur «„_, : </„_, -)-o«„„i und fur an : ((, + ')«» substituirt; man fmdet also : 

R' = R-i- 
dE 

da 
GOn-t 

n—i 

(III 
-+-           0(1 h 

da,, 

,111 

ddn—i 

dR 

da' 

dR 
oa«-i TV da)', 

(TO-1) 

oa „ -f-, 

,   (m—1) 

dR .    .. 
 %   (m—I) 

, (m-l)   oaH 
If It 1) 

worin die ffa„—i, £a4—j • ••^<"',"'-i     vermoge der Gleichungen: 

y'}«n_, -+-y§a„   = 0 

,'/" oa«-i       H- y' oa'n-i -+- (yoa„y= 0 

/(»'-') Ah -I y<"   2o«„__, ( yr}„ „)>>,-i)  = 0 
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72 G. v. Escherich. 

durch §On, 8a'n... S d•-^ auszudriicken sind. Da mm R' und R verschwinden, so miissen wegen der Will- 

klirlichkeit von §an, 8dn...§d•-~i'> deren und ihrer Producte Coefficienten fur sich verschwinden. Sind nun 

die Coefficienten der ersten Potenzen dieser Variationen von Null verschieden, so ergibt eine kurze Reclmung 

zur Bestimmung von yi = z. die frtthere Proportion (7); verschwinden sie aber identisch, so findet man aus 

den gleicli Null gesetzten Coefficienten der zweiten Dimensionen dieser Variationen die Gleichung p. 8. 

V. 

Nachdem man in den Stand gesetzt ist, die Gleichung der den beiden gegebenen homogenen linearen 

Differentialgleichungen gemeinsamen particularen Integrale abzuleiten, soil nun untersucht werden, welche 

Vortheile ftir die Integration der beiden gegebenen Gleichungen aus der Kenntniss dieser Gleichung erwachst. 

Bezeichnet das Symbol P(y), dass an y die Operation 

11 
Podxh -Pk-i dx •Pt 

vollzogen werden soil, und nennt man es in diesem Palle ein Operationssymbol der feten Ordnung, so lasst 

sich leicht folgender Satz nachweiseTi: 

1st d>(V) ein gegebener homogener linearer Differentialausdruck, der die (m~hn—l)te 

Ordnung nichttibersteigt, so lassen sichstets zwei 0perationssymbole P und Q beztiglicb 

der (m— l)ten und (n— l)ten Ordnung auffinden, derart, dass 

P[F)^Q[/]=R<P(l/) (9) 

ist. 

Es sei 

Aus dem Gleichungssysteme (3) 

cm+n—2 H   ~+- <-'m+»-l  'J • 

F(m~i) _ am-i y(m+n-t) _,_ . . . .+_ affl+n_,_j y(') -+-•;;.•+• <C-»-iy 

F        = o0yW <V-,y («') ...-+- «„. y 
n—i /(»_!) = bi'1 y("+«-« -+-...-+- &w+_^_, y« -+-... -+- />;+»-! y 

/ = \ y W -+-...-+- &m_2 yW •+-. . . H- &m        »/ 

findet man, wenn mit ai>k die Subdeterminante dcs Elernentes bezeichnet wird, das in der (&-+-l)ten Zeile 

und (i-t-l)ten Colonne von R steht: 
P<[in-t-ft[/J«5.y»^-ei, 

wo 
P{ = a,-, „ F^-1) -t- a,, ,     P>-2> -h-. . . H- «,-, « _,     P 

Setzt man daher 
-P = C0 P0 -+- Cj Pj -+-... -f- <Vl-m—I Pm_j_„_i 

Q = c0 0O -+- Cj Qj •+-...-+- cn+m_[ Qm+n—i, 

so ergibt sich die obige Identitat. 
Sind daher <p und ty zwei homogene lineare Differentialausdrucke, deren Ordnungszahlen zur Sunime 

(w-(-l) haben, so lassen sich zwei Operationssymbole p und q bezliglich von dcr Ordnung (p.—1) und (v—1), 

wenn [x die Ordnung von f und v jene von -j> ist, finden, derart, dass 

rF=pty]-t-q[f], 
wo r die Resultante von f und <p bedeutet. 
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titer die Gemeinsamkeit particular-er Integrate bei zwei linearen Differentialgleichungen. 73 

Haben mm die beiden Differentialgleichungen F=0 and <J> = 0 v linear-unabhangige particulate Inte- 

grale gemeinsam, ist also <p = 0 selbst die Gleicliung der gemeinsamen Integrale, so ist klar, dass sieli die obige 

Gleicliung auf 

reducirt. Denn sind zt, zz 

r.F=p[ii\ (10) 

j», v, geineinscliaftliclie linear-unabhangige particulare Integrale dieser beiden 

Gleichungen, so geniigt jedes derselben, wie die obige Formel zeigt, aueh der Gleicliung 

2M-0. 
Es sind also die v von einandcr linear-unabhangigen Punctionen von x 

ui = ? (%); «i = ? (ft) • • ••*» = ? (*») 

particulare Integrale der Differentialgleichung 

q [x , u , u'. . . u<-''~l> | = 0, 

welche nach u von der (v—l)ten Ordnung ist, woraus folgt, dass q identisch Null ist. 

Wie die Gleichung: 
r.F=pfy] 

zeigt, ist dann jedes particulare Integral von F audi ein solches von 

p [<j»] = 0. 

Ist daher v das allgemeine Integral der Gleicliung der (n—v)ten Ordnung: 

p(v) = 0, 

so licfert die Integration der linearen Gleicliung der vten Ordnung 

das allgemeine Integral von F = 0.' 

In den Ausdruck p gelien aber audi die Coefficienten von <o = 0 ein, welcher Ausdruek nur der ein- 

zigen Bedingung unterliegt, mit ep = 0 kein particulates Integral gemeinsam zu haben. Es entliiilt also p die 

(ix-i-l) willkurliclien Coefficienten von ep, wodureh cs moglicli ist, der Gleicliung p = () verschiedene Formen 

zu geben, unter welclien die zweckentsprechendste auszuwahlen ist. 

Beriicksichtigt man nun, dass das Integral einer linearen Differentialgleichung gegcben ist, wenn das 

allgemeine Integral ibrer reducirten bekannt ist, indem dann jenes auf blosse Quadraturcn zuriickgefulirt ist, 

dass also die Gleicliung if> = v gelost ist, sobald dies mit if) = 0 der Fall ist, so kann man die vorstehenden 

Bemerkungen in den folgenden Satz zusammenzichen, der eine Vcrallgemeiiierung eines selir bekannten Theo- 
rems darstellt: 

„Sind die sammtlichen particularen Integrale einer liomogenen linearen Differential- 

gleichung der »wten Ordnung /=0 in einer hiiheren reter Ordnung F=0 enthalten, so kommt 

die Berechnung des allgemeinen Integrals der letzteren zuriick auf die Integration von 

/=0 und einer anderen linearen liomogenen Gleichung der (n—«w)ten Ordnung." 

Die eben entwickelte Formel (10) berulit auf dor Voraussetzung, dass alle particularen Integrale von 

tfi = 0 audi der Gleichung F=0 geniigen. Diese Formel kann als ein specieller Fall der folgenden angc- 

sehcn werden, welche unter der Annahme abgeleitet wird, dass die Gleichung der wten Ordnung F=() mit 

der Gleichung der mten Ordnung /=0 nur 1; particulare Integrale gemeinsam habe. Fur den Fall /,• = ! zeigt 

die Formel (9), da R = Q, dass sich zwei Operationssymbole P und Q beztiglich von der (m—1) und (n—l)ten 
Ordnung auffinden lassen dergestalt, dass 

ist. 
P[F]-Q[f\ 

1 Frobenius, Crelle's Journal f. Mathem., lid. LXXVIT, p. 258. 

Denkschriften der mathem. aatorw. Gl. IA VI. Bd.   Abhandlnngen vonNichtmitgliedern 
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• 

^4 G. v. Escherich. 

Haben die beiden Gleicliungen kein Integral gemeinsam, so lassen sicli, wie a priori klai ist, ebenfalls 

zwei derartige Operations-Symbole bereclmen, deren jedes aber von einer um eins hoheren Ordnung als im 

vorhergehenden Falle ist. Haben nun die Gleicliungen F=Q und/=0 k Integrale gemeinsam und ist XV =0 

die Gleichung dieser gemeinsamen Integrale, so lasst sicb, wie sich friilier ergab 

F=p [W] 

setzen, wo das Operationssymbol p von der Ordnung (n—k) und q von der Ordnung (m—k) ist. 

Da nach der Voraussetzung F= 0 und /== 0 bios die Integrale der Gleichung W = 0 gemeinsam liaben, 

so konnen die Gleicliungen 
p [W] = 0 und q [V] = 0 , 

wenn darin W als die abhangige Variable betrachtet wird, kein particnla.res Integral gemeinsam liaben. Es 

miissen sich alsdann zwei Operations-Symbole B und 8 beziiglich von der niedrigsten Ordnung (m—k) und 

(n—k) bestimmen lassen, dergestalt, dass 

wird. Es ist somit: 
B[F]~S[f]. 

Jeder dieser Ausdriicke verscliwindet durcli die Substitution der particularen Integrale, sowohl von F=0 

als audi von f—0, also sind in den beiden identiscben Gleicliungen der (m~+-n—&)ten Ordnung 

E[F] = S\f} = 0 

die sammtliclien Integrale der beiden Gleicliungen F=0 und /=() entlialten; cin Resultat, zu dem schon 

Herr Thome durch andere Betrachtungen gelangt ist. 

TI. 

Es mogen nun zur Erlauterung der vorhergehenden Entwickelungen beispielsweise einige Anwendungen 

folgen. 
1. Die einfachsten und directesten bestelien ofl'enbar in der Ilntersucbung, ob und in welcher Anzalil zwei 

gegebene Gleicliungen particulare Integrale gemeinsam haben, in der Ableitung ihrer Gleichung und Beniitzung 

dieser zur Reduction der vorgelegten Gleicliungen. 

Als Beispiel dienen die beiden Gleicliungen: 

F= 4(4.x3 + 1) xy"'~ (Sx% — 6) y" — 4 (4r! -+• 1) xy' •+• (8./: - 6) y = 0, 

/= 2x (2x2 •+•*-+-!) y"1 •+- (4s;3 -+- Sx H- 3) y" — (2x — 3) xy'-h {2x — 3) y — 0, 

wo also 
(4.x2 -f-1) 4a 2x (2x 1) 

at = — (8x2 — 6) bt = 4.x3 -+- 3x -+- 3 
at = — (4.x2 -+- 1) Ax &,= -(2*-8) 
a3 = 8x% — 6 \ = 2x — 3) 

ist. Dieselben haben bios zwei linear-unabhangige particulare Integrale gemeinsam, da fiir sie sowohl R, als 

audi -—,7 verschwindet, wahrend 
da.. 

d*R 
(da'3Y 

= 4:b0(a0b1—albis) 

von Null versehieden ist. 
Hire gemeinsamen Integrale sind also die particularen Integrale der Gleichung: 

d*R 9  d*B    , 
da., da.. 

d*R 
:0, 
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Uber die Gemeinsamkeit particidarer Integrate bei zivei linearen Diff'ereutialgteichunyen. 

welche nacli Substitution der Werthe : 

75 

d*R 

da'2 da, 

d%R 
(da'tY 

= 8(4x2 •+• b)x3 (2x -4-1) U2
0, 

r = 4^2(4r;2 -+- 5) (4x2 +1) 2b\, 

= 4a;*(4a;* + 5) (1 — 2*)4Z>2, 

ttbergeht in: 
= 2 te(l -4- 2x),j" + (1 + 4a;8)«/' -+- (1 — 2,/;)// — 0. 

Mittelst dieser Grleichung lasst sich nun die Integration jeder der beiden gegebenen Gleichungen in die 
Integration zweier eiufacherer zerlegen, was an der Grleichung F=0 erlautert werde. Da die s&rnmtlichen 
Integrale der Gleiclmng der zweiten Ordnung y = 0 in F=0 enthalten sind, so muss sich F in der Form 
darstellen lassen 

F—p(p), 

wo p  ein zu bestimmeiider,  nach y homogencr linearer Differentialausdruck der ersten Ordnung ist.   Zur 
Bestiinmung seiner unbekannten Coe'fficienten m. and m, ergeben sich aus der Identitat: 

F= m. 
da 

die vier Gleiclmngen: 

4<4j'2 -+- 1) = 2r(l -+- 2x)ml, 

8,r2 — 6 == (4,/;* -+- 8./; -+- 3)m. 2a;(l -i- 2x)ml, 

4x(4x 1) = (6a; •+- l)mt •+• (1 -+- 4JI
2
)/«2 

— 8x2 -i- G = — 2mt -+- (1 — 2x>»2, 

von denen, im Einklange mit den allgemeinen Auseinandersetzungen, je zwei cine Folge der beiden anderen 

sind. 
Hieraus findet man: 

a = c(4:x2 ~h l)e% 

wo c cine willkiirliclie Constante bedeutet. Somit ist die Grleichung : 

2,r(l 4- 2,r)//" -+- (1 -+- 4,r2)//' -+- (1 — 2x),j = c (4^2 -+- iy 

eine Integral-Gleichung der Gleiclmng F= 0. 

Als zweites Beispiel will icb die homogenen linearen Differentialgleiehungen mit constanten Coe'fficienten 

benutzen und annehmen in (1) und (2) seien beziiglich die a und b Constante. Wie die bekannte Substitution 

y = i-x in dieselben lehrt, entspricht jeder gemeinsamen Wurzel der beiden Gleichungen: 

• -t- On = 0, 

•+• b„, = 0 

«0£" «1  C" 

60 £»-+-&, ?'"-' -+-. 
(1) 

(2) 

ein gemeinsames particulates Integral. In der That ist auch in diesem Falle die Resultante der beiden Differen- 

tialgleiehungen, die nach der dialytischen (Sylvester'schen) Methode gebildete Resultante der beiden obigen 
algebraischen Gleichungen und gehen auch die Kriterien fur die Anzahl der gemeinsamen particularen Integrale 

iiber in die bekannten Satze und Formeln uber die Anzahl der zwei algebraischen Gleichungen gemeinsamen 
Wurzeln. 

Die Gleiclmng der gemeinsamen particularen Integrale selbst, wird durch die obige Substitution in die 

Gleiclmng der den beiden algebraischen Gleichungen gemeinsamen Wurzeln ubergefiihrt. 

k* 
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76 G. v. Escherich. 

Es sind somit iu den entwickelten Satzen und Formeln ttber die Gemeinsamkeit particularer Integrate bei 
zwei homogenen liiiearen Differentialgleichungen die iiber gcineinsame Wurzeln algebraisclier Gleichungen als 
sehr specielle Falle entlialten. 

2. Die Thatsache, dass R verschwindet, wenn die beiden Differentialgleichungen, aus deren Coe'fficienten 
dasselbe gebildet wurdc, ein particulares Integral gemeinsam haben; lasst sich auch zur Entscheidung beniitzen, 
ob und unter welchen Bedingungen cine gegebene Differentialgleichung particulare Integrale von bestimmter 
Form besitzt, sobald nur diese Form durch cine liomogene lincare Differentialgleichung charakterisirt werden 
kann. 

Die Formel (7) gibt dann den Werth dieses particularen Integrals. 
Ich will beispielsweise zeigen, dass sich auch auf die Weise unmittelbar erkeunen lasst, dass die Differen- 

tialgleichung der Kugelfunction P'^: 

(1 — ;r2)y" — 2xy' -+- n(n •+- \)y = 0 

eine ganze rationale Function wten Grades als particulares Integral besitzt.  Da cine ganze rationale Function 
£>ten Grades durch die Gleichung: 

definirt ist, so kommt die gestellte Fragc auf die andere zuiiick, ob es eine ganze positive Zalilp gibt, fitr 
welche die Resultante der beiden obigen Differentialgleichungen: 

1 —»*, -2(p+-1>, -[p(p + l) — n(n-+-l)], 0 0, 0, 0 

0 ,      1— x%     , —2px , —\p(p-+- l) — n(n-t-1)], 0.0 
R = 

0 

•0. 

0. 

.(l—z*)—2x; n(n-+-l) 

. . ..0 

verschwindet. 
Nun haben aber in dieser Determinante (p-f-3)ten Grades die zwei letzten Zeilen mit den (p-+-l) 

letzten Colonnen lauter Nullen gemeinsam und es reducirt sicli daher li auf das Product einer Determinante 
2ten und (p-t-l)ten Grades und weil die erstere gleich Eins ist, wieder bios auf die lctztere. Da diese Deter- 
minante : 

[p (p-t-1)—^»(n-t-l)3, 0 ,   0 ,   0 
—2px , _[_p(_p-i-l)—«(»-+-!)], 0. . .0 

0 0 0.. .«(«-+-!) 

= [p(p-+-l)—n(n-hl)][n(n-+-l)—p(p-+~l)].. \n(n-+-l)} 

fttr p =n verschwindet, so genligt der vorgelegteu Gleichung, wenn n eine positive ganze Zahl ist, cine gauze 
rationale Function wten Grades, deren Werth sich aus (7) ergibt. 

Auf diese Weise ergeben sich auch unmittelbar die Falle,  in welchen die Differentialgleichung der 
hypergeometrischen Eeihe 

x(l—x)y"-+- [7— (*-hP-+-l)x]y'—*$y = 0 

eine ganze rationale Function als particulares Integral besitzt, Die Resultante dieser und der Gleichung: 

y(p+') = 0 

ist: 
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Uber die Gemeinsamkeit particulars Integrate bei zwei linear en Differ entialgleichungen.       77 

x(l-x), [(f)(1—2^-Hy—(«n-/3-t-1>], -<>-t-«) Cp-f-jS), 0, 0, 0 

.ft: 
o   , 0 

1  , 0 

o   , 1 

o, 

0,. 

=(-!>>+' 

.   0, 0, 0 

.    0 , 0, 0 

 0 

PJ
1
) (i-2*)-4-7-(«-t-^i>,-(i^-i-+-«)('jp-i-*-ft. .6 

0 0 x|3 

(_l)<P+i) (p^a)(2,_Hi3)(_p_l_haXp-l + ^)- • «j3. 

Hieraus folgt, dass der vorgelegten Gleichung eine ganze rationale Function genligt, sobald a oder |3 

gauze negative Zahlen sind. Der Grad dieser Function ist, sobald nur eine dieser Grossen eine ganze negative 

Zahl ist, gleicli dieser, sonst gleich der numerisch kleinercn derselbcn. 

3. Eng mit diesen bangt nocb eine andere Art Anwendungen zusammen. Da man die Relationen kennt, 

welche die Coefficienten einer homogenen linearen Gleichung erflillen miissen, damit dieselbe mit einer 

gegebenen Gleichung ein oder mehrere linear unabhangige particulate Integrale gemcinsam babe und die 

Gleichung derselben aufstellen kann, so ist man im Stande, sobald es gelingt, zu der gegebenen eine zweite 

Gleichung zu construiren, deren Coefficienten diesen Relationen geniigen, entweder unmittelbar — wenn nur R 

verschwindet — ein particuliires Integral der vorgelegten Gleichung anzugeben oder doch im anderen Falle die 

Integration der gegebenen Gleichung in die zwcier Gleichungen niederer Ordnung zu zerlegen. Es mag diese 

Art der Anwcndung an der Gleichung der Kugclfunction P(
(i) 

•<•• 

erliintert werdcn. 
(l-x%"-2xy'+2y = 0 

Damit dieselbe mit der Gleichung der 2ten Ordnung 

hV v -*-<*% y = o 

ein  und nur  ein  particuliires Integral  gemcinsam  babe,  miissen die  unbestimmt  gelaseenen Coefficienten 

"o> ai> "i derselben derail gewahlt werden, dass sie der Bedingung: 

B = 

l—xz, —4a 0 

1—,T2  ,   —2x 
1 0 

, 2 

«2 °t\ 
, «J 

und —-,- 7^ 0 geniigen. Die Berechnung der Determinante ergibt die Bedingungsgleichung in der Form: 

2a0(l—xt){a'l-+~a%-+-xa'^)— (1—xv)t(a'1<xt—a^aj+aj) 

—2(al-hxai)[(l-^;*)(a^-hai)+4a0x] = 0 , 
woraus folgt: 

4a;(a1 -\-xa^—(1- *)(«;• hxa. 

2a, (a, - 

(1 «*)(% •+-*«») 

al)(l-^. -xa^)-t-(a\ at—a%a. 

Setzt man nun: 
2(cr1 H-ajffljj) 

(1— x2y (a^-xa^y 
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78 G. v. Escherich. 

so ergibt sich: 
1 {a\ a%—at a't-+-afy(l—xi)-+-2al (at-irxat) , 

a. -hxa. 
dx. 

Es hat also jede Differentialgleichung, in der a0 in dieser Weise durch at und a% sich ausdriicken lasst, 

mit der Gleichung P$ ein particulares Integral yx gemeinsam, dcssen Werth durch die Formel angegeben wird: 

(IB dE (l—xt)as-—2a0 
Vi-'Ji da\' dat (1—xi)a1-h2a0x 

Somit liefert der Ausdruck: 

!h 

f (1—a?-)aa—ig0   d 

p     J (1—x'^at+Za^x 

wenn hierin fur a0 der obige Werth eingesetzt wird, fiir jeden beliebigen, mit derNatur dieser Entwickelungen 

vertraglichen Werth von at und at stets ein particulares Integral der gegebenen Differentialgleichung. 

In ganz derselben Weise lasst sich audi aus der Bedingung, unter welcher die Gleichung: 

%yy -a, .«/'• 

mit jener der Kugelfunction P&$: 

(1—xz);y"—2xy'-t-n(n-hl)y = 0 

ein particulares Integral gemeinsam hat, dem Verschwindcn der Kesultantc, a0 als Function der iibrigen Coef- 

ficienten at...an darstellen, denn die liesultante ist audi in diesem Fallc ein nach a0 homogener linearer 
Pifferentialausdruk der ersten Ordnung. 

4. Zum Schlusse will ich noch eine Anwendung des Ansdruckes der Resultante beriihren und daraus 

gewisse Functionen herleiten, welche in der Theorie der homogenen linearen Differentialgieichungen eine 

ahnliche Rolle spielen, wie die symmetrischen Functionen in der Theorie der algebraischen Gleichungen,' 

auf die ausfiihrlich einzugehen ich mir jedoch fiir eine andere Gelegenheit vorbehalte. 

Da die Gleichung (6): 

•/*-'&)•••/(*) f--< 
(6) 

fiir beliebige Werthe der b0,,bt...b„ und der verschiedenen Differentialquotienten dieser Grossen bestehen 

muss, so miisscn, wie man leicht einsieht, die Coefficienten, welche auf den beiden Seiten der Gleichung deu- 

selben Ausdriickcn der b und ihrer Differentialquotienten angehoren, einander gleicli sein. Es lasst sich nun 

die Determinante (m-t-w)ten Grades 11 nach dem La Place'schen Satze in ein Aggregat aus Prodncten je 

einer Determinanten wtten nnd wten Grades zerlegen, und zwar werden dieselben erhalten, indem man jede 

Determinante wteu Grades aus der Matrix 

b0 

0 7 n- 
, b0 

hi-\-m— f 

jn—'i 

(P) 

mit der aus den iibrigen Colonnen der Matrix 

m—i m—1 m—1 
ttO        j    (It , • •  -(('n+m—l 

Om—~ m — '-i 
,   (la        j • •  • (ln+M — 2 

0,. 

(«) 

Conf. die Noten des Herrn Appell in den Comptes vendues, Bd. XC und XCI. 
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Uber die Gemeinsamkeit particularer Integrale bei zwel linearen Differentialgleichung en. 79 

gebildeten Determinante mten Grades nnd einer Potenz von (—1) multiplicirt, deren Exponent die Anzahl der 

nothigen Vertausclmngen angibt, am diese m Colonnen der Reihe nach zu den m ersten der Matrix zu machen. 

In gleicher Weise lasst sich aber auch die rechtsstehende Determinante in (6) als ein Aggregat aus Pro- 

ducten je zweier Determinanten wten Grades darstellen, arid zwar werden dieselben erhalten, indem man jede 

aus der obigen Matrix (b) gebildete Determinante wten Grades mit der aus den glcicbstelligen Colonnen 

der Matrix 

In 1 i)n •Vn 

gebildeten Determinante nten Grades multiplicirt. Somit ist diese letztere, abgeseben von der Potenz von (—1), 

der mit dem Factor a^" e~ J <*„'x verseheneu aus den restliclien Colonnen der Matrix (a) gebildeten Deter- 

minante mten Grades gleicb. 
Diese Betrachtungen fiihren also zu dem folgenden Satze: 

Bilden yl} y%...yl ein Fnndamentalsystem particularer Integrate der homogenen linea- 

ren Differentialgleichung: 

W «, y «("-«) 

so lasst jede aus der Matrix 

••Hi 

3n    I   'JA 1 • •y»\ 

wo \x>n ist, entnommene Determinante rcten Grades durcb ein Product aus e J^ nnd 

einer aus den Coefficienten dor Gleicbung und deren Differentialquotienten rationalen 
Function ausdriicken. 

Von den Folgerungen, die diese Thatsacbe zulasst, will icli nur eine bervorliebend die Aufgabe losen: 

Die liomogene lineare Differentialgleicbnng zu bilden,   deren jedes particulare Inte- 

gral ein gegebener liomogener lincarer Diffcrentialausdruck eines particularen Integral s 

einer gegebcnen bomogenen linearen Differentialgleichung ist. 

Es seien yiyyt- • •!/„ ein Fundamentalsystem particularer Integrale der gegebenen bomogenen linearen 

Differentialgleichung: 
a0yW-t-a, i/-'1-') -4- . . . -hany == 0 

und es sei die liomogene lineare Differentialgleichung der «ten Ordnung zu bilden, dcren particulare Integrale 
z mit den y der gegebenen in der Beziebung stehen: 

z — b0 y'm )-f-^i y('"-i) -+-... H-i«,y. 

Bezeichnet zt das Resultat der Substitution y = y( in diese Relation, so ist die gesuchte Gleicbung: 

Z(n) An-l) .z 

• z. 

Znl) 7   4"_1) 
•  • %"n 

Es ist somit in derselben der Coefficient von SJW 

zf>...z<i+<), 4;~i)...0„ 
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80 G. v. Eseherich. 

und nacli cler Bedeutattg der z ist er das Product der beiden Matrices: 

m-\-n 
•in -1'+1      A/m+i—i 

•Vi 

•.in       > yn      y'' y» 

(_!)»-< 
bo J  °i 

0 , «r 
0,0     ;.-..40...ft 

um-\-n—\ 

wo £4 den in II angegebenen Worth besitzt. 

Die Determinanten wten Grades der ersten Matrix lassen sich aber, wie cben gezeigt wurde, durch die 

Coefficienten der gegebenen Gleichung und ihro Differentialquotienten ausdriicken, und es ist somit die gestellte 
Aufgabe gelost. 

VII. 

Vermoge der gewonnenen Resultate ist man auch in den Stand gesetzt, die Anzahl der zwei vollstandigen 

linearen Ditferentialgleichungen gemcinsamen linear-unabhangigen particularen Integrals zu bestimmen und 
deren Gleichung aufzustellen. 

Ich gehe hiebei von der folgenden Bcmerkung aus. 
Ist 

/ = A~ha 

eine vollstandige linear* Differentialgleichung der wten Ordnung mit A = 0 als ilirer homogenen, so wird bc- 

kanntlich, wenn yi , y%.. .yn ein Fundamentalsystem particularer Integrate von A = 0 und J J ein Integral von 

/= 0, ferner die c willkiirliche Constante bedeuten, ilir vollstiindigcs Integral dnrch 

y — ci Vi +c2 y*-i- • • • -f-c„ yn -*-H 

dargestellt. Aus dieser Formel folgt unmittelbar: 

Zwei lineare Ditferentialgleichungen, deren rcducirte kein particulares Integral gemeinsam haben, konnen 

bios ein particulares Integral gemeinscbaftlieh besitzen. Haben zwei lineare Ditferentialgleichungen ein par- 

ticuliircs Integral gemeinsam, so ist jede Summe aus diesem und einer linearen Verbindung, der den beiden 

reducirten Gleicliungen gemeinsamen particularen Integrale, wieder ein gemeinsames particulares Integral. 

Und umgekehrt. 

Ich will nun zunSehst zeigen, dass imFalle, die beiden homogenen Gleicliungen /l = 0 und B = 0 zweier 
gegebenen linearen Ditferentialgleichungen 

kein particulares Integral gemeinsam haben, sich unmittelbar entscheiden liisst, ob diese ein gemeinsames 

Integral besitzen und wie dieses zu finden sei. 
Die aus (1) abgeleitete homogene lineare Differentialgleichung 

W=Ebf— af=EbA—aB = Q (2) 

wird durch jedes den beiden gegebenen Gleichungen gemeinsarne particular Integal befriedigt; desgleiclien 

die lineare Differentialgleichung 
df , „ f    fad? 

(1) 

li,t. iMf^i^f t'O 

die zu einer homogenen wird, wenn die Function von x: a, a17 [i, /3, der Gleichung geniigen: 

da 
dx 

db 
•+-<ha—P-T:—hh==0i dx 
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• 

Uber die Gemeinsamkeit particularer Integrate bei zwei linearen Differ entialgleichungen. 

durcli welche Annahme sie dann iibergeht in 

dA dB 
«te^A-?Tx -ft B. (3) 

Es soil nun untersucht werden, in welchem Zusammenha.nge umgekehrt ein den Gleichungen (2) und (3) 

genieinsames Integral mit den particularen Integralen der Gleichungen (1) steht. 

Filr ein particuliires Integral der Gleichung (2) ist 

*     a 

(5) 

die Substitution dieses Werthes von / und des Integrals von (2) in (3) ergibt unter Beriicksichtigung von (4) 

bzx — xa(bf'—b'f)^bp(b'f—b(if'). 

Ist nun dieses particulare Integral beiden Gleichungen (2) und (3) gemeinsani, so verschwindet filr das- 

selbe audi der eben abgeleitete Ausdruck und es ist daher 

ibf'—b' f) (fib—aa) = 0 

Hieraus folgt, da man a. und /3 stets so gewahlt annehmen darf, dass Jj3 — a a nicht verschwindet 

f'      b' 
w       b 

oder 
f = cb, 

wo c cine Constante bedeutet. 

Die Substitution dieses Werthes in (5) ergibt auch 

f=ca. 

Es ist somit jedes den beiden Gleichungen ifi = Q und / = 0 gemeiusam particulare Integral auch den 

beiden Gleichungen 

4-+-(l—e)a< 

B-h(l—c)b-. 

0 

0 

gemeinsam. Die hierin auftretende willkiirliche Constante l — e=sk kann alle Werthe mit Ausnalime von Null 

annehmen, da sonst gegen die ausdriickliche Voraussetzung die beiden reducirten Gleichungen ^1 = 0 und 

B = 0 ein particuliires Integral gemeinsam batten. Ist aber k von Null versehieden, so ist jedes particulare 

Integral von A^-ka = 0 oder B-\-kb = 0 dividirt (lurch k ein particulares Integral beztiglich von/=0 
oder f = 0. 

Es ist also (lurch diese Uberlegungen die Frage nach der Gemeinsamkeit eines particularen Integrals bei 

den linearen Differentialgleichungen /= 0 und cp = 0 zuriickgefiihrt auf die Untersuchung der beiden homo- 

genen linearen Differentialgleichungen j> = 0 und •/_ = 0. Auch diese konnen unter den geinachten Voraus- 

setzungen bios ein particulares Integral gemeinsam haben, welches also immer nach (7) gefunden werden 

kann. Multiplicirt mit einem constanten Factor, der somit unmittelbar (lurch Substitution des Integrals in eine 

der Gleichungen (1) gefunden wird, ist dann dasselbe das eiuzige mogliche den beiden Gleichungen (1) 

gemeinsame particulare Integral. 

Auf den eben behaudelten Fall, dass die reducirten Gleichungen der beiden Gleichungen (1) kein parti- 

culares Integral gemeinsam haben, lasst sich nun der allgemeinen zuriickfuhren. Denn es lassen sich, wenn 

diese Voraussetzung nicht zutrifft, die beiden Gleichungen dureh Einfiibrung einer neuen Variablen an Stelle 

der abhangigen, in zwei andere transformiren, deren reducirte Gleichungen kein particulares Integral gemein- 

sam haben.   Ist namlich z = 0 die nach (8) immer leicht herstellbare Gleichung der den beiden reducirten 

Doukscliriflen der mathem. naturw. 01. XLVL Bd.  Abliandluugtm von Nichtmitgliedern. 1 
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82 G. v. Escherich.   Tiber die Gemeinsamkeit particuldrer Integrale etc. 

Glcichungen gemeinsamen particularen Integrale, so lassen sicli (V) Differentialausdrticke g(z) und q(z) auf: 

finden, dergestalt, dass 

A=p(z) und B = q(z) 

1st, wobei p(z) und q(z) kein Integral gemeinsam haben. 
Die beiden Gleichungen (1) gehen dann iiber in die beiden 

<f =p(z)-t~a ) 

deren reducirte in der That kein particulares Integral gemeinsam haben. 
Diese Gleichungen (1') konnen also nach demVorhergehenden hochstens ein particulares Integral gemeinsam 

haben, dessen Bestimmung oben gezeigt warde. Besitzen sie nun ein gemeinsames Integral und wird dasselbe 
etwa mit v bezeichnet, so ist jedes Integral der Gleichung 

z = v 

den beiden gegebenen Gleichungen (1) gemeinsam, wie auch umgekchrt jedes gemeinsame Integral  dieser 
Gleichungen der Gleichung z = v geniigt. 

GO 

>^rS%rg=-~ 
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