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L

Die Herren Frobenius und Thomé wurden inCihren bekannten Arbeiten iiber die linearen Differential-
gleichungen wiederholt auf Fragen getiihrt, deren Losung die Bildung einer Differentialgleichung beanspruchte,
welehe die simmtlichen zwei gegebenen homogenen linearen Differentialgleichungen gemeinsamen particuliren
Integrale und nur diese zu particuliiren Integralen hat. Znr llerstellung dieser Gleichung bedienten sie sich
eines vom Herrn Brassinne in der Note LIl ¥on Sturm’s Cours d’Analyse angegebenen Verfahrens, welches
der Bestimmung der Resultante zweicer algebraischer Gleichungen durch Aufsuehung ilires grissten gemeinsamen
Masses nachgebildet ist: cin Verfahren, das mit seinem algebraischen Vorbilde alle die Mingel theilt, welche
die Mathematiker zwangen, dieses trotz der Verbesserungen Jacobi’s (Crelle Jomrnal Bd. 15) durch andere
Methoden zu ersetzen. Ich versuche in den folgenden Bliittern das Nimliche fiir den von Herrn Brassinne
behandelten Fall zweier homogenen lincaren Differentialgleichungen und zeige, dass das Verschwinden der
Determinante, welche dnrch Elimination der abhiingigen Variablen aus denselben gewonnen wird, nichit nur
eine nothwendige, sondern auch die hinreichende Bedingung darstellt, damit die beiden Gleichungen
ein particulidres Integral gemeifisam haben. Aus dieser Determinante, welche ich der Analogie mit den alge-
braischen Gleichungen halber die Resultante der beiden Differentialgleichungen nenne, leite ich sodann ab die
Criterien zur Entscheidung ither die Anzahl der zweisolehen Differentialgleichungen gemeinsamen linear unabhiin-
gigen particuliiren [ntegrale und die Differentialgleichung dersclben. Vermige dieser Gleichung kommt dann
dic Integration irgend einer der gegebenen Gleichungen zuriick auf diejenige der Gleichung der gemeinsamen
Integrale und einer @anderen homogenen linearen Differentialgleichung, deren Ordnung gleich ist dem Unter-
schiede zwischen den Ordnungen dieser beiden Gleiehungen. Schliesslich zeige ich, wie sich mit Hilfe dieser
Ergebnisse auch die Resultante irgend zweier linearer Differentialgleichungen aufstellen liisst. Anwendungen
der entwickelten Formeln habe ich nur in geringer Zahl und uur beispielsweise beigefiigt, da die vielen
Anwendungen, welche der Begriff der Resultante zumal fiir die Integration gegebener Differentialgleichungen
zuliisst, mir einer specicllen eingehenden Behandlung werth zu sein seheinen. Nur eine der beigebrachten will

ich hier hervorheben: die Bildung gewisser Functionen, welehe fiir dic Theorie der homogenen linearen
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Differentialgleichungen cine dhuliche Bedeutung zu besitzen scheinen, wie dic symmetrischen fiir die Theorie
der algebraischen Gleichungen.

Die meisten der hier angestellten Untersuchungen lassen sich tibrigens, wie jeh hier schon ankiindigen
will, allerdings auf ganz anderemn Wege, auch auf Systeme von Differentialgleichungen ausdehnen, in denen
die abhéingigen Variablen und ilire Derivirten rational an einander gebunden sind®und ieh behalte mir vor, bei
einer anderen Gelegenheit die einschligigen Ergebnisse darzulegen.

II.

Die oben definirte Resultante zweier homogenen linearen Differentiglgleichungen, die der Kiuze halber
mit 2 bezeichnet werden mag, lisst sich, wie ohne weiters klar ist, als dic Resultante eines Systems linearer
Gleichungen darstellen.

Es seien

Flx, y,. . .y™)y=ayy® +a, y»=" & +a,y=0 (1)
fle, gy o ym™)y=1b,y™ by & ..  +b,y=0 (2)

die beiden gegebencn homogenen Differentialgleichungen. Durch fmalige Differentiation dieser beiden Glei-
chungen nach z, ergebe sich
r=n4k
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ist, wenn die oberen eingeklammerten Indices Differentiations-Indices bedeuten. Eine nothwendige Bedingung,
damit die beiden Differentialgleichungen ein particuliires Integral y, gemeinsain haben, erhiilt man durch Eli-
mination der Grossen y,, y,, i} . . .y¢*"—" aus dem Systeme der m—+n Gleichungen

B, g, - ) =05 FCayy i yy?) =0 =0 @y - - ™) = O] (3)
S @y sy =051 @y yp- ) =0 S @y, Y. y) =0
Sie besteht also in dem Verschwinden der Determinante dieses nach y,, y, ..y —" linearen Systems
von Gleichungen, also in der Relation:
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0 , 0 ...y, b by |

Um nun zu zeigen, dass diese Gleichung auch die hinreichende Bedingung ausdriickt, damit die beiden
Differentialgleichungen F=0 und f= 0 ein particulires Integral gemeinsam haben, unehme ich an,
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Yys Yy---y, sei ein ,Fundamentalsystem partieulirer Integrale“ der ersten und z,, 2,...2, e solches der
zweiten Gleiehung und multiplieire die obige Determinante (m~n)ten Grades R zeilenweise mit der folgenden

(n4-m—1) (n4-m—2 ' |
1 Pt 00 alfl o
(n+4-m—1) (n4m—2) '
= (ntm—1 (n—4m—2 ’
V-2 y 2 B - I) Zl
n-+m—1) n--m—2) -
" y @m i RPmy Zm

Als Produet derselben ergibt sieh:
| Fn=1) (4 /1 ) ) F ) ﬂ"" () ) SO - f (1),

‘(M P ’""“un) % (t/n) Wi "Un) A VRV AP

e = :
) i) (Hl) st (R ...]f(zl) f "(z) f"‘“ (21)---f<z1))

ﬁ w=l (Qm) _]4 n—*?) (cm Ny (zm) ] f gt (“mw fn_l'<zm)- / (zuI»);

wo F® () und f*(n) bedenten, dass beziglieh in 1" (x, y. . .y&) mud f¥ (x, y...y™) fiir y:» substituirt
wurde. In dieser Determinante haben aber sowohl die » erstenZeilen mit den m ersten Colonnen, als aueh
die m letzten Zeilen mit den » letzten Colonnen lauter versehywindende Elemente gemeinsam, und es zerfillt
daher diese Determinante (m—n)ten Grades aus jedem dieser Griinde in das Product einer Determinante nten

und smten Grades, nnd zwar ist

, Pt P ) S )
PR=(—1ym/| . C ®

Fo0(a). . Bfem)| A=) - f )|

Aber aueh P lisst sieh in zweifacher Weise fransformiren. Multiplieirt man in P die erste Colonne mit
ar—t und addirt hiezn jede naehfolgende, multipliéirt mit dem Cotffieienten, weleher in F'—1(y,) der betref-
fenden in dieser Coloune stehenden Derivirtengvon i, ungehort, verfilrt in @hnlieher Weise mit der neuen
Determinante, indem man in ihr die zweite Colonne mit ¢—* multiplicirt und zn dieser jede nachfolgende mit
demn Coéffieienten der betreffenden Derivirten von 4, in f™=*(y) multiplieirt, addirt nnd setzt dieses Ver-
fahren fort, bis die smte Colonne transformirt ist, so haben in der so gewonnenen Determinante (m—+n)ten
Grades

Pe=b)- - P, oy,

e 1 s ka—l (,_/n) F(Z/n) y(n 1) A
= af,"—‘, a:,"—z .. J Fm—)(z, ) F<z1)7 A 2,

4 \ |

F’"‘ ’(z ) F(zm), Bonl) o D
die »n ersten Zeilen mit deh m ersten Colonnen lauter versehwindende Elemente gemeinsam und es zerfillt
daher dieselbe in das Produet einer Determinante mten und nten Grades. Es ergibt sieh anf diese Weise, da

at = a, ist,
|9 ..y ;F(’"—‘)<zi) o B(z)

P (_ l)n.m
2| R
Yo7 o yal F0(em) - F(2m)
oder, indem fiir die erste Determinante dieses Produetes ihr Werth eingesetzt wird,
Fnt(z,) . r<z>11

B 1L (_];Zw.m e_/;’; d
a Pz .. F(z)|
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[ ganz analoger Weise erhélt man fiir P den zweiten Ausdruck :

P AR RN ACTY,
el e

.

b Ay . )

Durch Substitution dieser Ausdriicke in P. R findet man fiir 2 die beidennGleichheiten:

o[ S ]
R:a,{)ne aod.’n o o o a .
| F=(y,) ...f(ynﬂ ®)
‘F’"—"(Z) - BXz) \
B (—1ymprel n® —_—

P (e . & Fien) )

Wie diese Formeln lehren, verschwinden I und diesbeiden rechitsstehenden Determinanten blos
msammen. Jede der beiden Determinanten verschwindet alsg, was iibrigens schon unmittelbar ihre Struetur
zeigt, wenn dic beiden Differentialgleichungen ein particulires Integral gemeinsam haben, aber auch umgekehrt
‘ konnen sic und somit auch I, wie icli nunmehr beweisensvill, nur in diesem Falle verschwinden.

TH.

Um diesen Beweis zu fiihren, will ich allgemein die Bedingungen aufsuchen, unter welelien eine Deter-
minante der obigen Form verschwindet, und zu demn Behufe den Werth der Determinante

| wy) 7 ST Uy,
¥ ' ' ’
S Uy o oo v v u, |
n—2 n—2) n—2)
w2 | uf iy
5 e e eetts

wo u,, #,...u, Functionen von « sindt, und die mit oberen Indices versehenen » naeh der Lagrange’schen
Bezeichnung, Differentialquoticntensbedeuten, zu ermitteln suchen. Er ergibt sich dureh cine leiehte Transfor-
mation dicser ,Determinante der Functionen¥ u.

Multiplicirt man néimlich in”U die letzte Zeile mit », und addirt zu ihr die mit ("—‘1

. >v’l‘;k multiplicirten
i

Elemente der k Zeile und verfihrt so fiir jedes k<=n, so gelht U iber in

u1 s o LA U,
1 f
1 1 TR A i 2

@ | u{n—1 | Ty o IS o= |

CR N L A L N (TR |

Transformirf man hierin in analoger Weise und etwa mit Beniitzung derselben Grossen v, alle iibrigen
Zeilen, so findét man

, s ol + B
1 (0, () .. . o, e TR
U= Tl
(”1 )"0, (g 0,) Y L (u 0y)

Diese Determinante unterwerfe icl mittelst anderer Grossen v,, v5...v,—4 einer neuen Transformation,

die sich von der vorhergehenden nur dadurch unterscheidet, dass nicht mit Beniitzung siimmtlicher Zecilen die
frithere Operation ansgefiihrt wird, Es wird zunéichst mit v, und mit Aussclhiluss der crsten Zeile an der obigen
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Determinante die Transformation vollfilrt, in der so gewonnenen mit », und mit Ausschluss der peiden ersten
Zeilen nnd so fortgefahren bis alle Zeilen, mit Ansnahme der ersten, transformirt sind.
Man findet so
[, CAREERE ——rp
D (0, u,), W e 0 R D (v, u,)
VD, Do, u), D{w, Do ). .. D (v, Do uy,)

= =1 ,u—2 ;
7’711 LUgT T Vg

| I o oo < Dy, Dvywy). ... Diwpia. . Py Doty

wo ) die Differentiation des nachfolgenden Ausdruekes nach x anzeigt.

Unter gewissen Bedingungen kann man die (n—1) willkiirlichen Grosseg v, v,...v, 1 derart bestimmen,
dass dic obige Determinante sich anf il Diagonalglied redueirt, und es zeigt sich, dass die Detenninante nur
dann versehwindet, wenn diese Bedingungen nicht stattfinden. Ist ndamligh %, von Null verschieden, so lisst
sich v, stets derart bestimmen, dass

vy = 1 5
dann versehwinden aber in U alle Elemente der ersten Colonne mit Ausnahme des ersten. Ist D(v, #,) von

Null versehieden, so kann », auns der Gleichung:
vl (v W,) = Xk
hestimmt werden, und es verschwinden dann in U alle Elémente der zweiten Colonne, die links von der Dia-

gonale liegen. Ist man so fortfahrend znr iten Colonne gelangt, so kann man hierin alle Elemente links von der

Diagonale zum Verschwinden bringen, sobald

D@i—sy, Dz . Doy thp—y ),

wenn hierin fiir v,...2,» die aus den vorhergehentlen Gleichungen sich ergebenden Werthe eingesetzt werden,

vou Null verschieden ist, indem man »,_, derarf bestimmt, dass

Vit D2 Doy_s...Dogy_q) =1
ist. Man ersieht hieraus:

» Versehwindet keine der Grissen

wyy Dl Dy Dojwy). - D@y Doys. . . Dojwy, («)

wenn man in diesen Ausdriicken fiig' v, ¢,...0,; die Werthe aus den Gleichungen:

5\

'Zt/l vy = 1

v D(vy 1) =1
Opet D (s . Doty ) =1
VaD(Vp—t ... Dvjaey) =1

)

substituirt, so hat U gden von Null verschiedenen Werth

[ ”1,,1?(”1 ty) Dg’z Dr, "fs) Qs D('”"—'Dli""z";{)fl Y = __.___]_ :
/./1; | ,,12L—2 ' ; . M pa iy 177: 072;-—1 o .'U,i. i P

BEs kann also U nnr verschwinden und verschwindet immer, wenn eine der Grossen («) zu Null wird.

Man nelnne an, es sei in diesem Falle etwa

D@:q Doelsls ). Dy ) =0, N

Denkschrifien der mathewn -naturw. Cl. LXVL. Bd. Abhandilungen von Nichtmitgliedern. i
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wo fiir v, v,...0,4 die Werthe aus den Gleichungen
(7 ,1])('1),'. Deas D’IJ1 U _1\) =1

’Z)Z'_QD(W[__:; e D‘Z)1 U ,2) == 1l
Bl A (B)
7 Do) =1
wv =1
ewzusetzen sind. Ans () folgt aber, wenn die ¢ Constanten bedeuten,
Vi D (0—z .. Doy us) = ¢y
somit wegen der ersten Gleichung in (8');
D(f)i__g g5 o Dl)l “z’) = Cy_1 D(’Z)i_g Ry ) Ml Vit )7
woraus sich wieder ergibt
Vi 2D (Wi 3. Doju)=co vy 2D 5... Dvjrey)+ci .
Wegen (2) kann man hiefiir schreiben :
])<Di 3 .. D'Z)1 er,) == C;—1 D(Z’i_.:; v Dl)l (12 _1) == 2D (‘D;'..S Soodl) 0y 2(/[__3>.
[ndem man auf dicse Weise den links stehenden Ausdruck fortwithrend integrirt, erhiilt man schliesslich:
U == C) Uy —HLBy Uy~ o o Coy Uy,
wo dic ¢ Constanten bedeuten, die anch Null ein kinnen.
Diese Formel driickt den von Iertn Frobenius mehrmals bewiesenen Satz aus :
» Versehwindet die Determinante melyerer Funetionen, so sind dieselben von cinander linear abhingig.“
Wendet man van diesen Satz anf depi Fall an, dass £ nnd somit jede der rechts steheuden Determinanten

in (6) verschwinden, so folgt daraus; dass dann Constante ¢,, ¢,...c, md ¢, c;...c, bestchen, fiir welche
heziiglich

ey f() 6 fye) + o e fyn) =0
e d'(z2) 4+, F'(2) +. o+ I (2,) = U
ist. Die erste Gleichung driickt aber aus, dass das particuliire Integral
by o it L SRR
der Gleichung F'(x, 4,5..4y™) = 0 auch die Gleichung f(z, 2/,...20") = 0 befriedigt, nnd dic zweite, dass
das particulive Integgal
2=102, 40,2 +- .-+ Cnlp
der Gleichung f{z, ,...2) = 0 auch der Gleichung I'(y, »',...y™) = 0 geniigt.

Verschwitidet somit £, so besitzen die beiden gegebenen Differentialgleichungen cin particulires Integral
gemeinsam,

IV.

Im Falle, dass I verschwindet, lisst sich der Werth des gemeinsamen particuliiren Integrals », ans dem
Gleichungssysteme (3) berechnen, indem man darin y, sammt seinen Abgeleiteten als Unbekannte ansieht.

Die bekannten Regeln zur Auflosung cines devartigen Gleichungssystems, die man Herrn Kronecker (Bal-
tzer, Determinanten, 4. Anfl., §. 8) verdankt, wiirden auch wit Leichtigkeit sowohl zur Anfstellung der
Kriterien fiithren, die zur Entscheidung dienen, ob die beiden Gleiclungen mehrere, und in welcher Anzall sie
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partieuliire Integrale gemeinsam haben, als auch die Gleichung derselben ergeben. Doeh ich glauke, dass diese
Fragen sich iibersichtieher und unmittelbarer ans der Gleichung:

) £ )

"
iA—li [a., Ny

'ff”'—i'("{/n). 5 5 f(yn)
POz ) )

l)l
= (—1)m~ b(’fej.bo’d” o ofd o g 5
Iﬁv(n--il(er = F(z”>

beantworten lassen. s wird hiebei offenbar blos nithig sein, den Entwickelnngen den einen, etwa den
zweiten Theil dieser Doppelgleichnng zn Grunde zu legen, da hierans durchgeinfache Vertansehung der Buch-
staben m und », « und b dic entsprechenden Regeln fliessen, die mittelst dés ersten Theiles abgeleitet werden
kénnten.

Iis sei, wenn R =0 ist, z, =y, das gemeinsame Integral, dannist:

dr \m.n m Jyn i' dr | Ifl_ll gl S eV n |
da m—0) — (1 (=1bge’™ 2 g /
. B sizy) fie—2e)
' : ()
AR " | Eifzy)neen (i) \

i =(-—1>““"l(-1)”11)3’6 by dx Z](ﬁ : a at e
"]{'(773 —2)(22> Y 00 2)(zm>

H—
ddp—y

. 7 q dR . g ]
zuniichst: verschwindet ——— nicht, so kann auch, da y=const. n: illse -
Hicraus folgt chst: versel let o ht, so 1 h, da y st. nach der stillschweigen
ol
K3

: . q ! ! dRr
den Voranssetznng uicht als gemeinsames Integralder beiden Gleichungen betrachtet wird, oy m=
dam
-1

n

schwinden. Der Werth des gemeinsamen particitliiren Integrals ergibt sieh dann ans der Proportion :

pvicht ver-

; - | ! drR dR ~ dR
z2 n) : Z\n N A — (”)(;"_1) . (U)\l“"‘) P (”);:_ 9 (7)
4R dB 4R
T daln=1 el " Sl
q ., dR . 5 0 "
Ans der Gleichnng («) folgt ferner, dass mit =T auch jeder andere Differentialquotient nach der

(m—1)ten Derivirten irgend eines Coéfficienten ¢ von F'= 0 versehwindet nnd dass dann, wegen

Fa DS Pz |
..........\:0
1(1(711—-2)(22) g F(m—-Z)(Z /1)

die beiden Differentialgleichungen mehr als ein particuliires Tutegral gemeinsam haben.

Es verschwindet dann jeder Differentialquotient von 2 nach einemn Coéfficienten oder einer Derivirten
eines Coéfficienten «, da dic beiden gegebenen Gleichungen mehr als ein Integral gemeinsam haben. Bs ver-
. e A . . A . d* R e i W :
schwindet dann tiberdies jeder zweite Differentialquotient TS g fiir jedes beliebige ¢ nnd %, jedoch

da\™ ) da\"
2 k
d* R

nicht nothwendig dic Differentialquotienten von der Form P =
(N Bl (D i
o k

Denn werden in diesem Falle 2z,

und z,, was unbeschadet der Allgemeinheit gestattet ist, als gemeinsame Integrale angenommen, so ist:

o

¥
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2R 5 l I (z.{) e F(zm) |
- — m-nbn J.b.dt ﬁl"‘—l a0 o ™MeTE L o o o X D'k
da/(.m—:!)da;cm-—z) —( 1) 06 0 1 ’ iy
| | (e, .. T,
wo
D[ A §

L
n—i4-1) k1 p{n—h+ 1) (7 —i-4<F)
i il ’ zg ) “1 > |

Diese Formel lehrt iiberdicess, dass
d* R el AFn

< — mld —s———
=0, ) 20 =0 = 2 (- —2)
da 2 dd™ ™ Aal™ P da day's ™ dal™

zugleich Null oder von Null verschieden siud, da

| 2, 2
il &
Dy, =2 1
.6122

! |
21.9%
1 "

&y 2y

Dn-—i =

'I(I
.c‘.dz

])71 -1, n—1 =

oo

1212, |

wegen der Voraussetzung, dass z, und 2, demselbén Fundamentalsysteme angchdren, von Nnll verschieden
siud, uud also die drei obigen Differentialquotientén nur verschwinden knneu, wenn

Fleg) &0 e,
o I l = 0.

| FnS) (2, ... Tz,

Sie verschwinden also und kénnen, swie diese Bedingungsgleicliung zeigt, nur dann versehwinden, wean
die beiden gegebenen Differentialgleichmngen ausser 2z, und 2, mindestens noch ecin Integral gemeinsam haben.
Haben sie jedoch nnr diese Dbeiden Tutegrale gemeinsau, d. h., versehwindet nicht irgend ciner der obigen
drei Differentialquotienten, so sindvalle partienlédren Iitegrale der homogenen linearen Differentialgleichung
der 2ten Ordnung

S d*R d*R

1=l | - /
(m—2)

ol | - — g ‘- ] 2=
(3 Y m—2 5 (m—2 (m—2)
da™3® dal” da™ 3D dal™? da!™ 2 dal
und nur diese den beiden Bifferentialgleichungen gewmeinsam.
Iis hat keine Schwigtigkeit, den allgemeinen Satz herznleiten, unter deu sich die eben behandelten Ivélle
subsummiren. Zu diesgm Behnfe nelime ich an, dic beiden Gleichungen laben & partienliire Integrale gemein-

sam und es seien diese, was ja unbeschadet der Allgemeinheit voranszusetzen gestattet ist, die Funetionen

2y (Bl <% -

Es ist dang zuniichst klar, dass jeder Differentialquotient von der Form

di—e R
[d agm-—/cw) ]‘ [ c'laﬁf’"_‘.’7+"’ F—p—f (2

wo p=0 ist, verschwindet, da in der Snmme von Determinanten, ans welcher derselbe besteht, jede min-
destens eine Zeile versechwindender Elemeute besitzt, da F(z,) . . . /'(z) sammt ihren Differentialquotienten
naeh = in Folge der Voraussetzung versechwinden. Es versehwiunden aber iiberdies auch die iten Differential-

quotienten des 2 von der Form
I

[d (L,(L"T k+?] ; [da il L Trl d
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withrend dic von der Form
d*R

[da‘,:l"'_k) " [dail"j < 1

nur in dem Falle verschwinden konnen, als die beiden Gleichungen mindestens cin Integralsmelr gemeinsam
haben, als die . vorausgesetzten z, z,, 2,...2. Die Richtigkeit dieser Behanptungen leuchtet nnmittelbar
aus dem Ausdrueke fiir dicse Differentialquotienten cin. Um unter der gemachten Voraussetzung dieselben zu
bilden, wird es am cinfachsten scin, sich dic Determinante # nach dem La Place’schen Satze in ein Agregat
ans Producten von Determinanten Aten und (m—Fk)ten Grades zerlegt zu denken und die einzelnen Producte
zu differentiiren. Von deren Differentialquotienten vervschwinden nun, da I'(z,), &'(z,). . . F(2;) sammt ilren
Differentialgnotienten nach » Null sind, simmtliche mit Ausnahme desjenigen von

Fob(z), Pz, .. Fo=9(z) | | F(a@e)eeen- . F(en)

. . . . ¢ e e s

. o

b, .. i
a / L T
g e B e i et L LR
F(m—h(z1>, F(m_“(zz). . - ‘)(Zk) Jm- 7‘+’)(Zk+1)- L Ime -k+1‘,(zm)
weleher siel wicder auf den Differentialquotienten seiues ersten Facgors redueirt. Von der Smnme, aus wel-

cher derselbe besteht, sind, wie zuniichst ersiehtlich ist, nur jene<Glieder von Null verschieden, in denen
simmtliche Zeilen der Determinante differentiivt sind; aber auclivon diesen verschwinden im crsten Falle

wegen
d [11”711——/»“ ] o [lﬂ (- -k‘]
JaE D il L =l
n n—I

alle, wiilwend im zweiten Falle alle bis auf eines Null sind Denn wie die Ausdriicke:

d[ _]m_m—_k+i)] > [m— 7 _H.J oo
P r

ot LN S T S e
di)"” ¢ » J

zeigen, evhiilt man dic Glieder dieser Sumwme, indem man in der Determinante

‘Zi y 22 oo g

m—hk-+1 7| SRS SRR L

1 FU THRERIAR &Y et
(k—1) _(E—1) (k—1)

219 y R2 Wi 2

auf alle moglichen Arten (—) Zeilen heraushebt und jedesmal den Differentiations-Index in jeder derselben
un eins erhiht.

Nnn ist aber klar, dass, wean in einer Zeile der obigen Determinante der Differentiations-Index um eins
erhoht wird, entweder jener derfolgendeu ebenfalls um eins erhobt werden muss, oder die neue Determinante
verschwindet; daraus folgt, dass diec so abgeleitete Determinante nur dann nielt versehwindet, wenn vou
jener Zeile ab in jeder folgenden der Differentiations-Index wm eins erhoht wird. Somit schrumpft die ganze
Summe auf das Glied zugammen, in dem der Differentiations-Index jeder der letzten (h—7) Zeilen der obigen
Determinante um cins erhoht ist.

Also ist
2 2 Gt - F (2,)
AR _ _ it
li]((“7;1‘ s ] ; [ /l_m- ~k,_] i = % ./ (]1'— —7\)./ ]‘[ ‘.+1 fi+‘ o LI . B ©o 2 0 9 o & o af (ﬁ)
Gy e P A '
e gl Rt 3y N Fm—= 1) () |
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wo

by
=1\ m—hk—-2 m—1 [ia
i — (— 1 \nn+-(m—k)k | 7 0
M ( 1) [ 1 9 oo e—1 b“C
Dieser Ausdruck kann nur verschwinden, wenn entweder dic gemeinsamen particuliiren Integrale
2y, &y .-.2; nicht von cinander linear-nnabhingig sind, oder wenn dic beiden Differentialgleiclnngen mehr als
ey 52 BED b o)
% lincar-unabhiingige particuliire Integrale geweinsam haben. Beriicksichtigtahan daher, dass alle Aten Diffe-
rentialguotienten von der Form

AdxR

[(]’L,(,m—k)] 1 [d((.ﬁfﬁ'{ ) ] i

blos zugleieh Null oder von Null verschicden sein knnen, so ergeben diese Uberlegnngen :
Haben die beiden Differentialgleichungen £ und nicht mehr alg & linear-unabhiingige particuliire Integrale
gemeinsan, so versehwindeu ausser I alle Differentialqnotientew von der Form

- R

r (m—p)q 7 m—p Y u—i?
e 0t [dafl__,”)]‘* y
in denen p<=Fk ist fiir belicbiges i=p., jedoch keiner fiir p=*".
Offeubar gilt auch die Umkehrung; deun versehwindet mit & nnd fiir jedes p <</ ein derartiger Diffe-
reutialguotient, so haben die beiden Gleichungen mindestens & lincar-unabhingige particuliire lntegrale gemein-
sam, da, weun sie weniger, nur (k—2), gemeinsam besissen, kein Differentialquotient von der Form

AR
[P (el e

verschwinden konnte; sic konnen aber aaueh nicht mehr als 4 lincav-unabhiingige partienlire Integrale

gemeinsam haben, da sonst die Ausdriicke
Ak R
[]—(;Z"_k)]i [ciaf,"iil‘j?:
verschwinden.

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich nunmehr in den Satz zusammenfassen:

yDamit die beiden gggebenen Differentialgleichungen & und nur & linear-unabhiingige
particulire Integrale gemeinsam haben, ist es nothwendig nnd hinrcichend, dass wmit R
(k—1) Differentialquotienten der ersten (k--1) verschiedeneun Ordnungen von der Form

>R
—[ziagf' 2 '*)]" [(/af,m_l’*)] il
oder
d- R
[ )" [

Null sind;”aber keiner dev gemeinsehaftlich versehwindendeu kten Differcutialquotienten
von der Form

ar
[(ia,(f" T ik [daﬁ,"_'._lk)] ST

oder

p— dk R - - -
[db 2] (a1
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Der obige Ausdruek (2) fithrt auch nnmittelbar zur Bildung der homogeuen linearen Differentialgleichung,
welelie aus den % gemeinsamen partieuliiren Integralen zusammengesetzt werden kaun. Diese:Gleichung ist

néamlieh :
IR At RS S P
k) - k—1) . ? o
Zi ,Zi ',---Zi, Zl =0.
(%), (—1), .
2y %k Yoo REy Rk

Multiplieirt man dieselbe mit
]'W(Zk*_i) ol cpo™® oo ol g ]'V(Zm)

1¢Ym—k+l}(zk+l) L Pk (Zm) %

so ersicht man, dass 2 den Coéfficienten

s 7177 [da':n——k' ]l’ [ﬂan"i.lk ]k—-i
if (k—i)! o
besitzt. Es ist also.
d* IR 2 ke ”_(Zk]gi el 1 k_dk_R‘ U=
a0l Y —[1} L Tiw s Sy v . A e [ |
oder symbolisel bezeichnet (®)
dR ]S, ¢ \
(m—k) Z= (m—k) =0
da, iy /

die Gleichnn g der gemeinsamen partieuliiren Integrale.

Anmerknng. Man kann diese Gleiehung auech nogh anf andere Weise gewinnen, die ich, da ihve Ablei-
tung auf weniger Voraussetzungen beruht als die vorhigrgehende, kurz andeuten will.

s sei I2 ein Ansdruek, dessen Versehwinden die hinteichende und nothwendige Bedin-
gung ist, damit die beiden gegebeneun Differentialgleichungen ein Integral gemeinsam
haben, und in welehen hehstens die (m—<1)ten Diffevrentialquotienten dev Coéfficienten von
F(z,y...y»)=0 eingelen.

Es versehwinde nnn 12, was anzeigt, dass die beiden Differentialgleichungen mindestens ein partieulires
Integral y, gemeinsam haben. Ieh veriindére irgend zwei Codfficienten von F(x, y...y™), etwa a,_; und a,,
aber derart, dass

Yy 0yt ~+y, 80, =0,
so dass also die neue Gleichung nmitsf(z, 2'...20Y) =0 ebenfalls das Integral y, gemeinsam hat.

Die Resultante R’ derselben mnd f(z, 2'...2 )=0 muss daher ebenfalls verselhvinden und man erhilt

sie, indem man in R fir @, ¢—y + 0,y nnd fiiv «,: «,~+ Jd«a, substituirt; man findet also :

dR dl ) dR
R =8+ |— By =g =Gyt ot gt = da™P
s, = dt,, da,-—4
LTS (W A dR %, 15
ada,, U P 0y, ...+ (m_;iT 6((1\"
da, da,, da,, ,

3 o ’ ( 1) - .
worin die da, 4, 0, 1...9a, 1 vermoge der Gleichungen:

!/l r‘)\((n- -4 =R .l/a(l” 5
"

Y 0,y -+ !/, 6((;1 -1 =t (]/6({]0’: 0

Y g 4 (m-—l

1l

)ym' 28—t +. ..+ (Y0, =0
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durch 6 a,, da,...0a"" auszudriicken sind. Da nun /2 und R verschwinden, so nsissen wegen der Will-
kirlichkeit von da,, & a,... da(»~" deren und ihrer Producte Coéfficienten fiir sich verschwinden. Sind nun
die Codéfficienten der ersten Potenzen dieser Variationen von Null verschieden, so efgibt eine kurze Rechnung
zur Bestimmung von 4, =z, die friihere Proportion (7); verschwinden sic aber identisch, so findet man aus
den gleich Null gesetzten Coéfficienten der zweiten Dimensionen dieser Variationen die Gleichung p. 8.

V2

Naclhidem man in den Stand gesctzt ist, dic Gleichung der den beiden gegebenen homogenen linearen
Differentialgleichungen gemeinsameu particuliren Integrale abzuleiteny soll nun nntersnelit werden, welche
Vortheile fiir die Integration der beiden gegebenen Gleichungen aus der Kenntniss dieser Gleichnng erwiichst.

Bezeichnet das Symbol P(y), dass an y die Operation

d* d
Do g+ Pt g T Di

yollzogen werden soll, und nennt man es in diesem Fallesgin Operationssymbol der kten Ordnung, so ldsst
sich leicht folgender Satz nachweisen:

Ist d(y) cin gegebener Lomogener lincargr Differentialansdruck, der diec (m—+4-n—1)te
Ordnung nicht ibersteigt, so lassen sich stets zwei Operationssymbole P und @ beztiglich
der (m—1)ten und (n—1)ten Ordnnng auffinden, derart, dass

PIF]+Q[f]= R (y) )
igt.

Es sei

@ (f/) =y " ) - Oy Y+ Cutn—1¥-

Aus dem Gleichungssysteme (3)

m-—I

[4'(113 2 =(I'¢7:l t ‘l/{m+” 2 e Ui .//(”y e ey 1Y

F = o y™ Aty Y e y
: 1

By e B g e By

S w—n

e = by + .. 4= bpa y® by Y
findet man, wenn mit «, ,«lie Subdeterminante des Elementes bezeichnet wird, das in der (k—+-1)ten Zeile
und (i-+1)ten Colonne von £ steht:

Pz‘ [1{'] A= (L)L' [/J e I.f‘,‘l/m—)—n i —] )

wo
]) = 0;, ¢ pp = < %, He= 4 L | v

O Svef, g 0 DR P ¥ S AR o
Setzt man“daher
= coal G T N1 Cri-1 X W ]
e e T i e (T
80 crgibt sieh die obige Identitiit.
Sind daber ¢ und ¢ zwei homogene lincare Differentialansdriicke, deren Ordnungszahlen zur Summe
(n—+-1) haben, so lassen sich zwei Operationssymbole p und ¢ beziiglich von der Ordnung (pn— 1) und (v—1),
wenu p dic Ordnung von ¢ und v jene von ¢ ist, finden, devart, dass

rl'=p[¥] +q[¢],

wo » dic Resultante von ¢ und ¢ hedeutet.
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Haben nun die beiden Differentialgleichungen /=0 und ¢ =0 v lincar-unabhiingige partigulire Inte-
grale gemeinsan, ist also ¢ =0 sclbst dic Gleichung der gemeinsamen Integrale, so ist klar, dassgich die obige
Gleicliung auf

r.F=p[4] (10)

reducirt. ! Denn sind 2, 2,...2,, v, gemeinschaftliche lincar-unabhiingige particuléive Intggrale dieser beiden
Gleichungen, so geniigt jedes derselben, wie die obige Formel zeigt, anch der Gleichung

q[p] =0.

Es sind also dic v von einander linear-unabhiingigen Funetionen von
=9 (2); Up =9 (%) . .1,=09 (=)
particuliire Integrale der Differentialgleichung
gl e & 3g0V ] =0,

welche nach «# von der (v—1)ten Ordnung ist, worans folgt, dass ¢ identiseh Null ist.
Wice die Gleichung :

r.F=py]
zeigt, ist daun jedes particulire Integral von /' auch ein solehies von
pdi=0.
Ist daher v das allgemeine Integral der Gleichung der (#&-v)ten Ordnung:
p (@) =0,

so liefert dic Tntegration der lincaren Gleichung der vienOrdnuug
b== 0
das allgemeine Integral von F'=0.!

In den Ausdruck p gehen aber anch die Coffficienten von ¢ =0 ecin, weleher Ausdruck nur der cin-
zigen Bedingung unterliegt, mit ¢ — O kein partjeuliires Integral gemeinsam zu haben. s enthiilt also p die
(n~+-1) willkiirlichen Coéfficienten von ¢, wodwaeh es moglich ist, der Gleichung p =0 verschiedene Formen
zn geben, unter welclhien die zweekentsprechendste auszuwiililen ist.

Berticksichtigt man nun, dass das Intggral einer linearen Differentialgleichung gegeben ist, weun das
allgemeine Integral ihver reducirten bekapnt ist, indem dann jenes anf blosse Quadraturen zuriickgefiihnt ist,
dass also dic Gleichung § =» gelost igP, sobald dies mit ¢ =0 der Fall ist, so kaun man die vo:stehenden
Bemerkungen in den folgenden Satz zwsammenziehen, der eine Verallgemeinernng cines sehr bekanuten Theo-
rems darstellt:

,3ind die simmtlichen particuliren Tutegrale einer homogenen lincareu Differential-
gleichung dermten Ordnupg f=0 inciner hheren nter Ordnung #=0 enthalten, so kommt
die Berechnung des allgémeinen Integrals der letzteren zuriick auf die Imtegration von
/=0 und einer andercnlinearen homogenen Gleichung der (n—m)ten Ordnung.“

Die eben entwickelt® Formel (10) berubt auf der Voraussetzung, dass alle particuliiren Integrale von
=0 auch der Gleichung /['=0 gentigen. Dicse Formel kann als ein specieller Fall der folgenden ange-
selien werden, welehe unter der Annahme abgeleitet wird, dass dic Gleichung der nten Ordnung /7= 0 mit
der Gleiclumg der mten Ordnung =0 nur & particulire Integrale gemeinsam habe. Fiir den Fall k=1 zeigt
dic Formel (9), da R =0, dass sich zwei Operationssymbole /> und ¢ beziiglich von der (m—1) und (n—1)ten
Ordnung anffinden lassen dergestalt, dass

ist.

I IFrobenius, Crelle’s Journal f. Mathem., Bd. LXXVII, p. 258.

Denksehriften der matliem.-naturw. Cl. LXVL Bd. Abhandlnngen von Nichitmilgliedern. k
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Haben die beiden Gleichungen kein Integral gemeinsam, so lassen sieh, wie a priri klar ist, ebenfalls
zwei derartige Operations-Symbole berechnen, deren jedes aber von einer um eins Wbleren Ordnung als im
vorhergehenden Falle ist. Haben nun die Gleichungen ['=0 und /=0 % Integrale gemeinsam und ist ¥ =0
dic Gleiehung dieser gemeinsamen Integrale, so ldsst sieh, wie sieh frither ergab

F=p[¥]
setzen, wo das Operationssymbol » von der Ordnung (n—£%) und ¢ von de¥Ordnung (m—F) ist.

Da nach der Voraussetzung F'=0 und f= 0 blos die Integrale der Gleichung W =0 gemeinsam haben,

so konnen die Gleiehungen

p[¥]=0und q[¥]==0,
wenn darin ¥ als die abhiingige Variable betrachtet wird, kein partieulires Integral gemeinsam haben. Is
miissen sieh alsdann zwei Operations-Symbole /2 und S beziigliell von der niedrigsten Orduung (mm—£k) und
(n——k) bestimmen lassen, dergestalt, dass

Ep (W)= S[g {1

R[F)= 5[]

wird. Es ist somit:

Jeder dieser Ausdriicke verschwindet dureh die Substitution der particuliren Integrale, sowoll von F'=0
als aueh von f=0, also sind in den beiden identischen Gleiehungen der (m—+n—Fk)ten Ordnung
R[FYE 8[f1=0

die siimmtliehen Integrale der beiden Gleichungén F'= O und f= 0 enthalten; ein Resultat, zu dem schon
Herr Thom¢ dureh andere Betrachtungen gelatigt ist.

V.

Es mégen nun zur Erlduterung der yorhergehenden lintwickelungen beispielsweise einige Anwendungen
folgen.

1. Die einfachsten und directesten bestelien offenbar in der Untersuehung, ob und in weleher Anzahl zwei
gegebene Gleichungen particulére [nfegrale gemeinsam haben, in der Ableitung ihrer Gleichung und Beniitzung
dieser zur Reduetion der vorgelegten Gleiehungen.

Als Beispiel dienen die beiden Gleichungen:

F=4(4x® + L)ry” — (8a* —6) y" — 4 (4a® + 1) oy’ + (82 — 6)y =0,
f=20Qx*$x+ 1)y + U+ 32+ 3)y’ — Qr—3)ay'+ (2r—3)y=0,

wo also
ay = (42* -+ 1) 4z b, = 2% (2™ + TN,
oy = — (82*—6) b, =42+ 3r + 3
dy=—4*+ 14 b,= —(20—3)
ap=tcn =Y b, =2z — 3)

ist. Dieselben Jiaben blos zwei linear-unabhiingige partieuliire Integrale gemeinsam, da fiir sie sowohl &, als
dR . '
aueh da” versehwindet, withrend
e
a?r
(_dd')? = 4b, (a4, by — a, by)
3
von Null versehieden ist.
Thre gemeinsamen Integrale sind also die partieuléiren Integrale der Gleiehung:

d* I el d*R

'y /

@ap® =l day © T (ag) T
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welehe nach Snbstitution der Werthe :

A*R y - Ap?
e — B D) (1) 4,
(12]1) D12
ﬁ(m = 4;1;'2(4.702 == 5) (‘L’"z +1) Zbo)

2
DR et 5 (2,
2

iitbergeht in:
o = 20(1 + 2r)y" + (1 + de?)y’ 4+ (1 — 2r)y = 0.

Mittelst dieser Gleichung lisst sich nun die Integration jeder der beidenggegebenen Gleichungen in die
Integration zweier einfacherer zerlegen, was an der Gleichung ['=0 erlingert werde. Da die simmtlichen
Integrale der Gleichung der zweiten Ordnung ¢ = 0 in F'=0 enthalten.®ind, so muss sich /7" in der Form
darstellen lassen

1
F=p9),
wo p ein zn bestimmender, nach ¢ homogener linearer Differentiglansdruck der ersten Ordnung ist. Zur

Bestimmnng seiner unbekannten Coéfficienten 2, nud m, ergebenich aus der Identitit:

dy
= m, " = m
{r=ite dr " %

die vier Gleichungen:
— 4r(4x? +- 1) = 2x(1 + 2u)m, ,
Bt — 6 = (4u? + Bu +Bm, + 2a(1 + 2)m, ,
4r(4r* 4- 1) = (62 + Dymp=+ (1 + 4x%)m,,
— 8 4- 6= — 2m, 42 (1 — 2x)m,,
von dencu, im Einklange mit den allgemeinen Afiseinandersetzungen, je zwei eine Folge der beiden anderen

sind.
Hierans findet man :

o ==clde® ot Lle~;
wo ¢ eine willkiirliche Constante bedeutet. Somit ist die Gleichnng :
2u(1 -+ 20+ (1 + 402y’ + (1 — 20)y = ¢ (4a* + L)e”
eine Integral-Gleichung der Gleichung F= 0.

Als zweites Beispiel will ichedie lomogenen linearen Differentialgleichungen mit constanten Co&fficienten
beniitzen und annehmen in (1)sund (2) seien beziiglich die @ und b Constante. Wie die bekannte Substitution
y = ¢~ in dieselben lelrt, eng8pricht jeder gemeinsamen Wurzel der beiden Gleichungen :

4y € +a &1 ... +a, =0, ()

bO é‘m s b1 gm——i i o e bm =0 (2)

ein gemeinsames partienlires Integral. In der That ist auch in diesem Falle die Resultante der heiden Difteren-
tialgleichungen, die nach der dialytischen (Sylvester’ schen) Methode gebildete Resultante der beiden obigen
algebraisehen Gleichungen nnd gehen auch die Kriterien fiir die Anzahl der gemeinsamen particuliiren Integrale
iiber in die bekannten Sitze und Formeln iiber die Anzahl der zwei algebraischen Gleichungen gemeinsamen
Wurzeln.

Dic Gleichung der gemeinsamen particuldiren Integrale selbst, wird durch die obige Substitution in die
Gleichung der den beiden algebraiselen Gleichungen gemeinsamen Wurzeln iibergefiiht.

k *
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Es sind somit in den entwickelten Sétzen und Formeht iiber die Gemeinsamkeit particuliirer Integrale bei
zwei llomogenen linearen Differentialgleichungen die iiber gemeinsame Wwrzeln algebragscher Gleichungen als
schr specielle Fiille enthalten.

2. Die Thatsache, dass I verschwindet, wenn die beiden Differentialgleichungen, aus deren Cotfficienten
dasselbe gebildet wurde, ein particulires Integral gemeinsam haben, Lisst sich augh zur Iintseheidung beniitzen,
ob und nnter welchen Bedingungen cine gegebene Differentialgleichnng partienliire Integrale von bestimmter
Form besitzt, sobald nur diese Formn dureh cine homogene lineare Differcntialgleichung charakterisirt werden
kann.

Die Formel (7) gibt dann den Werth dieses particuliren Integrals.

Ieh will beispiclsweise zeigen, dass sich aueh auf die Weise nnmitfelbar erkennen lisst, dass die Differen-
tialgleichung der Kugelfunetion P

(1 — 2y — 2y’ + n(n + 1yy =0

eine ganze rationale Function nien Grades als particuliives Intégral besitzt. Da cine ganze rationale Funetion
pten Grades durch dic Gleichung:

'1/(1"‘“ = O

definirt ist, so kommt die gestellle Frage auf dic andeve zuriick, ob es eine ganze positive Zahl p gibt, fiir
welche dic Resultante der beiden obigen Differentialgleichungen:

1—a*, =2p+ 1z, —[p(p+D—n@=+1)], 0ot . . O 0 R0
0 P e —2px y —p(p+ 1) —n@m~-1)], 0 .0
; o, RS ol bt | R 3y oL L (1—u®)—2u; n(n—+1)
0, , , Ui ot . . 0
verschwindet.

Nun labeun aber in dieser Dgterminante (p + 3)ten Grades die zwei letzten Zeilen mit den (p-+1)
letzten Colonnen lanter Nullen gewrcinsam mund es reducirt sich daher R auf das Product einer Determinante
2ten und (p—+Dten Grades nndsweil die exstere gleich Eins ist, wieder blos auf die letztere. Da diese Deter-
minante :

p&@+1)—nr+1)],0, 0, .cooviivrviennn 0 ’
‘ —2pw , — [ p(p+1)—n(n-+1)], 0...0 ‘

i 0 , (0l 0.. .n(nﬁ—.l.) ‘
= [ p(p+1)—n(n+D]n(n+1)—p(p+1)]. . .[a(n+1)]

filr p =n verschiwindet, so geniigt der vorgelegten Gleichung, wenn » eine positive ganze Zahl ist, eine ganze
rationale Funefion nten Grades, deren Wertl sich aus (7) exgibt.

Auf digse Weise ergeben sich auch unmittelbar die Fille, in welchen die Differentialgleichung der’
Lypergeometriselicn Reilie

B(l—x) '~ [y— (a+B-+1) 2]y —afy =0
cine ganze rationale Function als partienliives Integral besitzt. Die Resultante dieser und der Gleichung:

y(P+‘) =0

ist :
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x(1—r), [[21))(1--—240)4—7—(0: + B+ l)x], —(p+a)(p-+p), 0, 0, 0
(RS Oy Olguli oo x(1—r); y—(a+ B+ Da;—af
s oril) O b | #EEIBE 0, 0, 0
lo | 1 Ol - 0, o 0

i_(z)+a)(2)+.ﬁ)} O, voviriinneis.. .Oi

(=1 [2’71] (A—2x)ty—(a+p+-1)x , —(p—1+a)(p—F+p). .0

0 e e B s g o

5

= (—1)?*) (p+a)( p+LB) p—14+a) p—14[F. . . «f.

Hicraus folgt, dass der vorgelegten Gleichung eine ganze rationale IMunction geniigt, sobald « oder (3
ganze negative Zallen sind. Der Grad dieser Fuuetion ist, sobald nnr.€ine dieser Grossen eine ganze negative
Zahl ist, gleich dieser, sonst gleich der numeriseh kleineren derselben.

3. Enug mit diesen hiingt noch eine andere Art Anwendnngew” zusammen. Da man dic Relationen kennt,
welche die Coéfficienten einer homogenen linearen GleichungSerfiillen miissen, damit diesclbe mit einer
gegebenen Gleichang ein oder mehvere linear unabhiingige particuliire Integrale gemeinsam habe und die
Gleichung derselben aufstellen kann, so ist man im Stande;osobald es gelingt, zu der gegebenen eine zweite
(tleichnng zu construiren, deren C'oéfficienten diesen Relationien geniigen, entweder nnmiittelbar — wenn nur 2
verschwindet — ein particuliires Integral der vorgelegten &leichung anzugeben oder doch im anderen Falle die
[utegration der gegebenen Gleichmng in die zweier Gléichungen niederer Ordnung zu zerlegen. Iis mag diese
Art der Anwendnng an der Gleichung der Kugelfunetion Pg;\ :

(I—a*)y—2xy'+2y =0
erlintert werden.

Damit dieselbe mit der Gleichung der 2tensOrdnung :

i / r L E J
@&y Yy gy =0

ein nnd nur ein particulires Integral gemeinsam habe, miissen die unbestimmt gelassenen Coéfficienten
dy, ¢y, a, dersclben derart gewiihlt werden, dass sic der Bedingung:

. ‘
[1—x?, —4x , O , 0]
. 0 1—e* , —2x 2
. s ) ’ . &
B= ’ ; | 0
Gy oy Gty , —0 @y, @
0 ) aO Y al J/ a?. |
* B - . . . . 7 ] g
und . =£ 0 geniigen. Die Berechnnng der Determinante ergibt die Bedingnngsgleichung in der Form :
s

2ug(1—a®) (v +ay—+way) — (1—x%)* (0 ay—ay g - ay)
—2(u; +xay)|(1—u?)(ag—+a,)+4a,z] =0,

woraus folgt :

o dw(a,+ra)—(1—ax*) (e~ ay,~+iay)

« -

’ () -t v
I - LTS S il T
2(a,+aa,)
Setzt man nnn ¢
1

O At (e’
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80 crgibt sieh:

Syt 0((&'1 (y—ty ty~+a3)(1—a*)+20, (a,+wa,) )
5 2p g~y ;

Es hat also jede Differentialgleichung, in der d, in dieser Weise duareh ¢, und «a, sieli ausdriieken léisst,

mit der Gleiehung ’z) €in partieuldres Tutegral Y, Semcinsam, (dessen Werth dureh die Formel augegeben wird:

' dR dR (I—a)a,—2a,
Y, = ) = T -
Yiith da) " da, (1—x*) a, 20,2
Somit licfert der Ausdruek :
(Tt
yl —¢ (1 —a*a;+2a4

wenn hierin fiir «, der obige Werth eingesetzt wird, fiir jeden beliebigen, mit der Natur dieser Entwiekelungen
vertriglichen Werth von ¢, und «, stets ein partieuliires Integral der gegebenen Differentialgleiehung.
In ganz derselben Weise liisst sich aueh aus der Bedingung, unter weleher die Gleichung :
oy a, Y. Fa,y =0
mit jener der Kugelfunetion P{):
| (I—2¥)y"—2wy S (n+1L)y =0

ein partieuliives Integral gemeinsam hat, dem Versehwinden der Resultante, «, als Funetion der tibrigen Co#f-
ficienten @, ..., darstellen, denn die Resultante ist auel in diesem Falle cin nach ¢, homogener linearer
Differentialansdruk der ersten Ordnung.

4. Zum Sehlusse will ieh noel eine Anwgndung des Ausdruekes der Resultante beriihren und daraus
gewisse Functionen herleiten, welehe in dewsTheorie der liomogenen lincaren Differentialgleichungen eine
dhnliehe Rolle spielen, wie die symmetriselien Functionen in der Theorie der algebraisehien Gleielnngen, !
auf die ausfiilirlich einzugehen ich mir jede®h fiir eine andere Gelegenheit vorbehalte.

Da die Gleichung (6):

J-a, P ) - ) '
R= el . IRmetidl el (6)

S ) ()
fir beliebige Werthe der b,,, b;7..0, und der versehiedenen Differentialquotienten dieser Grossen bestehen
muss, so miissen, wie man leichit einsieht, die Cotffieienten, welehe auf den beiden Seiten der Gleichung den-
selben Ausdriteken der & und ihrer Differentialquotienteu angehren, einander gleich sein. Es Lisst sieh nun
die Determinante (m—+n)tgn Grades I nach dem La Plaee’sehen Satze in ein Aggregat aus Producten je
einer Determinanten mten und nten Grades zerlegen, und zwar werden dieselben erhalten, indem man jede
Determinante nten Grades aus der Matrix

”

n—1 n~1 n—1
0 ’ bl PR -b7z+m-—l

— n—=2
0 5 I)U ge e 'bn-{—m——Z ! (b)
I8y B .l
mit der aus@en iibrigen Colonnen der Matrix
; m—1 m—1 m—1
IS ST ol o AT
l m—2 m—2
' O y o SuE Cbptpy (a)

Iv‘O, ...... Qoo ovvoe oty |

1 Conf. die Noten des Herrn Appell in den Comptes rendues, Bd. XC und XCI.
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gebildeten Determinante mten Grades und ciner Potenz von (—1) mnltiplicirt, deren Exponent dié Anzahl der
nithigen Vertausehungen angibt, nm diese m Colonnen der Reihe nach zu den m ersten der Matsix zu machen.

In gleicher Weise ldsst sich aber auch die rechtsstehende Determinante in (6) als cin Aggregat aus Pro-
dueten je zweier Determinanten nten Grades darstellen, und zwar werden dieselben erhalten; indem man jede
aus der obigen Matrix (b) gebildete Determinante nten Grades mit der ans den gleiehstelligen Colonnen

der Matrix
(m—-n—1) o« ,,(x —2)
?/im n—1) : yin+7z all ‘:[/1

. . Ol 58 * 3 . »

mtn—1) « , (mtn—2)
1‘11.+ 7?/n+ "’?/n

gebildeten Determinante nten Grades multiplicirt. Somit ist diese letztere, abgesehen von der Potenz von (—1),

a

der mit dem Faector a, "¢ [ o™ versehemen ans den restlichen Colonuen&ler Matrix (a) gebildeten Deter-
minante mten Grades gleich.

Diese Betrachtungen fiihren also zn dem folgenden Satze :

Bildem gy vy, veliyy veviat Fundamentalsystem partienliirersIntegrale der homogeuen linea-
ren Differentialgleichung:

gy, gy sy Y Fa,y =0,
so liisst jede ans der Matrix
Y5 Y5yl §

Of il | WALETL

¥ TV

wo p>n ist, entnommene Determinante ntgn Grades durch ein Product aus e"JZ;‘“ nnd
einer aus den Coéfficienten der Gleiehnung und deren Differentialquotienten rationalen 4
Function ausdricken.

Vou den Folgerungen, die diese Thatsache gulisst, will ich nur eine hervorhebend dic Aufgabe 16sen:

Die homogene lineare Differentiaigleichung zn bilden, deren jedes particulire Inte-
gral ein gegebencr homogener lineager Differentialansdruek eines particuliiren Integrals
einer gegebenen homogenen lineaxen Differentialgleichung ist.

Es scien #,,¥,- .-y, ein Fundamentalsystem particuléirer Integrale der gegebenen homogenen lincaren
Differentialgleichung :

gy —4a, y*= . 4,y =0

und es sei die homogene lineare Differentialgleichung der nten Ordnung zu bilden, deren particulire Integrale
z mit den y der gegebenen in derBeziehung stehen:

2 == b, y™ b,y 4. Dy,
Bezeichnet 2; das Resultat der Substitution y = v, in diese Relation, so ist dic gesuchte Gleichung :

2 g1 2

?
() gln—1)
29, Yy i g,

=
B o A= o o |

Es ist somit in derselben der Coéffieient von 2

| o) (i+1)  pi—1) !
2, 2T iYL ey

|
G
|

B adelrtl) Rl e,

n
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und naech der Bedeutung der 2 ist er das Produet der beiden Matrices :

m-f-n n—+14-1 mti—1 |
|‘.7/]+ 7"'.7/l++ 7y|+ 7"'-7/1

R E NG G . Dl & o™ .o

| , , !
l ymtn .?/;I;l+l+1’ ?/::z—{-z—l—i, gl

n >
- VA s 4|
= e ) o e |5
LR OE & .. g by |
wo b, den in II angegebenen Werth besitat.

Die Determinanten nten Grades der ersten Matrix lassen sich gber, wic cben geszcigt wurde, durch die
Coéfficienten der gegebenen Gleichung und ilire Differentialquotienten ansdriicken, und es ist somit die gestellte
Aufgabe gelost.

VII.

Vermdge der gewomnenen Resultate ist man anch in dew'Stand gesetzt, die Anzall der zwei vollstiindigen
linearen Differentialgleichungen gemeinsamen lincar-unabhiingigen particuliiren Integrale zu bestiminen und
deren Gleichung aufzustellen.

Teh gehe hiebei von der folgenden Bemerkung auss
Ist
fis== A-a
eine vollstindige lincare Differentialgleichung der nten Ordnung mit A = 0 als ihrer homogenen, so wird be-
kanntlich, wenn 7, , #,.. .7, ¢in Fundamentalsystem particuliirer Integrale von A4 = 0O und I/ cin Integral von
J=0, ferner dic ¢ willkiirliche Constante bedeuten, ihr vollstindiges Integral dureh

Y =D Yy HCo Yy o o —Cp YT
dargestellt. Aus dieser Formel folgt unmittelbar:

Zwei lineare Differentialgleichungen, deren reducirte kein partienliires Integral gemeinsam haben, kinnen
blos ein particuldves Integral gemcinschaftlich besitzen. Haben zwei lincare Differentialgleichungen cin par-
ticuliires Integral gemeinsamn, so ist jede Summe aus diesem und einer linearen Verbindung, der den beiden
reducirten Gleichungen gemeingamen particuldiren Integrale, wieder ein gemeinsames partieulires Integral.
Und umgekelrt.

Teh will nun zunéichst zéigen, dass im Falle, die beiden homogenen Gleichungen 4=0 mnd B =0 zweicr
gegebenen linearen Differetialgleichungen

== =)

o= B+b| 2

kein particuliires Infegral gewmeinsam haben, sich unmittelbar entscheiden lisst, ob diese ein gemecinsames
Integral hesitzen wnd wie dieses zu finden sei.
Die aus (1) abgelcitete homogene lincare Differentialgleichung

¥ bf—ap-—bAd—aB=0 (2)

wird durehPjedes den beiden gegebenen Gleichungen gemeinsame particuliire Integal befriedigt; desgleichen
die lineare Differentialgleichung
df

oL e {pi o) =0

die zu einer homogenen wird, wenn dic Function von z: «, «;, §, B, der Gleichung geniigen:

da db
. a—p

_ﬁtb::O;

dr

d.
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dnreh welche Aimahme sie dann tibergeht in

dA dB
=o't 0 4-p2% g ®)

Es soll nun nntersucht werden, in welehem Zusammenhange nmgekelrt ein den Gleicliungen (2) und (3)
gemeinsames Integral mit den particuldren Integralen der Gleichungen (1) steht.
Fiir ein particuldres Integral der Gleichung (2) ist

a
die Substitution dieses Werthes von f und des Integrals von (2) in (3) ergibt unter Berticksichtigung von (4)
b*y — aa(by'—b'9)+bB(b' 9—0bP¢).

[st nun dieses partienlire Integral beiden Gleichungen (2) und (3) gemeinsam, so verschwindet fiir das-
selbe auch der eben abgeleitete Ausdruck und es ist daher

(bo'—b" ¢)(fb—aa) =0

Hicraus folgt, da man « und g stets so gewihlt annchmen darf, dass 68—« nicht verschwindet

o

¢ b
oder

(P=CZ)7

wo ¢ eine Constante bedeutet.
Die Substitution dieses Werthes in (5) ergibt auch

J&=ca.

Es ist somit jedes den beiden Gleichungen#® =0 und y =0 gemeinsam particuliire Integral auch den
beiden Gleichungen
A-+(1—c)a=0
B+(1—c)b =0

gemeinsam. Die hierin auftretende willkitrliche Constante 1 —c¢ = /4 kann alle Werthe mit Ansnahme von Null
annehmen, da soust gegen die ausdritckliche Voraussetznng die beiden reducirten Gleichnngen 4 =0 und
B =0 ein particulires Integral gemeinsam hiitten. Ist aber 4 von Null verschicden, so ist jedes particuldre
Integral von d+ka =0 oder B /i) =0 dividirt durch £ ¢in particuliives Integral beziiglich von f=0
oder ¢ =0,

Es ist also durch diese Uberlegungen die Frage nach der Gemeinsamkeit eines particuliiven Integrals bei
den linearen Differentialgleichungen f=0 und ¢ =0 znriickgefithrt auf die Untersuchung der beiden homo-
genen linearen Differentialgleichungen ¢ = 0 und y == 0. Auch diese konnen unter den gemachten Voraus-
sctzungen blos ein partiCulires Integral gemeinsamn haben, welehes also immer nach (7) gefuuden werden
kann. Multiplicirt mit ginem constanten Factor, der somit unmittelbar durch Substitution des Integrals in eine
der Gleichungen (1) gefunden wird, ist daimn dasselbe das einzige mogliche den beiden Gleichungen (1)
gemeinsame particulire Integral.

Auf den eben behandelten Fall, dass die reducirten Gleichungen der beiden Gleichungen (1) kein parti-
culiires Integral gemeinsain haben, lisst sich nun der allgemeinen zuriiekfithren. Denn es lassen sieh, wenn
diese Voraussetzung nicht zutrifft, die beiden Gleichungen durch Einfilhrung einer nenen Variablen an Stelle
der abhiingigen, in zwei andere transformiren, deren rcducirte Gleichungen kein partienlires Integral gemein-
sam haben. Ist ndmlich 2 =0 die nach (8) immer leicht herstellbare Gleichung der den beiden reducirten

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XLVIL Bd. Ablhandlungen von Nichtmitgliedern. |
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Gleichungen gemeinsamen particuliéiren Integrale, so lassen sieh (V) Differentialausdriickesp (2) und ¢(2) auf-
finden, dergestalt, dass
A =p(@) und B = q(2)

ist, wobei p(2) und ¢(2) kein Integral gemeinsam haben.
Die beiden Gleichungen (1) gehen dann iiber in die beiden

o =pe)+a ) -
= q(2)+b jp
deren reducirte in der That kein particulires Integral gemeinsam haben.
Diese Gleiehungen (1) kinnen also nach dem Vorhergehenden hochstehs cin partieuliiresIntegral gemeinsam
haben, dessen Bestimmung oben gezeigt wurde. Besitzen sie nun ein gémeinsames Integral und wird dasselbe
etwa mit v bezeichnet, so ist jedes Integral der Gleichung

=10

den beiden gegebenen Gleichungen (1) gemeinsam, wic aucls umgekehrt jedes gemeinsame Integral dieser

Gleichungen der Gleichung z=» gentigt.
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