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UBER 

DIE iLLaiEIISlII m 1ARIH STSTEIE LINEARER TRA 
RTIGER TRAGER 

ORMATIONEN 
i „ 

UND 

SUCCESSIVER MWE1UIDER TRANS10RMATI0I. 
VON 

S. KANTOR 
INPRAG. 

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISGH-NATURWISSENSGHAFTLICHEN GLASSE AM 22. JDNI 1882. 

Eine fortschreitende Untersuchung musste notliwendig dazu kommen, bei den geometrischen Transforma- 

tionen zwischen zwei Mannigfaltigkeiten ebenso Scliaaren von Transformationen zu betrachten, wie man bei den 

Mannigfaltigkeiten selbst (Curven, Flachen u. s. w.) zu Scliaaren derselben aufgestiegen ist. Es hinder! eben 

nichts, als Element einer mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit wie cinen Punkt oder eine Curve oder eine 

Flacke audi das mehr abstracte Gebilde, eine Transformation, zu verwenden. Man gelangt auf geometrisch 

strengem Wege zu soldier Verallgemeinerung, indem man von den als durdi eine vollstandige Individua- 

lisirung der Transformation bedingten Angaben eine oder mehrere zu machen unterlasst und eine Constanten- 

zahlung wird dann sofort ergeben, von welcher Machtigkeit die nock mogliche Schaar ist.1 

Fur lineare Transformationen ist dieser Weg der Untersuchung in wichtigen Arbeiten der Herren Hirst 

unci Sturm eing/eschlagcn und das Problem der Abzahluug auf die Charakteristikentlieorie zuriickgefuhrt 

und gelost worden.z 

Abor es schliesst sich eine ganz andere Eichtung der Untersuchung an, welche die beiden Domanen der 

betreffenden Transformationen in dieselbe Mannigfaltigkeit verlegt und so das Verlialten der Elemente der- 

selben gegen Scliaaren von Transformationen in einander zu ihrem Gegenstande hat. Da tritt auch noch fiir die 

1 Transformationsschaaren meist von speciellem Charakter (wie Conformitat, Symmetrie u. s. w.) in M» -Miichtigkeit 
werden in der neueren Functionenfheorie zwar vielfaltig beniitzt, aber es wird ohne jedes geometrische Eingehen lediglich 
mit dem Begriffe der Schaar gearlieitet. 

•'- Hirst: On correlation between two planes (Proc, of the Lond. Math. Soc., Vol. V, p. 40), auch Ann. di Mat., ser. II, VI, 
p.260. — On correlation in space (Proc. of the Pond. Math. Soc, VI., Nr. 76). — Note on the correlation of two planes (Vol. VHP). 
— Sturm: Das Problem der ebenen (Math. Ann. I) und raumlichen Projectivitat (Math. Ann. Vi und XV). — Das Problem der 
Collineation (Math. Ann. X). — Qber correlative Biindel (Proc. of the Lond. Math. Soc, Vol. VII, Nr. 99, 100, auch Math. Ann, 
XII. B<L). 

1* 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



84 S. Kanto 

Abzahlungsprobleme eine neue Kategorie von Bedingungen auf, die sich namlich auf die successiven Trans- 

formirten einzelner Elemente oder niederer in der Gebietsmannigfaltigkeit entbaltenen Mannigfaltigkeiten 

bezieht. Wahrend ferner bei Verschiedenheit der Riiume die Collineation — nnd anf Collineationen erstrecken 

sieh einstweilen nur die vorliegenden Untersucliungen — nnr eine Discriminante besitzt, die ibr Exceptionell- 

werden charakterisiren kann, bekommt sie bei Co'fncidenz der Bm m absolute Invarianten und bietet demgemass 

zu den verschiedensten Abzahlungsaufgaben Anhalt, die sicli noeb complioiren, wenn man fremde Mannig- 

faltigkeiten binzunimmt. Sind aber die beiden Raiime gleicliartig (die Transforinationen Collineationen), so 
kniipfen sicb an die sicb selbst entsprccbenden Elemente mannigfaltige neue Verwandtschaften, in denen die 

Hilfsmittel fttr die Losung sammtlieher vorbin erwabnten Probleme liegen, die mit den bisherigen Methoden 

kaum zu erledigvn sein dlirften. Icb babe auf lineare Transformationen gleicbartiger R&ume beziigliche nach 

dieser Richtung zielende Resultate in einer Abbandluug veroffentlicht, die sicb. mit dem fundamentalen Netzc, 

beziehungsweise Gebiische linearer Transformationen (mit drei, respective vier festen Punktepaaren) beschaftigt, 

Auf diesem Wege sind aucb Arbeiten cntstanden, welcbe das damit verwandte, beziehungsweise vorbereitende 

Problem der cyclischen Gruppen in einer festen Transformation beliebigen Grades behandeln.8 

Die Ideen der ersterwahnten Arbeit lassen sicb nun vielfach vervollkommnen und erganzen, und icb babe 

die Darlegung dieser neuen Resultate in der vorliegenden Abhandlung unternommen. Dass die Sache nun audi 

nach anderen Richtungen bin eine gewisse Tragvveite besitzt, wird man an einzelnen Stellen erkennen. Icb 

hebe die Anwendungen in A) III. a), d), sowie die Andeutungen in e), f), cndlich B) T. 2, II. 5, III. 18 hervor. 

Doch auch unter dem Eingangs erwahnten Gesichtspunkte strebt die Arbeit weiterzufiibven. In A), IV) und 

B) III habe ieh namlich das allgemeinste lineare ooB!-System im I!m behandelt, auch wenn die Trager nicbt 

coi'ncidiren. Bei dem linearen Systeme kann man auch den anderen Weg zur Herstellung benuttfen, dass man 

einzelne Transformationen zur Constituirung des Systems heranzieht. Mit Hilfe der singuliiren Transforma- 

tionen und covarianter Verwandtschaften hofre ich, von dieser Theorie, die in der Analysis die lineo-linearen 

Connexe liefert, eine Reihe neuer Satze und eine zusammenhangende Darstellung gegeben zu haben, welche 

aucb einige bisherige, mancbmal unbewusste Anfange iibersichtlicb verwerthet. 

Was die Darstellung anlangt, suchte ich vor Allem den Zusammenhang der Sache klar zu machen. Ent- 

wicklungen, die nur Illustrationcn vulgarer Schlussreiben sind, habe ich unterdrlickt. 

A) Lineare Transformationen in der Ebene. 

I. 

Das Netz von Transformationen mit drei festen Punktepaaren, 

1, Entsprecben sicb unveranderlich drei feste Punktepaare aa!, W, cc', so ist ein Collineationsnetz 

bestimmt. Projectivische Methoden ergaben in der citirten Abbandluug das Resultat: Man kann einem festen 

Punkte p der Ebene »2 Punkte p' entsprecben lassen, um nach n Transformationen in einen vorgegebenen Punkt 

pW zu gelangen. Die n% Punkte sind eine verbundene Gruppc in einem Netze von Curven n. Ordnung Uf„, 

welches, wie folgt, construirt wird: 

Das Netz W. ist durch die Geradenpaare be, b'c'; ca ca : a b, a'b' constituirt. Man suche in der Verwandt- 

schaft^'—p" die Wv welche den Geraden be, ca, ab entsprecben, Av Bv \\, constituire ein Netz von ¥3 durch 

die drei Curven b'c', A2; c'a', B2; a'b', F2, suche dann hieraus die Curven, welche gemass der Verwandtschaft 

p'—p'" zu den be, ca, ab gehoren, Av Bv V3 u. s. w., endlicli in dem Netze der W„„! jene Curven An~i, B,h-X, r„_a 

die in p'—p^-1) die be, ca, ab ergeben, so constituiren die drei Curven 

b'c', An-!] c'a', Bn-i; a'b', rn_i 

8 Uber successive lineare Transformationen. LXXXII.Bd. der Wiener Sitzungsberichte, p. 139. Ferner: Wie viele cyclische 
Gruppen gibt es in einer quadratischen Transformation der Ebeue? Ann. di Mat. X, p. CA. Beantwortimg derselbon Frage fiir 
C r e mo n a'sche Transformationen. Ann. di Mat. X, p. 71. Sur le nombre des groupes cycliques dans une transformation de 
l'espace. C. R. 17. mai 1880. Sur les transformations lineaires successives dans un espace a /• dimensions. Bulletin de la Soc. 
math, de France, 21. mai 1880. 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Vber die allgemeinsten linearen Systeme linearer Transformationen etc. 85 

das Netz der XV„. DenjjW einer Geraden entsprechen // einer Wn. Den p' einer Geraden entsprechen //" einer 

Curve »ter. Ordnung, welche die der Ubergangscurve des Systemes // entspreehende Curve in ?>(n—1) Punkten 

berUhrt und rational ist. Daher: 

In jedem Blischel des Netzes sind n Collineationen enthalten, welche />'"' auf eine 

Gerade bringen. 

Die mit p durcli das Netz <P„ verbundenen n*—1 Punkte fuhren ihn nach n Transformationen in sich 

zuriiek. Die Netze 'Is,, liaben die Eigenschaft, dass, wenn m ein Factor von n, die mit p in W,„ verbundenen 

Punkte audi mit p in W,, verbundeu sind. 
1 

sich zuriickfithren. [n=/7'f%h- • • ./?'•! 

3. Verlegt man j; nach a', so zeigt jetzt die Verwandtschaft p'—-p(-"], dass immer n—1 Punkte der^-Gruppe 

auf die Gerade aa! fallen (1. c. Art. 20), die nur eine cyclische Doppelgerade, aber keine periodischen Collinea- 

tionen hervorrufen. Hieraus: 

i-ijfi-i o•''., Punkte p', welche p erst nach n Transformationen in 

Es gibt nur ?n 
? Sf{J Collineationen, die jeden Punkt zn seinem n. Transformirten machcn, das heisst 

die Ebene in re-punktige Cyclen theilen. 

4. Die dem p in jenen Collineationen des Netzes, von denen p eine Doppelgerade tragt, entsprechenden 

p' liegen in einer Curve dritter Ordnung, welche p zum Doppelpunkt und dort die von ihm ausgehenden 
Doppelgeraden als Tangenten besitzt. 

5. Zwisclien den zwei Punkten (Geraden) des ersten Systemes entsprechenden Punkten (Geraden) des 
zweiten Systemes besteht eine Collincation mit den Doppelpunkten a'b'c' '. Zwisclien den einem Punkte p und 

einer Geraden 8 des ersten Systemes entsprechenden Punkten j/ und Geraden o' des zweiten Systemes besteht 

eine quadratische A^erwandtschaft, welche a'b'c' sowohl zu Hauptdreieek als Hauptdreiseit hat. (Vgl. diese 

Abh. A). III. 9.) 

6. Jede Netzcollineation hat ein Doppelpunktstripel. Dieselben stellcn eine involutorische Dreitheilung 

der Ebene dar. 
Nun sind in einer Collineation die Strahlbiischel a, a' projectiv, so dass ab, a'b' und ac, a'c' sich ent- 

sprechen und erzeugen daher einen Kegelschnittyi (lurch a, a', (ab, a'b') =%, (ac,a'c)£jz^, der fur das ganze Netz 

nur in dem durch aa'^x bestimmten Biischel variirt. Bewegt sich p auf einem Strahle durch a', so bleibt der 

Punkt (pa,p'a') und mit ihm der Directionskegelscknitt A fest. Gleiches gilt fiir B. Die Sehnittpunkte der den 

Strahleny a',/6' entsprechenden A, B sind die drei Doppelpunkte der durch pp' individualisirten Collineation. 

Eine Ortsgerade von p' macht die Strahlbiischel p'a', p'V perspectiv und die A, B projectiv. Von deren 

Erzeugnisse 4. Ordnung sondert sich, da in beiden Biischeln dem Strahle ah die Kegelschnitte (a'b', a'c'), 

(a'b', be) entsprechen, die Gerade ab ab und es bleibt eine Curve 3. Ordnung LB durch abefpx. uhrig, wo f, ty, % 

die Sehnittpunkte (be, b'c'), (ca, da'), (ab, a'b') bedeuten. Daher: 

Die Verwandtschaft zwisclien den Doppelpunkten und den Transformirten jo' ist 3—1- 

deutig vom 3. Grade. Den Geraden des Systems j/ entsprechen L3 durch abcfty%. In demNetze 

dieser Curven sind drei Biischel zerfallende enthalten, namlich be, ca, ab je mit den Kcgel- 

schnitten der Biischel aa'-px, bb'x'f, cdyty. Die Fundamentalgeraden fiir a, b, c sind b'c', da', 

a'b' fiir y, ty, x drei Gerade durch a', b', d, welche den Kegelschnitten aa'f-px., W'f\>y.> cc'f^Z 
entsprechen. a', V, d sind Fundamentalpunkte far p'. 

Durchlauft ein Doppelpunkt eine Gerade g und nimmt man ihn durch A, B auf, so sind dieselben zwei- 

zweideutig auf einander bezogen. Von dem Erzeugnisse bleibt nach Absonderung von a'b, und zweimal <j 

eine Curve  fiinfter Ordnung durch  a,b,c,a',l/,c',o'i,-L'l,xl:   Genau der Verwandtschaft  unter  den Doppeh 

i Cf, 8chr6ter,  Cr. Borch. J.. Bd. U2: Proble aatis geometrici ad superficiem  seoundi  ordinis per octo data pmicta 
coustruendam speotantis solutio nova. 
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86 S. Kan tor. 

punkt en entsprechen den Punkten einer Geraden 7 die Punkte einer F. durcli abca'b'df^yf, die noch einen 

Doppelpuukt in dem Erganzungspunkte des auf 7 liegendcn Paar'es hat. Ftir diese Tranformation £ sind 

?jf>X doppelte, aa'bb'cc' einfache Fundamcntalpunkte, so dass, wenn 7 (lurch einen der <f,ty,x geht, einer der 

Kegelschnitte (lurch (f,<p,x,<ha')> {f^>XAh') (?>$>?><>,<>') "nd wenn 7 durcli a,a',. . geht, eineGerade be, b'c',. . 
von der r. abfallt. Dabei besteht zwischen den Punkten von be und den unendlicli nahen Punkten von a eine 

zwei-eindeutige Verwandtschaft, festgelegt durch die Schnittpuuktepaare und die «-Tangenten der Kegelschnitte 

A. So entspricht b und der Schnittpunkt mit a'd der Tangente ab, e und der Schnittpunkt mit a'V der Tangente ac. 

Die Jacobiana der Ls zerfallt in be, ca, ab und eine Curve dritter Ordnung |>3 durcli f, ty, y- Diese CoTncidenz- 

curvc entlialt die in ihren Collineationen aLs zwei ziisannnengeriickte geltenden Doppelpunkte. Die 7, F, und 

|>3 haben drei gemeinsarne Punkte. — Ebenso leitet man die dualen Transformationen unter den Doppel- 

geraden sowie zwischen den Doppelgeraden und den Transformirten einer festcn Geraden ab.' 

7. Mit Hilfe dieser Verwandtschaften kann die Frage erledigt werden: Die Annahme eines Doppelpunktes t 

bestimmt die Collineation und daniit die dritte Doppelgerade r. Welche (gewiss rationale) Abhangigkeit 
besteht zwischen t, r ? 

Ich nehme eine feste Hilfsgerade 7. Durehlauft r ein Strahlbiischel, so beschreibt 7' eine Curve dritter 

Classe, welche b'c', da', a'V bertihrt, p' dann nach Art. 5 eine Curve dritter Ordnung durch a'b'd und das Doppel- 

punktstripel nach Art. 6 eine Curve sechster Ordnung. Dieselbe zerfallt nothwendig in die gesuchte Curve und 

in jene, auf der sieh die in. den Doppelgeraden selbst auftretenden Doppelpunkte vorfinden. Die letztere ist von 

der vierten Ordnung, daher die erstere ein Kegelschnitt. Bewegt sich aber t auf einem Kegelschnitte A (des 

vorigen Artikels), so erscheint auf diesem eine cubische Involution, die r umhiillon einen Kegelschnitt. Jeder A, 

ebenso B, C muss demnach zwei Hauptpunkte der quadratischen Verwandtschaft enthalten; diese sind w, ty, %. 
Im Ganzen: 

In dem Netze aa!, bb', cd besteht zwischen den Doppelpunkten und den gegeniiberliegenden 

Doppelgeraden eine quadratische Verwandtschaft T mit dem Hauptdreiecke f, •]>, -y und dem 

Hauptdreiseite ab', bb', cd. (Vergi. A. V. 3.) 

II. 

Ein covariantes Curvenbuschel sechster Ordnung, Das Problem der Aufsuchung von Transformationen 
mit bestimmten covarianten Eigenschaften. Periodische Collineationen.'- 

1. Man weiss, dass Cayley vor Langem zuerst auf dieCurve aufmerksam gemacht hat, aus deren Punkten 

drei Paare aa' bb' cd durch Strahlenpaare einer quadratischen Involution gesehen werden, Diese Curve ist aber 

nur ein specieller Fall einer anderen, namlich: 

Der Ort der Punkte, von denen aus die drei Punktepaare aa', ab', cd durch drei Strahlen- 
paare projicirt werden, so dass die durch sie bestimmte Proj ecti vitat ein characteristisches 

Doppelverhaltniss constanten Werthes D hat, ist eine Curve sechster Ordnung mit neun 

Doppelpunkten a,a' ,b,b',c,c',y,i\>,yj* 

Die alien I) entsprechendon Curven bilden ein Biischel, in dem die zweimal gezahlte 

Cayley'sche Curve (D = —1) und die Geraden be', b'c'; ca, da'; ub, a'b'(D= 0,oo) vorkommen. Die 

' Und zwar kann man hier noch diese Gerade in einem beliebigen der beiden Systeme annehmen. 
2 Ich habe den Inhalt von II. schon am t7. Juni 1880 der Societe mathematique de France mundlich mitgotheilt, ohne 

ihn seither zu verofl'entlichen. 
3 Einen rein geometrisehen Beweis kann man aus der citirtenAbhandluug 21 entnehmen.Fiir die periodische Projectivitat mit 

dem Index n ist dort streng geometrisch 3<f!n) abgeleitet worden, was, wenn man das Zerfallen in TJ~ ?„    Curven   beachtet,   die 

Zahl 6 gibt. 
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tjber die aUgemeinsten linearen Systeme linearer Transformation-en etc. 87 

Gleickung der Curve ist, aaf abc bezogen, 

(ajajjffjff,. • o%x^caa - • c3x3aaa6—Ga<j/,(jcy 
D 

wenn 

toi¥!»i¥s> 

Hi 

dr. 

blxi -f-fojiCj- hX3 
•• btxt 

die Gleichungen von b'c', da!, alb' sind und A ihre Determinante ist. 

2. Fiir das Folgende ist nun dieses Curvenbiischel von fundamentaler Bedeutung. In jeder Collineation 

tragt ein Doppelpunkt eine Strahlenprojectivitat, deren characteristisches Doppelverhaltniss in die absolute Inva- 

riante der Collineation eintritt. Das Product der drei Doppelverhaltnisse ist/;j.v=l. Die Doppelpunkte der 

Collineationen mit dem Doppelverhaltnisse D erfullen die Curve RD sechster Ordnung des vorigen Artikels. 

Hat die Collineation zwei coi'ncidcnte Doppelpunkte, so coi'ncidiren im dritten die Doppelstralilen und 

bewirken dort I) = 1. Die der §3 vermogc % (Art. 6, I) conjugirte Curve muss die Doppelpunkte comcidenter 

Doppelstralilen enthalten, in denen D = 1, ist also die Bt. Die ,g;! und Ri beriihren sich iiberall, wo sie sich 

begeguen, also in seeks Punkten (p)g: 

„Es gibt sechs Collineationen des Netzes, fiir welche alle dreiDoppelpunkte coi'ncidiren. 

3. Die der RD in % conjugirte Curve hat die Ordnung G. 5—3. 4—6. 2 = (>, in f,ty,x Doppelpunkte und 

auf RD fernere 24 Punkte, von denen 12 auf Schnittpunkte mit f>3 entfallen. Die ubrigen 12 theilen sich in 

sechs Paare te mit je gleichem 1) in ihren Collineationen. Also: 

Es gibt sechs Collineationen des Netzes, in denen zwei Doppelpunkte Projectivitaten 

gleichen characteristischen Doppelverhaltnisses A tragen." 

Bczeichnet man sie, da aus der Gleichheit der A die Existenz in sich trailsformirter Kegelschnitte folgt,1 

als projective Rotationen, so gilt: 

Das Netz enthalt sechs projective Rotationen mit gegebenem Drehwinkel. 

Die der RD conjugirte R' hat in den zu  den f,.-Paaren conjugirten t Doppelpunkte, die wieder in einer R, 

namlich in R,,  sind.   B'D und R , treffen sich in ferneren zwolf Punkten, welche Collineationen mit den Doppel- 

verhaltnisseii R>,R>%, y;:; angehoren.   R',D und R' i   aber schneiden sich in zwolf Punkten te der RD und in ferneren 
D~ 

zwolf Punkten, welche auf R , liegen. 

4. Naeh Art. 3 enthalt RD sechs Punkte t mit Erganzungspaaren t... Die Ortscurve aller dieser t habe die 

Ordnung n und in w,-^,/_ je einen x-fachen Punkt. Da sie sich durch die Verwandtschaft mit den Doppelgeraden 

(Art. 7) in eine Curve derselben Classe umsetzen muss, gilt die Gleichheit 

2M—3x = n. 

Eerner gilt, weil eben R'D von dem Orte nur in sechs freien Punkten getroffeu wird (Doppelpuukten von R'D) 

Qn = 3.2x-+-12 

Somit ist x = 1, n — 3. Hieraus: 

Die Drehungscentra der im Netze enthaltenen projectiven Rotationen erfullen eine 

Curve dritter Ordnung durch f,^,x UU(1 die andercn sechs Schnittpunkte der be, c.a, ab mit den 
b'c, da!, a'V durch die (c)6 und die sechs Doppelpunkte der beiden Collineationen mit dem 

Periodicitatsindex 3. Diese Curve J3 isf der Ort der Doppelpunkte aller R']}. 

1 Of. „Bemorkui)g iibor lineare TVarisformatdonen.* Sitznngsber. dfer kais. Akad. d. Wissenseh. in WTen, LXXXIl. Bd., 
IL Abtb., p. 35. 
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88 S, Kant or. 

Von den achtzehn Sclmittpunkten mit liD fallen sechs in <?,ty,x- seeks ergiinzen Paare te mit dem Doppel- 

verkaltnisse •+- -= , seeks ebenso viele Paare mit — -==. Wird die Curve in der Verwandtsckaft % umgesetzt, 

so folgt: 

„Die Doppelpunktspaare mit gleiekem Doppelverkaltnisse sind in einer Curve neunter Ordnung durck 

?34'3Z3 (p)e nn<^ durck die Doppelpunkte der zwei periodisclien Collineationen mit dem Index 3 entkalten." 
Die Verbindungslinien dieser Paare uinbullen eine Curve drittcr Classe, die der J3 durck die Transfor- 

mation aus I. Art. 7 entsprickt. 

5. Bx und R'v, begegnen sick ausser in f, fy, •/_ in vierundzwanzig Punkten. Von dies en miissen zwolf auf 

11       f„  1    ix 
die Collineationen  X, u.,,     und zwolf auf X, -, entfallen: 

Es gibt zwolf Collineationen mit gcgebenen ckarakteristiscken Doppelverkaltnissen 

X, p., v (wo Xp.v = 1 sein muss). Sind aber zwei davon gleick, so gibt es nur seeks (Art. 3.) 

G. Diese Betracktungen dienen zur Aufsuekung der periodisclien Collineationen, wenn man die Bezie- 

kungen ikrer Doppelverkaltnisse anderweitig gefunden kat; wir aber scklagen den umgekekrten Weg em. 

Fiir eine periodiseke Collineation init dem Index n miissen die Doppelverkaltnisse X, \J. ,V Einkeitswurzeln 

solcker Grade sein, deren kleinstes gemeinsames Vielfacke n ist. Zunachst ist der gemeinsame Wertk n moglick. 

Da es f\n) primitive Einkeitswurzeln »ten Grades gibt, e und — aber dasselbeResultat geben,so bat man /= &.\f\n) 

solcker Collineationen im Netze. Die Aiizakl aller periodisclien Collineationen fand ich in der melirerwalmten 

Abkandlung mit Hilfe der WB oline Beniitzung der D als f^'—3^ (s. I. Art. 3), daker ist die Anzakl 

fflr versckiedene Doppelverkaltnisse f n—6<fn!. Von diesen sind je zwolf im Netze entkalten, es gibt ikrer also 

"•erecknet, welcke Paaren gleicker I) entpreckeii, so folgt: 
12 in ?i:] Werden kiezu dies y" 

2 ' * 
1 

Es gibt— f[
n' durck die Wertke der ckarakteristiscken Doppelverkaltnisse wesentlick 

untersckiedene periodiseke Collineationen mit demselben Index n. 

Dabei sind die Collineationen (1, in, s„ v") nickt eingerecknet. — Ich erlaube mir hier seines interessanten 

Ergebnisses wegen einen Ex curs. 

Alle Transformationen, in denen die ckarakteristiscken Doppelverkaltnisse Einkeitswurzeln bestimmter 

Grade sind, kaben die Eigensckaft, dass sie paarweise angewendet eine Transformation derselben Art ergeben. 

1st X = t\, p. = £H., (wo die £ primitive Einkeitswurzeln der betreffenden Grade), so folgt: 

Die Transformationen sx>^ hei festen Doppelpunkten bilde n eine Gruppe von y^1' . cp^-Ele- 

menteu. Die Gruppe ist z weigliederig nack dor Terminologie des Herrn Lie und kann 

erzeugt werden durck 1,^; i\, 1. 

Werden nun fiir X, \>. alle Combinationen genommen, welcke n als kleinstes gemeinsames Vielfacke 

ergeben, so kat man in Syxf^jWO die Summe iiber alle solcken Combinationen erstreckt ist, die sammtliehen 

periodiscken Collineationen mit dem Index n vertreten. Alle diese Transformationen bilden wieder eine Gruppe 

in welcker die obigen als Untergruppen entkalten sind. Zugleich kat man die Idenditat gefunden: 

owil jede Collineation dreimal in der Summe auftritt. 

7. Mit Hilfe der U-Orter und der in den Artikeln 6, 7. I untersuckten Verwandtsckaften kann man denOrt 

der Doppelpunkte aller Collineationen finden,  in  denen X, ix, v  einer algebraiscken Beziekung /(X, ,u, v) = 0 

i Diese Identikit gehort zu Relationen der Art, wie sie neuerdings von Herrn G. Cantor, Math. Ann. XVI. Bd., pag. 582 
und von Lipschitz, C. R.; Dec. 1879 gegebeu wurden. 
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Uber die allgemeinsten linearen Systeme linearer Transformationcn etc. 89 

Genlige leisten. Da man aber jede covariante Eigenschaft einer Collineation durch cine Beziehung zwischen 

A, p., v ausdrttcken kann, so lassen sich nun alle anf covariante Orter dieses Collineationsnetzes beziiglicben 

Probleme losen. So kann man, um ein Beispiel zu erwabnen, nach den Collineationen fragen, welche gewisse 

Transformirte von \> und inFolge dessen jedcs Punktes der Ebene gewissen Bedingungen entsprechend maehen. 

Icli habe diesen Fall in der citirten Abhandlung untersucht.1 Dabei benotbigt man noch den folgenden Satz: 

Der Ort der Doppelpunkte, welche zwei Doppelgeraden mit Doppclverhaltnissen \\>. 

aussenden, die ein bestimmtes gegenseitiges Verhaltniss k besitzen, ist cine Curve sechster 

Ordnung. Alle diese bilden ein Bttschel und haben in den Schnittpunkten von be, ca, ah mit 

b'e', e'a', a'b' neun Doppelpnnkte. Dazu gebort doppelt gezahlt die Curve J3. 

III. 

Einige bemerkenswerthe specielle Lagen lur die festen Punktepaare des Netzes. 

Vor Ubergang zum allgemeinsten Netze mochte ich auf einige Anwendungen hinweisen, in denen sich 

deutlicb die Fruchtbarkeit dieses Gebietes fiir die Auffindung neuer geometrischer Tbatsachen erweist. 

a) Die Geradcn aa', bb', <•<:! convergiren gegen s. Unter den L:i (Art. 6, I) tritt jetzt noch ein 

Bttschel zerfallender Curvcn auf: die Gerade ©^y_ mit dem Kegelschnittblischel abes. Im Systeme d' entsprielit 

ibm das Strahlbttschel s. Die©., zerfallt in y^y und einen Kegelschnitt, jenen covarianten Kegelschnitt der Con- 

figuration abca'b'c'(f$ys, nach welcliem diese sicli selbst polar ist. Fiir die conjugirte Transformation sind f^y_ 

nur einfache Fundamentalpunkte und die conjugirten Curven der Geradcn sind vierter Ordnung durch alle 

zehnPunkte mit einem variablen Doppelpunkte.2 

Die Transformation T wird bier linear, weil die Hauptpunkte f, <p> y_ allineirt sind und ebenso die Haupt- 

geraden gegen einen Punkt (s) convergiren. Sic ist involutorisch, da den zwei Doppelgeraden von / Doppel- 

punkte von r entsprechen. Daher: 

Die   Verwandtschaft    zwischen    den   Doppelpunkten   und   den    gegenii bcrliegcnden 

Doppelgeraden ist  die Polaritat des covarianten Kegelschnittes. Die Doppelpunktstripel 

sind   conjugirte Tripel des   Polarsystems  und  miisscn  ausserdem mit  den scebs Punkten 

eines in der Configuration enthaltenen Vierseites die Basis eines Biischcls L., bilden. 

|Hieraus folgt der geometrische Satz: 
„Verbindet man einen Punkt mit jedem in der Configuration enthaltenen vollstandigen Viereeke, :! so 

schneiden sich diese fiinf Curven in zwei wciteren Punkten." — Aus der Beschaffcnheit der Configuration 

schliessen wir so den interessanten Satz: 

Ist ein vollstandiges Viereck defy einem vollstandigen Vierseitc ua'bb'cc' so umgeschrieben, dass de, dj\ 

dg, j'<j, eg, ef, ad) mit u, b', r, «', b, c', c allineirt sind, * so hat jeder dem ersteren umgeschriebene zu jedem 

dem letzteren eingeschricbenen Kegclschnitte solche Lage, dass CXD
1
 Tripel dem erstcn ein- und dem zweifen 

umgeschrieben sind. Alle moglichen Contactpunkte erfiillen den covarianten Kegelschnitt.] 

Von den RD entbalt eine s. Da die Strahlenpaare sa, sa'] sb, sb'\ sc, sd resp. coi'neidiren, ist ibre Projec- 
tivitat eine Identitat, die Curve B ist somit Bv Sie kann aber sa wedcr anderwarts schneiden noch in s 

beriihren, da sie audi sb, sc bcriibren niiisste, s ist also ein Doppelpunkt: 

„Es gibt eine Cur\re sechster Ordnung, welche in den zehn Punkten dicscr Configuration (.'>, 3)10 Doppel- 

punkte besitzt. Sie bertthrt (als conjugirte Curve) den covarianten Kegelschnitt in sechs Punkten and hat dieBedeu- 

lung, dass aus jedem ihrer Punkte irgend zwei perspective Punktetripel der Configuration durch eine Projec- 

tivitat mit D = 1 projicirt werden. Die beziiglicben Doppelgeraden beriihren den covarianten Kegelschnitt." 

1 Vergl. fiir die Definition solcher Collineationen: Clebsch und Gordan: „tJber biternJire Formen mit contragredienten 
Variabeln. §. 13." Math. Aim. Bd. I, pag.   359. 

2 Dieser Doppelpunkt ist der Pol der Gcraden nach dem covarianten Kegelschnitte. 
3 Cf. „t)ber cine Gattung von Configurationon in der Ebene und im Raume." (Sitzber. der Wiener Akademie LXXX. lid 

IT. Abth.. pag. 6.) 
4 Gf. „Die Configurationen (3, 3)10" (Sitzungsber. der Wiener Akademie, I,XXXIV. Bd II. Abth., pag. 1291. II.) 

Deakschriften dar mathem. aaturw. CI. XI/V1, Bd.   Ahhandlungen von Nichtmitgliedem. m 
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90 S. Kanto'i 

b) a, a' coi'ncidiren. 

Resultate: Die Curvcn L3 haben in a cinen Doppclpunkt. —p' und die dritte Doppelgerade o stehen 

in quadratischer Verwandtseliaft, das Hauptdreiseit der Doppelgeraden ist bc,bb',cd, das Hauptdreieck von 
p' ist a'b'c'. — Ebenso bcstelit zwischen der Doppelgeraden und der einer Geraden 7 entspreclienden 7' erne 

qnadratische Verwandtseliaft mit den Hauptdreiseiten aba, a'b'c'. — Die conjngirte Verwandtseliaft 

unter den Doppelpunkten ist eine involutorischo vom dritten Grade mit f% beb'c1 als Funda- 

mentalpunkten. 

Alle diese Ergebnisse geben avis I durch Anwendnng der gehorigen Specialisirungen liervor. 

c) ad und W coi'ncidiren. 

Dieser Fall kann ein kinematisches Interesse bieten, wenn man a, b in die Kreispunkte verlegt, wodurcli 

die Almlichkeit der Systeme gewahrt bleibt. 

d) ad, bb', cc' coi'ncidiren. 

Es bleibt in diesem Falle nur iibrig, die Curven l¥n zu untersuclien. 
1. Soll^ia nacli n Transformationen in p'^a iibergehen, so muss der Strahl p'a einer gewissen Gruppe einer 

cycliscli-projectiven Involution n. Grades angehiircn, mit ah, ac als Doppelstrahlen. Denigemiiss: 

„Je n Strahlen einer cycliscli-projectiven Gruppe bezttglich db, ac sclmeiden die n Strahlen einer cycliscli- 
projectiven Gruppe beziiglich be, ha in w2 Punkten p', welclic p in p<") uberfuhrcn." 

Fallt j)W mit|> zusammen, so erhalt man nacli Abzug der auf den Strahlen pa, pb, pc gelegenen jene p', 

welche dem p in den periodischen Collineationen des Netzes entspreclien. (Vergl. I. 3.) Diese Gruppen von 

n* Punkten, zu denen liiemit jedenfalls ein Eiiigangspuukt gegeben ist, haben verschiedene besondere Eigen- 

schaften, auf die einzugehen hier nicht der Platz ware. 

Aber ich gelange zu dem Netze Wn. Unter diesen Curven sind die drei oo'-Schaaren von Strahlengruppen 

und auch die drei je n-fach zahlcnden Geraden be, ca, ab die den drei Strahlbiischeln a', b', c' des Systems p(n\ 

respective den drei Geraden be, ca, ab entspreclien. Ein Strahl durch a kann eine *PM nur auf be und dort nur 

M-punktig beriihren. Daraus folgt dann: 

Die *P„ haben sammtlich He sse'sclie Curven, welche in das (n—2)-fach geziihlte Geradcn- 

tripel be, ca, ab zerfallen. 

Ich will sic trilaterale Curven nennen. Jc zwei trilaterale Curven gleichcr Ordnung sclmeiden sicli in 

einer cyclischen Configuration. Einen spcciellen Fall bilden die Kegelschnitte, die zum'Dreieeko abc conjugirt 

sind und die aquianharmonischen Curven dritter Ordnung, die abc zum Hesse'sclicu Dreiseite haben. 

2. Die zu pa bezttglich der Strahlengruppen in a genommeneu letzten Polaren sind projectiv zn den 

Strahlengruppen selbst. Fur die w-fachen ab, ac und die Gruppe des pa sind db, ac,pa diese Polaren; aber ftir 

diese Strahlengruppen als ¥„ sind auch ab, ac, pa die entspreclienden Geraden G im Systeme p'-"-' und die G 

sind projectiv zu den zugehorigen 1*„, somit ist die Gerade G mit der entspreclienden Polaren ideutisch. Es 

folgt: Der Punkt p(*> ist der Convergoiizpunkt der geraden Polaren von p nacli den sammtliclieu ¥", welche 

durch die n% Punktep' gehen, die^j nach_pW bringen und: 
Die '1*re des Systemes p', welche den Geraden G des System es p(-":> entspreclien, sind j cue, 

in Bezug auf welche  G die gerade Polare von j; ist. 
Es gibt aber zu jeder Geraden G in Bezug auf eine Mf„, «2 Pole p und es kann gczeigt werden, dass auch 

diese eine cyclische Configuration bilden.2 Man kann ferner ebenso, wie cyclische Piinktconfigurationen auch 

cyclische Geradenconfigurationen (mittelst der Schnittpunktc auf be, ca, ab) construiren. IJbertriigt man diese >iz 

Geraden filr dasselbe^ in n%Wn, so erhalt man wieder eine Gruppe, die wir eine cyclische Configuration von 'l',, 

nennen wollen. Es kann nun gczeigt werden, dass bezttglich aller dieser <¥n alle n% G dieselben M
2
 Pole haben. 

1 Man wird es natUrlich finden, dass ich gleich im Anfange dieser Untersucliungen — Sommer 1879 — wo ieh von dein 
besonderen Falle der drei Doppelpunkte ausgieng, auf jene /t3-puuktigen Gruppen stiess. Aber ich hielt es filr wichtiger, das 
Gebiet nach zwei andcren liichtungen aiiszudehucn, als in das Detail dieser Figuren zu dringen. Eerr Q. Veronese kam bei 
einer specicllen Aut'gabe zu diesen Gruppen und verfolgte sic an sich Atti della R. Ace. dei Lincci 1881. 

3 Man benutzt zumBoweiso hauptsiichlieh das Zerfallen der Hesse'sehen Curve. 
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Uber die attgemeinsten Unearen Systeme linearer Transformationen etc. 91 

Man hat also cine cyclische Configuration von u'1 Punkten, eine von n2 G-craden, eine 
von n* Wn. Die gcradc Polare jedes der Punkte bezliglich jeder dcr ''F,, ist eine von den n% 

Gera den. ' 

Ferner lasst sich zeigen, dass die zu einer Gcradcn fur dasselbe p gehorigen successiven Uf2, <P3,. .llsu^ 

die successiven Polaren von p naeh Wtl sind. 

3. Ich fiihrc nun die folgenden Satze an, dencn nicht so sehr vermoge ihrer Herleitung als vermoge ihrcs 

Bestehens eine gewisse Bedeutung zukommt: 
Nimmt man die geraden Polaren von den Punkten einer trilateralen Curve W„ bezliglich 

einer anderen ¥„, so erhalt man als Einhiillende neuerdings eine trilaterale Curve'<Iv Man 

neimt dicse die (n—1). Polarcurve der ersten *P„ naeh dcr zweiten (Cremona, Introd. 104. c). Und nun gilt: 

I. Transformirt eine   ra*-geradige   Configuration a us dem   Systeme   pW  in   das 

System p',  so erhalt  man  cine Configuration von  «2'«1\,,   welche  die Eigenschaft liat, dass 

jedc ihrer Uf„ auf eine der iibrigen bezliglich selbst ihre (n—1). Polareurve ist. 

II. Transformirt man eine (n—l)*-geradige Configuration aus dem Systeme pW in das 

System p', so erhalt man eine Configuration von (n—l)2 Curven *PM, welche die Eigen- 

schaft hat, dass jedc ihrer 'If„ beziiglich einer anderen derselbcn Configuration als (n—1). 

Polarcurve diese letzterc Curve selbst gibt. 
III. Transformirt man eine (2M—l)2-gcradige Configuration aus dem Systeme _pW in das 

System p', so erhalt man eine Configuration von (2n—l)2 Curvcn W„, welche die merk- 

wiirdige Beziehung haben, dass zwei von ihnen in Bezug auf einander polarisirt die- 

selbc (n—1).  Polareurve und zwar cine dritte lV„ derselbcn Configuration liefern. 

IV. Polarisirt man cine WJ beziiglich einer andern *?„, die crhaltene xV'i naeh dcr- 

selben l\s„, die ncue 'JJ;; wieder u. s. w. bis zu einer ''if'", so kann gefragt werden, ob cs 

moglich sei, dass diese W• mit jener zusaminenfallt, welche durch den umgekehrtcn Pro- 

cess dcr W„ beziiglich W,', entsteht. Es findet sich, dass es bei gegebener 'tIf! (n—1)'"—1 

solcher Curven lIf„ gibt. 

Die Probleme konnen bedeutend vcrallgemeinert werden; ich vcrzichte, hierauf naher einzugehen und 

erwahne nur, dass man die Bewcise dieser Satze lediglich auf die Eigenschaft, dass abc die Hcsse'schc Curve 

vorstellt, griinden kann. So viel ich weiss, hat man an cine solche Ausdehnung des Steiner'schen Problems 

fiir die Kegelschnitte2 bislicr nicht gedacht. Es entsteht die Frage, ob die Forderung, iiberliaupi Curvenpaarc 

zu linden, die in den oben crwahnten polaren Beziehungcn stehen, nothwendig auf unsere Curvengruppen 

fiihren niiisse. Wenn sich dies aucb vielleiclit nicht herausstellen sollte, so mag es doch von Interesse gewesen 

sein, Vorkonimnisse soldier Lagen angetroffen zu haben, die tibrigens durch bislicr nicht aufgcstcllte simultane 

Invarianten zweier ternaren Formen n. Ordnung characterisirt sein liiiissen. 

e) a', //, ti sind respective mit be, ca, ah incident. 

Die Singularitat dcr W„ in a', V, c' wird dann eine merkwiirdige. In diesem Netze sind audi oo' perio- 

disehe Transformationen vom Index 3n enthalten. Eine Ausarbcitung dieses Falles werdc ich demnaebst 

veroffentlichen. 
f) a', i] //, c sind coincident. 

Vcrlegt man p naeh d und construirt die p'} welche p naeh n—3 Transformationen in a umsetzen, so 

erhalt man eine geometrische Ableitung dcr bekannten Satze iiber die Moglichkcit der Kreistheilung. 

J Man bemerkt hierin nebenbei eine viel allgemeinerc Form derl.osung jenes speciellenProbli'ines. von dem ITr. Veron ese 
in der solum erwahnten Abhandlung ausgegangen. Es scheint niir, dass durch die (erweiterungsfShige) Darstellung in 2. der 
Zusammenhaug klarer wird. 

• Cf. Steiner: Vorlesungen IT. ed. SchrOter, pag. 422. Dieser Fall gehorf zu I. Fiir :I hat man ausserdeiu den ganz 
vereinzelten Fall einer barmonischen Curve dritter Ordnung mit ihrer Hesse'schen Curve, die wieder harmonisch ist. Fiir II 
ist der Fall einer Grundcurve n Ordnung mit ihrer im Netze der ersten Polaren verbundenen Curve kein Beispiel, da die Grand' 
curve nicht auch die unigekehrte Beziehung zur verbundenen Curve hat. 
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92 8.  Kant or. 

IV. 

tJtaer   das   allgemeinste   Netz   linearer   Transformationen   bei   verschiedenen   Tragerebenen.   Einige 
covariante Transformationsnetze, 

1. Zwei Collineationen zwischen E, E' liaben drei gcmeinsame Punktepaare und alle diese enthaltenden 

Collineationen, welche p mit jenen zweien auf diesolbe Gerade n bringen, bilden ein Bttschel. p und n stehen 

in  quadratischer Verwandtschaft.   Wir konnen sagen: Ein Bttschel von Collineationen ist aquivalent  einer 

dualen quadratischen Verwandtschaft. 

2. Durch sieben Paare uca.; von Punkt und conjugirter Geraden ist, wie man mit Schroter ' beweist, die 

Collineation nicht bestimmt, aber der Entsprechende eines Punktes p auf cine Gerade n gezwungen. Zwischen 

p und K besteht jedenfalls quadratischc Verwandtschaft (das Erzeugniss zwcier Collineationen). Nun hat Herr 

Sturm2 gczeigt, class es in E drei Punkte rxr%r%, in E' drei Gerade ff,?^., gibt, so (lass Strahlbttschel r{ 

(a,. . . a7) K Punktreibc o/: (al. . «7). In der quadratischen Verwandtschaft pn muss das von cinem Hauptpunkte 

der E nach deren Punkten ausgehendo Bttschel der von dcr Hauptgeraden in E auf deren Geraden ausge- 

schnittenen Pnnktreihe projectiv sein. Daher: die drei r bilden das Hauptdreicck dor E und die drei a das 

Hauptdrciseit von E'. Zugleich folgt der Zusatz zu dem Probleme dcr Projectivitat. Die Geraden von einem 

Sturm'schen Punkte der E nach den zwei anderen entsprcchen in der Projectivitat dcr Strahlbttschel umgekehrt 

den bezuglichen Verbindungslinicn in E'. [Dual ausgedriiekt.|3 

3. Nachdem sich zwei verbundene Sturm'sche Elemente als corrcspondirende Hauptclemente einer 

quadratischen Verwandtschaft, die «,-«,- enthalt, gezeigt haben, kann man von fiiuf Paaren «,a,- ausgehcn. Alle 

durch sie bestimmten Collineationen enthalten ein sechstes festes conjugirtes Paar i%a6.
4 Folgiich cnthalteu 

alle dualen quadratischen Transformationen zwischen «(a(- ein sechstes festes Paar «6«6. Die Hauptpunkte- 

paare von E, E stehen in Verwandtschaft fttnften Grades mit iitai: als doppelten Fundamentalpunkten respec- 

tive Geraden. 

Hernach bestimmen sechs Paare ein Netz von dualen quadratischen Transformationen und in anderem 

Sinno das allgemeinste Netz 1. T. Der Ort der Hauptpunkte in E ist eine Curve dritter Ordnung C3 durch die 

a,-, die Einhttllende der Hauptgeraden in E' ist analog cine Curve dritter Classe V3. 

Es bildet somit jedes Sturm'sche Trip el mit at. . .ah und dem abhangigen Punkte/6 die Basis eines 

Bttschels von Curven dritter Ordnung. Demnach treffen sich a,//; und/,-^ auf der Curve. Hieraus: 

a) Sechs Punkte a und die von den Quintupeln abhangigen sechs Punkte / verhalten 

sich wie dor Schnitt mit den zwolf Geradenpaaren einer Doppelsechs.5 

Wird r, festgehalten, so zielt nach den Restsatzen liber die Gsr„r3 durch. einen festen Punkt rt' von Ca 

gleichzcitig blcibt pt fest, p2 und p3 schneiden sich auf einer festen Tangente pt' von T:!. Das besagt: 

b) In jedem Collincationsbttschel, an dem r, als Grundpunkt participirt, entspricht 

ihm stets ein Grundpunkt in E', der auf pt' liegt. 
Jedes Collincationsbttschel enthalt femer drei singulare Collineationen, in denen r und p als entsprechende 

singulare Gebilde auftreten. Im Ganzen: 

i Cr. B. Journ. LXII. Bd. pag. 224. 
a Math. Ami. I. Bd., pag. 534. Dort findet sich eigentlieh das Duale. 
» Audi hier iiisst sich dor etwas leichtere Wog einschlagen, dem icli in IS. [II. gefolgt bin, aber ich wahlte bier absicht- 

lich diese Darstellung, urn das Wesen der Sturm'schen Tripel aufzuklaren. 
•4 Cf. Rosaries: „Uber Iinear-abhangige Punktsysteine." Cr. Borch, J. LXXXVIII. Bd., pag. 241. 
'•> Nach einem Satze von Eosanes, fllr den ich in einer Abhandlung iiber succesive Correlationen einen geometrischen 

Beweis veroffentlichen wcnle, sind sechs abhangige Punktepaare in derselben Ebcne stets conjugirte Punktepaare desselben 
Kegelschnittes, Daraus folgt bei Beachtung des«J im Texte: Die sechs G-eradenpaare einev Doppelsechs werden vonjeder Ebcne 
in sechs conjugirten Punktepaaren eines Kegelschnittes getroffen. Es ISsst sich daraus ein Beweis fur eine neuerdings von Hemi 
F. Scluiv bemerkte Eigenschaft dcr Doppelsechs herstellen. 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Tiber die aUgemeinsten linearen Systems linearer Transformationen etc. 93 

c) Zwischen den Punkten von C3 und den Tangenten von r3 bcstehcn zweieiiei (1,1) 

Correspondenzen. Es gibt im Neize I. T. oo1 singulare, die Correspondenz r, p weist jedem 

singulareri Punkte eine singulare Gerade zu. Femer entspricht r in alien 1. Tr. dcs N etzes 

nur Punkten einer festen Tangente p' von P3 and r, p' ist die zwei to Correspondenz. 

Zwischen p, o' und entsprecheud zwischen r, r' besteht selbst eine (1,1) Correspondenz. 

3. Ist rrr%r3 ein Grundtripel (Sturm'sches Tripel), so schneiden r2r.v r3rt, r1r.i die C3 ferner in den 

Punkten r\, r'z, r'r Sind •>•„, rfj, re drei allineirte Punkte der C3 und entsprechen ihneii paplp'o nach der zweiten 

Correspondenz, so gibt es ein Biischel 1. Tr., die ra nach (p'ap'b) und ein Blischel, die rf, nach (p'ap'i,) flihren 

Die beiden Biischeln gemeinsame Transformation muss (jp'ap'b) von E' sammtlichen Punkten der Geraden rarb 

von E entsprecheud niachen, muss also singular sein; dalter muss die dritte durcli (p'ap't) gehende p zu re als 

singulare Gerade gehoren (p„ sein). Demgemass: 

d) Drei convergenten Tangenten von I'3 als p' genoiumen, entsprechen drei Punkte r', 

welclie ein secundiires Tripel heissen sollen. Die drei Seiten des secundaren Tripels 

tret'fen  C3 in Punkten r, derenr'die gegeniiber liegenden Punkte dcs Tripels sind. 

Die Grundtripel und die secundaren Tripel haben also in dieser letztcn llinsicht reciproke Kigenschaft. 
Die letzte Eigenschaft kann man audi so ausdriicken: 

e) Sind rar'„, r,,r,, zwei Paare corrcspondircnder Punkte, so schneiden sicli r,tr',,, r'nr,, in 
ein em Punkte r',, der C3, der zuin Schnittpunkte r,. von r'ar'b mit C3 gehort. Speciell: 

f) Dem Tangentialpunkte von t'a entspricht der Schnittpunkt von rar'a mit C.f als r'. 
Hieran schliesst sich das wichtige Ergebniss: 

g) Eine Beziehung rr' ist auf einer vorgegebenen C3 (lurch ein einzigcs Punktepaar 
vollstandig bcstimmt und  kann in einfaeher Wcise construirt werdcn. — 

4. Ich will die Beziehung r—r1 noch genauer untersuchen. — Es gibt oo'S t u r m'sche Tripel, in denen zwei 

Punkte coi'ncidiren, ich nenne sic zweipunktige Tripel und spreehe von ihrem zweifachen und einfachen 

Punkte. Zieht man von r die vier Tangenten der ('.,, so erganzen die P>eriihruiigspunkte als zweifache Punkte 

den Pnnkt /• zu Tripeln. rr' schneidet C3 in dem complcmentfiren einfachen Punkte von r. Demnach: 

//) Die Geraden, welclie die sammtlichen r von (.'.. mit iliren r' verbinden, sind identisch mit den Geraden 

welche die zweifachen r mit iliren complementaren einfachen Tripelpunkten verbindcn. Die Einhiillendc 

dieser Geraden hcissc S. Nach 2. <•), (1), e) ist S auch die Einhiillendc der Geraden, welclie die beiden Punkte 
dor zweipunktigen secundaren Tripel verbinden. 

Jeder Punkt von 6'3 ist r cines r und r eines r', ferner zielen durcli ihn vicr rr', da er einfaeher Punkt 
von vier zweipunktigen Tripeln ist: 8 ist von der seen St en Classe S{\ 

i) In der Correspondenz rr' gibt es keine Coincidenz; denn sonst giibe es im Netzc quadratische Ver- 

wandtschafteii, deren Hauptpunktctripel allineirt sind und alio rr' wiirden coi'ncidiren. 

k) Es kann auch im Allgemeinen kein involutorisches Punktepaar rr' geben. Denn ein solches miissle 

nach ',}. f) denselben Tangentialpunkt haben. Da nun conjugirte Punktepaare von Punkten der C3 aus wieder 

in conjugirte Punktepaare, andererseits Paare rr' wieder in Paare rr' projicirt wcrden (3. e)), so folgt, dass alle 

rr' involutoriscli sein mussten, was im Allgemeinen nicht sein wird (siehe 5. a, E), 

Es kann aber vorkommen, dass r mit seinem r' mid mit dessen r' (den wir r" nennen wollcn) allineirt 

ist. Dann ist nach/) der Tangentialpunkt von r' der ;• von r"; dieser soil nun eben r' sein, somit muss r' ein 

Wendepunkt sein. 

Und umgekchrt: 

I) Jeder Wendepunkt der C3 ist mit seinem r und seinem r' allineirt. Von jedem 

dieser drei Punkte gchen an die $''' nur noch vier Tangenten, die V er bin dungs 1 in ie ist 

Doppoltangeiite der S6, diese ist S';r 
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94 8.  Kant or. 

Wenn r der Tangentialpunkt von r wird, so fallen zwei von den Tangenten der Sa aus r in rr' zusammen 

und S* beriihrt in diesem \r die C3. Lasst man aber in eincm sccundaren Tripel alle drei Punkte /•' zusammen- 
fallen, so ist gerade nacli 3 d) r' der Tangentialpnnkt von r. 

1st r der Tangentialpnnkt von r', so fallen in r alle drei Punkte eincs Sturm'schen Tripels zusammen 

und von r' gehen nur vier weitere Tangenten aus, SG beriihrt C3 audi in diesen r\. Es kann keine anderen 

Punkte auf C3 geben, in dcnen zwei Tangenten an 8e zusammenfielcn, die Punkte von $8 waren. Somit gibt 
es 9 r\ und 9 Jr. Oder: 

in) Unter den Sturm'schen, wic untcr den sccundiircn Tripeln gibt es ncun vollstiindig 

co'i'ncidente. 

5. Wir zeigten oben, dass jedes Biischel 1. T. einer quadratisehen Transformation iiquivalent ist, welche 

die Punkte r in die Geraden p' iiberfuhrt. Ein Strahlbiischel s von E' wird durch sie in cinon Kegelsclmitt 

von E verwandelt, der die Hauptpunkte r.r%r3 und das secundiire Tripel cnthalt, welches den drei durch s 
gehcnden p' entspricht. Somit ist bewiescn: 

n) Jedes sccundare Tripel liegt mit jedem Sturm'schen Tripel in cincm Kegelschnittc. 
Aus m) und n) folgt: 

Es gibt 81 Kegelschnittc, welche die C3 in einem det \r und in cinem r\ osculiren. 
Die Verbindungslinien der ncun Punkte r\ mit den neun Punkten \r gehen daher durch die ncun Wcnde- 

punkte von C.v Ich nenne zvvci solche neunpunktigc Gruppcn: „Connexe Neutralgruppen". ' 
Insgesammt gilt der Satz: 

Die Einhiillende der Geraden rr' ist cine Curve scchster Classe mit ncun Doppeltangenten, welche einzeln 

durch die neun Wcndepunkte dcr 6'., gehen. Sie beriihrt die C, in achtzehn Punkten, welche sich in zwei 
Gruppen zu je neun sondern, die connexe Neutralgruppen sind. 2 

Nach ?>.g) gibt cs oo1 Correspondenzcn rr' auf einer Cs, denen cine Schaar von SJt entspricht. Specielle 

>S",1, sind: 1. Die G!, selbst fiir die Identitat, 2. die drei zur G':i gehorigen Cayley'schcn Curvcn fiir die drci 

Moglichkciten der Involution. Diese C3 sind zweimal geziihlt. — Kommt es nur cinmal vor, dass r<"> mit r 

identisch ist, so tritt es immer ein, unter den S\t gibt es solche, denen einfachc n-Ecke umgeschrieben sind, 

die gleichzeitig der C3 eingeschrieben sind. 

6. In der Ebene E' giht cs eine reciproke S'^, welche die Punkte pp' enthiilt, neun Doppelpunkte auf den 

Spitzcntangenten von l':) hat und V'A in achtzehn Punkten zwcier conncxen Neutralgruppen beriihrt.  

7. In einem Biischel gibt cs drei C„, daher: „Die einem Punkte p m alien C„ entsprechenden />' emillen 

cineCurvc dritterOrdnung Cp
u. Zwei C„, dcrcn r. mitp allincirtsind, bestimmen einBuschel und damit den dritten 

Punkt des Sturm'schen Tripels. Die den p in den zwei C, entsprechenden Punkte licgen auf der jeneni 

dritten r entsprechenden p'. Daraus schliesse ich: Sind die singularen Punkte dreicr Os mit p allineirl, so sind 

die in ilmen entsprechenden p' die Ecken eines der r8 umgeschriebenen Dreieckes. Das Strahlbiischel urn p 

lehrt nun: 

Es gibt oo1 Dreieckc, welche der Cp ein- und der T., umgeschrieben sind. 

Andererseits entspricht dcr G3 in jeder Coilincation des Netzes cineCurvc 0'3. C3 geht durch die Hauptdrei- 

ecke der oo'Biischel, die jene Collineatlon enthaltcn. Folglich: 
Es gibt auch oo1 Dreieckc, welche der  C3 ein- und F;i umgeschrieben sind. 

1 Cf. Durege „Ebene C'urven dritter Ordmmg" 556 ff., wo sie Inflexionsgnippeu genatmt sind, auch nieine Abhandhmg: 
„tlbev die Configurationen (3, 8)g und (3, 3)9 und ihren Zusammenhang mit don Curven drittor Ordnung". SiUb. d. fcais. Akad. 
LXXXIV. Bd., II, Abth., p. 915. 

2 Es mag hier an die Parameterrechnung erinnert werden, zu der man gelangt, wenn man ein iiberall eudliehes ellipti- 
sehes Integral langs dcr Cs hin erstreckt. Sind uv v.,, u3 die Arginnente dreier allineirter Punkte, so kann man /r, H-»3 + »3 = 0 
bewirken. Dann stellt ut +s1 + «3=c. wo c eine belieb^ge Constanto bedeutet, eine c»a Schaar Sturm'scher Tripel dar. Die 
sccundaren Tripel sind in ut + u2 + w3 = — c enthalten. Die Verwandtsekaf't ;•/•' auf C» geniigt der Gleiehung u—u'= c. Jeder 
der obigen geometrischen Satze hat dann ein leicht erkonnbares analytisehes Bild. 
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Tiber die allgemeinsten linearen Sijsteme linearer Tramformationen etc. 95 

Fallen zwei r des Tripels zusammen, so coincidiren aueh zwei C, und die entsprechenden p' sind durcb 

eine Tangente von Cp verbunden: Die zap in den Biisclieln mit zweipunktigen Grundtripeln gehorigen n sind 

die Tangenten der CF. Liegtjj anf rr', so ist die dem p in diesem Coi'iicidenzbiischel entsprecbende Gerade n 

gewiss p, da die zweimal gezahlte p mit p' das Hauptdreiseit bildet. Der dem p in jedcr der beidcn eoincidenten 

Ca entsprecbende p' ist der isolirte Hauptpunkt anf p, d. i. aber der Bcriibrungspunkt von p mit I'.,, n beriibrt 

nun nach dem Vorigen in p' die Cp, folglich beiiibren sich dort Gp und F3. Liegtjj in einer Tangente von C3, 

so entsprechen dem p in den Collineationen, welclie den Beriilirangspunkt zn einem zweifachen Tripelpunkte 
baben  die Punkte einer Tangente von F3. Da die rr' die S^2 umhiillen, so ist bewiesen: 

Die Curveii Cp und F3 bertibren sick in seeks Punkten. Hire Tangenten entsprechen 

als p jenen Punkten r von C3, dercn rr' durcli p gclien. Die weiteren seeks gemeinsamen 

Tangenten entsprechen als p jenen Punkten von  C3, deren Tangenten durcli p gehen, 

8. Ferner entsprechen in einer dualen quadratischen Verwandtschaft des Netzes den Punkten rv r2 von 

C3 die Geraden o\, p'%, von F3. In jenerlinearen Transformation des Netzes, in welcherr, dem Schnittpunkte p\p't 

entspricht, entspricht die Gerade t\rt der Geraden p'%. Lassen wir r,r2, somit auch p\p\ unendlich nahe 

zusammenriicken, so folgt: 
Fiihrt eine Collineation cinen Punkt r{ von C3 in cincn Punkt von F;i (d. i. den Bertth- 

rungspunkt von p') iiber, so fiihrt sic audi die Tangente der C3 in /•, in die Tangente p' 

jenes Punktes von r3 iiber. 
Ioh will noch einen anderen Beweis geben. Bei festem r, geht rzrs durcli r\ und p%p% schneiden sich anf 

der p\ von r{; pt dagegen bleibt fest. Wcnn nun das Biischel den r, dem Beriihrungspunktc von Fs mit p ent- 

sprechen macht, so fallt etwa ps mit p\ zusammen. Der dem p\ als p entsprecbende r ist gleichzeitig derjenige 

r, der zu r, als r' gehort. Dorselbe wird gefunden, indem man den Taugentialpunkt von r, miC r verbindet 

und den Sclmittpunkt der Geraden mit C3 sucht (nach ;3. e). Dann hat man cin Tripel, in welchem ri} dessen 

Tangentialpimkt r und der mit diesem und r\ allineirte Punkt rt vorkommt. In E bestelit das Hauptdreiseit 

aus p\, p. und der Tangentialtangente von p'v Dabei entspricht r2r., der pit rtrg der p[, r3ri der Tangential- 

tangente. rtr% ist aber die Tangente von rv das Biischel fiihi't also die Tangente von ;-, in die Gerade p\ und r, 

in den Beriihrungspunkt von p\ iiber. — 

Nun ist die Collineation, welche (1, in C[, iibcrfiihi-t, in sechs Biischeln mit zweipunktigen Tripeln enthalten, 

weil an die Cp von dem (lurch diese Collineation bewirkten p' sechs Tangenten gehen. Vermiigc jedes dieser 

Biischel fiihrt die Collineation eine Tangente (*y2) von 03 in eine Tangente von (J., iiber, die auch Tangente 

(pa) von F3 ist. 
Die Cur\en C\ und P:! konncn ausser diesen sechs gemeinsamen Tangenten nur noch solche haben, die 

von dem vorhin definirten Vorkomnmisse herriiliren. Daher: 
C'.', und r3 beriihren sich in seclis Punkten. Die Tangenten in diesen Punkten ent- 

sprechen als p' jenen r, die mit ilirein Tangentialpunkte in einem die Collineation 

enthaltenden Biisclieltripel vorkommen. Die seclis iibrigen gemeinsamen Tangenten ent- 

sprechen als p den einfachen Punkten jener zweipunktigen Tripel, welclie die Collineation 

enthalten. 
Wir konncn sagen: F3 ist die Einhttllende aller oo* Cp und aller (j  I 

V. 

Das   Netz linearer Transformationen zwischen zwei Punktebenen bei coincidenten Tragern. 

1 Sind E und E idcntiseli, so liefert jede Collineation cin Doppelpunktstripel. Bewegt sich p' anf einer 

Geraden, also die Collineation in einem Biischel, so beschreiben die Doppelpunkte (nach I. 6) eine 7v.j. 

Zwei, also alle Ls haben sechs feste Punkte, die aufgesucht werden sollen. 
1  Welche Fiille von Anwendungen moglich ist, sieht man durch Annahnio specieller Lagon fur die «,;a, und wenn man statt 

der Elementenpaare Punktepaare oderGeradenpaare so einfiihrt, dass die eharakteristisehe Eigenschaft des Netzes erhalten bleibt. 
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96 S. Kan tor. 

Wie vielePunkte r von C3 sind mit ibrcn entspreclienden p' von I'3 incident? — Ich projicire C:! ausp; die 

irgend drei mit p allineirten r entspreclienden p' liefcrn auf deni Strahle durcb p drei Schnittpunktc. DasStrahl- 

btischel p und die Tangentenschaar p' erzougen so eine Curve secbster Ordnung, die in p einen dreifacben 

Punkt bat und C:i in achtzehn Puukten trifft. Diesc zerfallen in zwei Arten: 1. Sic sind mit einer ibnen selbst 

entspreclienden p' incident odcr 2. eine ibrcr Projectionen von p aus auf die (7, ist der ibrer incidenten p 

entsprecbende r. Es ist einzusehen, dass (entspreebcnd den drei Schnittpunkten eines p-Strahles mit <".,) auf 

die zweite Art zwei Tbeile und auf die erste nur ein Tbeil entfallen. Es gibt also - . 18 — 0 hicidenzen •/,. . is. 
o 

Jeder i als Doppelpunkt bestimmt ein gauzes Biiscbel von Collincationen. Nacb I. 6 folgt nun: 

Die Verwandtscbaft unter den Doppelpunkten ist vom acbten Grade mit it . . .iB als 

dreifacben Fundamentalpunkten; die entspreclienden Fundamentalcurven dritter Ordnung 

haben in i,...iK je einen Doppelpunkt  und seicn ./,,.. ../n. 

Die Verwandtscbaft zwiscben p' uud den Doppelpunkttripeln bat die L3 zu Linear- 

cur veil, alle L3 cntbalten i,...-ir,. Den Fundamentalpunkten i,...'ie entsprecben als Funda- 
mentalgeraden des Systemcs p die in den betreffenden seebs Biiscbeln dein^ entspreclien- 
den  Geraden n. 

2. Von den Doppelpunkten einer singularcn Collineation ist einer r, zwei liegen auf p. In diesen bciden 
ist I) = 0, oo. Die der C3 conjugirte Curve bat die Ordnung seciis und, da sic jede ,/ in zwei frcien Puukten 
trifft, die •/,. . .ie zu Doppelpunkten. 

Sie ist der Ort der Doppelpunkte,  die in ibrer Collineation das Doppelverhaltuiss D = 0, oo tragen, l,\r 

Die Jacobiana We des L:j-Netzes iibertragt sicb vermoge der conjngirlen Transformation in eine^ (lurch 

i\. . .i\. W'e und (7., begegnen sicb in seebs weiteren Puukten, welcbe als singuliire Punkte singularcn Colli- 

neationen zugeboren, auf deren p die beiden Doppelpunkte coi'neidiren. Die letztercn all ein konnen Sclmitt- 

punktc von *P6 und K0 sein, W6 und Jin baben Beriihrung in diesen seebs Punkten. 

Die We trifft C3 weiter in seebs Punkten j, von denen jeder als r seiner Ce mit einem der iibrigen Doppel- 

punkte coi'neidiren muss. Dies kann nur sein, wenn er mit seiner singularcn Geraden p incident ist. Solcbe 

specielle Collineation mit incidenten r, p hat zwei Doppelpunkte in ;• und einen dritten in jenem Punkte / von p, 

der in der Projectivitat dem Strahle p des Biischels r entspricht. Durcb die seebs so erbaltenen / muss audi <b(!, 

derOrt der Doppelpunkte mit7J=l gehen, ebeuso BQ, als conjugirte Curve von C.,, So entstelit das interessauto 
Ergebniss: 

Die Ortscurve aller Doppelpunkte, die in ibrcn Collincationen das Doppelverhaltuiss 

1) tragen, ist eine Curve sechster Ordnung A% die in ?',.../,; Doppelpunkte hat und die seebs 

Punkte / entbalt. Alle Curven 1!„ bilden ein Biisehel mit seebs gemein'samen Doppel- 

punkten i und sechs Beriihrungspunkten /.' Die Curve  fiir D = 0, oo  ist  byperelliptisch. 

Die Beriihrung in den / ist namlich so zu crklaren. DieWg ist die Ubergangscurve desSystemes der Doppel- 

punktstripel. Schneidet eine Curve (6'3) die uf
(. in gewisscn Punkten, so beriibrt die conjugirte Curve //,, die '*b(', 

in den conjugirten Punkten (/). 

Man erhalt das duale Resultat fiir die Doppelgeraden des Netzes, wo dann die mit den i incidenten p 

statt der i eintreten und die den / gegeniiber licgenden Doppelgeraden die / ersetzen. 

Von bier an kann nun die Ableitung der in II gcgebenen Anzahlen geuau wie dort erfolgen und die 

betreffenden Anzahlen bleiben aucb bier dieselbcn. 

3. Die erganzenden Doppelpnnktepaare von i.t bilden auf der Fundanientalcurve dritter Ordnung ./, eine 

Involution, ilire Verbindungslinien umbiillen einen Kegelsclmitt, der ,/, dreimal beriihrt. Die Beriihrung tritt 

in jenen Punkten ein, die mit ihren Taugentialpunkten zusammen ein Paar der Involution bilden. Der Kegel- 

sclmitt beriihrt audi die mit l,. . .ic, incidenten p. 

1 Ho viol ich weiss, ist ein solches Biisehel von Curven sechster Ordnung lusher nicht bekannt. 
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Uber die allgemeinsten Unearen Systems linearer Transformational etc. 9 7 

Zwischen den Doppelpnnkten and den gegenttber li egenden Doppelgcradcn der Netz- 

collineationen besteht eine dnale rationale Verwandtscliaft fiinfter Ordnung, fiir welche 

die »i...t'c nnd die mit ilinen incidenten p' Eundamentalpunkte, bezielilieh Fundamental- 

gerade sind. Die entsprechenden Fundamentalcurven sind Kegelschnittc, welclic J,. . ../:, 

respective J'...JL  dreimal  bcriihren.1 

Es gilt: Die sechs Pnnkte i nnd die incidenten p} sowic audi die sechs Pnnktej und 
die I sind abhiingige Systcme ini Sinne des Herrn Rosanes. 2 

Eincr L3 entspriclit in dieser Verwandtscliaft eine Curve dritter Classe M'3, und da L3 nur vollstiindigc 

Doppelpunkttripcl enthalt, so folgt: 

L:i und M'z liaben solche Lage, dass es oo1 Dreiccke gibt, welche der ersten Curve ein- 

und der zweiten umgeseliriebcn sind. Die bciden Curven beriihren sich in sechs Punkten 

welche mit ilivcn Tangentialpunkten in demselben Tripel vorkommeii. Die iibrigen sechs 

Schnittpunkte erganzen die Sehnittpunkte von L3 und W@ zu Tripeln. 

Wir sind hier schon bei einer drittcn Gelegcnlieit auf zwei Curven dritter Ordnung und dritter Classe 
in soldier gegenseitigen Lage gekommen. — 

4. Nachdcm Abschnitt I vorausgegangen, lasst sich nunmehr die Verwandtscliaft der suecessiven Trans- 
.formirten von p rasch erlcdigen. 

Bewegt sichy auf einer Geraden, so besclircibt die Collineation ein Biischel, p'n) folglich nach T. 1) eine 

Curve a. Ordnung und es gibt n Collineationen unseres Btischels, die pW auf eine gegebenc Gerade bringen. 

Besclircibt demnach_pW cine Gerade, so besclircibt]>' eine Curve n. Ordnung. Also: Die Verwandtscliaft 

]>'—j)'"' ig* "z—1-deutig vom n. Grade. Diese w*-punktigen Gruppen p' sind verbundene 
Gruppcn in einem Netze Wn. 

Die *P„ miissen dieselben merkwiirdigen Eigenschaften besitzen wie die l\s„ aus T nnd andcrn sich von p 

zup. Die Betrachtungen, welche icli an die *Pn in der citirten Abliandlung gekntipft babe, und die ich bier 

nicht wiederbolen will, lassen sich wortlich liieher auf das allgemeine Netz iibertragen. 

li)  Lineare Transformationen im Ranme. 

1. 

Das fundamentale Gebiisch mit vier festen Punktepaaren. 

1. Ich behandle zunachst den Zusammenhang der suecessiven Transformirten und will einen anderen als 

den in der citirten Abliandlung, Art. 27 gegebenen, rein projectiven Beweis andeuten. 

Sind die Punktepaare aa', bb', <•<•', r/r/' test und soil p seinen^"" mf b'e'd' haben, so kann die Collineation 

entweder eine exceptionelle sein, welche a und b'e'd' zu singularcin Pnnkte und singularer Ebcne bat und in 

der alleTransformirten von p auf b'e'd' fallen oder eine solche, diep(*-V auf bed und folglich pW auf b'e'd' 

bringt.   Entspriclit   also   in  der   Beziebung p'—p'"-1)  die Fliiche  <!>„_..,   der  Ebene bed,   so entspriclit in 

1 Dies ist nnv eine Consequenz der speciellenLage, in weleher .sich die beiden rational verwandfcen Systcme hier befiaden. 
2 Das Obige gibt das Material zn einem geometrischen lieweisc des Rosanes'schen Satzes: Sind aus sechs abhan- 

gigen Paaren von Punkt und Geraden i'iinf Paare incident, so ist auch das sechste Paar incident. Ware 
das sechste Paar nicht incident, so verwende man die sechs Paare zur Constituirung eines Netzes von Collineationen. Dann sind 
die f'iinf Pnnkte die h . . At, und der sechste muss (wegeii der Cremona'schen Transformation) ic, und dann aber vermogo des 
Obigen mit seiner p incident sein, qu. c. d. 

Es findet sich noch: Die sechs Pnnkte i haben auf (U solche Lage, dass der mit zweien allineirte dritte Punkt und der 
Gegenpunkt der vier iibrigen beziiglich r und /•' sind. Anderseits haben die Pnnkte i solche Lage, dass fa und der Selmittpnnkt 
des Kogelsclmittes dureh die anderen /mit ('., als r' und r zusammengehOren. Pernor: 

In einem Netze von Curven dritter Ordnung mit sechs festen Punkten gibt es sechs in einen 
Kegelschnitt und in eine Gerade durch je einen Punkt r zerfallende Curven. Diese sechs Pnnkte und 
diese sechs Geraden sind zwei abhiingige Systcme. 

Denkschriftexi der naathem.-naturw. CL XLVI. Bd.  Abhazidlungen vonNichtmitgtiedern. n 
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98 S. Kanto>i 

p'—pM die aus <fr„_1; b'c'd' zusammengesetzte Flaclie der Ebene b'c'd'. Dass die Flachen <P„ ein Geblisch 

bilden, folgt aus der Eindeutigkeit der Mannigfaltigkeitp{n), daher: 

Die Verwandtscliaft zwiseben p' und dem «ten T ransformirten pW ist «:!—1-deutig, die 

Gruppen p' sind verbundenin einem Gebiische von Flachen u. Ordnung <Pn, das, wie folgt, 

construirt wird: Das Netz <I>2 wird durch die vier Ebenenpaare bed, Vc'd'-,.. .ab6lf a'b'c' con- 

stituirt; entsprechen A2, B2, F2, A2, den Ebcncn bed,... so sind Az, b'c'd';... A2, a'b'c' vier 

Flachen des Gebtisches <I>.r Entsprechen An—i,Bn--i,Tn-1, A„__, den Ebenen bed...abc in 

p'—p(H~''>, so sind An-i, b'c'd';. . .A„_1; a'b'c' vier linear unabhangige Flachen  <]>». 

Das Gebtisch ff>2 ist noch von der Lage des p vollstandig unabbangig und die in ihm verbundenen Punkte- 

paare sind in den betreffenden Collineationen involutorisch, daher: 

Sind r, s zwei associirte Punkte in <I>2, so gibt es eine Collineation, die r nacb s und s 

nach r fuhrt, und es gilt sowohl r(abcd)ns(a'Vc1 d') als audi s(abcd)nr(a'b''c'd').% 

2. a) Die Geraden, welche abed und a'b'c'd' in projectiven Punktquadrupeln schneiden, erfiillcn einen 

Complex vierten Grades. Derselbe hat die Ebenen von abed und a'b'c'd' zn Ausnabmeebenen2 und enthalt 

sechs lineare Congruenzen mit ab, a'b';. . .bd, b'd' als Directricenpaaren. Ebenso enthalt der Complex die 
vier Strahlenbilndel a, b, c, d, und die vier a', b', c', d! und die sechslinearen Congruenzen ab, c'd';. . .bd, ac'\ 

das Erstere desswegen, weil es ein Netz von exceptionellen Collineationen gibt, welche a als singularen Punkt 

und b'c'd' als singulare Ebene haben und eine cxceptionelle Collineation, welche ab, c'd' als singulare Axen 

besitzt.3 Da die Strahlen dieses Complexes die Doppelgeraden sammtlicher Collineationen sind, so scliliessen 

sie sich zu oo:! Tetraedern zusammen. Der Complex enthalt noch vier specielle Strahlbiischel. 

b) Die Geraden, welche abed, a'b'c'd! in eincr Projectivitat von bestimmtem characte- 

ristischem Dopp elverlialtnisse schneiden, bilden eine Strahlencongruenz der vierzehnten 

Ordnung and sechsten Classe. Filr alle Werthe von I) bilden diese Congruenzen ein Biischel und haben 

gemeinsam: 1. Die zwolf Tetraederkanten als Doppelstralileii, 2. die von den aclit Ecken in jeder der drei 
dort convergirenden Seitenflachen ilher die entsprechende Kante des zweiten Tetraeders gelegten Geraden 

cbenfalls als Doppelstrahlen, 3. die Verbindungslinien a a', bb1, cc', dd' als Doppelstralileii und 4. die drei 

liber die Geradenquadrupel ab, a'b', cd, c'd'; be, b'c', ad, a'd'; ca, c'd', bd, b'd' gelegten Transversalenpaare. 
Speciell fttr D = 0, oo tritt ein Zerfallen in die acht Strahlbiindel a,. • .d' und in die sechs linearen Con- 

grnenzen ab, c'd';... . ca, a'b' ein. 

Ebenso gibt es ein Buschel von Congruenzen sechstcr Ordnung, vicrzehntcr Classe, 

deren Strahlen die Punktepaare ad, bb', cc, dd' durch eine Ebenenprojectivitiit mit dem 

characteristischen Doppelverhaltnissc JJ projicircn.* 

Die Congruenzen der ersten Art schneiden aus jeder Ebene von abed und a'b'c'd' cine Schaar von 

Curven sechster Classe mit neun gemeinsamen Doppcltangenten aus. (A. II. 1.) 

Durch die Gleichheit der Werthe von D sind die beiden Buschel von Congruenzen projectiv auf einandcr 

bezogen und erzeugen so eine neue Congruenz, deren Strahlen die beiden Tetraeder in einer Projectivitat von 

demselben Doppelverhaltnisse schneiden und projiciren. (S. u. II. 8.)5 

c) Die Doppelpunkte auf den Doppelgeraden eines Complexkegels p bilden eine Raumcurve eilfter Ord- 

nung plt mit einem dreifachen Punkte im Scheitel_p. Die Curve enthalt a, b, c, d, a', V, d, d', den Sehnittpunkt 

von pa mit b'c'd' und die aualogen, ferner die Treffpunkte der von p iiber ab, a'b';. • .bd, b'd' gelegten Trans- 

1 Dies ist boilauRg- ein kleinei- Zusatz zu Sturm „Das Problem dor Collineation." Math. Ann. Bd. X. 
2 Das bisher Gesagte iiber diesen Complex vierten Gr.ides flndet Hen- Sturm bei Gelegenheit einer ganz anderen 

Untersuohung in Math. Ann. Bd. XI „Das Problem der riiumlichen Projectivitat'-', pag. 515. Im Obigen ist besonders das Zn- 
sammenschliessen zu Tetraedern fiir die Specialfalle wesentlieh. 

3 Cf. „axial correlation" des Herrn Hirst 1. c. 
4 Diese Strahlencongruenz hat besondere Wichtigkeit fttr das Gebiisch von Correlation en, wie ich demnfichst zeigen 

worde; vergl. auch die Anin. iiber projective Rotationen des Kaumes in II. 5. 
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Uber die aUgemeinsten linear en Sysieme linear er Transformationen etc. 99 

versalen mit diesen Kanten (also auf jeder Kante einen Punkt), dies alles vermoge der untcr a) erwuhnten 

exceptionelleu Collincationen, und auf jeder der vier Schnittlinicn bed, b'c'd';. . • .abc, a'b'c' vicr Punktc. 

d) Die Doppelgeraden in einer Ebene 2 umhiillen eine Curve vierterClasse. Die Doppelpunkte auf diesen 

Doppelgeraden erflillen eine Curve siebenter Ordnung, w7, welclie auf den Kanten von abed und a'b'e'd' ein- 

fache, auf den vier Schnittlinien afiyd doppelte Punkte und ausserdem anf jeder Sclmittlinie mit einer Ebene 

bed,. . . ein Doppelpunktepaar hat. ' 

Fiir a) und b) wird unten in IV, 5. ein allgemeiner tiefergehenderBeweis hergestellt. DieEichtigkcit von b) 

lasst sich mit Hilfe unserer Besultate aus II, 1) so einsehen: 
Die Strahlen, welclie aus den Ebenenpaaren ube, a'b'c'; acd, a'c' d'; adb, a'd'b' eine Projectivitat von 

constantem D ausschneiden, bilden einen Complex sechsten Grades; cf. Art. II, 1. Derselbc sclmeidet den 

Complex viertcn Grades aus a) in: 1. drei linearen Congruenzen ab, a'b'; ac, a'c'; ad, a'd', die fur den ersten 

doppelt sind, Classe 6, Ordnung 6; 2. den sechs doppeltenAusnahmeebenen abc,- . .a'd'b', Classe 12, Ordnung 0; 

3. den beiden fiir den ersten Complex doppelten Strahlenbiiudeln a, a', Classe 0, Ordnung 4, so dass von dem 

Schnitte noch unserc Congruenz vicrzehnter Ordnung, sechster Classe iibrig bleibt. 

3. Die Verwandtschaft zwischen p' und den Doppelpunkten, C. 

a) Die Ebenenbiischel ab, a'b' sind in jeder Collineation projectiv und erzeugen ein Hyperboloid Hab 

durcli ab, a'b', y, o. l Bewegt sich p' auf fester Ebene po4 durch a', b', so bleibt die Projectivitat der Ebenen- 

biischel, also audi //„/, constant und .//„/, entspricbt, da es durch die Doppelpunkte geht, in der Verwandt- 

schaft C der Ebene p„4. — Eine beliebige Ebene p„ durcli a' bezieht ferner die Biischel a'b', a'c' perspectiv 

und die entsprechenden Bilschel H„,„ JJ„C so projectiv, dass die Ebenenpaarc (a'b'c', abd) und (a'b'c', acd) 

sich entsprechen. Das Erzeugniss ist a'b'c' und eine Flache dritter Ordnung, L„, welclie 

ab, ac, ad, (acd, a'c'd'), (abd, a'b'd'), (abc, a'b'c') n) 

enthiilt und a zum Doppelpunkte hat sowic durcli a' geht. Die La fiir a'c'd', a'b'd' a'b'c' sind (a'c'd', abc, 

abd), (a'b'd', acd, abc), (a'b'c', acd, abd). Die sechs Geraden u) geben sechzehn Bedingnngen, die L„ bilden 

ein Netz. Aus dem Durchscbnilte zweier L„ folgt: Einer Geradcn durcli a' entspricbt ini Doppelpunktssystcnie 

RIYeine Eaumcurve dritter Ordnung, welclie a, a' enthalt, und die iibrigen in abd, acd, abc liegenden Geraden 

aus n) VA\ Wehnen hat. Einer Geraden durch a.' in a'b'c cntspricht ein Kegelschnitt in a'b'c', der a' den Schnitt- 

punkt ail mid die Schnittpunktc mit [6, y enthalt. 

b) Um nun eine beliebige Ebene p von E, unizusctzen, projicire man ein Strahlbiischel s derselben aus v 

und //. Die zwei Ebenenbiischel liefern nacb a) in den Eaum R,v umgesetzt, wegen ihrer Perspectivitat zwei 

projective Flachenbiiscbel La und Lj. Der sa'V entsprechen in den Biiscbeln: Ho4 mit bed undHa4 mit acd, wo 

H„A das der Ebene sa'V entsprecliende Hyperboloid ist. Nebst HaS wird nun cine Flache L4 der vierten Ord- 

nung erzeugt, welclie a2, bl, c%, d*, die Kanten des Tetraeders abed und die Geraden a, ,3, 7, $ enthalt. Dies 

gibt wirklich dreissig Bedingungen, die L4 bilden ein Gebiisch. — Aus dem Durchschnitt zweier L4 zeigt 
man nun: 

Die Doppelpunkte eines Buscbels von Collincationen liegen in einer Curve sechster 
Ordnung, D6, welclie abed enthalt nnd a, ,3, 7, 0  zu dreifachen Sehnen bat.3 

c) Die Ebenen bed,. . .abc sind gewiss Fundamentalebcnen fur KiV. Einem Punkte a von bed entspricbt 

ein unendlich nahcr Punkt a an a'. Einer Ebene durch a' entspricbt so cine Curve dritter Ordnung in bed, 

welcbc b, c, d und die Schnittpunkte (be, a'b'd), (ed, a'c'd'), (bd, a'b'd') enthalt. — Alle Doppelpunkte 

auf bed treten nur in singuliiren Collineationen mit a', bed als singularem Punkt und singularcr Ebene aui'. 

Die Verwandtschaft a—a', ist 3—ldeutig und der in I. 6. behandelten analog. Einer Geraden in bed entspricbt 

1 Man sueht zimachst den Ort der Doppelpunkte in i:, die an Bezag auf zwei entsprecliende Tripel) Doppelgeraden durch 
einen gegebenen Punkt von i' senden mid stellt die Schnittpunkte mit der ic auf. 

- Ich fiihre fiir die Schnittlinien bed, b'e'd';. . .</h<; a'b' e dit; Bezeichungen a, ,5, y, S ein. 
3 Es ist das eine NSther'sehe c°, da sie der Schnitt einer La und einer L{ ist, die sich bereits in eh, ?.$ sclmeiden. 
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100 S. Kan tor. 

in a' ein Kegel dritter Ordnung, der a'V, a'c', a'd' enthalt. Folglich hat die Flache A6, die einer Ebene £ von 

RIV entspricht, a! zum dreifachen Punkte. Sie enthalt die Kanten von a'b'c'd' einfach, denn eine Gerade tiber 

(a'b'c'd') entspricht einer Eaumcurve vierter Ordnung, schneidet also 2 noch in vier Punkten (s. unten Art. 4). 

d) A6 hat noch einen dreifachen Punkt <S3, der ans den in der Doppelebene 2 selbst entstehenden Doppel- 

punkten hervorgeht und eine Doppelcurve, die aus den Doppelpunkten der in 2 vorhandenen Doppelgeraden, 

also der Curve w7 aus 2. d) hervorgeht. Ich werdc weiterhin (Art. 5) zeigen und will hier nnr aufiihren: Die 

w7 tibertragt sich in eine Curve siebenter Ordnung mit Doppelpunkten in a?, V, <•', d' und einem dreifachen 

Punkte in &3. 

e) Zwei weitere Collineationen des Gebiisches werden im Folgenden eine wichtige Rolle spielen.  Hind 

die beiden Transversalen von a, [i, y, 8 und alai die Transversalen von ad bb', cd dd', so trifft pv p% die ft ft 
Tetraederebenen in Punktepaaren einer Identitat. Die Collineation, welche p, zur Doppelgeradcn hat, hat alle 

ihre Punkte zu Doppclpunkten und enthalt ein Blischel, etwa tft, von lauter Doppelebenen. So cntstehen 

zwei Collineationen mit plcv p%at als Doppcllinienpaaren. Demp mogen in diesen Collineationen 

die Punkte £„ t% entsprechen. Jedc 2 trifft pv pt, dahcr gehen alle AG durch ev eE. Jede der beiden Collinea- 

tionen hat iiberdies zwei Doppelpunkte auf av respective ar 

f) 1st ferncr auf a ein Doppelpunkt, v?, angenommen, so ist durch ihn ein Buschcl von Collineationen 

bestimmt, in welchen die Ebenen bed, b'e'd' und die Biindel a(r>bcd), a'(^b'c'd') sich entsprechen. Die zu p 

gehSrigen jp' liegen in einem Strahle ti durch a'. Alle h' erfiiilen eine Kegelflache dritter Ordnung, weil die, 

einer Geraden von Rr entsprcchende I)6 die a. 3mal trifft. Diese Kegelflache geht durch ei; sz und wegen der 

Punkte von a auf be, cd, db durch «'//, a'c', a'd'. Nimmt man v auf b'c' c'd', d'V, so findet man drei weitere 

besondere Strahlen der Kegolflliche. 

g) Da sich stets eine Raumcurve dritter Ordnung des in a) angetroffenen Systemes findet, die cine, belie- 

bige Gerade g zur Schne hat, so gibt es stets eine Sehne durch a' an die der g entsprechende Raumcurve 

vierter Ordnung und diese ist von der zweiten Species. Im Ganzen: 

Die Doppelpunktsquadrupcl des Collineationsgebiisches stehen mit den p' in 4—1- 

deutiger Verwandtschaft, so dass den Ebenen p von R, Flachcn vierter Ordnung L, 

durch a%b%cidz, durch die Kanten von abed und die Geraden a, (1, y, d, den Geraden von R, 

Curvcn sechster Ordnung D. durch a'b'c'd,' und mit a, [i, y, 8 als dreifachen Sehnen ent- 

sprechen. Den Ebenen 2 von R1V entsprechen Fliichen sechster Ordnung durch a'3b'sc'3d'3, 

durch   die   Kanten   von  a'b'c'd'   und   die   Punkte  e,, J2   mit   einem   variablen   dreifachen 

Der ,T>3 Punkte w3 und einer variablen Doppelcurve siebenter Ordnung durch a' V c' </•' 

Osculationskegel von A6 in a' hat eine variable Doppelkante und enthalt die Geraden a'b', 

a'c', a'd'. Jede A0 enthalt noch vier anderc Gerade (lurch a'. U, c',d', welclie den Schnitt- 

puukten von 2 mit x, |3, 7, 0 entsprechen, also zusammen zehn Gerade. Einer Geraden von 

Piv entspricht in R, cine Raumcurve vierter Ordnung zweitcr Species durch a', V, c', d',1 K^. 

Das Gebiisch der L4 kann durch die vier in vier Ebenen zcrfallenen Fliichen 

bed, a'c'd', a'b'dl, a'b'c' 

acd, a'b'd', a'b'c', b'e'd' 

abd, a'b'c', b'e'd', a'c'd' 

abc,  b'e'd,', a'c'd,  a'b'd' 

constituirt werden, welche als L4 den Ebenen b'e'd',. . .a'b'c' von P, entsprechen. 

4. a) Schon aus dem in 3. c) Gesagtcn, folgt, dass a', //, d, d' Fundamentalpunkte fiir R, sind, so zwar, 

dass, wenn p durch a' geht, ihr in Rivdie Ebene bed nebst nur mehr einer Flache dritter Ordnung entspricht. 

Geht in Rt eine Gerade durch a', so entspricht ihr nur mehr eine Curve dritter Ordnung D3 und die Kanten 

be, cd, db sondern sich ab. 

1 Man bemerke cinen Znsatz in B. II. 1. a. E. 
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Uber die attgemeinsten linearen Systeme linearer Transformations, etc. 101 

Allgemeiner girt: Wenn eine Gerade die a'V trifft, entspriclit ihr nebst der abgesonderten cd nur mehr 

eine Curve funfter Ordnung in RIV. 

Ftir Kj sind aucb nocli ev ez Fundamentalpunkte, so dass einer Ebene dnrcli st eine L4 durch pt ent- 

spriclit. Einer Gcraden durch s] entspriclit nebst pt eine Curve ftinfter Ordnung, die p, zweimal trifft. Der 

Geraden eisi entspriclit in K,v eine Raumenrve vierter Ordnung erster Art, die ov pt zu Sehnen hat und a, b, 

c, (I enthalt. Diese Curve liiuft audi durch die vier Doppelpunktc auf tr, und a2. 

Geht nun 21 durch pv so hat A8 in s, einen Doppelpunkt. Jener Ebene, welclie pt niit einciu der beiden 

Doppelpunkte auf cr, verbindet, entspricht sogar eine A6 mit einem dreifachen s,. 

b) Ftir den Raum R1V sind die Kanten von abed Fundamentalgcrade, so dass, wenn eine Gcrade die ab 

trifft, ihr in R, eine Curve dritter Ordnung entspricht, die a', V enthalt und c'd' einmal trifft, c'd' sich nebstdem 

abgesondert hat. Dabei ist das Verhaltcn der Fundamcntalgeraden ein eigenthumliches. Geht namlich eine 

Gerade durch a, trifft also drei Kanten, so entspricht ihr, da sic L4 in zwei beweglichen Punkten trifft, in Ra 

immer noch ein Kegelschnitt. 

Den Geraden von 2, welche ab, cd,.... treffen, entsprechen in A', drei Kcgelschnitte, daher die Afi 

imnier drei Kcgelschnitte enthalt. 

5. Die conjugirte Transformation % untcr den Doppclpunkten von R1V. Einer Ebene 2 

entspricht nach der Verwandtschaft C eine A(., dieser aber riickwfirts im .Systeme R]V cine Fliiche 6. 4—4. 

3 = 12. Ordnung. 2 wird somit durch eine F(1 zu einer vollstiindigen RivFliiche ergiinzt. Jcde //' (s. 3. f.) 

schneidet A(, in drei Punkten ausser a', daher tritt jederPunkt von a. dreimal in die /<'12 ein, a ist dreifach inFlt. 

Eine Gcrade, welclie a'V, c'd' begeguet, schneidet At. noch in vicr Punkten, die entsprechende X>4 in \\,\ 

schneidet folglich Fn = 2H-FU in 4. 4 und, da sie die a, ,6, 7, S je zweimal trifft, noch in 4. 3. 2, also iiber- 

dies nur in 12. 4—4. 4—4. 3. 2 = Punkten. Diese entfallen auf die Kanten ab, cd, a'V, c'd. Aber die Z?4 

hat diese vier Geraden zu Sehnen, sie sind daher einfach fur Fu. 

Eine Gerade durch a' trifft At. in drei weiteren Punkten. Die ihr nach C entsprechende D.A durch a, a' mit 

j3, 7, 0 als .Sehnen hat folglich 3.4-1-3.3.2, also noch 3.12—3.4—3.3.2 = 6 Punkte mit der Fn gemein- 

sam. Diesclben miisscu auf Fn und zwar in a, a' liegen: Fu hat a, a' zu dreifachen Punkten. Da ferner jede 

Ai; £,, £2 enthiilt, so geht Fu auch (lurch pt, pt und die Doppelpunkte auf av n^ 

Einer Kk in R, entspricht nach C eine Gerade (3. y.) und somit noch eine Curve 4.6—4.3—-1 = 11. Ord- 

nung. Da Kk die Fundamentalkcgelflache von a 

sechsfachen Sehne. Gleiches gilt ftir |3, 

in sechs weiteren Punkten trifft, so hat cH die Gcrade a zur 

j3, 7, 0. Den Schnittpunkten von JS^ mit den Ebenen von a'b'c'd cut 

sprechen die Punkte a, b, c, d einfach, den Punkten a', b', c, d' aber wieder dieselben Punkte. Die einzige 

Quadrifiache durch if4 tibertragt sich gemJiss C in eine Flache vierter Ordnung, welche a%, b%, cl, r/2, a''1, I/'1, c'1, d,"1 

die Kanten von abed und a'b'c'd', sowie a^-yd enthalt. 

Die nach 2.d) in 2 auftretende w. iibertragt sich, da sie einmal die Kanten von abed und zweimal die 

Geraden a, ,3, 7, § trifft, gemiiss 3. </. nach Rj in eine Curve v7 
J/E(7.4—4.2—6) = 7. Ordnung durch a'b'c'd' 

&3 und mitje einem Punkte auf jeder Kante von a'b'c'd'. Dies ist die oben (3. d) gedachtc Doppelcurve der A(.. 

Dieser v7 entspricht nun in R,v eine Curve 7.6—3.4—2.3 = 24. Ordnung, die sich aus der Curve w. 

und einer Curve siebenzehnter Ordnung <llr zusammensetzt, welche letztere der w7 m% entspricht. Vermoge 

des in der w, cntlialtenen Doppelpunktepaares der Schnittlinie von 2 mit bed geht d17 durch a'. v7 trifft die 
Fundamentalkcgelflache von a in 2.6 weiteren Punkten (ausser 3-1 in a', je 1 in V, c', d' und je einem Punkte 

auf a'b', a'<:', a'd'), wesshalb dn die « zur zehnfachen Sehne hat. Alles zusammen gibt: 

Die Verwandtschaft inncrhalb der Doppelpunktsquadrupel ist so beschaffen, dass 

die ergiinzenden Doppelpunkte zu den Punkten eincr Ebene 2 in einer Fn liegen, welche 

a, b, e, d, a', V, c', d', zu dreifachen Punkten hat, a, ,3, 7, 0 zu dreifachen und die Kanten von 

abed und a'b'c'd' zu einfachen Geraden hat. Sie enthalt ferner die Geraden ptp2 und die 

Doppelpunkte auf avnl einfach. Ausser den crwahnten Singularitaten hat sie eine Doppel- 

curve  siebenzehnter Ordnung d17, die  a, b, c, d, a', b', c, d'  einfach enthiilt, a, [i, 7, 0, zu  zchn- 
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102 S. Kantor. 

fachen Sehnen hat und ausserdem einen dreifachen Punkt n* besitzt, der  audi fur die FH 

dreifach ist.* 

Einer Geraden ordnet die Verwandtschaft % einc Curve vierter Ordnung cu zn, welche 

a, b, c, d, a', V, c', d' enthiilt und a, [1, 7, 8 zu sechsfachen Sehnen hat. 

Eine ca trifft die Ebene bed in den zwei Punkten, welche zum Schnittpunkte dieser Ebcne mit dor 

Geraden conjugirt sind in dem Tripelsystcmc, welches in bed (lurch die Sclmittpunkte mit den iibrigen drei 

Kantenpaaren auf die in A. I. 1—6. durchgefiihrte Weise bestimmt ist. 

In demselben Tripelsysteme ist nach A. I. 6. der SehnittMnie von 2 mit bed ein Curve funfter Ordnung 

zugeordnet, in welcher die Fu die Ebene bed schneidet. 

6. Die Fundamentalgebildo von %. 

Wird a als Doppelpunkt angenommen, so kann jeder Punkt von b'e'd' Doppelpunkt einer zugehorigen 

Collineation sein: 

Die Punkte a, b, c, d, a', V, c', d! sind Fundamentalpunkte von % und die Ebencn b'e'd',. -abc die bezlig- 

lichen Fundamentalebenen. 

Da jede hi die A6 nur mehr in drei Punkten trifft, so folgt: 
„Durch einen Dop])elpunkt r, auf a ist ein Biischel von Collineationen bestimmt, die ergiinzenden Doppei- 

punkte erfullen eine Curve dritter Ordnung (*jg) durch r,u und da nun eine Jf4 die Fundamentalkegelfiache in a 

nur mehr in sechs Punktcn trifft, folgt, dass alle (i?4) eine Flache sechster Ordnung, Aa, erfullen. Sie cnthiilt 

jedenfalls p,, pv Man erhalt sic, indem man die Fundamentalkegelflaclie (lurch C urnsetzt und findet: 

A6  enthiilt «, ab, ac, ad,  a'b', a'c', a'df,  pi; pt,  fcrncr  die  Doppelgcradcn  ^•y*** und  die 
dreifachen Punkt e a" Sie  hat  audi   noch   cine  Doppelcurve  dritter  Ordnung, welche 

namlich die den Ebenen durch a. als Dopp.elebenen gcgeniiberliegenden Doppclpunkte 

enthalt,2 und welche a, /3, y, a zu Sehnen hat. Die A(. schneidet jcde Tetraederebene durcli 

a oder d in einem Kegelschnitte und Geraden. 

Man kann nun sagen: Die a, j3, 7, 8 sind fur die Transformation % Fundamentalgcradc. Geht einc Ebcne 

durch a, so ist ihr ausser A(. nur mehr eine Flache funfter Ordnung conjugirt. 

Die Kanten der beiden Tetraeder sind Fundamentallinien. So oft cine Fliiclie ab schneidet, so vielfach 

enthiilt die conjugate Flache cd. Dabci sind die Bertthrangsebenen Dings cd constant. Aus A. I. 6. folgt nun, 

dass dem Punkte b und dem Schnittpunkte mit der Ebene c'b'd' die Berfihrungsebenc bed, dem Punkte a und 

dem Schnittpunkte mit der Ebene c'ct d! die Bortihrungsebene acd entspriclit, 

Auch die Doppelpunkte auf a,, a,i sind Fundamentalpunkte, so dass von der conjugirten Curve einer 

Geraden, die durch einen solchen geht, sich pi, respective p8 absondert;!. 

7. Die Verwandtschaft zwischen den Doppelpunkten und den gegenuber licgenden 
Doppelebenen, T. 

Ich bemerke zuniichst: Ist v der Doppelpunkt, so bilden die Ergiinzungstripel cine cubische Involution 
auf der zugehorigen (vjs) und die Verbindungsebenen bilden demnach ein Ebeneubiischcl. Ich zeige ferner 

nicht ausfuhrlich, dass es keinen wciteren Fundamentalpunkt von T gibt. 

Einem Biischel von Doppelebenen entspricht eine Schaar von Collineationcn, in welcher einer festen 

Ebene e einc Developpable vierter Classc 2. Species an die Ebenen von a'b'e'd'. zngewiescn wird. Nun besteht, 

was ich hier vorwegnelimen muss (s. III. 8. d)4 zwischen den einem festen Punkte entsprechenden Punkten 

und einer festen Ebene entsprechenden Ebenen cine cubische Verwandtschaft, welche a'b'e'd' beiderseits zum 

5 Fn und d17 dttrften audi an sich neu sein, obenso cu. 
- V.ergl. 7. — Ubrigens ist auch die Pljtche Ae an sich noch nicht gefunden worden. Man sehe die Zusfitze in 9, 

Es war vorauszusehen, dass die conjugate Transformation symmetrisch gegen alle vier Punktepaare sein wird. 
4 Znr Ableitung kann man die collineare Verwandtschaft zwisclien den p', </ eweiei' festen p, q beniitzen, indem man auf 

der festen Ebene drei Punkte beliebig auswiihlt. 
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Fundamentaltetraeder besitzt 

Uber die attgemeinsten Uneaten Systems linearer Transformationen etc. 

1    1 

103 

1 

h 
Der vorigen Developpable gehOrt daher eine 

Raumcurve vierter Ordnung zwciter Species von p' zu, welclie a', //, /•-', d' enthii.lt. Somit: 

Bescbreibt die Doppelebene ein Bttschel, so bescbreibt p' eine der 1T4 analoge Curve (abcr andercr 

Bedeutung). 

I->ei dem zur (»?3) gchbrigen Ebencnbiisclicl soMp' eine Gerade h' durcb a' bescbreiben. Die Axe (e) muss 

eine specielle Lage haben; man sieht aus 5. und 6., dass sie nicht durcb eine der Kanten von abed geben 

kann, so dass sie rair bb', cc', <!<!' sebneiden muss. Alle Axen (c) bilden dann das durcb bb', re', dd' bestimmte 

Hyperboloid. — 

Zuvorderst haben wir: Trifft eine Curve von Doppclpunkten «-mal die a, so sondcrn sicb von der 

Developpabeln der gegenuber liegenden Doppelebenen n Ebenenbiischel ab. 

Bescbreibt die Doppelebene ein Biindel, so bescbreibt bei fester e die e' eine der A(, genau duale Flache, 

die sicb vermoge der oben erwahnten cubiscben Verwandtscbaft in eine Flache Et. seebster Ordnung mit a'3b'3 

c'3d"3 umset/i. Bescbreibt aber p' eine Gerade, so bescbreibt der Doppelpunkt cine Dr Diese Gerade trifft die 
E6 in seebs Punkten, und so folgt: 

Die Doppelebenen der einer Z>6 eingescbriebenen Quadrupel umliiillen eine Devel- 

lopable sechster Classe. 

Der Z)6, die a, (3, y, d je dreimal trifft, entspricbt aber eigentlich eine Developpable der 6-w4.3 = 

18. Classe, so dass T von der dritten Ordnung und Classe ist. Denn man zeigt ebenso das Duale. So kommt 
man zu folgendem Resultat: 

Die Vcrwandtschaft T zwiscben den Doppelpunkten und den ibnen gegenilber liegen- 

den Doppelebenen ist rational vom dritten Grade. Im Systcme der Doppelpunktc sind 

a, ,3, y, S, im Systemc der Doppelebenen aa',...dd' Fundamentalgerade. Einem Ebenen 
biindel des zweiten Systemes entspricbt i'olglicb cine Fliicbe dritter Ordnung ./., von 

Doppelpunkten durcb a, (3, 7, o, pv p%. 

8. Ein bemerkenswertber spcciellcr Fall. 

Derselbe tritt ein, wenn a, fi, 7, 0 byperboloidiscbe Lage haben. Dann sondert sicb von jeder ./., das 

Hyj)erboloid cc[i:jo ab, es bleibt eiue Ebene, die Vcrwandtschaft T wird einfacb eine Correlation. Aber die 

Doppelpunktc, welebe drei Doppelebenen eines Quadrupels gegeniiber liegen, liegen in der vierten Doppel- 

ebene^ die Correlation ist eine Polaritat. Dem Doppelpunktc a entspricbt die Doppelebene b'c' d'. 

Die Vcrwandtschaft T ist eine Polaritat beziiglich einer Fliicbe zwciter Ordnung, 

welclie dlicd und a'1/c'd' zu polar conjugirten Tetraedern bat. 

Von der Flache dritter Classe, welebe den Doppclpunkten einer Ebene entspricbt, muss sicb ebenso einc 

feste Fliiche zweiter Classe absondem; damit ist abcr der innerc Grund fiir den bekannten Satz aufgezeigt: 

„Hal>en die Schnittlinien der Seitenpaare zweier Tetraeder byperboloidiscbe Lage, so haben audi die Ver- 

bindungslinien der vier Eckenpaare solche Lage." Audi folgt: 

Jcdc Dv die a, a' entbiilt und j3, 7, 8 zu Sebnen hat, entbillt ooiPoltetraeder der Fliicbe zweiter Ordnung. 

9. Ein Biiscbel von Doppelebenen iibertriigt sicb nach T in einc 6',, fiber a ,370 als Sebnen und entspricbt 

naeh 1L bin einer Curve vierter Ordnung durcb a', //, c', d' (s. in 7). Diese ubertragt sicb ruck warts in eine 

Curve zwolfter Ordnung, von der sicb C3 absondert, so dass kommt: 

Die in den Doppelebenen eines Buschels <j gelegenen Doppelpunktstripel erfiillen 

eiue Curve neunter Ordnung c9, die g zur seebsfachen und a, (5, 7, 0 zu vierfachen Sebnen 

bat und die Punkte a, b, c, d, a', I/, c, d' entbiilt. Ebenso: 

Die in den Doppelebenen eines Biindels p gelegenen Doppelpunktstripel erfiillen 

eine Fliicbe neunter Ordnung M9, welebe in p, a, h, c, d, a', //, d, d' dreifacbe Punkte und 

a, /3, 7, S zweifach, die Kanten von abcrd und a'b'dd' dreifacb entbiilt und pn aus 2. c) zur 

Doppel curve bat. 
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104 S. Kant or. 

Daran lasst sich die Aufgabe kniipfen: „Es ist die Anzahl dev Collineationen zu finden, welche drei 

Doppelebenen haben, die durch drei gegebene Punkte geben," sowie manche andere. 
Geht die Doppelebene durch a, so geht c3 durch a, a', daraus folgt: Der a als Doppelgcraden entspreclien 

CX31 Collineationen, aber sie haben alle die ««' zur gegeniiber liegenden Doppelgeraden. Die in den Doppel- 

ebenen durch a weiters auftretenden Doppelpunkte erscheinen sammtlich auf ad und bilden dort cine qua- 

dratische Involution. D. h. fallt a mit a zusammen, so bildct die obige Curve c9 auf 2.a-f-&e-+-&'cH~c^-+- 

e!<V-+-rib -+-a" 1/-+-aa''. — Die A(. aus 6. enthalt folglieh auch aa'. 

Liegt zu einer der Tetraederebenen, etwa bed, so zcrfallt c9 in be, cd, db und cine Curve seebster Ordnung 

durch a, a', b', c', d', welche a|3y<$ zu dreifachen Schncn hat, a zur zweifachen. 

Trifft die g bios eine der Kanten, so sondert sich diese Kante von der c9 ab. 

Durcb Betrachtung der Schnittpunkte von a mit pt, o2 findet sich nun, dass auf A6 ausserdem in Art. 6 

erwahnten noch zwei andere Kegelschnitte vorhanden sind. 

Femer folgt: 
Die von denPunkten der a. ansgesandten Doppelebenen umhiillen cine Flache vierter 

Classe, die a zur Doppellinie hat. 

II. 

Das Problem der covarianten Collineationen. Auf die Doppelgeraden bezugliche liniengeometrische 
Probleme. 

Im Folgenden ist das Problem derCollineationabzahlung mittelst gewisserOrter und Developpabeln gelost 

und unter Anwendung von Schlussweisen, die auch principielles Interesse zu erregen geeignet sein diirftcn. 

1. Die 2 wird von der ihr nach % entsprechenden FM in der w7 und dalier noch in einer c4 getroffen, 

welche der Schnitt mit der Jacobiana ;p4 des Gebiiscbes L4 sein muss. c4-+-«>, muss drcifach die a, |3, y, o 

treffen, w1 trifft sie schon zweiinal, daher e% einmal: 

Der Ort der Doppelpunkte, die mit cinem ihrcr conjugirtcn zusammenfallen oder die 

Jacobiana des Gebiisches L4 oder der Ort der Doppelpunkte auf den Doppelgeraden, die 

das Doppelverhaltniss 1 tragen, ist eine Flache vierter Ordnung $4, die a, (1, 7, 0 einfach 

enthalt. 

Die ihr conjugirte Fliiche wird gemiiss B. I. 5. von der 4. 11—4. C>—4 = 16. Ordnung sein. Jede (v?3) 

trifft die §4 in vicr freien Punkten, daher 3|(. die a. vierfach enthalt. 31(, trifft die Ebene bed jedenfalls noch 

in der £>G oder Rf des in bed entstandenen Tripelsystcmcs, welche Doppelpunkte auf a'b', a'c', aid! hat. Setzt 

man g16 wieder in % um, so entstelit zimachst cine Fliiche der 1/2(1G 11—4. 4. 6—8. a?—16) = (32—4ac) Ord- 

nung; da dies 8 sein soil, muss x = 6 sein. Daher: 

Die Doppelpunktepaare der Doppelgeraden, welclie Ebenenprojcctivitiiten vom Doppelverhiiltnisse 1 

tragen, bilden eine Fliiche scchzehnter Ordnung durch a6,. . .<l"\ welclie «, [3, 7, 5 vierfach und die Kanten 

der Tetraeder abed, a'b'c'd' doppelt enthalt. 

Die Curve, in welcher |>4 die 2 trifft, tibertriigt sich durch C in cine Curve der zwolften Ordnung r|27 die 

£>4 selbst aber in eine Flache zwolfter Ordnung, welche a'b'c'd' zu vierfaclicn Punkten und die Kanten von 
a'b'c'd' zu Doppelgeraden hat, U12. 

Die Flachen Afi berlihren alle die feste Flache lt12 liings einer variablen Curve zwolfter Ordnung r12, die 
«'4&'W* enthalt. 

2. Aus der oben erklarton Bedeutung der §4 schliesse ich nun: 

Der Ort der Doppelpunktepaare aller Doppelgeraden, welche Trager einer Projcc- 

tivitat von coustantem 1) sind, welche also die Ebenenpaarc von abed und a'b'c'd' in einer 

Projectivitat von constantem J) treffen, ist eine Fliiche achter Ordnung, X8, die a*|3*7*&* 

enthalt.   Alle diese X8 treffen cine Tetraederebene in einer Curve B'D des dort nach A. I. 6. entstehenden 
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Uber die allgemeinsten linearen Systeme linearer Transformationen etc. 105 

Tripelsystems. Da die Ii'D sechs variable Doppelpunkte hat, scbliessen wir, dass Xs selbst noch eine Doppel- 

curve besitzt. 

Unter den X8 ist die zweimal gezahlte Jacobiana der L4, ,p4 fiir ])=1, die zweimal gezahlte Keni- 

fliiclie des naeli B. I. 1. niit dem Gebiiscb verbundenen 9f
g Gebiisclies fiir I) = —1 nnd die in alle acht 

Tetraedcrebenen zerfallende Flache mit 1) = 0, c>o enthalten. 

Ist txttt3tk ein Doppelpuuktsquadrupel unci tragi ttf2 das Doppelverhaltniss D der Punkte, so tragi t3t '3*4 
das Doppelverhaltniss J) der Ebenenprojectivitat. Werden dalier die Xa in der Verwandtscliaft X umgcsetzt 

was Flachen 1/2 (8.1 J -—8.6—8) = 16. Ordnung gibt, so komrnt: 

Die Doppelpunktepaare aller Doppelgeraden, von denen aus die vier Eckenpaare in 

einer Ebenenprojectivitat constanten Doppelverliiiltnisses D projicirt werden, erfiillen 

eine Flache seclizehnter Ordnung, welclie a, (3, 7, 0 vierfacb, die Kanten von tibed und 

a'b'c'd' doppelt enthalt, in den Punkten a, b, e, d, a', b', d, d' sechsfachc Punkte bat nnd 

jede Tetraederebene in einer Curve secbster Ordnung RD des zum dortigen Tripelsysteme 

nach A. It. 1. gehorigen covarianten Biischels sclineidet. Die alien Werthen von I) entsprcclienden 

F16 sclmciden jede Tetraederebene in Curven eines Biischels, bilden aber selbst kein Biischel. 

Unter den F16 ist fiir 1) = 0, co die in die doppelt gcziiblten acb Teli nederebenen zerfallende Flache, 

ferncr die g1B nnd cine doppelt gezahlte Flache adder Ordnung fiir D = —1 enthalten, welch' letztere der 

Kenifliiclie der Wt-Flachen coiijugirt ist. Sic sclineidet bed in der Jacobiana, $s dcs Tripelsystemes in be, cd 

db und in a}. 

Die c4, in welclier 2 die |)4 trifft, iibcrtriigt sich (lurch % in cine Curve 28. Ordnung auf g]0, dalier: 

Die siimnitlichen Fn bcriiliren glg langs einer variabcln Curve 28. Ordnung. 

Die Xs haben noch die Bedeutung, dass sie die Doppelpunktepaare sammtlicher in einer Congrucnz des 

ersterwahnten Biischels li. I. 2. b. entbaltenen Doppelgeraden tragen, die F16 aber sind die DoppelpunktsOrter 
fiir die Congruenzen des zweiten Biischels. 

Man kann Enveloppen vim dualer Bedeutung und dualer Beschaffenheit aufstellen und diese audi durch 

T aus den X8 und Yi6 herleiten. 

3. Die Xs sclineidet ,£j4 in einer frcien Curve 4.8—4.2 = 24. Grades, durch welclie audi die conjugirtc 

)',,. geben muss. Der iibrige Schnitt von XR und F16 ist 8.1(5—4.4.2—24= 72. Ordnung und bat zweierlei 

Provcnienz. Die Punkte, welclie Doppelgeraden l>,,I>r tragen,' sind auf Xs doppelt. Die Endpunkto dieser 

Doppelgeraden tragen l)p]),, und sind sowohl in Xs als l'l(. enthalten, da, diesc zur Xs conjugirt ist. 

Die Curve T)pDp bat in der Ebene bed nur sechs freic Punkte, auf a aber x. In T umgcsetzt, muss sie 

eine Developpable derselben Classe n gcben, also gilt: 3w—4x = n oder n = 2x. Remit: 

Die X8 besitzt eine Doppelcurve zwolfter Ordnung mit jc sechs Punkten auf «, /3, y, 8, 

welche die Curve DPDP ist, Sn. 

Fiir die Curve Dpi),., welche nun nur zwiilf freie Punkte in bed haben kann, folgt ebenso: 

Der Ort der Doppelpunkte J)pl)„ ist   eine Curve 24. Ordnung mit je zwolf Punkten auf 
a,fi,y,d, die cinen Tbeil des Sebnittes von X8 mit dcr conjugirten  F16 bildet, gM. 

Die conjugirte Curve von §n hat die Ordnung 12.11—4.0.3 = 60 und enthalt die %%li, somit noch eine 

Curve 36. Ordnung. Diesc enthalt die letzten Punkte der besagten Quadrupel, die Punkte DCD„. Daher: 

Die Fliiche F16 bat noch cine Doppelcurve 36. Ordnung, welche a, [3, 7, 0 in je aclitzchu 

Punkten trifft, a,b,c,d a', b', c', d' seebsfacb enthalt und der Ort, der Doppelpunkte />„/>„ 

ist, 9U. 

X8 und F16 schnciden sich noch in cincr Curve 48. Ordnung, sie muss die Doppelpunkte jencr Doppel- 

geraden enthalten, die selbst audi J),, tragen. Dies ergibt: 

1 Unter einem Punkte Dp 1>',, verstehe ich einen Doppelpunkt, der zwei Doppelgerade mit denDoppelverhaltniusen D, D' der 
Punktprojeetivitaten .'11188611(161. 

Denkschriften der mathera.-natunv.Cl. XLVXBd. Abliandhingen vonNichtmitgliedern. O 
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106 S. Kantor. 

Der Ort der Doppclpunktepaarc auf jencn Doppelgeraden, die dasselbc Doppel- 

verhiiltniss D in Punkt- und Ebenenprojectivitat tragen, ist eine Curve 48. Ordnung, die 

a, (3, 7, § in je 24 Punkten triff't und auf jeder der zwolf Tetraederkanten vier Doppel- 

punkte be sitzt, £4g. 

3. Zwei X8 schneiden sich in einer Curve 8.8—4.4 = 48. Ordnung. Dieselbe muss in zwei entsprechend 

den Combinationen DPD'P und Dp -= zerfallen. Daber: 
•Dp 

Der Ort der Doppelpunkte, von denen aus zwei Doppelgeraden mit gcgebenen 

Doppelverhaltnissen Dp, D'p der Punktprojectivitaten ausgehen, ist eine Curve 24. Ordnung, 

die a, [i, 7, 3 in je zwolf Punkten trifft, M24. 

Die w24 trifft eine dritte X8 in 8. 24—12. 4. 2 = 96 weitercn Punkten, die in zwei G-ruppcn von je 48, 

entsprechend den Combinationen Dp, D'p, Dp, und Dp, D'p => zerfallen. 
Dp 

Man kann aber eine Collineation als vollstandig definirt anseben, wenn man auf drei gegen eine 

Ecke des Doppelpunktquadrupels convergirenden Doppelgeraden die Doppelverhaltnisse der Projcctivitaten 

kennt. Man leitet daraus die Dp fiir die Gegenkanten her und hat sofort auch die />„. Eine Collineation im 

Raume hat daher nur drei absolute Invariantcn. Daher: 
Es gibt in unserem Gebilsche von Collineationen nur 48 Collineationen mit gcgebenen 

characteristischen Doppelverhaltnissen, also derselben Art. 

Die <J12 schneidet eine X8 nur in 48 weiteren Punkten, die jedoch nicht in zwei Gruppen zerfallen; denn 

tragen tttt, ttt.A, txtk respective die Doppelverhaltnisse Dp, D*1, D'p, so tragen ttti} t2tk, i%t,l die Doppel- 

verhaltnisse D-1, DPDP, DpD'~l. Tragen aber txi%,\tv\tk die Doppelverhaltnisse Z)-1, Dp, 1)),, so erscheinen 

auf t%tz, t3tk, tKt% jetztZ*^, D~1D'P)D~1D'-^1. Das ist aber dieselbe Collineation; demgemass: 
Hind von den Doppelverhaltnissen zwei nicht gegeniiber liegende einander gleich, so 

gibt es imnier noch 48 zugehoriger Collineationen. 

Es sei tit2t3tlt das Doppelpunktsquadrupel, tlti trage Dp, txt?i aber ~D'P\ dann tragen t%tk ein D'e, und /2f,( 

ein D'e, somit ist t^ ein Punkt DeD',,. Dagegen ist t% ein Punkt DpD'e und t3 ein Punkt 1)'PD,,. 

Setzt man nun un durch % urn, so kommt eine Curve 24. 11—12. 4. 3 = 12. 10. Ordnung. Von dem 

Orte 120. Ordnung ist eine Curve w72 abzuzahlen und die iibrig bleibende Curve zerfallt in zwei Cnrven 
24. Ordnung. Demnach: 

Der Ort der Doppelpunkte, von denen aus zwei Doppelgeraden mit Dp und 7)'e aus- 

gehen, ist eine Curve 24. Ordnung mit a, fi, 7, 8 als zwolffachen Sehncn, ?;24. 

Ein specieller Fall hievon ist g24 aus 3. Wird der .Schnitt von X8 mit einer beliebigen YiG gesucht, so 

bleibt frei die Ordnung 8. 16—4. 2. 4 = 6. 16. Diese Curve zerfallt in zwei ?;24 fiir Dp, D'e und Dp, jy und in 

eine Curve 48. Ordnung, fiir die gilt: 

Der   Ort   der Doppelpunktepaare  jener   Doppelgeraden,   welche   die   Doppelverhalt- 

nisse Dp und D'e tragen, ist eine Curve 48. Ordnung, welche P) 7; zu 24fachen Sehnen 

und auf jeder Tetraederk ante vier Doppelpunkte besitzt. 
Sind in einem Doppelpunkte t die Doppelverhaltnisse De, D',,, D'c' vorhanden, so tragen die Gegenkanten 

Dp, D'p, Dp, aber es ist in der Ebene Dp. Dp. D'p = 1, daher: 

Die Schnittcurve zweier Yu zerfallt in zwei Curven 72. Ordnung. Durch jede derselben 
geht eine dritte  F16. Ferner: 

Die Punkte, von denen aus die Eckenpaare aa',...dd' durch collineare Strahlcnbundel 

von gegebenen characteristischen Doppelverhaltnissen A, p., v (Ipv = 1) projicirt wcrden, 

erfiillen eine Curve 72. Ordnung, welche a, [i, 7, '5 zu 36fachen Sehnen hat und 12facb die 
Punkte a,... d! enthalt, uir 

Diese Curven bilden ein lineares ooz-,System im Raume, durch jcdcn Punkt geht nur eine Curve. Ich 
will dieses Mai auch das duale Resultat aussprecben: 
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Uber die allgemeinsten linearen Systeme linearer Transformationen (4c. 107 

Die Ebenen, welche abed, a'b'c'd' in collinearen Systemen sehneiden, deren drei characteristisehe 

Doppelverhaltnisse gegebene Werthc liaben, nmhttllen einc Developpable 72. Classe, die aa', bb1, cc dd' zu 
36fachen Axcn und die Ebenen von abed, a'b'c'd' zu 12fachen Ebenen hat. 

Sind zwei von den Doppelverhaltnissen gleich, so tritt an die Stelle von un die schon oben genannte §-„. ' 

4. Von besonderer Wicbtigkcit ist es, den Schnitt von ,f>4 mit gi6 zu untersuchen. Derselbe mnss sieb in 

zwei Theile sondcrn. Der cine, y, ist der Ort der l'unktc, in dcnen je drci Doppelpnnkte desselben Quadnipels 

coi'ncidircn. Langs ilirer liaben £j4 und ^|(. ininier drci unendlich nahe Punkte t^t^ gemeinsam, die nicht 
allineirt eine Beriihrungsebenc von $4 bestimmcn, beriibrcn sicb also. Die anderc, z, cnthalt die Doppelpnnkte 

jener Quadrupel, in dcnen zweimal zwei coi'ucidiren. 
Die conjugirte Curve von IJ muss die Doppelcurve von 31{i sein, cine o,j6. Hire conjugirte Curve bekonnnt 

die Ordnung (36. 11—18. 4. 3—8. 6. 3): 3 = 12. 

$t und 3ic, beruhren sicb langs einer Curve zwolfter Ordnung, ijn, welche a, ft, 7, S 

zu sechsfachen 8 ehnen hat und in jeder El)one bed,. . . . a'b'd die scchs Punkte (o)(. (A. II. 2) 

enthltlt. Sic ist der Ort der in ihrcn Collincationen drcifach zahlenden Doppelpnnkte. 

Der iibrigc Schnitt ist von der Ordnung 24. 

Der Ort der Punktepaare, von dcnen jedes zweimal gez8b.lt cin Quadrupei vorstellt, 

ist eine Curve der Ordnung 24, die a, [i, 7, 0 zu zwOlffachen Sehneu hat und auf jeder 

Tetraederkante zwei Doppelpnnkte besitzt, zH. Die Curve ist • vollstandig sieh selbst 

conjugirt. 

Die o.!(. der 3)(. trifl't die £\ in weiteren Punkten, in deren jedem allc vier Doppelpnnkte eoi'ncidiren. 

Die 224 hat hicr drci unendlich nahe Punkte mit f>4 gemeinsam und osculirt sie. Die a, j3, 7, 0 absorbircn 

4. 18 Schnittpunkte, so dass (4. 36—4. 18) : 3 die gesuchte Zahl ist. 

Es gibt im Gebtische vierundzwanzig Collincationen, in dencn allc vier Doppelpnnkte 

eoi'ncidiren. Diese vierfachen Doppelpnnkte sind Osculationspunkte von ,p4 mit g16 und 

Doppelpnnkte der zVi. 

5. a) Es ist oben eine Curve Slt far die Punkte Dp Dp gcfiyiden worden. Fiir allc Werthc von 1) erhalt 

man so 00* Curven, die eine Flache U'' erfullen. Sie schneidet Xs in deren Doppelcurve dn, abcr ausserdem 

in einer Curve 0', deren Punkte zwei gleiche Dv und als drittes das der Xs tragen. 

Einc dn trifft die, Xg in 12. 8—6. 4. 2 = 12. 4 freien Punkten. Daher schneidet 0' eine Xs \n 48 Punkten 

von deren Doppelcurve, also insgesammt in 96 Punkten, somit ist 96 + 4. 2x = $n, wenn x die Anzahl der 

Punkte von 0" auf a,.. .d ist. Uberdies gilt n = 2x wegen T, somit n = 24, x = 12. Fiir U>' gelten nun die 

Gleichungen 

2. 12 -+- 24 -+- 8;/; = 8re und n = Ax, 

worans n = 8, x = 2. 

Der Ort der Doppelpnnkte, welche zwei Doppelgeraden mit gleichem Punktdoppel- 
vcrhaltnisse aussenden, ist eine Fliielie achtcr Ordnug U| dureh «*, j3*, ya, §z. Sie schneidet 

jedc Tctracderebcne in der Curve drittcr Ordnung aus A. 11. 4. Insgleichen cnthalt sie die 

Schnittlinien je zwcier Ebenen von abed und a'b'c'd'. l 

Es kann auch direct gezeigt werden, dass die U% die a,. .0 zu Doppellinien hat. Von einem Punkte r, 

anf a gehen 14 Strablen einer Congruenz Dp aus, sechs davon fallen in die Ebcne bed, scchs in die Ebene 
b'e'd' und die zwei ttbrigen miissen auf den Kegel zweiten Grades entfallen, der die (•»})„ aus r, projicirt. Diese 

Strahlenpaare bilden an deni Kegel eine Involution. Die Endpunktepaare auf (17), bilden demnacb ebenfalls 

eine Involution, und ihrc Verbindungslinien erfullen einc Flache zweiter Ordnung o2. Anderscits bilden die 

den r, erganzenden Doppelpunktstripel eine cubische Involution, deren Tripelebencn cin Btiscbcl bilden, desscn 

1 Cf. die oitirte Abhandlnng 29 und auch IV. 6., wo die successive!! Transformirten zur llerleitnng angewendct werden. 
- Die Curve S' trifftjedc dieser Schnittlinien in vier Punkten. 
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108 $. Kant or. 

Axe ^ in zwei Punktcn trifft. Es gibt demnaeh nur zwei Collineationen, die »j als Doppclpunkt und dort zwei 

gleiche D,, haben. Aus der Duplicitiit von a folgt dann wieder n = 8. 

6J Die Ug hat in den Schnittpunkten jeder Kante mit den beiden nicht entsprechendeu Ebenen Doppel- 

punkte. Uf nach£ umgesetzt, gibt eine Flaehe der Ordnung (8.11—4.2.6) = 40. Diese Fliiclie zerfallt nun 

in zwei der Bedeutung nacli versehicdene, die ich Uc und 1>C nenne. 1st namlich tt ein Punkt DPDP (vergl. .'5) 

so ist t% ein Punkt l)JJe, tt und ta sind Punkte DpDe. Der Oft der />„ De sci Ue, der Ort der Dp/)e sei W\ 

Wegen der Doppelpunkte von l]> auf ab hat die Flaehe 40. Ordnung cd'iur vierfaclien Geraden mit nur 

zwei verschiedenen Beruhrungsebenen. Nach dem B. I. 6. a. E. Gesagten sind acd und bed diese Beriilirungs- 

ehenen. Wegen der nothwendigen Symmetric ist dann zu scldiessen, dass sowohl Ue als V1'" die ecl zur 

Doppellinie mit acd, bed als Beruhrungsebenen haben werden. 

c) Die U" ist der Ort der sammtlichen Curven §.j6 filr variables D. Sic sehneidet eine F](. in deren Doppel- 

curve §36, ferner in den <3\l(, zweicr anderen Yn;, die zu den Doppelverhallnisscn -\- \J De und — \JDe gehoren. Sei 

nun*/ die Vielfachheit der Tetraedcrkantcn fur U% x die Vielfachhcit von a,. . .8, so gilt 12.2«/H-16a;-t-4.86 
= IGn oder 

6y •+- 2x -+- 36 = 4». 
Ferner gilt wegen T 

Ax = n. 

Beide Gleichungen gehen « = 12-f-2y, woraus folgt, dass y eine gerade Zahl sein muss. Ue hahe nun 

in den Punkten a,...d' die Vielfachheit z, dann gibt sic in % als conjugirte Flaehe eine der Ordnung 

1 \n—80—24./; = 8-1-40—n, woraus 6^=82 = 48. Dies gabe fur y = 0 also audi z = 0 einen Widerspruch 

mit dem Ohigen. Man zeigt, dass y nicht 4 sein kaun. Ubrigens liefert schon b) y = 2, somit n = 16, x = 4 

Von dem Schnitte mit der Ebcnc bed entfallt die Ordnung 4 auf «, 6 auf be-4-cd-4-db, ausserdem 3 auf die 

Berfihrung in dicsen Kanten. Die tibrige Schnittcurve dritter Ordnung hai in den Punkten atlf db', a'c', aid' 

Doppelpunkte, zerfallt also in drei Gerade. 

Der Ort der Doppelpunkte, von denen aus zwei Doppelgeraden mit gleiohen Ebenen- 

doppelverhaltnisscn De ausgehen, i,st eine Flaehe scchzehnter Ordnung mit a", |3*, •/*, a*, 

welchc alle zwolf Tetraedcrkantcn zu Doppellinicn mit den bctreffenden Tetraeder- 

ebenen als Beruhrungsebenen hat und die zwolf Schnittlinien nicht entsprecheuder 

Tetraederehencn enthalt, Uj6. Sie hat die Punkte a,...d' zu sechsfachen Punkten. 

Die a!fi der Flaehe Yis fur D = ; (1 ± \l—3) zieht sick- auf eine dreifache Curve zwolfte r Ordnung 

zusammen: diese Curve ist auch dreifach auf der Uf8. 

d) Fiir V'"' bleibt die Ordnung 24: Der Ort der Doppelpunkte, von denen aus zwei Doppcl- 

gerade Dp, De ausgehen, ist cine Fliiclie 24. Ordnung mit a{\ |3", 711, oi;, welchc allc zwolf 

Tetraederkanten zu Doppellinicn mit den bctreffenden Tetracderebenen als Bcruhmngs- 

ebenen hat, U||. Die Punkte a,. . .d' enthalt sic scchsfach. 

Die I>° hat mehrcre Doppelcurven: 1. Die Punkte Dp)—DPi—I),,. Das Doppelverhaltniss muss 

7(1 zh/—3) sein, demnaeh ist die conjugirte Curve der dreifachen Curve von U" eine Doppelcurve fiir 1>C. 
2. Die Punkte (DpD'e) (D'pDe). Sind titt, txt3 diese zwei Doppelgeraden, so triigt tztk (DpD'e) und f:!/4 

(D'pl)?). Dann folgt (vergl. N. 6. a), dass t%tz das Doppelverhaltniss (—1),, triigt. Der Ort der Punkte t2t3 ist 

eine Curve zwolfter Ordnung, die ihr conjugirte Curve, der Ort der tf, tk ist ehenfalls von der 

zwolften Ordnung und cine Doppelcurve fiir l>; 3. Die Punkte Dp(DeD'p)D'e. Sind ttt%) ttt3 

t\t% diese drei Doppelgeraden, so tragen ttt3) t.Ath, tlift respective I>'~1, D'3, D'. ' und ^,/2, ttt3l /,f4 resp. 

Dp Dp Dp. In der Fliiclie Xg' befindcn sich nun die 48 Schnittpunkte von Xpi, Xpn Xp>*, die 4.48 Schnitt- 

punkte vonX[/p, X/y*, Xp> und die zweiten 48 Schnittpunkte von Xyp, X/J*, Xp>, womit insgcsanimt 7.48 

Schnittpunkte. Fiir die gesuchte Curve gilt nun 

n = 2x und 7 .48 -1- 8. 2x = 4.2* 

woraus fiir die Doppelcurve von JJpe n = 56. x = 28 folgt. 
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Uber die allgemeinsten Unearen Systeme linearer Transformationm etc. 109 

e) Triigt eine Doppelgerade t{ f2 die Doppelverhaltnisse DpDe, so gilt dasselbe fur t3ti und (vergl. 5. a) 

in dem Quadrupel erscheint noeli cin weiteres Paar soldier Doppelgeraden. Es liandelt sich nun urn den Ort N 

alter dieser Doppelpunktsquadrupel. Die zu n von a gekorige (ri)3 trifft Xs in zehn freien Punkten, von denen 

zwei auf die von r, ausgehenden Doppelgeraden Dp entf'allen, es crselicinen demnach aui' (^)a vier weitere 

Doppelpunktpaare mit Dp. So entsteht in dem Ebenenbtlschel, das die Doppelpunktstripel projicirt, eine 2—4- 

deutige Verwandtschaft, von deren seeks OoYneidenzen je zwei auf ein Quadrupel entf'allen, n ersclieint dreimal 

in dor Ortsflache, deren Ordnung n = 12 liieraus folgt. Man kann auch anders vorgelien: 

Gelien alio vier Punktepaare in Doppelpunkte liber, so erhalt man als Ort der zu N gehorigen ]/ drei 

Flachen zweiter Ordnung, also insgesammt eine Fliiclie seclistcr Ordnung. Die Ordnung im allgemeinen Falle 

ebenfalls gleich seeks gesetzt lehrt, dass im Biischel sechs Collineationen dieser Art cntbalten sind. 1st z die 

Vielfaeliheit von N in a, so gibt nun De : 24-+-41-t-12a: = 6«, ferner die Umsctzung in %: Sn—24.;;—82 = 0 

oder n = 3x-+-z. Dies mit 4x = n liefert x = z und hiemit 6« = 16aj-+- 24, welches n = 12, x = 3 gibt. Da 

die £48 alio auf den Tetraederkanten Doppelpunkte liaben, scldiesst man, dass diesc Kanten Doppellinien f 11 r 

N sind.'Der librige Sclinitt mit einer Tetracderebenc zerfallt dann iiotlivvendig in drei Gerade, Sclmittlinieii mit 

drei anderen Tetraederebencn. 

Die N12 sclmeidet nun eine X8 ausser der ?4S in einer Curve 24. Ordnung, welche der Ort jener 

Doppelpunktsquadrupel ist, von deren drittcm Paare Doppelgeraden eine das Doppelvcrhaltniss Dp tragi. 

Der Ort der Doppelpunktsquadrupel ttttt3tv in denen Paare gegenllber liegender 

Doppelgeraden mit gleichem Dp auftrcten, ist eine Fliiclie zwolfter Ordnung, N12, welclie 

die Tetraederkanten doppelt, a, j3, y, 8 dreifacli und die Sclmittlinieii der niclit 

entsprechenden Tetraederebencn einfach out halt. Sie hat die Ecken der Tetracdcr zu 

drei fa c li c n P u n k t c n. 

5 a.) Die Resultate des vorigen Artikels linden eine niiclistliegende bemerkenswerthe Verwendung. Eine 

Fliiclie zweiter Ordnungkann bekanntlich durch cx^0 raumliche Collineationen (H e r mite's ch e S ub stituti o nen) 

in sicli selbst iibergeluhrt werden. Dabei gibt es zwei Artcn: Die eigentlicli en bewabren die Erzeugenden- 

systcme, die uneigentlichen vertausclien sie. 

Es ist aber wiclitig, zu erkennen, durch welclie bestimniteBeziehungcn zwischen den absoluten Invarianten 

eine gegebene Substitution characterisirt sein mnss, wenn sie iiberbatipt im Stande sein soil, eine und dann gleich 

oo Flachen zweiter Ordnung in sich selbst uberzufuhren. 

Eige n 11 i ch e Sub s titutio nen: DieFzmussjedenfalIs zwei Gegenkantenpaare des Doppelpunktstetraedcrs 

enthalten. Sind £, r, die Sclinittpunkte einer Erzeugenden mit tx tv t3tv ?', xt die der entsprechenden Erzeugenden 

mil denselbcn Kanten, so niiissen gemiiss der projectiven Erzeugung die Doppelverhaltnisse (tltt £ £')> {t3tk 

r, r/) gleich sein. D. h. Soil eine Collineation im Stande sein, eine Ft miter Bewahrung der Erzeugendensysienie 

in sich selbst zu iiberfuliren, so niiissen die Punktdoppetverhaltnisse auf zwei Gegenkantcnpaaren gleich ausfallen. 

Somit sind die Doppelpunktsquadrupel alter eigentlichen Substitutionen unscres Gebiisches aufderN18 vercinigt. 

Durch tjbertragung in den Eaum R] wird aus N12 eine Fliiclie (12. 6—4. 3. 3—4. 3): 3 = 8. Ordnung, 

woraus das niitzliche Resultat: In jedeni Busehel von Collineationen gibt es acht cigentliche 

Hermite'sche Substitutionen. 

Uneigentliche Substitutionen: Die eine Erzeugendcnschaar muss nach beiderlei Richtungen in 

die zweite iibergefuhrt werden. Zwei projective Regelschaaren auf derselben Regelflache erzeugen aber eincn 

Kegelschnitt auf der Fliiclie; so entstehen zwei Kegelschnitte. Dieselbcn niiissen, wie der genauere Vcrfolg 

zeigt, iuvolutorisch in einander transformirt werden. Die Schnittlinie ihrer Ebenen muss eine Doppelgerade 

sein. Die Sclinittpunkte derselben mit Fv /,, t.i sind Doppelpunkte und die Beruhrungsebenen von F% in tv tt 

sind Doppelebenen. F% sclmeidet daher die Ebene /,/.,/,( wie t-JJ^ in zwei Geradcn durch /, oder /2, die 

bezttglich zu tvlv tlti oder /2/.,, tit,l involutorisch sind. Injeder der beiden Doppelebenen ttt%t$, t^t^ dagegen 

entsteht ein Kegelschnitt, der in sich selbst transformirt wird. Dann niiissen aber (cf. A. It. 2. 3.) die Punkt- 

doppetverhaltnisse auf /,/.,  und  /2/.,, sowic auf /, /,, und tttt gleich sein, Daher: Das Doppeltctracd er 
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110 8. Kantor. 

einer uneigentlichen Substitution ist so beschaffen, dass zwei Doppelpunkte DPDP, 

—I),,—Dp sind, die sic verbindende Doppelgerade abcr das Punktdoppelverhaltniss -1 

tragi Um die betrelfenden Tetraeder in unscrcm Gebiische aufzusuchen, wird man die Kcrnflachc des 1fg- 
Gebllsches (X8 fiir D = —1) mit Ug zum Schnitt bringen. Hievon hat man cine Curve zwolfter Ordnung fur 

(—\)p{—l)p abzusondern, so dass cine Curve zwolfter Ordnung bleibt, die a, (3, y, 8 zu sechsfachen Sehnen 

hat. Ubertragen nach Er gibt sie eine Curve (12. 4—4. 6): 2 = 12. Ordnung: 
Die dem p in alien uneigentlichen Hcmiite'schen Substitutionen des G-ebiisches ent- 

sprechenden p' erftillen eine Curve zwolfter Ordnung. 

6. Liniengeometrischc Probleme. Von den Doppclgoraden, welchc cine gegcbenc Gerade schnei- 

den, tragi jede ein Doppelpunktepaar. Es folgt nun: 

Der Ort der zu sammtlichen Punkten p einer Geraden g gehorigen pn oder der Ort der sammtlichen 

Doppelpunktepaare, deren Geraden g treffen, ist eine Fliiclie zelinter Ordnung, GU), welchc a1 j3ayzo2, die 

Tetraederkanten einfacli und die g dreifach cnthalt, die Ebenc bed in der Schnittlinic mit der Ebenc a'g und 

in ciner Curve vierter Ordnung trifft, welchc die mit dem Sclinittpunkte (</, bed) allineirten Punktepaare des 

dortigen Tripelsystemes enthalt. Die Punkte a, b, c, d, a', b', c', d,' sind fur die Fliiclie drcifache Punkte. 

Setzt man GU) in % um, so findct man eine Fliiclie vierzehnter Ordnung, 6r14, welchc a*, (3*, •/*, o*, die 

Tetraederkanten einfach und in jeder Ebenc bed,. . .a'b'c' cincn Kegelschnitt und eine r5 (s. A. I. 6) enthalt. 

Sie hat die der g zugeordnete d,, zur Doppelcurve. 
Ferner gilt: Die von den Doppelpunkten einer GUI weiter ausgehenden Doppclgeraden erftillen eine 

Strahlencongruenz 34. Ordnung und Classe. 

Die g treffenden Doppclgeraden bilden eine Strahlencongruenz vierter Ordnung und vierter Classe. Es 

friigt sich, was fiir Congruenz die gegenuher liegcndcn Doppclgeraden erftillen. Die pn schncidet (7'l4 in 14. 

11—12 —4. 4. 4—3. 8 = 54 weiteren Punkten. Eine iv7 schncidet G-'n' in 7. 14—12—4. 4. 2 = 54 freien 

Punkten; von diesen sind jedesmal 34 fiir die verbindenden Doppelgcraden zu tilgen, somit: 

Die Strahlencongruenz, welchc die Doppelgeraden, die den mit g incidenten gegen- 

uher liegen, enthalt, ist von dcr Ordnung und Classe 10. 

7. Die ciner pn conjugate Carve hat die Ordnung (11. 11—8. 3—4. 4. 3—12) : 2 = 13, cnthalt die 

Punkte <(, b, c, d, a', I/, c d' nicht, hat auf jeder Kante der Tetraeder cincn Punkt und schneidet jede a, fl, 
7, (J achtmal. 

Wird nun p,., mit Gl0 zum Schnitt gehracht, so entstehen 10. 13—4. 2. 8—12 frcie Sclinittpunkte, somit 

nach Ahzug der 34 auf die verbindenden Doppclgeraden entfallendcn Punkte: 

Die den Doppelgeraden eines Complexkegels p gegenubcr licgenden Doppelgerade n 

bilden eine Kcgelfliiehc zehnten Grades, welche in den Ergiinzungspunkten von p 

Doppelpunkte besitzt. 

Die conjugirte Curve von w7 wurde schon in II. 5. als di7 gefunden. Diesc schncidet G',„ in 10. 19—12 

—8. 3—10. 4. 2 freien Punkten, somit nach Abzug von 34: 

Die den Doppclgeraden einer Ebcne 2 gegenubcr licgenden Doppelgeraden bilden 

cine Kegelflache zehnten Grades. 

8. Die pu trifft eine Xs in 8. 11—4. 4. 2 == 56 freien Punkten. Hievon sind 28 abzuziihlen, welche auf 

die Doppelgeraden mit constantem Dp entfallen, so dass cntsteht: 

Die Doppelgeraden, welche von den Doppelpunktcpaaren eines constanten Dp aus- 
gchen, erftillen eine Strahlencongruenz 28. Ordnung. 

Die •w1 trifft X, in 7. 8—4. 4 = 10. 4 Punkten, von deneu 12 auf Rcchnung dcr constanten />,, zu sub- 
trahiren sind , so dass kommt: 

Die oben erwiihnte Strahlencongruenz ist von dcr 21. Classe. 
Die u7Z  aus schncidet cine Gl0 in 10. 72—8. 12. 3-4. 36. 2 = 144 Punkten, somit: Die von den 
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Tiber die allgemeinsten linearen Systeme liriearer Transformationen etc. 1 1 1 

Doppelpunkten mit StraMbiindelcollineationen gleicher Art ausgehenden Doppelgeraden erfiillen eine Regel- 

flache 144. Grades. 

Die wi, schneidet N12 in 12. 7—4. 6—12. 2 = 36 freien Punkten. Von diesen 18 Doppelgeraden sind 

sechs Doppelgerade wcsentlicli von den anderen verschieden. Ebenso schneidet pM die Nl2 in 11.32—8. 

3—4. 3. 4—12. 2 = 36 freien Punkten, wobei wiedcr die Theilung eintritt, so dass gilt: 

Die Doppelgeraden, welche dasselbe Ebencn- und runktdoppelverliiiltniss tragen, 

bilden cine Strahlen congruenz seelister Ordnung, seclister Classe. Die tibrigcn vier in 

diescn Quadrupcln vorli andcnen Doppelgeraden bilden cine Strahlencongrucnz zwolftcr 

Ordnung, zwolfter Classe. 

Die erste dieser Congruenzen babe ich bci'eits I. 2. b erwahnt. In dem Complexc vierten Grades sammt- 

liclier Doppelgeraden ist eine eindeutig-umkehrbare Verwandtsehaft zwischen den Gegenkantenpaaren der 

Doppelpunktsquadrupel vorbanden. 1 In dieser Verwandtsehaft sind die beiden Ictztgedachten Congruenzen 

sich selbst zugeordnet. 

Wichtig ist ferner, dass sich stets « und aa',... 8 und dd' zugeordnet sind. Das Doppelpunktcpaar auf 

a,, .o bleibt dabei fest, das auf ad beschrcibt eine Involution. 

Ebenso sind die Kantenpaare ab, c'd'; . • • cd, a'b' einander zugeordnet, 

9. Schon in I. 7. wurde gezeigt: Beschrcibt die Doppelcbene ein Biischel, so beschrcibt p' eine der Kk 

analogc Curve. Die Doppelpunktscurve zerfallt genniss T in eine Curve drifter Ordnung der gegeniiber liegen- 

deii Doppelpunkte und eine Curve neunter Ordnung. Da jedc Ebene des Buscbels selbst drei Doppelpunkte 

tritgt, so folgt: 

Es geschieht sechsmal, dass ein Doppelpunkt und gleiehzeitig eine von ihni aus- 

gehende Doppelebene mit cincr gegebenen Geraden g incident sind. 
Man findet noch: 

Die Doppelpunktetripel in den Doppelebenen cincs Buscbels crfullen eine Flache 

neunter Ordnung, die a2, |5Z, y'\ a2 die zwolf Kanten der Tetraeder doppelt und die Punkte 

a, b, i; d, a', />' c' d! sechsfach enthalt. 

10. Mannigfache andere, die Doppelgeraden betreffenden Probleme lasscn sich bier stellen, aber fiir die 

Bcantwortung aller ist im Vorhergehcnden das Fundament gelcgt worden. Dies wird besonders dann klar, 

wenn man erwiigt, dass alle covarianten Bcziehungen an Collineationen sich (lurch Beziehungen zwiseben den 

Doppelverhaltnisscn auf den  sechs Doppelgeraden  an.sdriicken  lasscn.   IJnter den zahlrcichen intcrcssantcn 
Specialuntcrsuchungcn  hebe ich  nur jene bcrvor,  wo 

eintreten. 

2, 4 feste Doppelpunkte  statt der Punktepaare 

III. 

Das allgemeinste Gebiisch. linearer Transformationen zwischen zwei Raumen Ji:.. Zugeordnete Verwandt- 
schaften und Verwandtschaftsgebiisehe. 

1. Zwei collineare Beziehungen zwischen zwei Raumen Jl, E' besitzen stets vier gemeinsame Punktepaare. 

Entsprechen einem Punkte p von // die Punkte //,, p'% von I>', so bestimmen p'.p', cinen Com])lex zwciten 

Grades. Jede Collineation, welche dieselben festen Punktepaare ,3,/;,,. . . [i^h^ besitzt und den Transformirten 

von^; auf dieGerade^/^/g bringt, bringt den Transformirten jedesir'-Punktes auf die zugcborigcConiplexgcradc 
von it". Ich nenite diesc oo1 Collineationen ein Biischel. 

2. Drei collineare Beziehungen zwischen /', A" geben in derselben Art, wie man dies von den Curven her 

kennt, Anlass zur Bildung von oo2-Biischeln von Collineationen. Dann kommt man auf eine gesehlossenc 

Mannigfaltigkeit von CXD
2
 Collineationen, von der ich sage, dass sic ein Netz bilde. Jedcr Punkt von 11 trans- 

i Es ist eine ittvolntorische Verwandtsehaft mitor Elementenpaaren einer Jrei-dimensionalen Mannigfaltigkeit vierten Grades. 
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112 8. Kant or. 

formirt sich jetzt in irgendeinenPunkt einer ganzenEbone n. Die Ebenen n steben mit den Punkten p in eubisclier 

Verwandtschaft, fiir welchc es in B eine Fundamentalcurvc <f' und in R' cine Fundamentaldeveloppable <•',. gibt. 

Jedes Punktes von c6 Transformirte sind nur anf einer Geraden vcreinigt und diese ist dreifache Axe von r\.. 

Ein solcbev Punkt mit einem Transformirten bestimmt noeb keine Collineation, sondern nur ein Bttschel. 

Die Punktquadrupel |3 aller Bilscbel des Netzes sind auf cfi und die Ebenenquadrupel der vier Punkte b in 

R' sind an c'g vercinigt. 

3. Man kann aus vier Collineationen R, R! auf demselben Wcgc wic bei den Flachcngebiischen 1 ein 

Gebiiscb von Collineationen herstellen. Es entstebt dann eine gcscblossene Mannigfaltigkeit von oo3 

Collineationen , in welcber oo* Bttschel und oo:! Netze cntbalten sind. Einem beliebigcn Punkte p von R 

macht das Gebiisch die sammtlichen Punkte von B' entsprecbend. 

Es gibt2 eine Flaelie viertcr Ordnung in /,', Fv dercn Punkte ibre Transformirten nicht beliebig im Raume 

sondern auf bestimmten Ebenen vcreinigt liaben. Diese Ebenen ttmhttllen cine Flache vierter Classe <I>4 in h". 

Den oo;i Netzcn des Gebttsches (den oo2 Ebenen des Raumes />", welchc ;> zugewiesen scin konnen) entsprecbend, 
muss  /''eine  oo:i-Scbaar Nother'scher c°  cntbalten, welchc Fundamental-c6 der  cntspreclienden cubisclien 

Verwandtscbaften sind. 

4. Icb will nun einen anderen (audi bei hoheren Transformationcn zuliissigen) Weg zur Herstellung des 
allgemcinstcn Gebttscb.es einschlagen. 

a) Das Gebiiscb mit vier festen Punktepaaren ist vollstandig untersucbt. Bcscbrcibt der einem festen 

Punkte -p entsprecbende p' cine Gerade, die Collineation ein Bttschel (siehe 1), so bcscbrcibt audi der zu q 

geborige q1 eine Gerade: Die Verwandtscbaft zwischeny^' ist eme Collineation. In dem Bttschel gibt es vier 

singularc Collineationen, deren singulare Punkte /3, |32|3;jl34, singulare Ebenen bingegen Bv Bv B3,BA in.fi' sind. 

bv \, b$, bi sind die Doppelpunkte der Collineation p'—<j. Dies gibt nun: Vier fcste Punktepaare und die 

Angabe drcicr Punkte, die auf bestimmte Ebenen gebracbt werden sollcn, bestimmen cine Collineation eindentig. 

b) Sind nun drei Punktepaare fib und drci Elementenpaare gegeben, so bestimmt jedes weitere 

Punktepaar cine einzige Collineation. Nebmcn wir zwei solcbe Collineationen und vcrbinden alle Paarc p\, p's 

die einem Punktep entsprechen, durcb Gerade, so bilden diese Geraden einen Strahlencomplex zweiten Grades. 
Dicscr Complex bestimmt bezflglichj? ein Biiscbelvon Collineationen, die sammtlich den Bedingungen genttgen, 

Wir liaben so ein im Systeme enthaltenes Bttschel von Collineationen crlialten und p' q steben jedeufalls in 

collinearer Beziebung.Wiein e) zeigtman audi hicr, dass das System ein Gebiiscb ist. Zuvorderst schliessen wir: 

Drei feste Punktepaare und scchs Elementenpaare bestimmen eine Collineation cindeutig. Jedes BUschel 

des Gebiiscbes hat ein viertes Paar entsprecbender Punkte fest (3464. Die Punkte, welchc dem j34 und q in den 

Collineationen des Gebiiscbes entsprechen, steben in Collineation; in dicscr kommt es vor, dass ein Punkt, 64, einer 

ganzen Geraden cntspricbt, die Collineation muss singular sein, die singuliirc Ebene (des Raumes B') geht dureb //'. 

Somit: Einem Punkte |3* entsprechen nur Punkte einer bestimmten Ebene. Er bestimmt mit einem Punkte dieser 

Ebene erst ein Bttschel, also oo2 Biischcl. Da es abcr oo* Biischcl im Gebiische gibt, wird es oo2 Punkte (3* in 

R geben. Dieselben sind als fcste Punkte fiir die co* Bttschel identisch mit den singularen Punktcn der in den 

Biischeln und somit im Gebiische entbaltencn singularen Collineationen. 

c) Sind nunmchr zwei festc Punktepaare und sechs Elemeiitenpaare gegeben, so bestimmt nach b) jedes 

weitere Punktepaar cine einzige Collineation. Das aus zwei Collineationen construirte Bttschel ist wieder ganz 

im Gebiische cntbalten und man findet wie vorhin: Die zwei Punkten p, q cntspreclienden p', q' stehen in 

collinearer Verwandtschaft. Hieraus folgt zuvorderst: 

Zwei festc Punktepaare und neun Elementenpaare bestimmen eine einzige Collineation. 

1 Of. Reye, Geometric der Lage, II. Theil. 
2 Nach Cremona „Geometrische Theorie der Obei-flachen" 138. Dort finden sich (fur den allgomeinen Fall) aneli die hier 

untersuchten Curvonsysteme bereits angedentet. Eine Oberfcragung des dortigen Gedankenganges findet man in einen neuerdings 
crscliienenen Aufsafczo von V. Sohur, Math. Ann. IK  lid., p. 1. wo uach anderer Riehtung maiwlieriei Neues anzutreffea ist. 
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Uber die aUgemeinsten linear en Systems linear er Transformationen etc. 113 

d) Dem zufolge lasst sicli ein Gebiisch mit einem festcn Pttnktepaare and noun Elemcntenpaaren 

construiren, aus dem man wie bisher stets schliesst: 

Ein festes Punktepaar und neun Elernentenpaare bestimmen eine einzige Collineation. 

e) Wir sind nunmebr bei dem Gebilsehe angelangt, dem zwiilf feste Elementenpaare zu G-runde liegen. 

Ein Paar entspreelicnder Punkte pp' bestimmt nacli d) eine Collineation. Zwei Collineationen bcstimmen ein 

Biiscbel, dessen sammtliche Collineationen in dem Gebiisclic enthalten sind. Nehmcn wir irgend vier Collinea- 

tionen, die den Bedingnngen geniigen und construiren aus ihnen nacli 3. ein Gebiisch von Collineationen, so 

haben alle co:i Collineationen desselben die zwolf festen Elementenpaare, befriedigen demuacb unsere 

Bedingnngen. Die Identitat der beiden oo3-Systeme ist nacligewiesen. 

Ganz wie in F) scbliesscn wir nun, dass jeder Punkt 0* audi singularer Punkt einer singularen Collineation 

des Gebiisclies ist.' 

Der Ort der Punkte in I\, welcbe als Quadrupel fester Punkte eines Biichels auftreten konnen, ist eine 

Fliiclie vierter Ordnung, 1<\. Diese Punkte sind geichzeitig die singnlaren Punkte aller oo2 ini 

Gebiisclic cntlialtenen singnlaren Collineationen und audi jener Punkte, denen nicbt 

beliebige Punkte von R', sondern nur Punkte einer bestimmten Ebene entspreciicn 

konnen. Jedem (3, als singuliircm Punkte, entspricbt cine singulare Ebcne B von R' und 

eine feste Ebenc nacli der anderen Beziebung, C. Die Ebencn B und G umliiillen in R' 

cine Fliiclie vierter Classc <I>*. 

Im Gebiisclic a) zerfallt I<\ in vier Ebenen, <I>* in vier Punkte; bei b) in die Ebene ^,(3^^ und cine F3 

mit Doppelpunkten in |3„ f32, fi3, <l>* in die drei Punkte btbtb3 und cinen vierten Punkt 64; bei <•) ist FA cine 

Flaclie vierter Ordnung mit (3, (3g als Doppelgeraden und j3i; /32 als dreifachcn Punkten, <I>* zerfallt in die Punkte 
bv bt und eine Flaclie zweiter Classe .durch bx b%; bei d) bat Fh in j3, einen dreifachcn Punkt, <]>* zcrfallt in 

b und cine Fliiclie dritter Classe. In alien Fallen a) bis e) geht ]<\ durch die Punkte in 7i", welcbe in die 

Elementenpaare eiutreten, <1>4 berlihrt die zugehorigen Ebenen.2 

5. Es bestehen also zwisclien F4 und <]>* zwei wichtigc cin-eindeutige Beziehnngen/3-.B und/3-G'. Wir haben 

ferncr aui' F« |3-Quadrupel und ihnen entsprechend an <I>* B-Qfladrupel erhaltcn. 

Den oo3 Netzen entsprechend, folgt: Die Punkte (3 entsprechen den Ebenen C in oo3 

cubischen Vcrwandtschaften. Jcde derselben besitzt im Raume R eine Fundamentalcurve ba und die I<\ 

entltalt cos Curven //''. Jc zwei davon schneiden sich in vier Punkten eines /3-Quadrupels, Duales findet an <1>* 

statt, wo man oo86'\. erhalt. 

6. Durch fiinf Collineationen wird ein oo*-System, durch sechs ein oo5-System construirt. Im ersteren 

findet sich cine Curve zehnter Ordnung des E, dcren Punkte ihre samintlichen Transformirten auf bestimmten 

Ebenen haben und im zweiten gibt cs nur noch 20 Punkte diescr Art. 

Bei 1  Coll.    entsprechen oo3 (alien) P. 

Bcim oo1 Syst. 
oo2      „ 
ooa      „ 
004 „ 

005 20 

7. Wir iibertragen alle diese Betrachtungen in dualer Umformung auf die linearen Transformationen 

zwischen ungleichartigen Raumen und verwenden fiir i4 und <I>* den Namcn „conjugirtcs Flachenpaar". 

00 s p. 
oo,! 

» 
oo2 

n 
oo1 

n 

2 oo feste Eb enen, keinem Punkte eine sing . Ebene 
oo1 

» 4 p imkten 1 » 
1 » oo1 

» 1 n 
] » CO2 

n 1 n 
1 w oo3 

n 1 » 
1 n 

9 
OO'' V 1 n 

1 Ich gab oben nur in grossen Zugen die wichtigsten Momente fiir die Herstellang eines geometrischen Weges .an. Das 
(iegebene lasst eine wcite Ausdehnnng •/,». 

2 Man vergl. fiir diese Orter Sturm's ausgezeichnete Abhandlung: „On correlative Pencils". Proc. of the Lond. Math. 
Soc. Vol. VTU. 99. 100. 

nonkschrifien der mnthem.-nalurw.Cl. XLVI.Bd. Abhaiullmigen von Nichtmitgliedern- p 
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114 8. Kanior. 

8. Covariantc Verwandt s chaf t en und Verwandtschaftsgebiiscbe des gegebenen 

Gebiisches. 

a) p'—q. Es sei in R ein fester Punkt p, in R' ein fester Pnnkt q' gegeben. In jeder Collineation des 

Gebiisches entsprieht dem p ein p', dem q' ein q. Bewegt sich p' in einer Geraden, die Collineation in einem 

Riischcl, so beschreibt q cine Raumcurve dritter Ordnung1 durcli j3j^j33j34. Hcwcgt sieli p' in einer Ebene, so 

beschreibt q' eine Flache dritter Ordnung. Die Verwandtscliaft ist umkehrbar vom dritten Grade. 

Von q' geht an <b* ein Kegel vierter Classe. In einer singularen Collineation, welclie eine dieser Ebenen zur 

singularen Ebene hat, entsprieht dem p ein Punkt der Ebene, dem q' eine Gerade. Mmmt man femer eine 

dieser Ebenen als C, so entsprieht ihr auf I\ ein gewisser Punkt j3, fry' bestimmen ein BiischeL in welcliem p' 

eine Gerade beschreibt. Somit folgt: 
Die von einem Punkte q an <I>* gehenden Tangentenebencn als C genommen, liefern als Ort der Punkte (3 

aul Fi eine Nother'sche Curve c*'. So entsteht eine neuc Schaar von oo6 c(i auf der Flachc. 

Die einem festen Punkte p von R in den singularen Ebenen eines Tangcntenkegcls von <]>* entsprechenden 

Punkte erfiillen eine c". 
[Die in Rede stehende Verwandtscliaft2 hat aeht Doppelpunkte. Dies sind die ersten Transformirtcn flirp, 

ftir welche q der zweite Transformirte ist (s. IV. 4.). Fur den Fall coYncidenter R und R' hat man demnach: 

Eine cubische Verwandschaft mit Fundamental-r:0 hat acht Doppelpunkte, welche associirte Punkte in einem 

Gebiische von Flachen zweiter Ordnung sind.]3 

Verandert sich nun q', so andert sich auch die cubische Verwandtscliaft Vp. Durch ein Punktepaar p'—q 

ist auch q', somit die Verwandtscliaft selbst bestimmt. Wir sagen Vp beschreibt ein Gebiiscb. 

Die in einem Punkte p von R in den oo2 singularen Collineationen entsprechenden Punkte erfiillen eine 

Flache vierter Ordnung, Fp. 

Es gilt nun: Alle Verwandtschaften V,, des neuen Gebiisches fiihren dieselben Punktepaarc von Fk und 

Fp in einander iiber. 

i) p'—E. Es sei ein fester Punkt p in R und eine festc Ebene E' in It' gegeben. 
Die ihnen entsprechenden p', E stehen in linearer Vetwandtschaft, Rp. Reim Variiren von E beschreibt 

Rp ein Gebusch von Correlationen. Das conjugirte Fliiclienpaar ist Fk und Fp. 

Man sieht, dass das a. E. von a) aufgetretene Gebusch Vjt zu dem Gehiisch llp in der dualen P>eziehung 
derjenigen steht, welche das in 5. bemerkte Gebiiscb cubischer Verwandtschaften zu dem urspriinglichen 

Gebusch von Collineationen hat. * 

[Sind R, R' coincident, so hat jede Correlation V}, eine Incidenzflacbc zweiter Ordnung. Diese ist der Ort 

der Punkte p', welche p" auf die Ebene E bringen. S. N. 4.| 
c) p'—q'. Sind zwei Punkte p, q in R fest, so stehen die ihnen in den Collineationen des Gebiisches 

entsprechenden p', q' in Collineation. Dabei entsprieht die Flache Fp, von der in a, gesprochen wurde, Punkt 

fur Punkt der Flache Fp. 

Andert sich nun q in R, so ninimt die Collineation Kp alio Lagen in einem Gebiische an. Das conjugirte 

Flachenpaar des Gebiisches Kp besteht aus /<), und <!>*, wobei jede singulare Ebene vou 4>* dem in ihr liegenden 

p', wie in 5. die Ebene C dem Punkte (3 zugewiesen ist. 

Interessant und wesentlich ist, dass in diesem Fallc die conjugirten Flachen in soldier gegenseitiger 

Lage sind, dass jeder Punkt mit seiner Ebene C incident ist. 

Fiir das Gebiiscb Kp sind die beiden Raume nothwendig coincident. Doppelpunkte einer solchen Collineation 

kiinnen nur die dem Strahle p q in den vier singularen Collineationen entsprechenden Punkte sein, deren 

singulare Punkte die Schnittpunkte von p q rait F* sind. Variirt (/ auf diesem Strahle,  so bleibt demnach  das 

1 Dies liisst sich beim G-obiiscli mit vier festen Pimktepaaren  unter Zuhilfenahme der eollinearen Strahlbiindel a, a'; ... 
beweisen. 

2 Ihr dual ist die Verwandschaft zwischen E—7<" bei zwei festen Ebenen E, F. 
s Cf. meine Ableitung in C. B. 17. Mai 1880. 
A Es sind dies die ersten Spuren der linearon Systeme von Verwandtschaften liiilierer Ordnnngen. 
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tlber die allgemeinsten linearm Systeme Unearer Transformational etc. 115 

Doppelpunktsquadrupel fest nnd es gibt in dem Gebiische von KL, tiberhaupt liur &Jl Doppelpunktsquadrupel. 

Jedes bcstinunt cin Biisebcl von Kp und ihr Ort ist die Fliiche Fp. 

Icb werde nocb weitcrhin von dem GebiLsehe Kp einen wicbtigen Gcbrauch machen.' 

(I) p'—E.2 Sind in It ein fester Paokt^j und eine festc Ebcne E gegeben, so stehen //, E' in cubiscber 

Verwaudtscbaft Ep. In den singuliiren Collineationen, deren singulare Punkte in der Schnittcurve von E und Ei 

liegen, entspricbt demjp cin Punkty, der E ein Ebenenbiiscbel. Somit: 

Die eineni Punkte p in den singuliircii Collineationen, dcren singulare Punkte in E liegen, ent- 

sprecbenden p' erftillen eine Notbcr'sche c6. Sie ist die Fundamentalcurve von Ep im Raumcy. 

Femcr: Es gibt oo1 Biischel des urspriinglicben Gebiiscbes, welcbe ein ganzes Tripel ibres (3-Quadrupels 

in E baben. In jedem diescr Biisebcl entspricbt der E eine feste Ebcnc, dem p cine Gerade von p'. Somit: Die 

Ebenc /i71st Ebcne von oo1 (3-Quadrupeln, die oo1 ibr in diesen Buscheln entsprechonden Ebenen B erftillen eine 

Developpable c'6. 
Andert sich nun E, so beschreibt E,, cin Gebiiscb dualer, cubiscber Vcrwandtscbaften, welcbe samintlich 

die Punkte von F# in die mit ibnen incidenten B von <b4 uberfiihren. 

Andert sicb p bei fester E, so erbalt man wiedcr ein Gebiiscb dualer, cubiscber Verwandtscbaften. Dieses 

Gebiiscb besitzt namlich wie ein Gebiiscb von linear en Transforniationen im eigentlichen Sinne des Wortes ein 

conjugirtes Flachenpaar. Jede Ep bringt cine Ebene B von d>* aus dem Raume E in einen Punkt derselben 

Ebene B des Raumes p'. Die Flacben sind also bier Ebene fur Ebene identiseb, $*. 

'') V—(I- Nach a) erftillen die den Ebenen G durch den festen Punkt p' entsprechenden |3 auf Ft eine c". 
So entstebeu oo'-Collineationsbiiscbel, in dcrcn jedem dem q' eine Raumcurve dritter Ordnung entspricbt. 

Einem beliebigen Punkte 5 von R entsprecben in diesen Bliscbeln die Geraden cincr Regelflacbe achter Ordnung 

(nacb a) und diese setzt sicb nachy—q (c) in cine Flaehe 24. Ordnung um,/M. 

Die den Ebenen B durcb q' entsprecbenden j3 auf E^ erftillen eine Curve vierzehnter Ordnung (vergl. audi 

13). In diesen singularen Collineationen entsprecben dem p' nur die Punkte (3, dem q' bingegen die Geraden 

cincr Regelniiche achter Ordnung. 

In den vier singularen Callineationen, deren Ebene B durcb p'q' geht, entspricbt p', sowie q den Punkten 

je einer Geraden. In eineni Netze von Collineationen entspricbt dem p' wie dem q vermoge a) in It eine 

Flaehe dritter Ordnung, woraus die (beiderseitige) Ordnung der Verwandtsciiaft p—q als l/3 (24 -+- 3) folgt. 

Im Ganzen: 

Die Verwandtsc'h-a-ft /;—q ist von der neunten Ordnung. Sic bat in jedem Systeme 

eine Fundamentalcurve seebster eine vicrzebnter Ordnung; der crstercn entspricbt als 

Fundamentalflache eine fu, der letzteren eine Begelflacbe achter Ordnung. Eine 

Linearflache neuntcr Ordnung cntbalt die 66 drcifacb, die <;'* einfach. Eine Linearcurve 

neunter Ordnung trifft r;G in 24, cw in acbt Punkten. Pernor gibt es in jedem Systeme vier 

Fundamentalgerade obne Fundanientalflache, die alien Punkten der entsprechenden 

zugeordnct sind.  Die Punkte  von E,t cntsprechen sich selbst.:! 

f) q—E'. Audi diesc Verwandtscbaft ist von der neunten Ordnung. Sie bat als Fundamentalcurven im 

Systeme q die Scbnittlinie vierter Ordnung von E and Fk und die dem (.'-Kegel in q entsprechende c8 auf F4, 

sowie duale im Systeme E. Ferner gibt cs vierzehn Gerade im Systeme q, welcbe den sammtlieben Ebenen je 

einer von vierzehn Geraden des Systenics /•.' entspreehen. Sic entstehen aus den vierzehn singularen Collinea- 
tionen, deren /3 in E sind. * 

1 Uio Verwandtechaft E—F bei zwei t'esten Ebenen E. h" ist der obigen dual. 
2 Dual zu p'—E ist die Veuwandsehaft q—E bei einem festen Punkte <[ und einer festen Ebene E. 
'•> Zur Verwandtscliaft e) dual ist E—F. 
*  Almliche eovaiiante Vonvundtsehafton sind bei dem Netze von ebenen Collineationen naeh A. IV. einzusehalten. Diese 

Verwandtschaften konnen als Grundlage fur die Characteristikenrechnung dienen. 
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116 8. Kantoi 

Die cubische Verwandtschaft in 8. d) kann dadurch specialisirt werden, dass man p und E incident 

annimmt. Dann sind nothwendig auch p', E' immer incident. 

Man erbalt dann eine cubische Verwandtschaft von der cigcnthiimlielien Lage im Raume, dass jeder Punkt 

des Punktraumes mit der entsprechenden Ebene des Ebenenraumcs incident ist. Einesolche Verwandtschaft kann 

nach dem Vorgange von Mobius fur die lineare Verwandtschaft mit Fug als ein Nullsystem bezeichnet 

werden. 

Ich weise ein naheres Eingehen auf solche Verwandtschaften einstweilcn von der Hand und hatte nur die 

Absieht, das Auftreten soldier Nullsystemc hoherer Ordnung zu constatiren. 

10. Ich wende mich zu ciner genaueren Betrachtung der zwischen Fk and <I>* obwaltenden 

Correspondenzcn. In 3. war cine oo3-Sehaar von b6 und in 8. a eine oo3-Schaar von c6 auf h\ gefundeu 

worden. Vier durch eine Gerade gelienden Ebenen C an <l>* entsprechen vier Punkte [4 auf b\, von denen wir 

sagen, dass sic ein j3-Quadrnpel bilden. Setzt man das ganze Ebenenbuschel aus B' nach der cubischen 

Verwandtschaft zwischen |3 und C urn, so folgt: 

Jedcs |3'-Quadrupel liegt auf oo:l Raumcurven drifter Ordnung, von denen jede die 

b\ in acht weiteren Punkten trifft, durch die eine I/' goht. 

Ein Ebenenbilndcl von It' gibt umgcsetzt eine Flache drifter Ordnung in B, daher: 

Jede bt] liegt mit jeder c° auf einer Flache drifter Ordnung. Zwei c6 treffen sich in einem (3'-Quadrupel. 

Irgend zwei solche Fliichen haben eine c9 gemeinsam, welchc F" in 36 Punkten trifft und da sich die beiden//' 

und die beiden c6 in je acht Punkten treffen, so folgt: eine //' und eine c6 schneiden sich in vierzehn Punkten. 

1st (3, angenommen, so ist fiir das betreffende Biischel auch Bt fest. Der Schnittpunkt von B%B3 Bt ist bv 

und 6t befindet sich in C. Dual iibertragen, heisst dies: 

Die Ebenen der einen Punkt Bt zu (3-Qnadrupeln ergiinzenden Tripel lanfen durch cinen festen Punkt y 

von Fv welcher die Ebene Bl von j3, als C besitzt. .Sind vier Punkte j3 in gerader Linie, |3', (S", B"\ B""} so 

entspricht jedem der Punkte B", &'", B"" in der singularen Collineation mit B' als singularein Punkte derselbe 

Punkt, die den B" B'" B"" entsprechenden Ebenen G", C"", C"" gehen durch diesen Punkt und schneiden sich 

also auf B'. Dual iibertragen, kommt: 

Ist von einem ^'-Quadrupel (s. 10) ein Punkt fest, so lanfen die Ebenen der ergiinzenden Tripel durch 

einen festen Punkt von F4, der zu jenem 7 als B gehort. 

11. Das Verhalten der (3-Quadrupel auf i''4 kann eingehend studirt werden, in dem man Fk Punkt fiir 

Punkt auf eine andere Flache abbildet. Die einem Punkte /; in den singularen Collincationcn ent- 

sprechenden ])' erfiillen die Fv (s. 8. a. /</.). In jedem Biischel sind vier singuliire Collineation en enthalten. 

Demnach: Vier Punkte eines |3-Quadrupels der I''4 bilden sich in vier allineirte Punkte^' der Fp ab. 

Durch zwei Punkte B{, B2 sind zwei singuliire Oollineationen, damit aber das ganze 

Biischel und auch das Quadrupel bestimmt. 

Da die Verwandtschaft zwischen Fk und Fp diesclbe wie zwischen B und 0 ist, so folgt, dass einer ebenen 

.Schnittcurve von Fk eine Nother'sche c6 auf Fp entspricht. Ebenso entspricht einer ebenen Sclmittcurve von 

Fp eine Nother'sche c6 auf Fh und zwar sind dies gemass dem ersten Satz aus 8. a) die I/'. 

In jeder Ebene durch 7 liegt ein Erganzungstripel von Bv Beschreibt die Ebene ein Biischel mit der 
Axe a, welche I''4 in a, a2 a:j schneidet, so ist der Ort dieser Tripel eine Nother'sche Curve. Demi kommt Bt 

nach a17 so muss die Ebene /32 /3.s /34 auch durch 7^ also durch a{ 7,, (lurch a gehen. Die Curve gelit jedenfalls 

durch |3(, well in der Ebene |3, a ein Tripel nur dann moglich ist, wenn ciner seiner Punkte mit Bt coi'neidirt. 

Es ist klar, dass dies sofort gibt: Die sammtlichen ba, von welchen eine dreipunktige Secante durch einen 

festen Punkt 7t von Fk geht, laufen durch den zu 7t gehorigen Punkt Br 

Nimmt man zu einem Punkte (3t in jeder moglichen Richtung einen unendlich nahen Punkt B.l: welches ist 

dann der Ort der Paare (33 |34V Er iibertragt sich nach Fp in die Schnittcurve mit der Beriihrungsebene von Fp 

in dem dem /3, entsprechendenp\ Er ist abcr nichts Anderes als der vorhin gefundene Ort fiir den Fall, dass 

a mit Bx yl identisch wird. 
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Uber die allgemeinsten linearen Systeme Unearer Transformationm etc. 117 

Es gibt cine einzigc Curve V', die in einem Punkte j3j einen Doppelpunkt besitzt Sie 

enthiilt audi die Schnittpunkte von Ft mit der Geraden fiiyt, und (3j •/, ist ihre einzige 

drcipnnktige Secante, die im Doppelpunkte aufsteht. Sic ist der Ort der den zweimal 

gezahltcn (34 zu ,3-Quadrupcln erganzcndcn Punktcpaare. 

Die Curve ist folglich liyperelliptiscli. Die Ebenen, welclie die Tangcnten j3, j3s mit a vcrbinden and die 

Ebenen 7jj33|34 stelien in ProjectiviUit. In dieser gibt es zwei Coi'ncidenzen. Es darf aber nicht eintreten, dass 

die vier Punkte eines |3-Quadrupels in einer Ebene liegen; dies wird nur verhindert, wenn P>x £4 mit der 

Geraden (3( yt zusammenfallt. Hieraus folgt: 

Es gibt  zwei   (3-Quadrupel, welche (3, dreimal  gezahlt   enthalten.   Die   jedesmaligen 

vicrten Punkte sind die Schnittpunkte von j3t 7^ mit Fv 

Da aber vier allineirte Punkte von F4 sieb nacb h\, in vier Punkte eines Quadrupels zweiter Art iiber- 

tragen, drei zusanimenfallende Punkte j3 von F^ cine Infiexionstangente von Fp hervorrufen, so folgt das 

merkwtirdige Resultat ftir Fp, welcbes ich gleicb fiir Ft aussprecbe: 
Jeder Punkt von Ft bildct mit den bciden Punkten, in dencn seine Inflexionstangenten 

die F4 treffen, ein Tripel eines |3- Quadrup els. Der viertc Punkt ist der zu jenem als 7 

go ho rig e Punkt j3. Oder: 
Kommt in einem |3-Quadrupel ein Punkt /3 und sein Punkt 7 vor, so  sind  die ubrigen 

beidt -Punkte die Schnittpunkte von Fk mit den Inflexionstangenten in 7. ' 

Es gibt demnach 002 besondere Biischel in dem Collineationsgebusch. Das entsprechende /i-Quadrupel 

in W muss die duale Bescliaffenhcit haben. Somit: 
Lasst man eincn Punkt |3 von F4 dem Bcruhrungspunkte b der zugehorigen Ebene G 

mit <h* entsprecben, so entstebt ein Btiscbcl von Collineationen. Jede Collineation des- 
selben ftihrt die Inflexionstangenten der F% in |3 in die Inflexionstangenten der «I>* in b 

(mit der Tangentenebene C) ttber. 

12. Jcdcr |3 auf.F4 kann audi als einfacber Punkt eines dreipunktigen Quadrupels angesehen werden 

und zwar nncndlich oft. Ihnen entsprecben auf Fp Tangenten, welche durch einen festcn Punkt p' gchen. Die 

Beriihrangspunkte bilden cine Curve zwolfter Ordnung, die in p' eincn Doppelpunkt bat. Da sich in einer 

cubischen Verwandtschaft Vp diesc Curve in cine 3. 12—3. G = 18. Ordnung auf Fh umsetzt, folgt: 

Die Punkte, welche doppelt gcziihlt mit ,3, in einem ,3-Quadrupel vorkornmen, erfiillen 

cine Curve   18. Ordnung mit einem Doppelpunkte in {iv 

Da von einem Punktep' der Fp achtzelm Inflexionstangenten an diesc gchen, so folgt: 

Jeder Punkt |3 ist Glied von achtzehn Quadrupeln, die aus ihm und einem dreifacb 

geziihlten Punkte besteben. 
Bedenkt man, dass die Verbindungslinie zweier soldier Punkte zugleich eine Verbindungslinie /3 -/ ist, und 

dass jeder Punkt einen (3 und einen 7 besitzt, so folgt: 
Die Strablencongrucnz, welche von den Vcrbindungslinien der ,3,7 gebildct wird, ist 

von der 20. Ordnung. 

Einer vierpunktigen Tangente von b\, entspricht auf /(,
4 ein ganz coTncidentcs ^-Quadrupel. Die Beriibrungs- 

punkfe vierpunktiger Tangenten bilden eine Curve 80. Ordnung, die der vollstandige Schnitt von Fd mit einer 
Fliiche 20. Ordnung ist.2 Eine <-fl wird von ihr in 120 Punkten getroffen und sic sctzt sich daher nacb F,4 in 

eine Curve 3.80—6.20 = 120. Ordnung am: 

Die Punkte auf Fi} welche vierfach gezahlt, ,3-Quadrupel ergeben, bilden cine Curve 

120. Ordnung, die jedc r;G der zwciten Schaat in  120  Punkten trifft. 

1 Dies zeigt deutlieh, dass hier die Correspondenzen innig' mit der Fi vorw;iehscn sind, was bei der C3 noeh nicht der 
Fall ist. 

- Clebseh Cr. Borch. J. IM. 58, p. 93. 
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118 S. Kant or. 

Andererscits besitzt die Fp eine parabolische Curve der 32. Ordnung, wclchc der Schnitt mit der Hessiana 

achter Ordnung ist, daber jede c6 in 48 Punkten trifft. Die Tangentenebeue der Fp in einem ihrer Punkte 

schneidct Fp in eiuer Curve mit Spitze, folglicb durch Umsetzung nacb F^. 

Unter den b6 der F% gibt es oo1, welcbe eine Spitze besitzen; der Ort dieser Spitzen 

ist eine Curve der 18. Ordnung, welcbe jede c6 in 22 Punkten trifft. 

Hat aber /;" eine Spitze in (3, so fallen die Doppelebenen der von [i-j nacli 11. (a. A.) getragenen Ebenen- 

projectivitiit zusammen, die Durchstosspunkte mit F4 mussen zusammeiifallen; demuacb: 

Diejenigen Strahlen der Strahleucongruenz /37, die F4 anderwcitig beriihren, baben 

ihre Punkte (3 in einer Curve 18. Ordnung; diejenigen, welcbe in einem Hirer Endpunkte 

beriihren, haben Hire Punkte /3 auf der vorliin  erwahnten Curve 120. Ordnung. 

Eine ahnliche Abbildung der ^'-Quadrupel auf die <i>* hattc in ahnlichcr Weise direct bergestellt 

werden konnen,   indem je vier solclie Punkte vier convergenten Ebenen C der <1>4 entsprechen. 

13. Jede Ebene durch [i-j scbneidet die &° mit ft* in zwei Punkten. Alle diese Verbindungslinien erfiillen 

eine Regelflache dritten Grades, welcbe /3-y zur Doppellinie hat und daher F^ eben nocb in der cG trifft, welcbe 

72 enthiilt. Daraus folgt: 

Unter den o©6 F3, welcbe die !/' mit den c6 vcrbindon, gibt cs ooz Regelflacheii. Hire 

Doppellinien sind die Linien der Congruenz [i 7. 

Jede Gerade, welcbe zwei Punkte eines dreipunktigen /3-Quadrupcls mit j32 verbindet, trifft Fk noch in 

zwei Punkten eines dreipunktigen j3'-Quadrupels, das -f entbalt. Die Doppelebenen der zu /3 gehorigen Ebencn- 

projectivitat sind identiscb mit denen der zu 7 gehorigen Project!vitat. 

W.as noch weiter die /3-7-Correspoiidenz angeht, kann in dersclben koine Coi'ncidenz vorkommen. Aus 

11. folgt: Bewegt sich |3 auf einer //'', so bewegt sich der cntsprechende 7 auf einer Curve 

vierzehnter Ordnung, die der iibrige Schnitt der Secantenflache achter Ordnung von //' 

mit Fk ist. Die Abbildung auf F,t gestattet ferner, zu zeigen, dass wenn sich [i anf einer ebenen Schnittcurve 

von F^ bewegt, 7 eine Curve zwolfter Ordnung besclircibt. Dieselbe trifft die j3-Curve in zwolf Punkten, 

demnacb: Die Strahlencongruenz ^7 ist von der zwolften Classe. 

Im Allgemeinen enthiilt auch die jS-7-Correspondenz kein involutorisches Paar. 

Ist (87 ein involutorisches Paar, so miissen sich die Inflexionstangentcn von |3 und die von 7 in zwei 

Punkten auf der Sclmittlinie der Beruhrungsebenc in (3, 7 treffen. Da, wie man wciss, die Hessiana einer Fliiche 

dritter Ordnung unter unsere F4 gehort, und zwar so, dass die ^7 Corrcspondcnz bier in dieVerwandtschaft der 

Paare conjugirter Pole tibergeht, also ganz involutorisch wird, so miisste unser Satz fttr alle Punktepaarc zutreffen. 

Dies lasst sich wohl auch wirklich zeigen: 

Die Schnittcurve einer beliebigen Ebene auf der Hessiana ist niimlich eine Liiroth'sche 

Curve (dies scheint noch nicht ausgesprochen zu sein); hat aber cine solcbc cinen Doppelpunkt, 

so miissen die Doppelpunktstangenten in den Beriihrungspunkten einer Doppeltangentc eintreffen. Diese ist vor 

alien anderen ausgezeichnet. Die Beriihruugsebcne in j3, 7 treffen sich aber in der That (wie Cremona bereits 

bewiesen hat) in einer Doppeltangente der Hessiana rrnd diese muss mit der Projcctionstragerin der Inflexions- 

tangenten identisch sein. Daher die folgende neue Eigenschaft der Hessiana: 

Die Inflexionstangent en in zwei conjusj irtcn Polen der Hessiana schneiden sich in den 

Beriihrungspunkten der zugeordneten Doppeltangenten. 

14. Zum Schlusse dieses Abschnittes sei einer Analogic zu den in A. IV. 7 crhaltcnen Curven C und Cp 

gedacht. Jede Collineation des Gebiisches fiihrt F% in cine Flache viertcr Ordnung nach R iiber. Andererseits 
erhalt man fur dieoo:!j> von Ji oo3-Flachen Fp in W. Mittelst des in 8c Gesagten schliessen wir zunachst? 

dass jede Fp auch als F auftreten kann. Dcnn von den oo:i Collineationen des Gebiisches Ep fiihrt jede die 

Fp in eine andere F3 iibcr, fttr die Collineation ist also F,L cine F' im Verhaltnisse zur selben Flache <1>\ 
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Uber die allgemeinsten linearen Systeme linearer Transformationen etc. 119 

Jede F', sowie jede Fp beriihrt die <t»4 in ciner Curve 48. Ordnung und ciner Devellop- 

pablen 48. Classe. Sie osculirt die <I>* in zwanzig Punkten dieser Curve, wclclie dort 

Doppelpunkte bat. 

So oft niimlich die Collineation in einem der besonderen a. E. von 11. gefundenen Biischel enthalten ist, 

so oft muss F' die #* unter Identitat der Inflexionstangenten beruhren, d. b. osculiren. Die Collineation fiihrt d 

nacb p' iiber. Die dem p in den besonderen Biischeln entspreebenden Geraden spielen fiir Fp die Rollc der 

Congruenz j3y; es geben denmach zwanzig solcbe Strahlen durcli p'. Was die Beriihrungscurve angeht, so wird 

dieselbe durcli Dbertragung jener Carve Ff gefundeu, welcbe die j52 entliiilt, von denen aus Verbindnngslinien 

{i\ Pt dnrch p' gesandt wcrden. 

Da eine Collineation in oo2 Biischeln enthalten ist, so folgt: 
Es gibt oo2 Tetraeder, welcbe der   F' ein- und der <I>* umgescbrieben sind. 

Sind vier Punkte fl'fi" fi'" ft"" mit p allineirt, so sclxneiden sich die den |3"|3'"|3"" entspreebenden Ebenen (J 

in dem Punkte p', welcber dem p in der singularen Collineation j3'B' entsprioht. Dalxer (den oo2 Geraden durcli 

/> entsprechend): 
Es gibt oo2 Tetraeder, welcbe der Fp ein- und der <l>* umgescbrieben sind. 

IV. 

Das allgemeine Gebxxseh linearer Transformationen zwisehen zwei Punktraumen bei eoi'ncidenten 
Tragern. 

1. Die Verwandtscbaft zwisehen p' und den  Doppelpunkten. 

Bewegt sichp' in einer Geraden, die Collineation in einem Bixscbel, so bewegen siclx die Doppelpunkts- 

quadrupel in einer D. (B. I. 3. G) durcli das |3-Quadrupel. 
Wir betracliten nun cinNetz von Collincaxionen. Es sei / einDoppelpunkt ciner derselben; bewege sich / auf 

einer Geraden g und seien j3, j34 Grundpunkte eines im Netze cntbaltenen Bliscliels. Wir ergiinzen dicsc Biischel 
zu einem Netze, jedocb mit den vier festen Punktcpaaren des Bixscbels, indem wir /> audi in diesem Netze 

dieselben Punkte cntsprccben lassen wie in dem gegebenen; die Doppelpunkte erfiillen dann nacb I. .'5. g eine 

Fliiehe vierter Ordnung L4. Ist /, einer ihrer Schnittpunkte mit g, so gibt es eine Collineation, welcbe |3,.. .|34 in 

bt...Z>4 ttberftlhrt, p auf die Ebene 11 bringt xxnd in tt einen Doppelpunkt bat, die aber vermoge der ersten 

Bediugungcn gewiss dem Netze angehort. Ebenso hiittc man duale Betraehtungen fiir die Doppelcbenen 

anstellen konnen. 

Die Flaclie der Doppelpunktsquadrupcl aller in dem Netze cntbaltenen Collincationen 

ist cine Fliiclic vierter Ordnung, die c6 entliiilt, wahrend die Doppelcbenen aller Colli- 

neationcn eine Fliiclic vierter Classe umbiillen, die c'6 entliiilt. Die beiden Flachen baben 

demnacb solche Lage, dass sicb der ersten oo2 Tetraeder cinschreiben lassen, die der 
zweiten umgescbrieben sind. 

2. Ist nun ein Netz im Gebiiscbe enthalten, so wird die Doppelpunktsflaehe L4 zuniiclist die &8 des Netzes 

enthalten und F4 in einer Curve ?'10 sclmeiden, welcbe alien L^ gemeinsam sein muss, da sich zwei L4 nur in 

einer De sclmeiden diirfen. Jeder Punkt von LQ muss als Doppelpunkt oo1 Collineationen angehoren, ein 

Bixscbel bestimmen und demnach in der ibm als j3 entspreebenden C liegen. Aber icb will die Existenz der /]n 

nocb anders beweisen. 

Es sei P ein beliebiger Punkt. Ein durch P gehender Strahl s schneidet Ft in vier Punkten [i, denen an 

<1>* vier Ebenen C entsprechen. Diese bestimmen auf s vier Schnittpunkte. Von P geht an <l>* ein Tangenten- 

kegel, dessen Ebenen C auf i''4 die Punkte |3 einer c8 entsprechen (III. 8. a) und diese wird von P aus durch 

einen Kegel sechsten Grades projicirt. Der Ort der Schnittpunkte sC ist eine Flaclie zebnter Ordnung durch Pa. 

Hire Schnittpunkte mit Fk miissen entweder selbst mit (.'incident sein, odcr mit Ebenen C incident sein, die 

zu einer ihrer Projectionen von P aus auf jP gebiireu. Es ist nun vorauszusehen, dass auf die lctztercn Punkte 

drei Theile, auf die anderen ein Theil entfallen wcrden. Von dem Schnitte 40. Ordnung sondert sicb demnach 

die ?'10 ab: 
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120 S. Ka n t o r. 

Der Ort der /3 auf F4, die mit ihren C incident sind, ist iU).' 

Eine D6 kann Fk sowie L4 nur in vier freien Punkten treffen, muss daber zwanzig Punkte auf il0 liaben. 

Daher: 
Die Verwandtschaft zwischeny und t^t^ ist ein — vicrdeutig, so dass einer Ebene 

von ]>' eine Fliicbe viertcr Ordnung Lk durcli itQ entspricht, ciuer Geraden von // eine D6, 

die il0 in zwanzig Punkten trifft. Einer Ebcne von t entspricht eine Fliicbe secbster Ord- 

nung, die zwanzig Geraden enthiilt. Der Fundamentalcurve il0 entspricht eine Regel- 

fliiche zwanzigsten Grades im Systeme p'. A(, entbiilt jedenfalls einen drcifacben Punkt, 

welcber den drei von 2 gctragencn t entspriebt. 

Ich werde in 10. E. zeigen, dass sie aucb eine Doppelcurve cntlialt. 2 

3. Die Verwandtscbaft zwiscben den Doppelpunkten und gegenliber liege ndeu Doppel- 

ebenen. 
8ie ist jedenfalls rational. Zur Auffindung der Fundainentalgcbilde ist zunacbst ein besonderer Fall des 

fundamentalen Gebuscbes zu erwiibnen. Fallen die Punkte eines der festen Punktepaare zusamraen, so 

bekominen die sammtlicben D6
3 in Him einen dreifacben Punkt. Von der Developpablen secbster Classe, die 

von den Doppelebenen umbiillt wird, sondert sicb der feste Punkt dreimal ab und die gegeniiber liegenden 

Doppelebenen umblillen eine Curve dritter Classe. 

Die einem Punkte von «'tn gegeniiber licgende Fundamentaldevelop])able sei also /.,. In der Verwandt- 

scbaft T muss einem Ebenenbiindel eine Doppelpunktstlilcbc entsprecbcn, die il0 dreifacb entbiilt. Nach B. I. 7 

umbiillen die Doppelpunktstetraeder einer De eine Developpablc secbster Classe; recbnet man biezu die 20,/,,, 

so entspriebt der D6 eigentlich eine Developpable 66. Classe. T muss ferner der Symmetrie wegen in beiden 

Systemen von gleicbem Grade sein. Daber sind die Linearfliicbe.n elfter Ordnung mit dreifacber lU). Aus 11. 

11—3x = 1 ziebt man x — 40; die sammtlicben Developpabeln j3 umbiillen demnacb eine Flacbe 40. Classe. 

Zwei solcbe Fl&chen elfter Ordnung schneiden sicb in einer variablen Curve elfter Ordnung, ferner in (»10)
3 

und daher noch in einer Curve zwanzigster Ordnung. Hieraus scbliesse ich: 

Es gibt zwanzig Collineationen in dem Gebiiscbe, von dencn jede eine ganze Gerade 

von Doppelpunkten und somit nocb ein Biiscbcl von Doppelebenen entbiilt. r seicu diese 

Geraden. Jede dieser Collineationen besitzt, was gewohnlich nicbt beacbtet wird, auf 

der Doppelebenenaxe zwei Doppelpunkte. 

Da jede 2 die r trifft, wird die A6 zwanzig feste Punkten cntbalten miissen, jene E, welche dem p in den 
zwanzig Collineationen entsprecben. 

Die Verwandtscbaft T zwiscben den Doppelpunkten und den gegeniiber liegenden 

Doppelebenen ist rational vom 11. Grade. Einem Ebenenbiindel entspriebt eine Fliicbe 

elfter Ordnung, welcbc ii0 zur dreifacben Curve bat und zwanzig Gerade r entbiilt, die 
vierpunktig Secanten der i10 sind.* Die der «' entsprecbenden Fiindamentalde veloppabelu 

j3 sind dritter Classe und erftillen eine Flacbe 40. Classe. Die Curve elfter Classe, welcbe 

einem Ebenenbtischel entspricht, trifft il0 in 40 Punkten. 

4. Die Verwandtschaft zwiscben p' und den successiven Transformirten. 

Bewegt sicb die Collineation in einem Netze? so bescbreibt pW eine Curves. Ordnung; da diese eine 

Ebene in n Punkten trifft, so folgt, dass es in einem Biischel n Collineationen des Gebiisches gibt, welcbe pW 

auf eine gegebene Ebene bringen. Hieraus: 

1 Ich mache hier auf den in B. III. 8 c. eingetretenen speciellon Fall aufmerksam, wo alle Punkte von F4 mit ent- 
sprechenden Ebenen C incident sind. Eine Degeneration von /10 in zehn Oerade ti'itt boim fundamentalen Gebiisch ein. 

2 Andert man j), so vertauschen sich nur die i4 untev einander. Die i4 gehoren zur selben Classe wie die F4. 
„  3 Bei der in II. I. 3 gelebrten Aufsuohung von j04 bekotnmt sie hier einen dreifachen Punkt, woraus dann das Obige folgt. 

4 Wo namlich einer die F4 trifft, muss einerseits eine singuliire Collineation ihren singuliiren Punkt (und zugleich Doppel- 
punkt), andererseits eine Collineation mit dem Pnnktdoppelverhiiltniss 1 iiiren Doppelpunkt haben.  Dies kann nur sein, wenn 
der Punkt auf »10 liegt. 
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Tiber die allgemeimten linearen Systems linearer Transformationen etc. 21 

Die Punkte p' \md JJ" steben in n3-l deutiger Verwandtschaft, so dass den Ebenen von 
pW Flacben >PB eines Gebtisches entsprechen, die eine von p zn p veranderliche Lage 

haben. ' 

5, Die dem Punkte p im Gebtische ¥„ verbnndenen Punkte sind die p', welche ihn nach n Transforma- 

tionen reproduciren. Wir konnen aueb hier sagen: 

Die dem Punkte p im Gebliscbe W j verbnndenen /8— 1 Punkte sind ein Tbeil der dem 

p in yf„ verbnndenen n3—1  Punkte, wenn n ein Vielfacb.es von f ist. 

Auf Grand dessen folgt dann: 

Es gibt in unserem Gebtische nur 

ft m -(-i) m----fi , o =/?/?»• • • •/?) 

Collineationen, welche p erst nacb n Transformationen reproduciren. 

Diap', welche mit ihrem p" und mit^ allineirt sind, ergeben sich, indem man ftir zwei Gerade durch jp 

ihre Ebenenbuschel mit deren entsprecbenden iP2 Btischeln zur Erzeugung zweier Flacben dritter Ordnung 

benlitzt. Dieselbeu habeu in p einen Doppelpunkt und schneiden sicb ausser in einem durch p gehenden 

Kegelschnitte in einer Raumcurve siebenter Ordnung, daher: 

Der Ort der Punkte p', deren Gerade p'p" durch p gehen oder der Ort der p', deren 

Collineationen durch p gehende Doppelgeraden haben, ist eine Raumcurve siebenter 

Ordnung, die in p einen dreifachen Punkt besitzt, Jr Die Tangenten desselben sind die 
in p  selbst auftretenden Doppelgeraden. 

Diese Curve wird vonp aus durch einen Kegel vierter Ordnung projicirt. Daher der folgende Satz, fur 
den es hier keine speciellen Beweismethoden rnehr gibt: 

Die Doppelgeraden sammtlicher Collineationen unseres Gebtiscbes erftillen einen 

Complex vierten Grades Zv welcber die r und 40 Strahlenblischel enthalt. Von jedem Punkte 

der ii0 als Doppelpunkt geht ein Kegel dritter Ordnung aus, daher die fremden, durch ihn zielenden Doppel- 

geraden eine Ebene bilden. 

6. Die Punkte p', welche mit ihren pw auf Geraden durch p liegen, erftillen eine Curve (n% •+-»-+-1). 

Ordnung, die durch p ebenfalls dreimal gehen muss. Ftir die Punkte von o7 sind alle Transformirten allineirt, 

foglich zerfallt jene Curve in die o7 und eine Curve der Ordnung »*-+-«—6. 

Dabei folgt auch: Eine Ebene durch p wird durch ihre transformirten Flacben in alien 

Systemen *P„ in denselben vier Punkten auf $7 geschnitten. 

Die einer solchen Ebene entsprechende *P„ scbneidet die o7 in weiteren 1{n—1) Punkten. Ftir jeden 

derselben soil p(n) auf der Ebene und auf der Geraden nach p liegen. Es mtissen verbundene Punkte von p sein. 

Von den n3— 1 verbundeueu Punkten des p liegen 7 (n—1) auf cL, liefern also periodische Doppelgeraden 
pp', nicht aber periodische Collineationen. 

Man erhalt so den interessanten Satz : 

Die Doppelgeraden, welche eine periodische Projectivitat mit dem Index n tragen, 

bilden eine Strahlencongruenz der Ordnung 

7(* • • • (-1)' 
fjl---f- 

)• 

ft fifi 
Ftir n=2 gibt dies 7, ftir » = 3 aber 14. Hieraus: 

Die Doppelgeraden, welche eine Projectivitat von einem bestimmten characteristi- 

schen Doppelverhaltnisse l)p tragen, erftillen eine Strahlencongruenz der vierzehnten 
Ordnung. 

i In den folgenden Ableitungen 5 bis inel. 7 muss ich theilweise streng an das in der citirten Abhandlung Gegebene 
halten, und andere nur das, was sich doit auf die festen Punktepaave bezieht und hier seine Bedeutung verliert. Diese Ableituug 
ist aber bier die einzig mogliche und fur das Weitere unverliisslich. 

Denkschriften der malhem.-naturw. 01. XLVI. Bd.   Abhandlungen von Nichtmitgliedern. q 
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122 8. Kant or. 

Die vorige Congruenz setzt sich ails '/2 50(0 der letztereu zusammen. Icli glaube, bier die in der citiiten 

Abbandlung auf Seite 43 gegebene Untersucliung iibergehen zu miissen, da sie sofort auf das allgemeine 

Gebtiscb libertragen werden kann. Es findet sich dabei: 

In unserem Gebtische gibt es 

oW- j(') YnJ' ^    f»"'   +    ^    ?» 

fitr den ganzen Raum periodiscbe Collineationen mit dem Index n. 

Zugleich: 

Die    Ebenen,   welche   als   Doppelebenen   Collineationen   mit   der   Periode   n   tragen, 

11 milii 11 en eine Developpable der Classe 

6 fQ>->- •18   f;P 

Mittelst einer diophantiscben Gleichung und unter Zugrundelegung des Resultates in //. Art. 6 scbliesse 

ich sofort (dual): 
Die Doppelpuukte, welche in ihren Collineationen collineare Strahlenbiindel tragen, 

die drei bestimrnte cliaracteristisclie Ebenendoppelverhaltuisse A, p., v haben, also von 

derselben Art sind, erflillcn eine Curve 72. Ordnung un. Sind zwei dieser Doppel- 

verhaltnisse gleich, so ist es nur eine Curve 36. Ordnung o.j(.. Die z(0 wird von un in 240 

Punkten, von $M in 120 Punkten getroffen. 

Das Letztere folgt so: In der Verwandtscliaft T uingesetzt, muss M72 cine Developpable der dualen 

Bedeutung geben, dalier 72.11—3.x = 72, wenn x die Anzalil ibrer Punkte auf il0, Somit x = 240. 

7. Die Punkte p', in denen sich die einer Ebene durch p entsprechenden 1^, W„.,, W«3 schneiden, liaben 

ihre j»(",!, |)W, pi,,3} auf jener Ebene. Die durch diese Ebenen projectiven Fliichenbiindel *PM), ¥„,, '(If„, 

erzeugen daher den Ort der Punkte jp', in deren Collineationen jeder Pankt mit seinem «(ten, n2ten und nsten 

Transformirten auf einer Ebene liegt, eine Flache nl -+- n2 -+- w3ter Ordnung, welche jedoch durch Absonderung 

der F6 fiir nt = 1, n2 = 2, n3 = 3 auf eine Flache (w, -+- n2 -f- nt — 6)ter Ordnung reducirt wird. Fiir 
ni == V2 nt == Va ns liegen sammtliche A r^'eu Transformirten in derselben Ebene, daher: Von der erhalteneii 
Flache sondcrt sich die fur f 2f,, 3/j ab, wenn ft Factor von n. Beachtet man nun, dass die Collineationen mit 

jenen identisch sind, welche bloss periodiscbe Doppelgeraden tragen, so folgt: 

Die Punkte, welche einem festcn Punkte p in den sammtliehen mit einer periodischen 

Doppelgeraden vom Index n behafteten Collineationen entsprechen, erfiillen eine Flache 

der Ordnung 6yW, welche in  '/fcipi1' Flachen zwolfter Ordnung zerfiillt. 1 

8. Die conjugirte Transformation % unter  den Doppclpunktsquadrupeln. 

Die Punkte von il0 sind gewiss Fundamentalpunkte. Eine I)(. entspriclit sich nur selbst; ibre conjugirte 

Curve besteht eigentlich aus zwanzig Curven scchster Ordnung und D6 selbst dreimal geziiblt, hat somit die 

Ordnung 20.6-4-3.6; einer Geraden wird daher eine Curve 23. Ordnung entsprechen. Danii entspriclit 

nothwendig audi einer Ebene eine Flache 23. Ordnung. Eine L4 entspriclit sich selbst dreimal gezahlt mit einer 

Fundamentalflache vermoge des Durchganges durch i10. Diese letztere ist von der Ordnung 4.23—3.4 = 80. 

Die conjugirte Transformation % inacht einer Geraden eine Curve 23. Ordnung c2., 

entsprechen, die iln in 80 Punkten trifft. Einer Ebene 2 entspriclit eine Flache 23. Ord- 

nung, F23, die i10 sechsfach, ausserdem die 20 Geraden f und die 40 zu diesen gehorigen 

Doppelpunkte enthalt. Sic besitzt eine Doppelcurve 31. Ordnung, die 110 Punkte auf /|0 

hat (s. 10.). Jedem Punkte von i entspriclit eine Fundamentalcurvc r,6, die ilni selbst drei- 

fach enthalt. Der Ort dieser r/' ist eine Fundamentalflache 80. Ordnung, /80, welche 3—1- 

deutig auf die Fundamentalflache jM bezogen ist, die bei der Verwandtscliaft T entsteht.z 

1 Beta fumdftmentalen Gebfisohe kjnni mini das leicht veriticiren, indeni man die X8 aus Rfv nach Hi libertrfigt. 
2 Es zeigt .sich hier, d,-iss eiue Ki die Fundamentalflache 20. Ordnung iiu Systems p' in 80 freien Punkten triftt. 
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Uber die allgemeinstm linearen Systems Bneqrer Transformationen etc. 123 

9. Die der Fk in % conjugirte Flache hat die Ordnung 4. 23—80 = 12, somit: 

Der Ort der Doppelpunktstripel, die vermoge der singularen Collineationen in den singularen Ebenen B 

entstehen, ist eine Flache zwolfter Ordnnng, welche /10 dreifach enthalt, Sl2. 

Die der X8 in II. 2 des Raumes RiV nach R[ in dortiger C entsprecheade Fliiche ist von der zwcilften 

Ordnung, wesshalb in einem Bttschel zwolf Collineationen enthalten sind, welche eine Doppelgerade mit dem 

Pnnktdoppelverhaltnisse D besitzen. Von der zu Xs analogen Flache unseres Gebiisches, die von der Ordnnng n 

sei und iig xfach enthalte, liegen demnach auf De 12. 2 Punkte, daher 

6w = 20x -+- 24. 

Andererseits muss die Flache in T umgesetzt eine Flache der Classe n geben, somit: 

n = 4x, 

daher x = 6, n = 24. Dies gibt: 
Der Ort der Doppelpunktepaare jener Doppelgeraden, welche das Punktdoppel- 

verhaltniss D tragen, ist eine Flache 24. Ordnung mit iso als sechsfacher Curve, Xw 

Wird eine XVi in % umgesetzt, so kommt: 

Der Ort der Doppelpunktepaare jener Doppelgeraden, auf denen (las Ebenendoppel- 

verhaltniss D eintritt, ist ebenfalls eine Flache 24. Ordnung, die sechsmal (lurch /lu 

geht, yM.« 

Unter den Flachen der Eeihe XM ist audi die in /S12-i-3 1<\ zerfallende, unter den Flachen der Reihe Yr 

die zweimal gezahlte Sn und zwar beidesmal fitr I) = 0, oo. Eine XVi ist audi die zweimal gezahlte Jaeobiana 

,f)]2 der Flachen L4. und zwar fur J) = 1, sie enthalt audi die zvvanzig Geraden r. 

Die von den Doppelpunkten auf B\ ausgehenden Doppelgeraden geben eine Strahlencongruenz vierzehnter 

Ordnung der in 6. gefundenen Art fiir I) = 0, oo, daher die Curve der Doppelpunktepaare, welche auf den 

Doppelgeraden eines Complexkegels liegen, auf R vierzehn Schnittpunkte hat, sie ist von der elften Ordnung 

und trifft daher LQ in 11. 4—14 = 30 Punkten: 
Die Doppelpunktepaare aller durch p gehenden Doppelgeraden erfiillen eine Curve 

elfter Ordnung pn, iie-p zum dreifachen Punkte hat und -/ln in dreissig Punkten trifft. 

Die ihr conjugirte Curve ist von der Ordnung 31, p'.,,. 

10. Die Jaeobiana ist von der zwolften Ordnung, der Schnitt von i; mit der entsprechenden F2:j muss nun 

den Schnitt c12 mit £)12 und ausserdem eine Curve elfter Ordnung enthalten, daher:2 

Die Doppelgeraden in 2 umhiillen nach 5. E. eine Curve vierter Classe. Die auf i linen 

entstehenden Doppelpunktepaare erfiillen eine Curve elfter Ordnung wn, die in den 

Schnittpunkten mit ii() dreifache Punkte besitzt. 

Mittelst % iibertragen, gibt sie eine Curve der Ordnung 11. 23—11—10. 6. 3 = 31, daher: 

F2:! hat ausser der dreifachen il0 eine Doppelcurve 31. Ordnung, welche einen dreifachen Punkt bat, der 

auch dreifach fiir F23 ist, und welche ii0 in 110 Punkten trifft. 

tlbertragt man wn aus E1V nach R,, so ergibt sich eine Curve der Ordnung i/i(]\A—10. 3) = 7, daher: 

Die   A(.   enthalten  je   zehn   Geraden   und   eine  Doppelcurve   siebenter Ordnung v. mit 

einem dreifachen Punkte S>3, der auch dreifacher Punkt fiir A6 ist. v7 hat die zehn Geraden 

zu dreifachen Sehnen.   Die  \  enthalt  oo2 Raumcurven   vierter   Ordnung,  zweiter  Species, 

von denen jede die Doppelcurve in  elf Punkten   trifft.   Deu   Geraden von 2 entsprechend, 

1 Die YM geht durch die zwanzig Geraden r nicht. In jeder dieser zwanzig Collineationen treten noch zwei bestimmtc 
Doppelverhiiltnisse auf. Nun kann man durch die Annahme von vier solehen Collineationen das ganzo Gebiisch und somit die 
iibrigen sechzehn bestimmen.  Es miissen demnacli zwischen den vierzig Doppelverhaltnissen zwciunddreissig Relationen sbitt- 
fiuden. 

2 Wir machen hier den umgekehrten Schluss von dem in B. II. 1. venvertheten. 
3 Die Afi ist die einzige von den hier actuellen Flachen, die ich bemerkt finde,  and zwar natiirlich ohno diese Bedeu- 

tung — in einer Abhandlung des Herrn G. Veronese: Math. Ann. XIX. Bd. a. E. Sic entsteht dorr durch Projection aus dem 
_Ki; bemerkt sind aber nur die /.eliu Geraden nnd die rT. 

<i 
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124 S. Kan tor 

welche ll0 zweimal treffen, hat man auf A6 45 Kegelschni tte. Jeder derselben trifft zwei 

von den zehn Geraden der Flache. 

Die iT4 entstehen aus den Geraden der Ebene 2. 

Man kann die gegebene Abbildung weiter verfolgen. Es existiren zehn Schaaren von Raumcurven dritter 

Ordnung und ausserdem (10)s = 252 vereinzelte solche Raumcurven, endlich neun einer dritten Art. Die 

zwanzig schon friiher erwahnten s, durch welche alle Afi gehen, liegen auf der Fundamentalregelflache 

zwanzigsten Grades und durch jeden dieser Punkte gehen vier Erzeugende der Regelflache. 

Die i10 hat elf scheinbare Doppelpunkte, auf jeden ihrer Punkte stlitzen sich somit drei dreipunktige 

Sehnen. Jeder solchen Sehne entspricht im Systemep auch nur eine Gerade. Diese wird, wenn 2 durch j'ene 

Sehne geht, eine Doppelgerade der A6. Geht 2 durch eine r, so hat A6 vier in s convergente und sechs andere 

Gerade. 

11. In B. III. 13 ist gezeigt worden, dass die den Ebenen B eines Tangentenkegels von <I>4 entsprechen- 

den |3 eine Curve vierzehnter Ordnung erftillen, welche von einem Punkte p aus durch einen Kegel vierzelmter 

Ordnung projicirt wird. Trifft ein Strahl s durch p die Fi in vier Punkten (3, so bringe ich s mit den diesen |3 

entsprechenden Ebenen B zum Sehnitt. Diese Schnittpunkte erfiillen eine Flache achtzehnter Ordnung, welche 

jo1* mit dem vorhin erwahnten Kegel als Osculationskegel enthalt. Diese Fi8 trifft Ft in einer Curve 4. 18. Ord- 

nung, welche zerfallt. Die Punkte des einen Theiles sind diejenigen, welche mit ihren B incident sind, die 
des anderen sind die von p aus gemachten Projectionen von Punkten, deren B sie tragen. Es wird auf die 

erste Curve nur der vierte Theil des Schnittes entfallen. Ferner muss sie sich nach der Verwandtschaft T 

in eine Developpable derselben Classe umsetzen, somit: 

Der Ort der Punkte /3 von I\, die mit ihren Ebenen B von <t>* incident sind, ist eine 
Curve l18, die il0 in sechzig Punkten trifft. 

Ein Punkt (3 von liS liefert demnach eine singulare Collineation mit Incident von singularem Punkt itnd 

singularer Ebene. Die Doppelpunkte einer solchen Collineation sind die zweimal gezahlte j3 und zwei Punkte 

in B. Das Punktdoppelverhaltniss auf einer von [i ausgehenden Doppelgeraden wird unbestimmt. Auf der ein- 

zigen mit B und nicht |3 incidenten Doppelgeraden, welche namlich in dem ebenen Systeme B der Ebene B 

des collinearen Strahlenbundels (3 entspricht, wird das Ebenendoppelverhaltniss unbestimmt. Die conjugirte 

Curve der /18 ist aber von der Ordnung 18. 23—18—60. 6 == 36, /'30. Schneidet eine Flache die §12 in einer 
Curve c, so berrihrt die conjugirte Flache die §24 in der conjugirten Curve von c. Hieraus folgere ich nun: 

Die sammtlichen Ortsflachen Y24 beriihren sich noch in einer Curve 1'36. 

Je zwei YZ4, welche zu Dt und D', gehSren, treffen sich noch in einer Curve 144. Ord- 

nung, die in zwei Curven w72 der N. 6. E. zerfallt. Damit ist das dortige Resultat neuer- 

dings bewiesen. Es scheint eigenthllmlich, dass je zwei Flachen dieser Reihe sich in 

zwei verschiedenen Curven durchdringen. Mit Zugrundelegung fundamentaler Eigen- 

schaften der mehrdeutigen Transformationen liefert nun die Umsetzung durch %: 

Die sammtlichen Ortsflachen X24 haben noch eine gemeinsame Doppelcurve /18 

auf Fv 

In der That trifft dann jede X24 die F^ in 6. ti0 -+• 2. ils = 4.24 und nicht weiter. 

Der Schnitt zweier X24 gibt zwei Curven 72. Ordnung, woraus: 

Der Ort der Doppelpunkte J)PD'P ist hier gleichfalls eine Curve der 72. Ordnung, 
welche «10 in 240 Punkten trifft, viv 

Die 1'10 trifft in 120 Punkten, also Ft in weiteren 24, die nothwendig auf llg sind. Dies sind dreifach 

gezahlte Doppelpunkte singularer Collineationen. Ich behaupte, dass diese Punkte dreifache Punkte jeder X24 

sind. Da die Anzahl der periodischen Collineationen hier dieselbe wie beim fundamentalen Gebiisch ist, muss 

auch die Anzahl der Punkte DvD'I>D'p 48 sein, woraus zu erwartenist, dass alle Curven v7i die Punkte enthalten, 

indenen l'^ die liS trifft unddort solche Singularitat haben, dass acht Schnittpunkte mit jeder X24 absorbirt werden. 
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TJber die allgemeinsten linear en Systeme linear er Transformationen etc. 125 

Durch diese Punkte, sowie ihre 24 conjugirten auf /'36 miissen dann auch alle ult gehen und dort miissen 

solche Singularitaten entstehen, dass insgesammt 12.24 Schnittpunkte einer Y24 absorbirt werden. Die Umset- 

zung in % liefert dann: 
Der   Ort del Doppelpnnkte DpDe ist eine Curve 144. Ordnung mit 480 Punkten  auf iiQ. 

Der Schnitt von X24 mit der eonjugirten Y24 lehrt: 
Die Doppelpunktepaare aller Doppelgeraden, welch e l)p und De tragen, erfiillen 

eine Curve 72. Ordnung £72, welclie 24 teste Doppelpunkte auf li% hat. 

Unter Verwendung der in B. II. 5. abgeleiteten Resultate konnen nunmehr die Ortsflachen V, IP, IP", 

N]2 hergestellt werden. Die dort vorhandene \lp tibertragt sich nach ¥\, in eine Flache 8.6—4.2.3 = 24. 

Ordnung, wesshalb in jedem Btischel von Collineationen 24 mit einem Doppelpunkte 1)PDP enthalten sind. Eine 

D6 muss daher unsere Vp in 24 freien Punkten treffen, somit gilt 

24 -+- 20.-/; = 6w 

und gleichzeitig wegen T n — 4x, somit n = 24, .<; = 6. Ebenso ergibt sich fiir IP n = 24, x = 6, und fur !>", 

» = 48, x= 12: 

Der Ort der Doppelpunkte 1)PDP ist eine Flache 24. Ordnung mit iiu als sechsfacher 

/18 als  Doppelcurve, Vp
2i. 

Der Ort der Doppelpunkte De De ist eine Flache 24. Ordnung mit ?'10 als sechsfacher 

Curve, und welche langs /'3(, alle Y24 bertihrt. Hie hat eine dreifache Curve 12. Ordnung, 

den Ort  der (s).(«).(«)«i wo £ = ^(l + j/—3). 

Der Ort der Doppelpunkte Dp De ist endlich eine Flache 48. Ordnung, welche it0 

zwolffach, /)8 vierfach enthiilt. 

Endlich folgt noch: Der Ort der Doppelpunktsquadrupel aller eigentlichen orthogonalen 

Substitutionen ist eine Flache 24. Ordnung mit ii0 als sechsfacher Curve, N24. 

12. Es sollen noch einige Strahlencongruenzen des Complexes Z^ in Betracht gezogen werden. Eine pn 

trifft X24 in 6.30 Punkten auf «10, in 14 Punktepaaren und noch in 11.24—6.30—28 = 5-6 Punkten. Daher: 

Die Congruenz der Doppelgeraden, welche ferner von den Doppelpunkten der Doppel- 

geraden L)p ausgehen, ist von der Ordnung und Classe 56. 

Das Letztere schliesse ich aus der Symmetric, vermoge weleher dieselbe Congruenz auch dieselbe 

Bedeutung hat. Nun schneidet eine wn die X24 in 1 1. 24—10. 3. 6 = 84 freien Punkten. Von diesen kommen 

nun 56 in Abzug, demnach: 

Die Strahleneongruenzen der Doppelgeraden, welche constantes Dp Oder De tragen 
(N. 6) sind auch von der Classe, resp. Ordnung 14. 

Die plt schneidet i10 in 30 Punkten; eine Ebene schneidet ii0 in 10 Punkten, deren jeder 3 Doppelgerade 
in dieser Ebene aussendet, somit: 

Die von den Punkten der il0 ausgesandten Kegel von Doppelgeraden bilden eine 

Strahlencongruenz 30. Ordnung und Classe. 

Durch jeden Punkt von i10 zielen welters die Doppelgeraden eines ebenen Strahlbtischels. Ein Complex- 
kegel Z4 trifft ausser in jenen 30 Punkten der p1( die ii0 in 10 Punkten, daher: 

Die Doppelgeraden, welche von fremden Doppelpunkten durch die ii(t gesandt 

werden, bilden eine Strahlencongruenz 10. Ordnung und Classe. 

13. Die Sclmittcurve von 2 mit ij24 ubertragt sich durch die Verwandtschaft t—p' in eine Curve 42. 

Ordnung und da von der Strahlencongruenz Dp = l vierzehn Strahlen in 2 liegen, so folgt: 

Jede F23 bertihrt die .§'24 in einer Curve der 84. Ordnung, welche 28 Doppelpunkte 

besitzt. Die entsprechende A6 bertihrt eine feste Flache zwolfter Ordnung langs einer 
Curve 42. Ordnung, die vierzehn Doppelpunkte hat. 
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•26 S.  Kant or.   Uber die allgemeimten linearen Systeme linear er Tramformationen etc. 

Man wird in den vorstehcnden Entwickelungen mancherlei Verschiebungen und Verschlingungen, 

Verwandtes getrennt, Disparates vereinigt finden, aber ich musste diejenige Reihenfolgc des Materials 

beibehalten, welche die einzig hier mogiiche Auffindungsweise der Resultate verlangt. 

Anhang. Hinsichtlich der Transformationsschaaren im w-dimensionalen Raume Rm habe wohl ich 

zuerst Untersuchimgen angestellt und die wiclitigeren auf successive Transformirte beziigliclien Resultate 

in dem Bulletin de la Soc. math, de France: „>Sur les transformations lineaires successives" 1880, mitgetheilt. 

Indem ich mir eine vollstandige Darlegiing vorbehalte, fiige ich hier noch die Verwandtschaft C zwischen 

p' und den Doppelpunkten hinzu, wofiir ich die Ableitung cbcnfalls spater geben werde. 

Eine Collineation in Bm ist bestimmt, wenn m-+-2 Punktepaare gegeben sind. Dnrcli m-t-1 Punktepaare 

wird ein oo'"-System von Collineationen festgelegt sein. Es seien 

Q>1 ? & | J $2?  ^'2 > ^3? ^3' ^m+lj ® m+1 

diese Punktepaare. 

Einer B'm-i in p' entspricht im Systeme der Doppelpunkte eine R'"X\ (wobei der obere Index den Grad 

bezeichnet). Das oo'B-System der RZ—l ist bestimmt durch die m-+-l speciellen Raume: 

Jl»-1 \ai   a 1- • -(i M-\   ff',«j Rm—1 \ai  ai • • -Our—1  wm+l) Rm— 1  1*1   "2' • • &m—2  dm 
am + l j 

 Mm—j j CJj (t.j - • . dm—2 am—i am C8,„_|_ 1 ; 

•Km—1  [^2*3   '  ' *  'dm—1   d m Clm^y  J £Cm—1   | d^ C£g •  .  .  . CCm—1 dm'^  llm_[   j (/<j   U^ .  .  .  . £/7u„j dm^\   dm-\--\   ] 

 -^m—1  I  d^   (l.^. . . • dm—1    0/m (lm_^[ 

von  derien jeder in m -+- 1   lineare Raume  zerfallt, und zwar entsprechen  diese  den linearen Ranmen des 

Systemes p', die beziiglich bestimmt sind als 

fl-M—i \ai a%- • •*»—i a „,; h-m—\ I d j d g. . .um_l fs»,-fi J. . • .Mm—i \d'i d :j. . .«. '.mu- „,_|_i 

/yyi ('Wl    I      1   J 

Alle diese ICI'-I haben die ^ linearen R'm.„, gemeinsam, die aus den w.-i-l Punkten a zn constitui- 

ren sind und ferner die m-t-1 linearen B'm—t, in denen sich je zwei entsprechende R'm-i aus den Punkten a und 

den Punkten a' schneiden. Einer linearen Rm--> von p' entspricht demnach  eine R—r,      und einer i?m_i im 
nt—_' 

mfm-\-1) 
Doppelpunktssysteme eine R    T~    im Systeme dery. 
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