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ZUR
THEORIE DER DETERMINANTEN HOHEREN RANGES,

LEOPOLD GEGENBAUER.

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAF¥TLICHEN CLASSE AM 19. OCTOBER 1882,

In den folgenden Zeilen sollen einige neue Sitze tiber Determinanten holieren Ranges mitgetheilt werden.

Multiplicirt man jedes Element @ einer Determinante pten Ranges und nter Ordnung mit

19,000, 1p

gl .ple, wo die Indices &, k,,..., ks irgend welche o verschiedene Zahleu aus der Reihe 1, 2,..., »
1 2 3

sind, so erbilt jedes Glied der Determinante den Eactor X g% o> wo die einzelnen Summationen
; e i

va

iiber irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2,..., 4 zu erstrecken sind. Da demnach alle Summen den Werth
n{n—+1)

5 haben, so ist:

n(n-!—i)_

117i2;"';1p '(’1} gy tp=1,2,..., ")

il | plksg =
o e e pioa = e py)

Ist nan:
pk1=pk2= e =pkc= —1

so verwandelt sich diese Gleichung intdie folgende:

= (—1)0‘7“—:4-—”[& .
215 gy

1

l(_l) R IR )
01580, 00, dp

ey ip|Gyy ay ey ip =1, 2,0 .., 1)

Man hat daher folgendes Pheorem:

Wenn man in einer Determinante hoheren Ranges alle jene Elemente, in denen die Sumine von o
bestimmten Indices geradegdist, ungedndert lisst, jene, bei denen diese Summe ungerade ist, aber mit dem
entgegengesetzten Zeichen versielt, so dndert die Determinante ihren Werth nicht, falls o eine gerade Zahl
ist; ist hingegen ¢ ungérade, so dndert die Determinante das Zeichen, wenn ihre Ordnung »—1, 2 (mod. 4)
ist, und bleibt ungeisidert, wenn ihre Ordnung » — 0, 3 (mod. 4) ist.

Ist speciell:

GEIY
80 hat man den Satz:

Wenn man in einer Determinaute alle jene Elemente, deren [ndexsumme gerade ist, ungedndert lisst,
jene, derer Indexsumme ungerade ist, aber mit dem entgegengesetsten Zeichen versieht, so dndert dieselbe
ihren Werth nicht, wenn sie von geradem Range ist; ist sie hingegen von ungeradem Range, so dudert sie das
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292 Leopold Gegenbauer.

Zeichen, wenn ihre Ordnung »—1, 2 (mod. 4) ist und bleibt ungedndert, wenn jhre Ordoung » 0, 3
(mod. 4) ist.

Fiir gquadratische Determinanten hat diesen Satz Herr Janni aunfgestellt.

Ist ferner:

Pk =Pk2='“=Pk¢,=P i

1

wo p eine primitive ste Einheitswurzel ist, so erhilt man:

Gyt o |
- g el ipl o '“ii, T O Sy A D)

Aus dieser Gleichung folgt das Theorem:

Eine Determinante hisheren Ranges dndert ihren Werth nicht,swenn man jedes Element dersclben mit
derjenigen Potenz einer primitiven sten Einheitswurzel multiplicirty deren Exponent gleich der Summe von o
bestilnmten Indices desselben ist.

Setzt man endlich:

Pre

1=pk2=...=pkc=w

und versteht unter o eine primitive nte oder (n—+1)te Einlieitswurzel, so erhiilt man sofort den folgenden Satz:
Eine Determinante htheren Ranges von der Orduung » #ndert ihren Werth nieht, wenn man jedes
Element derselben mit derjenigen Potenz einer primitiven nten oder (n—+1)ten Einheitswurzel multiplieirt,
deren Exponent gleich der Summe von ¢ bestimmten Indices dessclben ist, falls o gerade ist; ist hingegen o
cine ungerade Zahl, so dndert die Determinante jm ersten Falle das Zeichen, wenn » gerade ist, im zweiten
Falle, wenn » ungerade ist, und bleibt im erstensFalle bei ungeradem, im zweiten bei geradem » ungeiindert.
Fiir ¢ = p erhilt man den Satz: »
Eine Determinante geraden Ranges vou der Ordonung » #ndert ihren Werth nicht, wenn man jedes
Element derselben mit derjenigen Potenz.einer primitiven nten oder (n-+1)ten Einheitswurzel multiplieirt,
deren Exponent gleieh der Summe der Indices desselben ist; eine Determinante ungeraden Ranges von der
Ordnung # hingegen dndert im erstensFalle das Zeiehen, wenn n gerade ist, im zweciten, wenn » ungerade
ist, und bleibt im ersten Falle bei ungeradem, im zweiten bei geradem » ungesndert.
Bekanntlich ist: y

Z

1) tgyeee, tp—1

X, | By, foyeee, |y, V..o, tp=1,2,..., w)
O e=0,2=pu; &, a=1].

Yy U2y Qe tp—1, A Y, tgyeee, tp—1, (2

WO :
F=n
pk1+2ka
__1 c‘=]a \‘
( ) ey, oy o kp

diejenige Determinagte pten Ranges von der Ordnung (n—1) ist, welche man erhilt, weun man alle Ele-
mente der Determinante:

a. . s .

| Li%o, Enhin I(H: 0,1 b E—m2y ki)
welche an derlersten Stelle den Index k,, an der zweiten den Index k,,..., an der pten den Index kp Laben,
weglisst und’'die noeh tibrigen (n— 1) Elemente zu einer Determinante gleichsam zusammenschiebt.

Ist nun:
p=2
_ . e -
0 [112zq+1,z2<zq+2,...,zq<12q],

v i

iy, %900, tg—1

4y 5 ey
80 hat man:

e il Fo-mtialasias et 3o haegreess spgve=trglve
b1y 85e--;5 g Uy By ey bg—1, Aty 29yee ., tg—1, g, 0gyeeny by—1, Ay, Uy, o ig—1,

Grsiaeee,log=1,2,....'n)
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Beriieksiehtigt man nun, dass die Determinanten « genau dieselbé Besehaffen-
1

. : , o, i B0 Ry O
heit, wie die urspriingliehe, haben, sowie, dass in diesem Falle

o=2¢q
2gi;+Zis
(1) Tl=a1

ist, so erhiilt man sofort den Satz:
Wenn in einer Determinante geraden Ranges (2¢) alle Elemente:

%y, i -0, igg [Zl Zig""h iz %i.(l+27 ° 09y Z._(l 2 i’gg]

gleieh Null sind, so ist dieselbe gleieh dem Ausdrneke, welehen man erhilt, wenn in der Determinante gten
Ranges:

|
B8 e 002 iy, 0ge . g =01, 00, . ., ig==1,2,... n)

alle Glieder mit dem positiven Vorzeiehen versehen werden.
Dieser Satz ist, wie man sofort sieht, die Verallgemeinerung der bekannten Formel:

A (P (PO

Gy, AR 0Py 0 0

- v. Ul L1 =a1,1a"l,2...a’n,u
D, Ree0 4 Ty 5L QT

Auf dieselbe Weise findet man ferner das Theorem:

Wenn in einer Determinante ungeraden Ranges (2¢<+1) alle Elemente

A amr v | {i2 Zig+2, i3 Zig+3,...,ig+1 & l2¢+1]

wo ¢, an der Stelle der festen Indiees steht, gleielsNull sind, so ist dieselbe gleieh dem Ausdrueke, welchen
man erhilt, wenn in der Determinante (g+1)ten-Ranges

i1y 8, 88,000, lg41, in gy o, ig+1i(ty, fo, 93,00, lg+1=1,2,. .., 1)

alle Glieder mit dem positiven Vorzeichen yversehen werden.

Fiir kubisehe Determinanten lautet dfeser Satz:

Sind in einer kubisehen Determinante alle Elemente, welehe nieht in der Hauptdiagonalebene liegen,
gleieh Null, so ist dieselbe gleieh dem Ausdrueke, welehen man erhilt, wenn man in der aus den in der
Hauptdiagonalebene liegenden Elementen gebildeten quadratisehen Determinante alle Glieder mit dem posi-
tiven Vorzeiehen versieht. )

Dieser speeielle Satz wurde von Herrn R. F. Seott in der Abhandlung: ,On some Forms of Cubie Deter-
minants“ (Proceedings of the Bondon Mathematieal Soeiety. Vol XIII, No 182) abgeleitet.

Als speeielle Fille dersbeiden, eben entwiekelten Theoreme mdgen noeh die folgenden zwei Relationen

angefithrt werden:

Es ist:
| 3 3 . d . )~
‘azl,zz,... R n!)l 2
(i gy - -y igp=1,2,..., 1)
wenn:
L0, 50 Joo U T 0 [’1 Sip+1, 1t Zip+2,.. ., ip By ]
ailin"-;iPIill i27"-;ip=1
ist, und:

aill 1'2, 009 i2p+-1| e (n ‘)P

Gy iy bgpp1=1,2,...,7n)
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wenn 4, an der Stelle der festen Indices steht, und:
'y ., =0 2 2 el 24
a’l; Pgyeees lap41 [Z 2 < zp—i—?, 1,3 g Zp—i—«”:’ ’Zp—i—l < z?})"i‘l

a, . . L o . -
. Yy %y 13- - tptly g, 1350 0 o tpd
1st.

Um ein neues Theorem zu erhalten, multipliciren wir die Gleichung 1)smit &, ; ; ., ;. , und
summiren in Bezug auf A von 1 bis ». Dadurch entsteht dic Relation:

c. . . I . __‘a. ) | ¥ .

' Z b Uy bgyeer, lptg—2 1y, lgyee tp—1 T | 91,0005 00 Betpy tp4d, e, It g2

Uy ltg .-, tp—1 e J . . . \
(1, ooy =1, 41,0050+ s dp=1,2,..., 1)

wo:

A=n
CRE . = § a, . . b, . . :
gy ey tptg—2 £ ey oy ip—1, b X, ipyiptay e, iptg—2

ist.
Aus dieser Gleichung folgt sofort die Relation:

|6y, 8gy0eeyip—t1=mn |n|

ch g 2. g g Ol .| 0 =3 .
- - G1p CoagaiUss aetd RO Catapl e ox s Juvde- - - Jp totg—1, tp; tp41y.-e, tptg—2 |
{1,890, p—1=1 | 1

(ip) tpH1yee s Ipegmt, J1y Jop -5 Jp =1, 2,0« ., 1)

wobei, falls ¢ ungerade ist, beachtet werden muss, dass der Index i, ., an der Stelle der festen Indices
steht.

Nun ist aber, wie ich bewiesen habe (,,ﬁber Determinanten hoheren Ranges“. Denksehriften der mathe-
matisch-naturwissenschaftlichen Classe der k. Akademie der Wissensehaften. XLIIL Band, p. 17 ff):

e ) == |15, - . l
l DRI R ’I"HI—'Z‘ l J1 ;12;---;)10[ l pt+qg—1,tpytp4-1,. o, Iptg—2

(ily i2; 9095 ip+q—1;j1;j2;- . 'le’ =1) 27' 00y ")

und daher verwandelt sich die letzfe Gleichung in die folgende:

i171'2;"-) p—1=n in—l

v C ANt : Gy ,. 4 =ic, |, : A0y 3
. 4—‘ bpytg .« otg@2 1, ty - - lp—1, Iptg—1 J1rJe - JpHg—2 JuJde- - -dg
G dgye ., tp—1=1

Utsdg s dptg=2, ip, Tpdy. ooy iptg—1 =1, 2,.. ., 1)

Es soll nun ein besonders bemerkenswerther Fall dieser Relation betrachtet werden.
Es sei: .

=4

¢ . . =0 P 2l ,1 21 B 21 Dig L ool = J
AR, i, 24, &, 2¢ et L g V0 gl eo =S A s AR A

wo die Zahlep’ 4;, Ag,..., A, irgend welche » verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2,..., » gind]

=10

:::11,:1,1,..—_-2 et = 1) 30,1 ceey b
[1 w Yo T Ym0 Y1 op—2? Y Yo gpo

C. . .
Yy b Jap—g

— @ [r%lc,a=1,2,...,r]

V) oce T 1 &) ooty @ 14,8950 0 - ylp—1, T

=10

(Boi 4 -
U1 Y. oy top—2

in allen anderen Fillen.
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Alsdann ist: !

iy 80y eeylp—1 =17

. . . ;

CRE . G : . =@, . lip tp+-1,- -5 ops3 =41, A2y -, 2] i

. L-l U 19y top—9g Yy, l9,e e, 09595 top g Ipy tpt+1yee-5top—1 ;

T80 - ylp—1 =1 |

i

21, %y0 « o fip—1="n 1
S B o =8 qa o & | |

Uyt ) p—1, 5,50, T 1,109, . 5lp—1 ,l9p Tytop—11 J1,J9%: - AP JrJos e dp=1,2,..., 1) |

i

iy, fgye s o yip—1=1
[r =R, 0=1,2,...,7]

iy,09 .00, ip—1=n

v . o, . . . == |

4 o . Yyloee s lap—g Uy lyeee,tp—1, 09y g
115895000, tp—1=1
in allen anderen Fillen.

Theilt man nun die Elemente der Determinante: 1

3y, 450, lp—1=n ]

e . a, . . . ‘

A - Uytoyeseylopg  UHleye-e,tp—1, 295 1| | A i

1y, Ggyeee, lp—1=1 _("}’;7‘}"{-‘) -y tgp 1=1,2,...,m) ;

in zwei Gruppen in der Art, dass die erste Gruppe alle jene Elemente enthiilt, in denen die festen Indices die
Werthe 4, 45,...,A, haben, die zweitc Gruppe alle anderen Elemente, so ist:

[, 09, e, ip—1=mn |

| Z AR, L S =ij =

o . 1t top—g fple ey lp—1, top P | | h

it 61, 8gpeeey tp—1=1 (5, 1o Ty, iy MRS )

wo A, irgend eine aus den Elementen der ersten Gruppe gebildete Determinante rter Ordnung und pten
Ranges, A, eine aus den Elementen der zweiten Gruppe gebildete Determinante desselben Ranges von der ‘}
Ordnung n—r ist, und die Summation sich tiber alle jene Producte zu erstrecken hat, weleche man erhilt,
indem man ein beliebiges A; nimmt und sodagn A, so wiihlt, dass kein Element dieser Determinante einen i
gleichen correspondirenden Index mit einemcElemente von A; hat. Das Zeichen wird in bekannter Weise ‘
durch das Vorzeichen, welches das Product der Hauptdiagonalglieder dieser beiden Determinanten in der

urspriinglicken Determinante hat, bestimumat. . !
Nun sind alle Determinanten A, glgich Null mit Ausnahme einer einzigen, welche den Werth

¥ | |

s Fedye, T [ gy oy o Bty g, . 7y ) ‘

hat, es enthilt ferner die diesem Aj entsprechende Determinante A, nur »—» von Null verschiedenc Elemente, |

a ‘ : |

ljl)j2:"':jpl(.jl)j2:-")jP=1: 2)"': n) 1

sind, und daher hat man di¢ Relation:

welche sammtlich gleich:

e

;1:1:’.2:"')"‘}’_‘:” p—ri \

i

il

Cl . o, | 1 1 = a. . L P4 i

1 ) - 11”2""7121?——2 U lee, p—2, ’2;:—1 J1yJe e Jr ! kl; k2)"')k}’ Jk
“_1;’2;"':’}"—’=1 i

Ul:j2:' o ';j}’; i}’: /‘.P"")"'; i2p—1=1; 25000, 75 kl) k27-": k}’=)‘1) )‘27' c )"') .I

Nennt man die mit dem ndthigen Vorzeichen versehene Unterdeterminante (n—r)ter Ordnung eines ,
Systems von »’ Elementen, welche so beschaffen ist, dass das Produet aus ilrem Hauptdiagonalgliede und !

dem Hauptdiagonalgliede einer bestimmten anderen Unterdeterminante iter Ordnung ein Glied der Determi-
nante des Elementensystems ist, die Adjuncte der letzteren, so erhdlt man dureh das eben angewandte Ver-
fahren bei Einfithrung einer leicht verstindlichen Bezeichnung auch die folgende Relation:

!
bl
Bl
[l
#
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|c‘ | == |C" i Y ,.adj. \a. 3 2 | o A 2 0 7 =
Uy bgyeee,l3p 9 tiytgye - stap—2 Jiy 0% J0p (11)12)"'71212—2: 1,2, ., 050,085 - hgp 251,020 0p =
=i, hgyee ey Ar)

wo

’ ot 13 ot r ot ot

@ ol 4 q = T 21,1l 2 ) Z1

iy 1g)5. '711212‘2 [-1 %% < p+1° 7 p—1 < 21)—2]

4 o ot of ' o o

c., . ; == 1 0 == e 1 E= 0 )

U PRI P [1 ) p+177"" p—1 2p—-—2l

ist, oder nach einem fritheren Satze:

= [P~ adj. |
P adi oy,

|
| il) i2)"')7:2p- 2 ';jP |(i1) i2r"':i2p—2=1; 2,.. ‘)n;j1;j27' 8 ';jP=7\1) )‘27' g ':)‘7')
Man hat also schliesslich die Relation:

1=
[r.] |ai1) i27"';iP

r—1

. adj.\a

(24 = ' . .
l kl’ 162,. . "kpl keq, k2)' ce kP l(llz ipe-, ip=1, 2,...,%; kl) k%}' ' ';kP=)‘11 )‘27' LRy )".‘

Ist p ungerade, so hat man zu beachten, dass in der Deferminante auf der linken Seite dieser Glei
chung die letzte Indexreihie die Reilie der festen Indices ist.

Die letzte Gleichung liefert folgendes Theorem:

Eine Unterdeterminante rter Ordnung des Systems der Adjuncte der »” Elemente ist gleich der Adjuncte
der entsprechenden Unterdeterminante des Systems der Elemente multiplicirt mit dem Producte aus (r!)P—2
und der (»—1)ten Potenz der Determinante des Elementensystems.

Daraus folgt unmittetbar der Satz:

Unterdeterminanten derselben Ordnung des Systems der Adjuncten der Elemente verhalten sich zu ein-
ander, wie die Adjuncten der entsprechenden Unferdeterminanten des Systems der Ilemente.

Als specieller Fall mag noch das folgendesTheorem erwihnt werden:

Die Determinante des Systems der Adjuncten der »” Elemente ist gleich der (n—1)ten Potenz der Deter-
minante des Elementensystems multiplicirt mit [(n— 1)1}/ —2.

Fiir p = 2 erhilt man bekannte Siitze aus der Theorie der quadratischen Determinanten.

Da eine Determinante ungeraden Ranges ilir Zeichen nicht Andert, wenn man zwei der festen Indexreihe
angehorige Indices in allen Gliedern mitl einander vertauseht, so ist sie auch im Allgemeinen nicht Null, wenn
filr zwei oder mehrere feste Indicc§ alle Elemente cinander gleich werden, welche an den iibrigen Stellen
gleiche correspondirende Indices haben.

Falls fiir alle festen Indiceg alle Elemente einander’gleich werden, welche an den fibrigen Stellen die-
sclben correspondirenden Indices haben, ist bekanntlich die Determinante ungeraden Ranges (p) und nter
Ordnung gleich der Determinante nter Ordnung vom Range p—1, weleche aus den»n” ~! verschiedenen Ele-
menten gebildet werden kann, multiplicirt mit #!.

Es soll nun ein allgemeiner Satz, der in Verbindung mit dem eben abgeleiteten Theoreme einige neue
Sétze iiber Determinasnten hoheren Ranges liefern wird, abgeleitet werden.

Es seien in einer’ Determinante ungeraden Ranges p von der Ordnnng:

T3y Soyeee, 0p|(8y, tgyeen, tp=1,2,..., 1)

alle Elemente &inander gleich, in denen die festen Indices die Werthe 1, 2,...,+ haben, und welche an den
iibrigen Stellen gleiche correspondirende Indices besitzen, und dasselbe soll auch von allen entsprechenden
Elementen gelten, in denen die festen Indices die Werthe »—+-1, »—+2,..., » haben, so dass also:

] .= b, . : B, =31y Dpocog 2
G5 Loy o 0D %9, WByees [’ ]
510% =c. . [(,=r+1, r+2,...,n]
: b1, gy tp L9y 13y--5 tp
1st.

Theilt man nun die Elemente a;, in zwei Gruppen in der Art, dass die erste Gruppe alle jene

L.Zr' ° il’
Flemente enthélt, in denen die festen Indices die Werthe 1, 2/ ... haben, die zweite Gruppe alle anderen

Elemente, so ist:




Zur Theorie der Determinanten hoheren Ranges. 297

=S A |

a. . VT .
Ty boyee oy dp |y, Goyeee, tp=1, 2,..., W)

Nun ist aber nach dem eben angefiihirten Satze:

Ay = (n—r)! A-2

wo A; und A, die Determinanten (p— 1)ten Ranges sind, welclhie man aus den versghicdenen Elementen der
Determinanten A; und A, bilden kann, nnd daher:

5 o o g = 7! (p—nr)! A A

a’l) 7’27"';7’171(11212)"'2113:1) 2,...,n) ri(n 7‘) 2 AIA’Z

Ist nuu A, , eine Determinante (p—1)ten Ranges von der Ordnung #, s¥clehe man erhélt, wenn man an
?

Stelle derjenigen Elemente der Determinante:

et : o .
I 15 ’2:"':’1’“1|('12’22"':’1’—‘:1: 2)e - o) 1
welche bestimmte » feste Indices haben, die entsprechenden Elemenfe der Determinante: i
b, . ] P .
| 2y Yoy - ')tp“il(’lr igyene, p—A=1,2,..., n)
setzt, so verwandelt sich die letzte Gleichung, wie man leichtsinit Hilfe des allgemeinen Zerlegungstheorems
der Determinanten zcigt, in die folgende:

O i G it ey =PREEAITA,
wo die Smmmation iber alle jene Determinanten (p>—1)teu Ranges von der Ordnung 7 zu erstrecken ist,
welche man auf die eben angegchene Weise ableiten’kann.

Fiir kubische Determinanten wurde dieser Safz znerst von Herrn R. F. Scott in der frither angefiihrten
Abhandlung aufgestellt.

Es sei:

il) i27"'th—1 t1y b9yee0; Ip—t |

wo 3. . . die Adjuncte des Elemenfes 6. . . bezeichnet.
by, tgene,; tp—t 1 1gye v oy lp—_ |

Stellt man nnn jede Determinante Ag mit Hilfe des allgemeinen Zerlegnngstheorems als Summe von f
Produeten je zweier Determinanten $on den Ordnungen » und n—s dar, wo die ersteren Deteriminanten aus l
den Elementen 5. . ., digS letzteren hingegen aus den Elementen . . !

i1y dgyeeey tp—t” } ; Ty, fgyeee, tp—
berticksichtigt den oben fiir die?Unterdeterminanten des Systems der Adjuncten der Elemente aufgestellten

Satz, so erhiilt man die Gleichung: [

=il
ilz i2)"') iP—i l Z[@(ﬂ—r)]g ‘;

(31, Qgyee, tp=1,2,..., M)

} gebildet sind und

| = 7! [(n—r)]P—2 lb

iy, 8gpeees ip |

WO ﬁ(”_’) irgend cingsUnterdeterminante von der Ordnung n—» des Elementensystems bil i e ist und i
7 YA p—

die Summation sich #ber alle moglichen Determinanten B(”—” erstreekt. ,

Setzt man speciell : s

r=n—1 i

so verwandelt sich diese Formel in die folgende:

sl =T 8

7’1:’2)"')’P| ( h ) : 511212:"-211"“1 i

1y 09y, tp—1 ;‘

R =152 B ) ﬂ

Denkschriften der mathem.-naturw.Cl. XLVL. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. nn i
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Man hat daher folgenden Satz:

Die Summe der Quadrate aller Unterdeterminanten erster Ordnung einer Determinante geraden Ranges

lasst sich stets als eine Determinante von dem nichst hoheren Range darstellen.
Setzt man:

50 erhiilt man die Relation:

. ‘ m [(n—l)!]p—? 'b’l: lgye e ayip—t ‘n—Q Z by

|a. ;
21y lgyee, ip 'i17127“
Gilpiipgeog (==l

(’1; bgyee e, lp==

< tp—1

1,428 .,00)

Ist die Summe der Quadrate aller Elementc einer Determinante geraden Ranges gleich Null, so
verschwindet diejenige Determinante nichst hoheren Ranges, ;in welcher die Elemente mit dem festen
Index 1 gleich den Elemcnten, jene mit den iibrigen festen Indices gleieh den cntsprechenden Adjuncten der
Elemente der urspriinglichen Determinante sind.
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