
ÜBER
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n.

VON

G. V. ESCHERICH.

VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 1. MÄRZ 1883.

In der vorliegenden Arbeit suche ich die Resultate, die in der Abhandlung' „Über die Gemeinsamkeit

particulärer Integrale bei zwei linearen Dilferentialgleichungen" lUr homogene lineare Differentialgleichungen

gewonnen wurden, auf die sogenannten „vollständigen" linearen Differentialgleichungen auszudehnen. Ich

entwickele also zunächst die Criterien, aus welchen erkannt wird, ob und wie viele linear-unabhängige particu-

läre Integrale zwei gegebene lineare Differentialgleichungen gemeinsam haben und leite die lineare Differen-

tialgleichung derselben ab. Die Absicht, diese Gleichung zurVereinfachung der Integration der beiden gegebenen

Gleichungen zu benutzen — was die Verallgemeinerung eines bekannten Theorems in sichschliesst — führte mich

aufweine andere Form dieser Criterien, welche die bekannte Analogie zwischen den linearen Differential- und

den algebraischen Gleichungen auch hier hervortreten lässt. Am Faden dieser Analogie wurde ich zu einem

Probleme der Elimination geleitet, das auf Grund der vorangegangenen Entwicklungen auch zu einer allge-

meinen Bemerkung über die Gleichung Veranlassung gab, welche aus der Elimination einer abhängigen

Variabein aus zwei simultanen Differentialgleichungen zwischen drei Variabein resultirt. Darnach erscheint

nämlich die gewöhnliche Annahme als unbegründet, dass jedes particuläre Integral dieser Gleichung gemein-

same particuläre Integrale in den beiden gegebenen Gleichungen hervorrufe. Eine spätere Arbeit wird die

Modificationen darlegen, die in Folge dessen an dem bekannten Verfahren zur Auflösung eines Systemes

simultaner linearer Differentialgleichungen angebracht werden müssen. In enger Verbindung hiemit stehen die

Functionen, gebildet aus linear unabhängigen Integralen einer linearen Differentialgleichung, auf welche am

Schlüsse der Arbeit hingewiesen wird. Dieselben führen in der Theorie der linearen Differentialgleichungen

zu Functionen, die eine ähnliche Rolle spielen, wie die symmetrischen in der Theorie der algebraischen Glei-

chungen; sie lassen sich auch, analog diesen, auf die gemeinsamen Lösungen eines Systems simultaner linearer

Differentialgleichungen ausdehnen und gestatten ganz analoge Verwerthung, wie aus einer demnächst zu

veröffentlichenden Arbeit hervorgehen wird.

1 Denkschriften dieser Akademie, Bd. XXVI, p. 61.

Uenkschriften der mathem. naturw. Ol. -tiSVH. dd. Abhandlungen von Nichtmitpliedern
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G. t\ Es eher ich.

I.

Es seien

^(•>^> i/»-
• -y^"') - «oi/*'''^-«!^'"

-I) -a„y-ha

fixjijj. . ,y(")^-(-« =
nnd

(1)

(ä)

zwei lineare Diffeieatialgleicliungen , von denen mindestens eine nicht homogen ist' und deren erstere die

Gleichung f{x, y,. . .i/"'') = und die letztere i//(r, y,. .y'"') = als reducirte besitzt.

Durch Ä-malige Differentiation dieser beiden Gleichungen nach x ergebe sich:

«+/,

F(''\x,y,. . .</"')) = y(a/..,, «/("+*-'))-(-aW

=0

wo also

Oi.=i:ö»Ä

gesetzt wurde, wenn die oberen eingeklammerten Indices Dilferentiations-Indices bedeuten.

Eine nothwendige Bedingung, damit die beiden Gleichungen (1) und (2) ein particuläres Integral gemein

sam haben, ergibt sich durch Elimination von y"'+«
,,

y('"+»-".
. .y aus den /«-H«-t-2 Gleichungen:

FW {x, y,... yi"^) = ü ; i^C-' ' (x, y,. . . t/*«) ) = . . . F(x, y,. . . y'"') = 0.

f''\x,y,.. .(/(")) = 0; /"-') {x,y,. . .yW) = . . . f{x,y,. .
.yW) = 0.

»Sie besteht also in der Identität

:

R

»1»—), «m—1, 1

On—
1 , in—

1 , 1

a„ a

(3)

(4)

' Selbstverständlich ist der ausgeschlossene Fall in dem allgemeineren, behandelten Falle enthalten. Doch, um von die-

sem zu jenem überzugehen, muss man berücksichtigeu, flass den homogenen Gleichungen, welche sich aus dem Obigen für

«=fc = o ergeben, ein gemeinsames particuläres Integral y = () zuzurechnen ist.
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über die Gemeinsamkeit particulärer Integrale bei zwei linearen Differentiakßeichungen. 3

Es soll nun zuvörderst untersucht werden, ob und wann das Verschwinden von R auch die hinreichende

Bedingung bildet, damit die beiden Gleichungen (1) und (2) ein particuläres Integral gemeinsam haben und zu

diesem Behufe R einer leichten Transformation unterworfen werden.

Ich nehme an, es seien y^, Hz- -ijn + i
(w-+-l^ linear unabhängige particuläre Integrale der Gleichung

(1),' und ebenso z^, z^...z„,^i (w-hI) solcher Integrale von (2) und multiplicire die obige Determinante

(m-)-w-H-2)ten Grades R zeilenweise mit der aus diesen Elementen zusammengesetzten:

P=

Vi
{m-^n) y (mH-n— 1)

Vi

(m-Hrt) ^ (m-t-n—

1

-1)

^17>+i

Das so erhaltene Product lässt sich nun weiter umformen; aber ich werde, um nicht die Rechnungen 1. e.

p. 63 und (34 unter leicht erkenntliclien Modificationen zu wiederlioleu, mich mit der Darlegung des Ganges

der Transformation begnügen.

Zunächst ergibt sich, wenn i^*^(r5i und f'Hr,) bedeuten, dass bezüglich in F^'''^ (x, y,. . . y'") und

/*' (X, y,. . .</'"") für y.t] substituirt wurde:

I

F^'"\{z^) F(z,)

FR = ( l)("4-fl (m+l)

!i?^'»)(2„+0 . . . FiZr^i)

/"'(y.) /(yi)

/")(y„^0 . . ./(2/„+i

Aber auch P lässt sich in zweifaclier Weise transformiren und man findet:

>_(-!>(m-(-i) (n+1)

y(„-i.

Nun ist aber

rim-l-l

fcS+'

1

m+i

'Jx
1

• yn^\ 1

i^'"') (2,)

1 /«(«/.

^-.)

i^'»)(2„+,) . . . F{z,„^,)

-M)

n+l Ayn+i)

yir.-^)
Vi

y(^-') . . .
y"+' 1

12/1—^"+0 • Vi—yn+i

(,«/„—</„^,
)("-''

yn—yr,+i

J a„ (5)

da wegen der gemachten Voraussetzung die Grössen
(^y^
—yn+t)', («/j— ^n+z)- • -(^z—^2/n+O ein Fundamental-

system particulärer Integrale von '^= bilden. Aus demselben Grunde hat in der zweiten Gleichung die erste

- r
*' dx

Determinante rechts den Werth e ^ *» und man hat somit

:

' Bekanntlich lässt sich jedes particuläre Integral von 11) iluich i/n-l) linear unabhängige particuläre Integrale linear

mit Constanten Coefficienten ausdrücken. Die Differenzen i/j— y„-t-i, i/^—J^n+i •• -y,,—^n+i bilden dann ein Fundamentalsystem
particulärer Integrale der reducirten Gleichung y = 0.
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G. V. Escherich.

^(^,)

1 _
f!.

Die Substitution dieser Werthe in das Product PB liefert für E die beiden Gleichheiten:

fi= aj'+'el^'

= (_l)(n+i) (".+i)5j+i
e J «i

°

FC'Kzm+i) . . . F{z^+^)

(6)

n.

Aus dieser Form von R lässt sich nun leicht erkennen, welche Bedeutung sein Verschwinden für die

Frage nach der Gemeinsamkeit particulärer Integrale der beiden Gleichungen (1) und (2) besitzt. Es genügt,

diesen Untersuchungen einen Theil der obigen Doppel-Gleichung zu Grunde zu legen, da sich aus den hier-

aus gewonnenen Resultaten durch einfache Vertauschungen die entsprechenden aus dem anderen Theile flies-

senden ergeben. Ich benütze etwa den zweiten Theil von (6).

Verschwindet R, so verschwindet auch die rechts stehende „Determinante der Functionen" und es muss

dann zwischen deren Elementen eine lineare Relation bestehen (1. c. p. 66). Es müssen also dann (>«-+- 1)

Constante c,, Cj. . .Cm+i sich auffinden lassen, dergestalt, dass

c^F{z^)-v-c^F{z^)^ . . . ^c„F{z„^-^c,^+iF{z„+i) =
oder

wo

c, [F{z,)-Fiz„.^,)]^c, [Fiz,)-F{z„,^,)\- ^c^[F{z^)-F{z,„^,)]^CF(z„.+^) = 0,

-Cm-l-l-

Ist nun C von Null verschieden, so kann man die obige Gleichung durch dasselbe dividiren, vrodurch

diese, wenn — = A, gesetzt wird, übergeht in

oder

k,[F{z,)-F(z„,^,)]-

F[k^{z^—Zm^^)-

-+-kJyF{z^)—F(z^^i)\-^F(z„+i) =0,

• -^k„,{Z„—2:„,+i)-l-^„+il = 0;

der eingeklammerte Ausdruck ist aber wegen der gemachten Voraussetzungen ein pai'ticuläres Integral der

Gleichung /(x, y, ij' . . .</("'') ==0 uud es haben also in diesem Falle die Gleichungen (1) und (2) ein parti-

culäres Integral gemeinsam. Verschwindet jedoch C, so ist
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über die Gemeinsamkeit purticulärer Integrale bei zwei linearen Differentialyleichungen. h,

c, [F{z,)-t (2.+.)]+c, [F{z^)-F{z^^,)]-

also

?'K(^|- .ll-l-CjCZj— 0,„+ ))-

. ^c^[F{z^)—F{z„,^.y)] = 0,

-Cm{Zm—!lm+i)\ = ^ \

es haben somit die beiden reducirten Gleichungen von (1) und (2) ein partieuläres Integral gemeinsam, ohne

dass nothwendigerweise diese selbst eines gemeinsam besitzen.

Diese Betrachtungen ergeben daher:

„Versehwindet das Resultat der Elimination der abhängigen Yariabeln aus zwei linearen Diifereutial-

Gleichungen, so haben entweder diese selbst oder ihre reducirten Gleichungen particuläre Integrale gemein-

sam." Und umgekehrt.

Haben also die reducirten der beiden linearen Gleichungen kein partieuläres Integral gemeinsam, so

haben (1. c. VII) die beiden Gleichungen ein und nur ein partieuläres Integral gemeinsam, das sich dann

unmittelbar aus dem Systeme (3) ergibt.

Auf diesen Fall lässt sich nun durch Einführung einer neuen Variabein auch der allgemeine zurückführen,

in dem die reducirten Gleichungen particuläre Integrale gemeinsam haben. Denn ist 2 = die homogene

lineare Differentialgleichung dieser geraeinsamen particulären Integrale (1. c. p. 71), so lassen sich (ibidem

p. 72) stets Operationssymbole p und q bezüglich von der ( w— (ji.)ten und (n—;x)ten Ordnung auffinden, wenn pi

die Ordnung der Gleichung z = ist, dergestalt, dass

ist. Haben nun die Gleichungen

p{z)-^a = und q(z)-\-h =

kein partieuläres Integral gemeinsam, so ist dies auch mit den Gleichungen (1) und (2) der Fall; besitzen sie

aber eines gemeinsam und wird dasselbe mit v bezeichnet, so ist

die Differentialgleichung der den beiden Gleichungen gemeinsamen Integrale, d. h. jedes particuläre Integral

der letzteren Gleichung genügt den beiden Gleichungen (1) und (2) und umgekehrt.

UI.

1. Diese Ergebnisse lassen sieh in mehr directer und expliciter Weise auch aus der Gleichung (6) ab-

leiten. Zunächst bemerke man, dass die Ableitung dieser Gleichunt nur auf der Vnrnussetzung beruht, dass

sowohl (/, , (/j . . .ijn+i als auch z^, z^. . .z„,^\ je ein System linear-unabhängiger particulärer Integrale seien

und dass es also gestattet ist, in jedes derselben gemeinsame particuläre Integrale aufzunehmen.

Ich will nun zunächst annehmen, es verschwinde B, während die Resultate r von '^ = und ij; = von

Null verschieden sei. Dann habeu die beiden Gleichungen (1) und (2) ein partieuläres Integral ?, gemein-

sam. Aus

FiX) Fiz^) . . .-FU+.

i^'(C) F{z,) . . .F\z^^i)
R

jrw(^) irw(^j) i*'("'(2„+i)

wo

1/

—

1_^^ (—,_'j.._i_-)i i_l J j^
C'= (-l)^^'"+*"'"-^'"+''6r e

gesetzt wurde, folgt:
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G. 0. Escherich.

dB

da.
(m) = (-l)"-'CCW

F{z^) . . . Fz^^i

F'{z,) . . . F'{z„+,)

F^'"-%z,) . . . FC'-^z^t)

^ da('">

Hieraus ergibt sich also die Proportion:

dB dB

dB

dB dB

Ja!™' rfa^™'
(7)

Der Ausdruck j-j, steht aber in einem einfachen Zusammenhange mit /•, denn es ist, wie man sich

aus (4) überzeugt

;

dB = {—lY+'b„r.

Die Bestimmung des C aus der Gleichung (7j ist also nur möglich, wenn r nicht verschwindet, womit

eine frühere Behauptung neuerdings bestätigt wird. Ist jedoch * = 0, so müssen zwei Fälle unterschieden

werden: entweder verschwindet keiner der dem - - in (7) vorangehenden DifFerentialquotieuten oder es

verschwinden alle zusammen. Im ersteren Falle können die beiden Gleichungen (1) und (2) kein particuläres

Integral gemeinsam haben, wohl aber haben daun die reducirten dieser Gleichungen ein particuläres Inte-

gral n gemeinsam, dessen Werth sich ergibt aus :

B=:C

F(z,) .

F{z,) .

F{Zm+i)

FC^K^m+i)

ipi'x)
(^yj)

jr('n)
(gj .F('"Hz^+i)\

aui" welche Form B stets gebracht werden kann. Man iiadet hieraus

:

dB dB
Tji") : >jl"^')

;
:r; =

dr

da'f

dr

dB_

da':'

dr

da'^-^'> 'rfa',™-'' dal'»-*)
'

in welcher Propoi-tion die zweite Zeile aus 1. c. p. 67 folgt.

Tritt jedoch der zweite Fall ein, so bleibt es unentschieden, ob die Gleichungen (1) und (2) gar kein

particuläres Integral gemeinsam haben, wogegen dann deren reducirte gemeinsame particuläre Integrale

besitzen müssen, oder ob (1) und (2) mehrere solche Integrale haben. Die Entscheidung hierüber liefert die

Betrachtung der zweiten Differentialquotienten von B, in die jetzt eingegangen werden soll.

Da r = ist, so haben die beiden reducirten Gleichungen von (1) und (2) schon aus diesem Grunde ein

particuläres Integral r, gemeinsam und es lässt sich daher dem R die obige Form geben. Bildet man hieraus

—pp, so ersieht man, da das selbstverständliche gemeinsame Integrale /; ^ der beiden reducirten Glei-

"
dB

cliungen von der Betrachtung ausgeschlossen bleibt, dass die Voraussetzung = u zur Folge hat

:

daV
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über die Gemeinsamkeit parficulärer Integrale bei zwei linearen Differentialgleichungen.

. F(z„+t)

F' (z^i)

iiX'»-')(^,) 2r("-')(03) . . . i^"'-' (^,„+,)

= 0.

Diese Identität zeigt aber an, dass entweder auch die Gleichungen (1) und (2) ein Integral gemeinsam

haben oder deren Reducirten noch ein zweites von dem ersten linear unabhängiges.

Unter den gemachten Voraussetzungen haben also entweder die Gleichungen (1) und (2) selbst oder

deren Reducirten mindestens zwei linear unabhängige particuläre Integrale gemeinsam.

Wenn also Ä = r = ist und überdies in der Reihe der Diiferentialquotienten

dR dB dB

einer Null ist, aber keiner der beiden gemeinsam verschwindenden (1. c. p. 68),

d^B
, ^,, dr d*B ,, ^, , dr

dal'-'^r/a'""

( 1)"+' b - • ^i — l)"+*b
dai.

so haben die Gleichungen (1) und (2) zwei linear unabhängige Integrale gemeinsam.

Werden dieselben mit C, und ?, bezeichnet, dann darf in (6) ?, ^ C^ und
^J

:= C^ gesetzt werden und aus

dieser Form von B folgt:

d*B \
1.(11— i) f(n—

ffa^^Vai"' ?('-*)
C^"-*)

also

;

d^R d^B

FC^'Kz^) . . . F'"-'\z^,)

F{z;) . . . F(z^i)

e'rfar-T"
(".)..(».-<)

da„2ida,
^„=-c(?;''.-^i<'

F^'"-%z^) . . . F^'"-%z^+i)

wenn mit >;, = Cj— ?, das Integral bezeichnet wird, das die reducirten Gleichungen gemeinsam haben müssen.

Aus derselben Form von B folgt aber:

F{z,) . . .F{z^+,)

, ^\f , ,
= l—lY+% "^ = (-1)"+' Cn,

^L? = (_l>+<& - — _== (_!>+' Crj,'

fja„_i da da„-i

F^-'-^z^) . . . F'"-'){z^i)

Fiz,) . . .Fiz^+,)

F'^'){z^) . . . F'^'){z^i)

d*B
Die Substitution dieser Ausdrücke in die obige Gleichung für —^r

—

^ zeigt, dass unter den gemachten

Voraussetzungen jedes den beiden Gleichungen (1) und (2) gemeinsame Integral
(J

die lineare Differential-

gleichung befriedigt:

d^B _ d*B ^ d*B d*B
,(™-.)^^(., <'^„(™-i)^„W ^ ^«(l-OrfaC») da^-'^da&

(-l)"+'6„ ^,
dr^ . dr

da„ rtai-i '
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8 G. V. Escherich.

Es ist aber auch umgekehrt jedes particuläre Integral dieser Gleichung ein den Gleichungen (1) und (2)

gemeisames Integral.' Denn die reducirte Gleichung derselben gibt das den reducirten von (V) und (2) gemein-

same Integral (1. c. p. 67) n,. Ist also C, eines der beiden .supponirten gemeinsamen Integrale von (1) und

(2), 80 ist jedes particuläre Integral ? der obigen Gleichung in der Form darstellbar

wo c^ eine Constante bedeutet. Jedes dieser Integrale genügt aber, sowohl (1) als auch (2).

Die beiden Gleichungen (1) und (2) haben kein Integral gemeinsam, sondern blos ihre reducirten deren

zwei linear-unabhängige, wenn
d^B

und
d^B d^B

dair-'Ua^'"^ rfall-T"rfa""'

= 0.

Verschwindet aber auch noch der erste dieser drei Differentialquotienten, so wird es wieder unent-

schieden, ob die Gleichungen (1) und (21 oder blos deren reducirte linear- unabhängige particuläre Integrale

gemeinsam haben, deren Anzahl dann die Zahl zwei übersteigen muss. Aufschluss hierüber gibt wieder die

Betrachtung der dritten Differentialquotienten von B und r.

2. Statt in diese Betrachtungen einzugehen, will ich gleich allgemein die hinreichenden und nothvyen-

digen Bedingungen aufsuchen, unter welchen die beiden Gleichungen (1) und (2) k und nicht mehr linear-

unabhängige particuläre Integrale gemeinsam haben.

Soll dies der Fall sein, so ist eine nothwendige Bedingung, dass die reducirten Gleichungen von (1) und

(2) (k— 1 ) und nicht mehr linear-unabhängige particuläre Integrale geraeinsam haben und es ist also nur zu

untersuchen, welche weiteren Bedingungen zu der Annahme, dass die Reducirten von (1) und (2) (k— 1)

linear-unabhängige Integrale gemeinsam haben, hinzutreten müssen, damit (1) und (2) selbst k solche Inte-

grale gemeinschaftlich besitzen.

Werden diese (A— 1) gemeinsamen Integrale der beiden Reducirten mit v^j , ri^. . .rn_i bezeichnet, so

lässt sich dem B die Form geben:

B=C y('»-*+2)(rj,)

y(».)(„,)

?'™-*--'('!i-i); -F'^-'+^'C^*)- • . F('-'^+%z„+i)

yW(,,j_,) i^-^'N i^""(2™+.)

wo C einen für die nachfolgenden Überlegaugen gleichgiltigen Ausdruck bezeichnet.

Hieraus ersieht man unmittelbar, dass alle (A;— l)ten Differentialquotienten von B verschwinden, welche

die Form

d"-' B
[da':

(m—k-i-a)-i i r J„('»'—*+P)l *—'—

*

]• [daTsrn

• Der homogenen linearen Differentialgleichung der 2. Ordnung

^(—i)rf„(™-i)-n«"-2 '^4-1" da ('»-')T)«'

d^R

d<ln—i ""n—

1

: = o

genügt zwar auch jedes der beiden gemeinsamen Integrale ?, und ?2> es befriedigt aber nicht umgekehrt jedes particuläre

Integral derselben die beiden Gleichungen (1; und (J).
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über die Gemeinsamheit particulärcr Integrale bei zwei linearen Differentialgleichungen. 9

haben, sobald sowohl p als auch (t>2 sind. Von den übrigen Differentialquotienten dieser Ordnung sollen nun

blos die näher untersucht werden, in denen (7 = 2 ist, da diese allein eine weitere Verwendung finden werden.

Ihre Bildungsweise ergibt sich aus den beiden Formeln:

^p{m-k+l+-,)

indem man die erste Formel auf je / und die zweite auf die jedesmal übrigen der {k —1) letzten Zeilen von B
anwendet und die so gewonnenen Determinanten addiit. Von diesen wird nun, wie die obigen Formeln lehren,

jede Determinante verschwinden, in der zu einem v der /Zeilen, welche der ersten Formel unterworfen wurden,

sich ein fx in den übrigen {k—i— 1) Zeilen vortiudet, welche in der Beziehung stehen

[3. V = p 3.

Da nun offenbar das kleinste [>., welches nach /-maliger Differentiation nach «('»-*+-) noch für die Differen

tiation nach «t^^-^+r') zur Verfügung bleibt, der Bedingung w«^Z;-Hl-t-jüi.>OT—^"-i-p, d. h. ,ui>p—1 genügen

muss, so verschwinden in der obigen Summe alle Determinanten, bei denen die erste Formel nicht auf die

Zeilen angewandt wird, in denen

V = 1, 2, . . . p-2

ist. Sind daher in einer Determinante, welche diese Bedingung erfüllt,

Pf-i > Pf Pi-(9~^)

numerisch geordnet, die v der übrigen Zeilen, welche der ersten der obigen Formeln unterworfen werden, so

muss, soll die hervorgehende Determinante nicht verschwinden, mindestens ein Theil der Folge

l^_(p_3); 2+(p-3) . . . 2p-3; ^p_.+(p-3), . . . i>,_(p_,)-H(p-3) («)

in der obigen Folge

:

Pp_i; Pf . . Pi-(f-i) (ß)

enthalten sein, während der andere Theil über (k— 1) hinaus liegt.

Sind daher

Pf-i , Pp . . . 2h-i

die Glieder dieser Folge, deren jedes um (p—3) vermehrt, nicht grösser als {k—1) ist, so müssen sie die

Folge

p— 1, p, . . . X— 1

bilden. Das auf ^,_) in (ß) folgende Glied p-, muss also ^zk— 1 aber> ^)_i-t-l sein und es wird somit auf

die Zeile von B, in der

1 -+-;?)._ 1 = p.

ist, die zweite der obigen Formeln angewandt sein. Da aber

l-H^x-i—(p—3) =^x-i-l-4— p = X-i-3— p ,

sobald nur p>3 ist, in der Folge:

1, 2, . . . (p-3), (p-2) . . . X-1,

also auch in der identischen :

1, 2, ... p—2, Pp_, . . . px-j

Denkschriften der mathem. oaturw. Cl.-fiXTn. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedem l)

V
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10 G. V. Es eher ich.

enthalten ist, so findet sich zu [x = l-t-^j,_i ein v == A-h3— p vor, für welches

;A—V = p-

Ist.

Hieraus folgt also, dass unter den gemachten Voraussetzungen jeder DiiTerentialquotient von E, der

die Form

:

dJ'-'R

hat, verschwindet, wenn p>3 ist.

Für p ^ 3 hingegen ist die Folge (a) mit (ß) identisch und es hat also

d'-'B

[a.a„_i
I

[da), ']

so lange zu den früheren Voraussetzungen keine weiteren hinzugefügt werden, den von Null verschiedenen

Werth:

d*-*i?

[dai'!:i*+'^]*-'-'[^/«i'"-*+^']-'

= (fc— 1)! C,

»Ji "'Js

,(*-2)^(*-2)

F'{z,) . . F'iz^^i)

F(m->=+i){z,)
. . F^>'+'\z,,+i)

wo C^ einen von C verschiedenen leicht bestimmbaren Ausdruck bezeichnet.

Ist p = 2, so werden in der Summe von Determinanten, aus welchen

d^-'B

[da^:ri''+y-'-'[daf'^'

besteht, alle verschwinden, in denen sich zu einem v ein pi vorfindet, deren Differenz

V—pi = 1

ist; also alle ausser denen, in welchen von den letzten (Je
— 1) Zeilen jede der« ersten nach «^"'—*+2) y^j

jede der übrigen nach «;,!!::^*+^' differentiirt wurde. Somit ist, wenn

C' = m— k-i-2\

1

m— 11 ( m
k—2

gesetzt vnrd

:

#-*Ä

»J. '''9

,(.-i) „(.-i)

^t—i

^tr

[da<'^*+^']'-K'n*+^']^'-*
'' ^^ ' 1)! ^'\ (.+*)„(.•+.)

_

„(^fi)

(i_l) „(i-l) r,(*-i)

F{z^+,)

Die Formeln für p= 1 und p= 0, die nicht weiter abgeleitet werden sollen, unterschieden sich von den

vorhergehenden nur in ihrem ersten Factor, der aber ebenfalls wegen der gemachten Voraussetzung, dass

'Jp »"'j • '/4— 1 linear-unabhängig seien, nicht verschwinden kann.

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergibt sich also, dass unter der Voraussetzung: die reducirten

Gleichungen von (1) und (2) haben {k— 1) linear-unabhängige Integrale gemeinsam, jeder Differentialquo-

tient von der Form

:

d'-'R
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über die Gemeinsamkeit parfkulärer Integrale bei zwei linearen Differentialgleichungen. 11

wenn p nicht grösser als 3 ist, sich als ein Product aus einem nicht verschwindenden und dem Factor

darstellt. Diese Differentialquotienten sind also gleichzeitig Null oder hievon verschieden u. zw. findet

stets das erstere statt, sobald die beiden Gleicliungen (Ij und (2) k liuear-unabhäugige particuläre Integrale

gemeinsam haben, da dann die obige Determinante verschwindet. Aber umgekehrt darf aus dem Verschwin-

den eines dieser Differentialquotienten nur geschlossen werden, dass die Gleichungen (1) und (2) entweder k

derartige Integrale gemeinsau haben oder dass sie selbst keines, aber ihre Reducirten mindestens deren k

gemein haben. Wenn also einer der obigen Differeutialquotienten verschwindet und die Reducirten nicht k In

tegrale gemeinsam haben, sondern nur {k—l), so müssen (1) imd (2) selbst ^• Integrale gemein haben; sie

können aber deren auch nicht mehr gemeinsam haben, da sonst auch die Reducirten mehr gemeinschaftlich

haben müssten. Hieraus folgt

:

„Haben die Reducirten zweier linearen Differentialgleichungen (k— 1) linear-unabhängige particuläre

Integrale gemeinsam und verschwindet ein Differentialquotient des B von der Form:

wo p nicht grösser als 3 ist, so haben die linearen Differentialgleichungen k derartige Integrale gemeinsam,

wenn kein Differentialquotient von der Form

:

lÄ = (-1)-'^.
^^-'^

die zugleich Null oder von Null verschieden sind, verschwindet'); ist jedoch derselbe Null, hingegen für

irgend ein *

dj^

wo p < 3 ist, so haben die linearen Gleichungen gar kein, aber ihre Reducirten k linear-unabhängige Integrale

gemein."

Der Forderung, dass die beiden reducirten Gleichungen [k— 1 ) linear-unabhängige particuläre Integrale

gemeinsam haben sollen, lässt sieh noch ein anderer Ausdruck geben, da die Bedingungen bekannt sind,

unter welchen dieselbe in Erfüllung geht '). Sie lauten:

„Die beiden reducirten Gleichungen haben (k— 1) linear-unabhängige particuläre Integrale gemein, wenn
ausser ;• noch [k—2) Differentialquotienten desselben, deren jeder einer anderen der ersten (k—2) verschie-

denen Ordnungen angehört und von der Form:

ist, verschwindet."

Diese Bedingungen lassen sich aber unter Berücksichtigung der vorangehenden Ergebnisse noch anders

darstellen.

Verschwindet nämlich sowohl B als auch ein Differentialquotient desselben von der Form

:

dB

~d^

1) L. c. p. 70.

b*
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12 O. V. Escherich.

80 haben, wie aus den früheren Entwicklungen hervorgeht, entweder die linearen oder reducirten Gleichungen

mindestens zwei linear unabhängige particuläre Integrale gemeinsam, also besitzen in diesem Falle die

reducirten Gleichungen mindestens ein gemeinsames particuläres Integral. Verschwindet daher auch noch ein

Dififerentialquotient von der Form

:

cf'B

wo p ^ 3 ist, so haben nach dem Vorangehenden die Eeducirten mindestens zwei linear-unabhängige particu-

läre Integrale gemein.

Diesen Gedankengang fortsetzend gelangt man zu dem Ergebnisse

:

„Verschwinden ausser R noch {k— 1) Differentialquotienten desselben von der Form:

dB dm d>'-'R

da'r> ' [da^:-:^Y[da^r'-^'^]'-'
'

'{da^:-^+'^X[da!-r''^'^]''-'-'
'

wo p^3ist, so besitzen die beiden reducirten Gleichungen von (1) und (2) mindestens (k— 1) linear-unab-

hängige particuläre Integrale gemeinsam."

Dem obigen Satze lässt sich hiedurch die folgende Fassung geben:

„Damit die beiden linearen Differentialgleichungen (1) und (2) k, aber auch nicht mehr
linear-unabhängige particuläre Integrale gemein haben, ist es nothweudig und hinreichend,

dass mit ihrer Resultante i?, noch (fc— 1) Differentialquotienten derselben von der Form:

dB d^B d"-'B

wo p ^ 3 ist, Null sind; aber keiner der gemeinsam verschwindenden von der Form:

Verschwinden hingegen auch diese, ist aber für irgend ein i:

d"B

[(iaill*+'']*'[dai"'-*+P-"]*"
r.^0,

wo p nicht grösser als drei ist, so haben zwar die linearen Gleichungen kein Integral, aber

ihre reducirten k linear-unabhängige particuläre Integrale gemeinsam."

IV.

Die voransteheuden Betrachtungen führen auch mit Leichtigkeit zu einer linearen Differentialgleichung,

der jedes gemeinsame Integral von (1) und (2) genügt und deren jedes particuläre Integral auch umgekehrt

diesen Gleichungen gemeinsam ist.

Um dieselbe abzuleiten, werde angenommen, die beiden Gleichungen (1) und (2) haben k linear-unab-

hängige particuläre Integrale gemein und werden dieselben mit C, , Cj • • C/, bezeichnet. Die Grössen

Ci— C/t = J?!
; Cj—Ci = 'Jj;- -C*-!—?i = ''/-t-i «iud dann (k— 1) den beiden reducirten Gleichungen gemein-

same linear-unabhängige particuläre Integrale. Dem B kann man dann die Form geben:
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über die Gemeinsamkeit particulärer Integrale bei zwei linearen Differentialgleichungen. 1

3

B= C

= C

p,,,-,+i,
(t,_,)i''^"'-*-^" (C,)i^("'-*+') (0,+,)

y('")(yj,) . . .
yW(rj,_,) i^i-'C«*) -F'""(2,.+l)

Fi'«-*''(2„,+,)

Vou den verschiedenen Formen, iu welchen sich hieraus die gewünschte Gleichung ziehen lässt, will ich

eine ableiten. Aus dem obigen Ausdrucke für B ergibt sich iu derselben Weise wie in (III)

:

#ü;

[rfailT'+'f-V«»"'"'''''!

==iiik-iy c
.{.-l)/-(i--fl £(1-1)

v(.-+i)v(i+i) Ai+i)
»1 '=8 • • ^k

n^k+i) F{z,. +1'

wo

und aus

^=1 Ji 1 J-
• U-iJ'''

y(vji) . . f(yk-i) F{Zk+i} . . F{z„+i)

dB
da<-'"l

= (_l)'"+iC'
y("'-*)(y5,) . . y("'-*X>!i-l) F^'"-"^ {z,+ >) . J^-i'"-*)(2!™+i)

folgt:

cfB
r J^i^—^-*-^U ^— ''— * rj im—i-HlJTi 7 i;«i

il (^k-i-l)[^,

( m
U-1

f,^ \

y,('+ »}n(i+')

V3i*-'V4*-')

^it-i) •^(%+i) • • • ^(.^»'+1

,(••-1)

A—

1

,

{+!)

^ii-/' i^"'-*'(0*-. j . . F'"'-"' (z„,+i)
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14

= {-iy+'K

G. V. Escherick.

(m—t+llni—I— ) r , (m—i-+i)-iirj i™—ft+l T*

—

i— I r 7
[rf<_I

1
[dOn

Substituirt man die sich hieraus ergebenden Werthe in die Entwicklung der ersten Determinante von

#Ä
[da\ ']

= k\ C

n, -n.

,(*-')„ i*-ij
'k—l -i

i^(^*+ l)

1f('»-*)(0,+,)

F(2™+0

F("'-''\z^^,)

nach den Elementen ihrer letzten Colonne und setzt C^ = t, so erhält man:

w:
(n>—A+i)T*

£^*Ä #i?

u

./_ 1)4-1 _

d'R

:(-l)"
U-iJ »1

#-

[da;
(m—i+1) 1 k-

f{lc— II

:— 1
^

k—\ d"-

(m-i+l)-] r , (m—*+ll-ii—

2

1 J[rfaf_r+"] K C'*-

(-!)'-' r. (m—i+l)-,*.
[rf^rr^-^'q

^«

Dieser Gleichung genügt also jedes der den beiden Gleichungen (V) und (2) gemeinsamen linear-unab-

hängigen partieulären Integrale: ll^, C^. . .'C^- Da sie nun selbst von der ik— l)ten Ordnung ist, so ist ihr

allgemeines Integral H von der Form:

? = C,(?,—C*)+Cj(?,—C4)-4- -Ci_i(i^i_l— ?j..)-l-Ci

Jedes derartige Integral ist aber ein den beiden Gleichungen (1) und (2) gemeinsames Integral und

somit ist jedes particuläre Integral der obigen Gleichung diesen beiden Gleichungen gemeinsam.

Wie schon in (II) erwähnt wurde, lassen sich zwei lineare Differentialgleichungen, die mehrere particuläre

linear-unabhängige Integrale gemein haben, durch Einführung einer neuen Variabein in andere transformiren,

die nur mehr ein particuläres Integral gemeinsam besitzen. Von dieser Bemerkung ausgehend soll nun eine

characteristische Beziehung für zwei lineare Differentialgleichungen, die particuläre Integrale gemein haben,

hergeleitet werden.

Es werde zunächst vorausgesetzt, die beiden Gleichungen (1) und (2) in (I) haben nur ein particuläres

Integral gemein, was zur Folge hat, dass R = Q imd /• :^ ist. Es lassen sich dann stets zwei Operations-

Symbole von der wten und »«ten Ordnung:

1) Die hier entwielielteu Sätze wurden uhuc Kücksiclit auf den von Honn Künigsberger aufgestellten Begritf der

irreduetibelen algebraischen Differentialgleichungen ausgesprochen, da mir dieselben die Grundlage für diesen Begriff bei

den linearen algebraischen Differentialgleichungen zu bilden scheinen und ich hier.iuf bei einer anderen Gelegenheit näher

einzugeben gedenke.
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über die Gemeinsamkeit parficulärer Integrale bei zwei linearen Differentialgleichungen. 15

[^ 'dx'" ^'dx'^-' • ^'"-'dx

d" rf"-* f'

auffinden, dergestalt, dass

Denn die (w-h/(H-2) linearen Gleichungen, die zwischen ^^, ;;, . . .;>,„; ?„, j, . • .<?„ bestehen müssen, damit

diese Identität statt habe, sind nach diesen (m-hn-^2) Grössen homogen und haben R zu ihrer Determinante.

Da nun R = und r ^ ist, so sind diese Grössen berechenbar.

Haben die beiden Gleichungen (1) und (2) (A;-i-l) linear-unabhängige particuläre Integrale gemein, was

nach den Criterien in (III) erkannt wird, so haben ihre reducirten Gleichungen k linear-unabhängige Integrale

gemeinschaftlich. Ist z = (1. c. p. 71) deren Differentialgleichung, so lässt sich mittelst zweier Operations-

Symbole der obigen Art: p und q, von denen das erstere von der (jh—A:)teu und das zweite von der {n—k)ten

Ordnung ist, den Gleichungen (1) und (2) die Gestalt geben:

Die beiden linearen Gleichungen

p{s)-{-a = 0,

q(z)^b=0,

die bezüglich von der (m—Ä-)ten und («—Ä,-)ten Ordnung nach z sind, haben nunmehr blos ein Integral

gemeinsam und daher findet sich nach dem oben Auseinandergesetzten ein Operations-SymbolP der (»w— Ä;)ten

und Q der (n—Ä;)ten Ordnung dergestalt, dass

P[p{z)-^a\^:Q[q{z)^b)]

also

P[F]~Q[f].

Offenbar gilt auch die Umkehrung: Besteht zwischen F und/ eine derartige Identität, so müssen F=
und /= (Ä;-+-l) linear-unabhängige particuläre Integrale gemeinsam haben. Denn bilden y^, y^. . .«/™+i ein

System linear-unabliängiger parficulärer Integrale der Gleichung/= 0, und bezeichnete, die Substitution von

yi in F, so sind F^ , Fj...F,„+, particuläre Integrale der homogenen Differentialgleichung der (m—Ä;)ten

Ordnung

P{F) = 0.

Es können somit von diesen (w-t-1) particulären Integralen blos (m— k) von einander linear- unabhängig

sein, während die übrigen (A:-i-l), falls sie überhaupt von Null verschieden sind, lineare Ausdrücke dieser

sein müssen. Wird etwa angenommen, dass

F^, Fj,. . . Fm—k

die linear-unabhängigen Integrale seien, so muss Fm^k+i sich in der Fonn darstellen lassen :

F™_i+,- : -: c, F^ -HC,, F^-t- . . . -<-c,„_ti^,„_i,

wo die c Constanten sind, die auch Null sein können. Es lässt sich nun leicht nachweisen, dass jede der-

selben verschwinden muss. Denn wären eines oder mehrere c von Null verschieden, so niüsste, da die obige
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16 G. V. Escherich.

Identität erfordert, dass die denselben Ableitungen der abhängigen Variablen zugehörigen Coefficienten auf

beiden Seiten einander gleich seien, die Kelation:

c^-\-c^-^. . .-i-c^^— 1,

statt haben und

y„^k+i = c, y^ -(-c^^/j, -f- . . . -i-c„,_A_) ym^k—i -HCm-*«/«—

*

sein. In Folge der Relation zwischen den c ginge aber diese über in

:

ym-k+i = c, («/|

—

ym-k)-^ -^Cm . k-i {ym-k-i —ym-k)-^ym-k,

was der Voraussetzung widerspräche, dass y^, y^. . -ym+i linear-unabhängig sind; also muss

Cj ^ c^ = . • • =^ C„i—k ^^ ^

und somit

F„^k+i =
sein für «' = 1, 2, . . .k-hl.

Die vorstehenden Entwicklungen lassen sich demnach in den Satz zusammenfassen:

„Haben zwei lineare Differentialgleichungen F^O und/= 0, von denen jedenfalls eine

nicht homogen und die erste von der «ten, die zweite von der wten Ordnung ist, (Ä:-t-l) linear-

unabhängige particuläre Integrale gemein, so lässt sich stets ein Operations-Symbol Pder
(?»— Ä;)ten und eines Q der (n—k)ten Ordnung bestimmen, dergestalt, dass die Identität

obwaltet:*

P[F]^Q[f].

Und umgekehrt: Besteht zwischen i^und /"eine derartige Identität, so haben die beiden

linearen Differentialgleichungen

F=0, /=0,

(Ä;-i-l) aber auch nicht mehr linear-unabhängige particuläre Integrale gemein."

Ist /= selbst von der Ä;ten Ordnung, sind also die sämmtlichen particulären Integrale der Gleichung

y= in jF^= enthalten, so lässt sich hinach F in die Form bringen:

F~Q[fl

wo Q ein Operations-Symbol der («— Ä;)ten Ordnung ist. Bezeichnet daher v das allgemeine Integral der

nach/ homogenen linearen Gleichung der (w—A:)ten Ordnung:

<?[/] = 0,

so ist/= V eine Integralgleichung von F^=0.

Man zieht hieraus den Satz:

Sind die sämmtlichen particulären Integrale einer linearen Differentialgleichung der

Ä:ten Ordnung/ = in einer höheren, «ter Ordnung, /'^= enthalten, so kommt die Integra-

tion der letzteren zurück auf die Integration von /= und einer homogenen linearen Glei-

chung der (n—Ä:)ten Ordnung.

Die Anwendung, die dieser Satz im Falle findet, als zwei gegebene lineare Differentialgleichungen

gemeinsame particuläre Integrale besitzen, bedarf keiner weiteren Auseinandersetzungen.

2) Es soll nun das dem eben behandelten Probleme zur Seite stehende gelöst und die Differentialgleichung

der niedrigsten Ordnung aufgesucht werden, welche die sämmtlichen particulären Integrale zweier gegebenen

linearen Differentialgleichungen enthält.

Die Lösung dieser Aufgabe ist für den Fall, dass beide Gleichungen kein partieuläres Integral gemeinsam

haben, durch die folgende Bemerkung gegeben, die ohne weiteres evident ist.
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über die Gemeinsamkeit particulärer Integrale bei zwei linearen Differentialgleichungen. 1

7

„Haben die beiden linearen Diifcrentialgleichungen y = und ^ = 0, von denen mindestens eine nicht

homogen und die erste von der Hten, die zweite von der wteu Ordnung sei, kein particuläres Integral

gemein, so lassen sich stets zwei Operations-Symbole p und q bezüglich von der (»w-Hl)ten und (n-\-\ )ten

Ordnung bestimmen, welche die Identität herstellen:

Besitzen jedoch die linearen Differentialgleichungen F=0 der «ten und /= der mten Ordnung, von

denen mindestens eine nicht homogen sei, (A-h1) linear unabhängige particuläre Integrale gemeinsam und ist

3 = deren lineare Differentialgleichung der Men Ordnung, so lassen sich nach dem Vorhergehenden (1) zwei

Operations-Symbole P und Q bezüglich von der (w— /i-)ten und {m—A;)ten Ordnung bestimmen, welche die

Identitäten liefern:

F=P{z)

Da die beiden homogenen Differentialgleichungen nach z der {n—A;)ten und {m— A;)ten Ordnung

:

P{z) = Q,

Q{z) = 0,

nunmehr kein particuläres Integral gemeinsam haben können, so lassen sich nach 1. c. p. 74 zwei Operations-

Symbole R und S bezüglich voü der Ordnung (_m—k) und. («

—

k) auffinden, welche die Identität herstellen:

B[Piz)]= S[Q{z)]

oder

R[F]= S[f].

Jeder dieser Ausdrücke verschwindet für die Substitution der particulären Integrale sowohl von F=0
als auch von /= und daher sind in jeder der beiden identischen linearen Gleichungen der {tn-hn— /i;)ten

Ordnung

:

E[F] = S[f] =
'o

die sämmtlichen Integrale sowohl von F= als auch/=0 enthalten. Wie ihre Herleitung zeigt, sind diese

Gleichungen auch die der niedrigsten Ordnungen von dieser Beschaffenheit.

Man übersieht, wie durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens auch die Differentialgleichung der

niedrigsten Ordnung gebildet werden kann , welche die sämmtlichen particulären Integrale mehrerer linearer

Gleichungen in sich vereiniget. Aber auch die früheren Sätze in (1) lassen sich für den Fall erweitern, dass

nicht blos zwei, sondern mehrere Gleichungen zugleich in Betracht gezogen werden. Doch dürfte es zweck-

mässig sein, vorerst ein gewisses Eliminations-Problem zu erledigen.

VI.

1) Ich will mir erlauben die Lösung dieses Problems mit einer allgemeinen Bemerkung über die Elimi-

nation einer Varinbeln aus zwei simultanen Differentialgleichungen zwischen drei Variabein einzuleiten, die

sich durch die früheren Entwicklungen aufdrängt und, wie ich glaube, nicht ganz überflüssig erscheinen

dürfte. Dieselbe wird an Deutlichkeit gewinnen, ohne an Allgemeinheit einzubüssen, wenn ich sie an die

linearen Gleichungen (1) und (2) in (I) knüpfe. Nimmt man an, dass in diesen Gleichungen die Coefficienten

eine zweite von x abhängige Variable z sammt ihren Differentialquotienten, in jedem bis zu einer gewissen

Ordnung enthalten, so ist B das Kesultat der Elimination der Variabein y aus den beiden Gleichungen. Der

Differentialgleichung nach z:R^O schreibt man nun zumeist, wie mir scheinen will, nicht nur die Eigeil-

schaft m, durch zusammenfallende Werthe von z befriedigt zu werden, welche aus den beiden gegebenen

Deakschriften der mathem. naturw Gl. btWfctld. AbhandlungeD von NichtmitpUedern C
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18 G. V. Escherich.

Gleicuuiigen für dasselbe // sich ergeben, sondern auch, dass jede ihrer Lösungen gemeinsame particuläre

Integrale der beiden gegebenen Gleichungen bestimme. Doch die letztere Suppositiou ist unbegrün-

det. Denn nach den Auseinandersetzungen in (11) kann es immerhin AVerthe des z geben, deren jeder Ä =
genügt, die jedoch so beschafTen sind, dass nicht die durch sie in (Ij und (2) bestimmten linearen Ditferential-

gleichuDgen nach y ein particulärcs Integral gemein haben, sondern blos deren Reducirten.

Von den unzähligen Beispielen, die sich leiclil zur Illustration dieser Thaf Sache formen Hessen, möge

eines angeführt werden.

Sind in den beiden linearen Gleichungen:

a
,

.//"-+-«, ij'-^-'iill-^fi = ",

die Coefficienten:

rty = 2z"-i-3z'-hz-t-x^

a, = bz"-hlz'-h2z—2x /;, =(2x-^l)z"—i4x*-hS)z'~2(2x'-hx~h2)z—x

Oj = 2x{2x-h\)z"-i-(4x^-+-l)z'—{2x - r)z~h2

a = -2x^

so verschwindet für z = e—"" der Ausdruck B, den man durch Elimination des // aus den beiden Gleichungen

gewinnt; aber die durch Substitution dieses Werthes sich ergebenden linearen Gleichungen:

x^ y"— 2xy'-\-2y— 2x}^ = ü,

{x—\)y"—xy'-hij-i-b =

haben dennoch kein particulärcs Integral gemeinsam, sondern blos ihren Eeducirten wird gleichzeitig durch

y = x genügt.

Die erwähnte Supposition trifft jedoch zu, wenn die linearen Gleichungen (1) und (2) homogen nach y

sind, da (1. c. p. 66) dann das Verschwinden ihrer Resultante die nothwendige und hinreichende Bedingung

ist, damit dieselben particuläre Integrale gemein haben. Die Entwicklungen dieser Note ermöglichen es jedoch,

noch in einem zweiten Falle aus (1) und (2) eine dritte Gleichung abzuleiten, deren jede Lösung stets gemein-

same Lösungen derselben bestimmt, nämlich dann, wenn die Variable z blos im letzten von y freien Terme

der beiden Gleichungen, von denen wenigstens eine nicht homogen vorausgesetzt wird, auftritt

Denn haben die Reducirten der beiden Gleichungen, in deren Coefficienten also die Variable z und deren

Derivirten nicht vorkommen, (k— 1) und nicht mehr particuläre Integrale gemeinsam, so stellt nach (III) die

Identität:

K
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über die Gemeinsamkeit pmiiculärer Integrale bei zwei linearen. Differentiukjleichunqen. 19

so lassen t^icli stets Operations-.Symbole p uiul q bezüglich von der (w—A;-i-l)ten und (m—A-t-l)ten Ordnung

auffinden, vermittelst welcher die Identitäten statthaben:

F~p{:ii)-^a,

f q{u)-i-b.

Die reducirten der beiden nach u linearen Gleichungen

:

p{u)-ha =0,

q(u)-hb =U

haben dann kein particuläres Integral gemeinsam und die Resultante B der beiden linearen Gleichungen gibt

also, gleich Null gesetzt, eine Diiferentialgleiclumg nach z, deren jedes particuläre Integral in diesen Glei-

chungen dasselbe u und somit gemeinsame Integrale von F^ und /= *1 bestimmt.

Mit dieser Elimination ist auch eine Aufgabe gelöst, von der ein specieller Fall schon durch Herrn Fuchs '

und ein /weiter 1. c. p. 79 behandelt wurde.' Man kann ilir die nachfolgende Fassung geben:

Die lineare Differentialgleichung zu bilden, deren jedes particuläre Integral ein gege-

bener linearer Differentialausdruck eines particulären Integrals einer gegebenen linearen

D i ffe r c n t i al g 1 e i c h u n g ist.

Diese Aufgabe ist offenbar ein specieller Fall des oben erörterten Eliminations-Problems. Denn ist

F^a^!/'''"-\-a,y(''-'>-^...-+-a„!/-ha = 0, (a)

die gegebene und gesucht die lineare Differentialgleichung, deren particuläre Integrale z mit den </ in der

Beziehung stehen:

so 'hat diese die Eigenschaft, dass jede ihrer Lösungen z in den beiden linearen Gleicliungen (a) und {ß)

gemeinsame Lösungen y bestimmt. Sie wird also in der eben auseinandergesetzten Weise gefunden und ist,

wenn
%y''-*-a, y'"-*' -+- -^a„ y = <»

und

boy"' -+'Ky"'-' -H. . .-hb,„y = U

(Je
— 1) linear unabhängige particuläre Integrale gemein haben, nach z von der (n—Ä;-i-l)ten Ordnung.

2. Durch die Lösung dieser Aufgabe ist man nunmehr in den Stand gesetzt, die früher angeregte Erwei-

terung der Sätze in (VI) auszuführen. Ich will dieselbe an dem Falle vornehmen, dass die sämmtlichen parti-

culären Integrale jeder der drei linearen Gleicliungen /j = 0, f^ = 0, f^ = 0, die bezüglich von der Ordnung

Ä;, , k^, kg seien, in der linearen Differentialgleichung der /den Ordnung F = enthalten seien, da sich von

hieraus der allgemeine Fall, wo an die Stelle von drei linearen Differentialgleicluingen m treten, vollständig

übersehen lässt. Von diesen drei Gleichungen will ich vorerst annehmen, dass keine zwei, noch die Redu-

cirten irgend zweier particuläre Integrale gemeinsam haben.

Da die sämmtlichen particulären Integrale von/, =0 in F^^ü enthalten sind, so lässt sicli immer ein

Operations-Symbol der (n—^j)ten Ordnung/) bestimmen (V, I) dergestalt, dass

F-P\A].

> Joiiinal für'Mathematik, Bd. 68.

^ Der (lortigeu Elimination liegt die 8tillscliweij;eude Voraussetzung zu Grunde, dass die beiden Reducirten kein parti-

culäres Integral gemein haben.

c*
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20 G. V. Es eher ich.

Sind nun die pavticulären Integrale v;,, r,^. . .rn,+ \ von /^ linear nnabhängig, so sind auch die Ausdrücke

fi ("i)» ^1(^2)- • fi(y'h+^)^ *iereu jeder der Gleiclumg

genügt, wegen der gemachten VoraussetzAingen linearunabliängig von einander und können somit als (A-j-hI)

linear unabhängige particuläre Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung nach/, (r?)

:

betrachtet werden, deren Bildnngsweise soeben in (1) gelehrt wurde.

Da nun die sämmtlicheu Integrale dieser Gleichung der ( A, -i-Ä-j iten Ordnung in ^j [/,]:= enthalten

sind, so muss sich ein Operations-Symbol q der {«

—

k^—Aalten Ordnung auffinden lassen (V, 1, 1. c. V.j der-

gestalt, dass

Der Gleichung

:

2[?(/,)] =

wird wieder durch jedes particuläre Integral von /g = genügt. Sind nun y;|, r,'^. . .r,\^ linear unabhängige

Integrale vou/3 = 0, so wird die obige Gleichung durch jeden der Ausdrücke

befriedigt. Diese Ausdrücke sind aber wegen der gemachten Voraussetzungen linear unabhängig von ein-

ander, da die lineare Relation

Ci ¥'[/i('''l)l-^c2'^[/;('r;;)]-t-. . . -HC4,+,cp[/,(rji,+,)] = 0,

wo die c Constanten sind, wie man sich leicht überzeugt, zur Folge hätte, dass entweder — wenn Xc =
ist — eine oder beide Reducirteu von/, = und/2= mit der Reducirteu vony3= 0, oder — wenn '^c ^^
ist — die Gleichungen /j = U uud/3= particuläre Integrale gemein haben. Die obigen Ausdrücke können

daher als linear unabhängige Integrale einer nach ^|/, (o)] linearen homogenen Gleichung betrachtet werden.

Ist daher

4'[n/i)] = o

diese G-leichung, welche von der Ordnung (k^-^h^-+-]i,^) ist, so sind deren sämmtliche Integrale in

enthalten. Daher muss es ein Operations-Symbol ^ der («

—

k^—k^—Ajjten Ordnung geben, für welches

Hiernach ist also:

wo der Differentialausdruck /, von der Ordnung A:, und die Operations-Symbole y, -.p, y bezüglich von der

Ordnung k^, k^ und n— (A-, -t-A-j-t-A-j) sind.

Die vorstehenden Auseinandersetzungen führen somit zu dem folgenden Satze:

Sind die sämmtlicheu particulärcn Integrale jeder der linearen Gleichungen:

/=0;/, =0;,^ = 0; .../„, =

die bezüglich von der Ordnung A;, A;, , A-j, .. .A:,„ seien, in einer linearen Diffe rentialgleichung

der «ten Ordnung
F=^
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über die Gemeinsamkeit parficulärer Integn/lc hei zwei linearen Dlfferenfialgleichuiigen. 21

enthalten, so lassen sich, wenn weder zwei der obigen Gleichungen, uoch ihre Reducirten

ein particuläres lutegral gemeinsam haben, Operations-Symbole
Jj^ , p^. . .p„„ ^,„+i bezüglich

von der Ordnung k^, k\...k„,, ?t — (A:-t-A-, -h. . . -i-/i-,„) auffinden, dergestalt, dass die Identität

obwaltet:

F p,.+>[p \Pr (/)]].

Zu dem nämlichen Resultate gelangt man, wenn man durch wiederholte Anwendung des 1. c. p. 74 aus-

einandergesetzten Verfahrens zunächst die homogene lineare Differentialgleicliung der niedrigsten Ordnung

sucht, welche die sämmtlichen particulären Integrale von /, =0, /^ = ü, f^^O in sich vereinigt und

beachtet, dass die sämmtlichen Integrale dieser Gleichung in F^= i> enthalten sein müssen. Die Anwendung

von (V, ] ) führt dann unmittelbar zur obigen Formel.

Ich will nunmehr den allgemeineren Fall behandeln, in dem die obigen Voraussetzungen über/, =0,

/j = 0, /j = fallen gelassen werden. Doch soll dieser Fall nicht durch blosse Erweiterung des vorher-

gehenden Verfahrens erörtert, sondern dasselbe in etwas moditicirter Weise angewendet werden, welche

zugleich zeigen wird, dass im obigen Satze die eine Einschränkung, wonach keine zwei der drei Gleichungen

/'i
= 0, f\ ^= 0, f^ = ein pariiculäres lutegral gemein haben sollen, überflüssig ist.

Es sollen über /', = 0, f\ = 0, 3^ 0, deren sämmtliche Integrale in i*'= entlialten sind, im Vorhinein

keine Voraussetzungen gemacht, sondern erst aus dem Entwicklungsgänge die nothwendigen erkannt und

festgestellt werden.

-Da die sämmtlichen Integrale von /', = *' in F^ enthalten sein sollen, so gibt es ein Operations-Sym-

bol ^ der (m—Jc^)teü Ordnung, für welches

F^plA].

In der Gleichung ^[/J = sind nun die sämmtlichen Integrale von f^ = enthalten. Man bilde daher

die Gleichung, deren jedes Integral von der Form /,(/<) ist, wenn r, ein Integral von /^(vj) = ist. Dieselbe

wird durch Anwendung des Verfahrens in ( 1) auf die beiden Gleichungen

A ('-') = ^

gewonnen. Die sich hiedurch ergebende Differentialgleichung y(a) = ist nach z von der Ordnung k\— Ä,

wenn Ä die Anzahl der linear unabhängigen particulären Integrale bezeichnet, welche den Reducirten von

A =0 und/jj = gemein sind.

Die sämmtlichen Integrale von
~

sind aber in^[/j(»/)] = enthalten, da für y = r, stets i^ verschwindet. Somit besteht ein Operations-Symbol

q der «— (k^-{-k^—X) Ordnung, für welches

F^P[A\

-2[y(/i)]-

In der Gleichung g'[y(/i)]
= sind nun wieder die sämmtlichen Integrale von A = enthalten. Um

diesen Umstand in derselben Weise wie vorher zu verwerthen, ist es zuvörderst nothweudig, die Gleichung

zu bilden, deren jedes pirticuläre Integral die Form y [/,(';')] besitzt, wo r/ ein particuläres Integral von

/g(yj') = bedeutet. Die Ordnung dieser Gleichung ^(;v) = 0, welche nach (1) aus

A{-"') = ^,
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22 G. r. Eiicherich.

erhalten wird, kann aber a pridri bestimmt werden, indem man die Zalil der linear-unabhängigen partieulären

Integrale feststellt, welche die Rediicirten von /^(r/) = und ^[/, ('/')| = '"' mit einander gemein haben. Um

diese Zahl zu finden, sollen die Lösungen der Reducirten von ^|./',('5)] = aufgesucht und zu diesem Hehufe

angenommen werden, es sei

:

wo i|; {y) und /(«j die Reducirten bezüglich von /' == und ^(m) = sind und somit

die Reducirte der Gleichung <j>\f\ (y)] = darstellt.

Der Gleichung nach y :

xW:y)] = ^

wird genügt, durch jedes j/, welches '^j («/) zn Null macht und ausserdem durch jedes y, welches mit dem

allgemeinen Integrale u der Gleichung /(m) = U in der Beziehung steht:

Nun ist aber in Folge der Bildungs weise von y[/j («/)] =

wenn zwischen den Constanten c die Relation herrscht:

Wegen dieser Gleichung zwischen den c geht der obige Ausdruck über in:

" =
i'\ '''i

'''i-i-c^'j^-t-. . . -(-(:4.._,-|-|V3i,_,,+i) ,

somit

:

oder

y = <-'| ''i| +''2 ''2"+"
• • •

^-'/! -' +1"''/*-.—
f I

•

Diese Summe stellt aber wegen Xc^U das allgemeine Integral der Heducirten von/j(ri) = dar.

Aus dieser Betrachtung ergibt sich somit, dass die Reducirte von 'y\J\ (y)\ = v nur verschwindet für die

partieulären Integrale der Reducirten der Gleichungen /, = U und /^ = 0. Ks hat daher diesellie mit der

Reducirten von /'.,(//) = alle und keine anderen partieulären Integrale gemeinsam, als welche der Reducirten

von f^{y) = mit den Reducirten von /' = und/j = U gemein sind.

Bezeichnen also /.' und X" die Anzahl der linear unabhängigen partieulären Integrale, welche die Redu-

cirte von /g = bezüglich mit der Reducirten von /', := und /j,
= gemein hat, bezeichnet ferner h die

Anzahl solcher Integrale, welche die Reducirten dieser drei Gleichungen gemeinsam haben, so ist die

Gleichung -^i^oj^-O nach v von der Ordnung k^— (l'-\-l"—h).
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über die Gemeinsamkeit partictdärer hilcimlc hei zwei linearen Differentialgleichmgen. 23

Da nun die sämmtlichen [utegrale der Gleichung ^[f\J\{!/)\] =0 inF ?[y|/,(2/)l] =0 enthalten

sind, so besteht ein Operations- Symbol / der Ordnung H—{k^-i-k^-hk^—A—'/.'—l"^h), welches die Identität

herstellt

:

^' /mfu\)\\-

Von den drei hier auftretenden Operations-Symbolen f,
ip, x ist das erste von der Ordnung k^—1, das

zweite von der [Ä-g- (X'-hX"— Ä)lten und das letzte von der [rt—(Aj-t-Ä-j-HA-.,—A—X'—Ä"-i-/()]ten Ordnung,

wobei A, X', X" und // die Anzahl der linear iiuabhäugigen i)articulären Integrale bezeichnen, welche bezüglich

den Reducirten von /, = U und f^
= 0, /, = und ^ = 0, /j = ü und

f.^
= und denen aller drei Glei-

chungen /j == 0, /j ==
, /j := gemein sind.

Ist X = X' = X" = 0, so ist auch /( = und man hat den vorher behandelten speciellereu Fall.

VII.

Das in (VI, 1) behandelte Problem der Transformation (p. 19) lässt eine weitgehende Verallgemeinerung

zu, die im letzten Grunde auf gewissen aus den particuliiren Integralen einer linearen Gleichung zusammen-

gesetzten Functionen beruht, deren Existenz aufzuweisen ich mich hier begütigen will, während deren einge-

hende Untersuchung ich einer anderen Gelegenheit vorbehalte. Diese Functionen, die auch bei Systemen

simultaner linearer Differentialgleichungen auftreten und bei der Auflösung eines derartigen Systems ebenso

wie bei dem erwähnten Transformationsprobleme sich als die Analoga der Potenzsummen der Wurzel-

systeme algebraischer Gleichungen manifestiren, ergeben sich aus der Identität (6) durch dieselben Über-

legungen, welche 1. c. p. 79 auf sie führten. Es genügt daher den hieraus fliessenden Satz anzuführen,

welcher lautet

:

Sind l/^, //j. . .(/„+! ein System linear unabhängiger particulärer Integrale der linearen

D i f fe r e n t i a 1 g 1 e i c li u n g

:

%'/'

so lässt sich jede aus der Matrix:

-"i'f -i-a„y-\-a = 0,

\!/r

yr n
yf-''

Vi

entnommene Determinante (w-t-ljten Grades durch ein Product aus e ' "' und einer in

den Coefficienten der Gleichung und deren Differentialquotienten ganzen Function aus-

drücken.

Um diese Function zu erhalten, setze man die Differenz [>.
—n = m und bilde die Matrix

:

«m.
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24 G. V. Escherich. Über die Gemeinsamkeit particulärer Integrale etc.

wo a,; ^ die in (I) angegebene Bedeutung liat. Dann ist irgend eine aus der Matrix von gleicher Mächtigkeit

1/i

>Jn+il

(y)

entnommene Determinante (w-i-l")ten Grades gleich der aus den übrigen Colonnen der Matrix (er) gebildeten

Determinante (w-f-l)ten Grades multiplicirt mit a^ e ' "«
''

und einer Potenz von (— 1), deren Exponent

die Anzahl der Vertuuschungen angibt, welche nöthig sind, um diese m Coloimen der Reihe nach zu den m
ersten der Matrix {a) zu machen. Dieser Satz lässt sich übrigens, wie ich iu der augekündigten Arbeit zeigen

werde, auch direct ohne Verniittelung der Identität (6) nachweisen.
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