
Arithmetische Tlieoreme.

Für 100 Iiat man

;

^= y^]

[^] = ]00,25, 11,4, 2, 2, 1

1 Q ^])K»-) = 10-5-3-2+1-1 + 1 =1.

Es ist:

?(4s)

wo das Prodnct über alle Primzahlen p 7ai erstrecken ist.

Mau bat mm:

1-4U .^^ -U\i+ ±\ V J-M
, 1 -I I r^^M z^ p''
1 7 >.=0

p

X=2

(«)

2<«'

«

wo t(«) die Anzahl jener Primfactoren von « ist, welche nur in der ersten Potenz in n enthalten sind.

• Es ist also:

'y° t,j(«) _ t{s) C(2s)
28) 9t« «'

Nun ist aber auch:

^(s),

und daher hat man:

29)

t,K=:l

Aus dieser Gleichung folgt der arithmetische Satz :

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer gauxen Zahl, welche ein Quadrat, aber durch keine vierte Potenz

theilbar sind, ist stets gerade, ausser wenn die betreffende Zahl nur verschiedene Primfactoren enthält, in

welchem Falle der einzige der angegebenen Bedingung genügende Divisor 1 ist.

Man hat ferner:

x=l

und daher:

30) 1 j\iL^{x)z= y 2-W--W.

x=i

Deuksciirifteii <lur matUom.-nitturw. Gl. X.LIX. Bd.
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10

Aus 28) folgt auch:

demnacli ist:

31)

Leopold Gegenbatier.

m,n=oo ,

V ""(''^
-C(2s)t(s)L 2^^'')(«m*)'~-^^-^^

_ Y pO,2(>-)

-Zu r '

wo die Summatiou bezüglich d^ über alle Divisoren von ; zu enstreckeu ist, deren compleinentärer Divisor

eine vierte Potenz ist.

Es ist:

y=i

-IB-H'^Ut))-
oder nach 2):

32) r])/VW = ^ \jyi^H>-).

Den speciellen Fall x = dieser Formel :

33) li([4]).M=V[f],.(,,

.v=i

K«)

hat Herr F. Mcrtens mitgetheilt („Über einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie". Journal für die

reine und angewandte Mathematik von C. W. Borchardt, 77. Band, p. 289 ff.).

Nun ist:

'f [7]
•-"'(') ='f-(.T)'>'M

»=1 X, r::=I

r~\ d

wo ^xb') die Summe der xten Potenzen jener Divisoren von r ist, welche durch kein Quadrat theilbar sind.

Die Gleichung 32) verwandelt sich daher in die folgende:
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Arithmetische Theoreme. 11

Zu anderen arithmetischen Theoremen führen sofort folgende aus der Gleichung 3), den in der Arbeit

über zahlentheoretische Functionen enthaltenen Formeln 134), 138)... 144), 149) und der in meiner Mitthei-

lung über zahleutheoretischc Relationen aufgestellten Beziehung 18) sich ergebende Gleichungen:

x= [V i""]

35) y -Tip, pn.x--!^(x] = £1 (jm) —p ü(h)

36

37

38

39

40

41

42

43

44'

45

46

47

48

49

1=1

y n;,, ^n, X y

«

{x) — S^ (pw) —p S^(n)

x=i
x=7m

y -nj., yn. A{x) —Q {p7i) —p Q («)

1=1
x=/>n

y >,„,„„,, w(x) =vif(p«)-|jiif(«)

x=l
x=pn

y rij,^ pn, X w(a;) l{x) — A (jm) —p A(m)

x=\.

x= \-(j>n)
^ J

y 'S,.,,.,....-*" —'Px,^{pn)-pP^,^{n)

x-=-pn

y r^p, pn, X Kx)^,{x) - p., 2
ijm) -pp ., 2

(w) (^5. 2 (w) =
J^

f., 2 (a;))

»=i '='

x=ryrn]

^ r,p,p„,xh-i{x) -F^{pn)-pF^{n)

x=l
x=pn

2 ^P,pn,x^{x') =W(2)n)-p^{n)

y -^ip, pn, X /^* (ic) = 53 Qjw)—p ö [n).

1=1

Aus diesen Formeln ergeben sich sofort die speciellen Kelationen:

y'V(x) =£l(2«)-2D(«)

1=1
x=2«

^>,(x) =.'^,(2«)-2S,(«)

x=l
x=2ij

y'a)(a;) =W{2n)-2W{n)

2*
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12 Leopold Gegenbauer.

j:=2ii

50) y ' X {X) w (rc) z= A (2«) - 2A («)

( -1

51) Jl'x" =P,,,(2«)-2P.,,(«.)

a!=l

52) Y^'l{x)^,{x) =p,,2(2w)-2p,,,(M)

x= l

x=2n

53)
Y^

' ?.{x)I\^,{x)= Kx,.(2«.)-2P„,,(«)

= Ö3(2«,)— 255(«)

Setzt man in den Formeln 40) und 51) speciell t = 1, so erhält man:

X=p7l

57) ^'^.....^xa;' = w, (p*) -^ qf
, («)

x=2?i

58) ^'a;' = 'P,(2>?0 -2'P,(w)

54)
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Arithmetische Theoreme. 13

sind, kleiner ist, als die Summe der >;ten Potenzen derjenigen Divisoren der folgenden n Zahlen, welche rte

Potenzen sind.

Die Summe der xten Potenzen derjenigen Zahlen x, für welclie T—1 ungerade ist, ist gleich der Zahl,

um welche die Summe der xten Potenzen der Divisoren der ersten n natürlichen Zahlen von der Summe der

xten Potenzen der Divisoren der folgenden n Zahlen übertroifen wird.

Diejenigen Zahlen a;, für welche \—1 ungerade ist, können so oft als Producte von ß— 1 Zahlen dar-

gestellt werden, als die Zahl beträgt, um welclie die ersten n natürlichen Zahlen sich weniger oft als Pro-

ducte von j3 Factoren darstellen lassen, als die folgenden n Zahlen.

Die Anzahl der Divisoren der Quadrate derjenigen Zahlen x, für welche \—\ ungerade ist, ist gleich

der Zahl, um welche die Summe der Quadrate der Anzahlen der Divisoren der ersten n natürlichen Zahlen

kleiner ist, als die Summe der Quadrate der Anzahlen der Divisoren der folgenden n Zahlen.

9.,

Es gibt so viele, durch kein Quadrat theilbare Zahlen ,r, für welche \—\ ungerade ist, als die Differenz

aus der Anzahl der Zerlegungen der ersten n natürlichen Zahlen in zwei zu einander relativ prime Zahlen

und der erwähnten Anzahl für die folgenden n Zahlen beträgt.

Um zu anderen arithmetischen Theoremen zu gelangen, setze ich in der Formel:

X=l x:=i jr=l

60) >^ = [^ji]='

Alsdann wird:

und daher:

Aus GO) folgt aber:

und desshalb hat man auch:

2ff«<a<2ff^+ 4cr+2,

y.<2

Og(2x+l)cr+ x+ £,

oder, weil s. niemals grösser als 2a werden kann:

0^2>c+ 8.

Es kann demnach /. nur einen der drei Werthe — 1, 0, +1 haben.

Ist x^— 1, so hat man;

a+ (T £— 1

und da in diesem Falle e nicht gleich Null sein kann, weil sonst:

[a\ — 2cr^-5—

1

wäre, so ist:

rcc+a
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14 Leopold Gecjenhauer.

Ist ferner y. = +1, so hat mau:

cc-ho+l _ £^_
2(a+l)

-"'^ '^2^2'

und daher:

«+ 5+1^
2{a+l)

Berücksiclitigt uiiin, dass x nur dann den Werth +1 haben kann, wenn:

61) 2ff''+ 3(jg[«] <2a'''+ 4c7+ 2

ist, so erhält man schliesslich:

x=l x='. J=l

wo v? den Werth 1 oder hat, je nachdem a der Bedingung 61) genügt oder nicht.

Gibt man in dieser Formel der Function f(x) der Reihe nacli die speciellen Werthe:

63) f{;x) = 1, X, x^, x'" — (x—ly", sin ^
'^'~" '^

, cos
-^'^~ '

^
, cosa;^, sinx^, log(2^— 1), (2x— 1)'" —(2a;— 3)'",

rr rt

so erhält man die Gleichungen:

a:=l x=i x=l

j:=1 x=I x=t

««) Z [^J ^=Z [s^J "- Z«*(m) -(-')
\i

-'(-"!
«=1 x=l x=l

«" Z [s^J- Z [i^J <'-'> = Z [-2^]- Z [s^] ('-')-

x=o

X^» £=1^ X=7

'^^ I f2^1 J""
—4-^ ^ h km] ^>"-^- + v/2 1 -^^

(r[-2^])
-' n/'"" T -^

x=l x=l x=l

. (2(7+ l)n:

4

c^='( x=ff ,/;= a

KOv \^ r " 1
(2a;— IjTT VT I a , (2,«— l)re 1 vt . /K ^(x+x^\ o . an

x=l ^24^ ^2 L 2x jy ^2 2

(2(7+ 1) TT

• »j cos -^^ —-—
4
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Arithmetische Theoreme. 15

x=jsiu3 )r-^r— 1 +— 5 sin

.„, „ 1
-Icos.r^ = 2\ I

- --, C0S./-5+ ) !^
-, h2--;Cü.s((j+l

^=1 sin— sm—

^1^ 2V[^]sin.^ = 2V[^^^Jsin.^-— Vcos3j[^J + -|

i25+l)^
17 COS- j^

sin— ^=i ^ 'sin-^

+ 2r; sm(cr+l)5

72) 2y\-l>{2;^] = 2 V (-1>^-[^J+
V(-l)^~U(-lr+'(.+ 2.)

1=1 X=l i— 1

1=1 a:=l x=i

_ , ^2 sin
üo+ l)^

_^.^^
/ j,^ ^ ,

_j-,^

z=n X— \ 3j:— 1 x=(j X— i

x=i j:=i .c=l

+ ,^2cos (ä°+')' +,((_1)T -(-l)'^^)

1)+ > log ,. , ,.
''""

7

+ V5 log (2(7+1)

x=i

X=:3

x=l

Von den in diesen Formeln enthaltenen arithmetischen Theoremen mögen die folgenden besonders er-

wähnt werden:

Die Anzahl derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche grösser als

2 . -^ —1 sind, ist um . j-^\ — -ri kleiner als die Summe der grössten ganzen Zahlen, welche in den Glie-

dern der Reihe

:

W -H 1 « H- 2 ?« -H 3

2 ' 4 ' 6 '•'

enthalten sind.
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10 Leopold Gegenbauer.

Die Sunime der >«ten Potenzen derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 l)is «,, welche

grösser als 2[. /-|^] — 1 sind, tibertrifift die Summe der mten Potenzen der eben genannten um die Zahl 2

verminderten Divisoren um eben so viel, als die Summe der »wteu Potenzen deijenigen Zalilen, welche man

erliält, wenn m:ui von den grössten ganzen Zahlen^ welche in den Gliedern der Reihe:

«-(-1

entlialten sind, 2 oder 1 subtrahirt, Je nachdem die betreffende Zahl ungerade oder gerade ist, gröf^ser ist,

als die Differenz

[v/S-l!4vf]-'r-'!4v^]-

Die Summe derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche grösser als

2 /— — 1 sind, ist um . /— — 2v! kleiner, als die Sumine der Quadrate der grössten ganzen Zahlen,
Ly 2 J

"-
Y -^

welclie in den Gliedern der Reihe:

«+ 1 « + 2 n+ 'd

enthalten sind.

Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis a, welche von der Form 4r—

1

und grösser als 2 . /g- — 1 sind, übertrifft die doppelte Anzahl der übrigen die angegebene Grenze über-

schreitenden ungeraden Divisoren um eben so viel, als die Anzahl der ungeraden grössten ganzen Zahlen,

welche in den Gliedern der Reihe:

«.+ 1 n+ 2 n+ 'i

^2~
' ~r~ ' "T"

[v/tl

enthalten sind, von der Summe aus der Anzahl der geraden grössten ganzen Zahlen und den Ausdi'uck

übertroffen wird.

Die dopi)elte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche von der Form 8/-J-1

und grösser als 2 .

/'—
J — 1 sind, übertrifft die doppelte Anzald derjenigen Divisoren, welche von der Form

8r— 3 sind, und die angegebene Grenze überschreiten, um eben so viel, als die Anzahl derjenigen grössten

ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: _
n +

n+ \ n+ 2 n+ 'd [\/|]

^[^J]
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Arithmetische Theoreme. 17

entlialten iiiul von der Form 4/- oder 4/-f-.'5 sind, vou der Summe aus der Anzahl der übrigen grössten "-anzen

Zahlen und dem Ausdrucke

übertroifen wird.

Die doppelte Summe derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche grösser

als 2[.
/|-J

-1 sind, vermehrt um ihre Anzahl ist um
[

ii + lj [v /•^] -2r-; kleiner, als die doppelte

Summe derjenigen Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen Zahlen angegeben

werden, welche in den Gliedern der Keihe:

n +
n+ 1 n+ 2 rt+3 [y/S

) a '••'
4 ' 6

[v/t]

enthalten sind.

Die vierfache Summe derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis «, welche grösser

1 sind, übertriift ihre vierfache Anzahl um eben so viel, als der Ausdruck»>» ^ [y|]

ißH^lh^U^'
von der Summe der Quadrate derjenigen Zahlen übertroifen wird, welche man erhält, wenn man vou den

grössten ganzen Zahlen, die in den Gliedern der Reihe:

n+ l n+ 2 n+ 3 Ly 9 J

enthalten sind, 2 oder 1 snbtrahirt, je nachdem die betreffende Zahl ungerade oder gerade ist.

Man sieht sofort, dass die Anzahlen derjenigen Zahlen, für welche r^—l ist, eine arithmetische Reilie

mit dem Anfangsgliede 2 und der Differenz 1 bilden, während die Anzahlen jener Zahlen, für welche r, =
ist, eine arithmetische Reihe mit dem Anfangsgliede 3 und der Differenz 3 bilden.

Um zu neuen Sätzen zu gelangen, betrachte icli zunächst die Summe:

Es sei:

tv/: Wß-'^l^^
a.

ft/i'+P
.'1 = B.

Die in der Summe:

Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. XLLX. Bd.

x=y,-)-l
2 [\/^-p]^(^)
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18 Leopold Gegenbauer.

auftreteuden ganzen Zahlen

:

V\hx- + & ''-l

erbalten ersicbtlich nur die Wcrtlie A, A—l, A— 2,. . ., B+l, B und zwar wird, da aus der Relation:

P ^'J<KlTZr715-^

die Gleichung:

folgt, der Werth A für alle x:

ronx=p+ l W^^=[y/jP^-|-]

der Werth B für alle x:

von a; = I / /
—-=

—

ts ; -r- 1
+ 1 bis .r = ni^ib{(^B+iy+p] b

ein zwischen A und B liegender Werth y für alle x:

von x - [\Jb\(:y+ly+p\
" -1 -^

'

^''' ' - I-V^cr+P) ^

'

angenommen.

Es ist also

:

(--1) H[v/*Ti^4-'l) -K[Vsp^-(-^]) --K[v4-i(3=^4])|^ +

p +211 + +
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Arithmetische Theoreme. 19

Sind a, ß, b, n, p, a so beschafifeii, dass:

wird, so hat man:

'«) Z [v4-^-.]/v)=I [v4-F^-^l'--)-2: Kiv/^^-f]) -n.).

Für 7;=:0 verwandeln sieh diese Formeln in die folgenden:

x=n x=J.

80)

|:.[v''t^-^]«^)=i:/-([v'k^-ii)-

Es sei nun speciell:

Alsdann ist:

6= T = 1, ß = p — 0, cc^n

L(.i>+i)'J

B=10
und demnach:

und daher hat man die Relationen:

1"

{[0,

81) •^=» ^=^ "
'-U'+if^ —

x=i x=i x=i * ^^ ^

a:=n x=[a]

Setzt man:

so ist:

84) p''+'^a<(jP+ l)'+%

und daher:

Ist nun:

so hat man

:

aber auch nach 84):

.(i>+ l)

d^ <P+ ^ (X= 0,l,2,...,x-1),
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20 Leopold Gegenbauer.

und daher:

l~l]-=P (^ = 0, l,2,..,x-l).
p-l

Man hat daher die Relation:

«•^) 2[a^'^)=i[a«^)-z^'([V7])-^-^'--^
x=l X^I x=l

Gibt man der Function f{x) der Eeilie nach die speciellen Werthc 63) mit Ausnahme der letzten zwei,

so erhält man die Formeln

:

x=[a] —

x=l x=l

x=i x=l x=J

^^) ze]^-z[?]('-')"=z B]—z £]('-')- z [;/j]
--"

x^l x=i x^l

^«) Z[ä-<-^"=^Z"KJ[Vä)
x=i ^ x=l

'^

X'^71 X^ULfj X— [Aj

^^^) Z b] «««^-^ = Z b] ^-^r- + rTy 1 ^"'
(2

[
v^J)

-
T^rV

^=i x=l ^ x=l V
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Arithmetische Theoreme. 21

98) XE]'°'''^=S
•(IHv^7]

-Mcosf^ 2,7- +1
«

2 sin
2

IH\/:^=Wcos(^^2LV-|+l
99) 2 g] sin... = - V -- -V^-^ . ^cotangi

2 sin-

100, yg]c„,.^ = V [JJcs.^-^-i-. V .fu(i}2[-'l]H-l

Sin
(2,x,+ l).

.=1 2sin-,=, ^ 2sin-

;c=|i3 — jH^COS
(2|x„ + l)5

.(.r./«-, .)^ .

"" 2

. .er

2 ^-' 2
2sinTr:^i ^

^
V 2 sin

lOS) lEl(^-..= v''"[f](2.-„. V''"(^J'_ 1^;]'

x=l

105)2V (-l>'p=2V (_i,[^j+ vV^)^^^^+l-l)-^>^

io«)|;j(-,)U(-i,T|[±] = ^?Vsi„(j|[0]4

10,) 5\j(-i)U(-i,x}fi]= f j(-i)U,-n'fl[^].v'^-v-.„(j|[./i]4|

-f>-
V^ Sin ^ .

108, V j^_i)^ _^_„^ [£] = _ V2 V'„.«(J| [^^] 41) -.w
1=1 1=1

1U9)

1=1 x=l '-'='

+ /..3 V2 COS '

^ ^
.

Von den in diesen Formeln enthaltenen arithmetischen Theoremen mögen die folgenden besonders

erwähnt werden

:

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche ate Potenzen und grösser als

[«H^J sind, ist um U'+'J kleiner, als die Summe der grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der

Reihe.
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22 Leopold Gegenhauer.

1' V2' V3 '

enthalten sind.

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche grösser als [v/w] sind, ist um

r\/«l* kleiner, als die Summe der grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe:

n n n n

enthalten sind.

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bi.s n, welche grösser als [vy/«] sind, ist um

[\/w]* kleiner, als die Anzahl der übrigen Divisoren.

Die Summe der aten Wurzeln aus jenen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche ate Poten-

zen sind, ist gleich der Summe derjenigen Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen gleich den grössten ganzen

Zahlen sind, welche in den Gliedern der Reihe:

i'Y 2' Y 3
'•'

enthalten sind.

Die Summe der sten Wurzeln aus denjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis w, welche ate

Potenzen und grösser als Iw'-'-'j sind, ist um das U'+''J -fache der Lh^"*""] ten Trigonalzahl kleiner, als die

Summe jener Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen Zahlen angegeben werden,

welche in den Gliedern der Reihe

:

'

ÜL Jh. J!L
l'V2' V3 '•••

enthalten sind.

Die Summe der dritten Potenzen der aten Wurzeln aus jenen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n,

welche ate Potenzen sind, ist gleich der Summe der Quadrate derjenigen Trigonalzahlen, deren Ordnungs-

zahlen durch die grössten ganzen Zahlen angegeben werden, welche in den Gliedern der Reihe:

In Jn In In

SjT'\l2'\/j'-'\/n

enthalten sind.

Die Summe der Guben der (7ten Wurzeln aus denjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis «, welche

(jte Potenzen und grösser als Lw'+='J sind, ist um das L m'+'J fache des Quadrates der L«'+^Jten Trigonalzahl

kleiner, als die Summe der Quadrate jener Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen

Zahlen bestimmt werden, welche in den Gliedern der Reihe:

l'V2'V3'-'VLrb]
enthalten sind.

Die Summe aus der Anzahl der geraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche ate Potenzen

sind, und der Zahl n übertrifft die Anzahl der übrigen Divisoren, welche ^te Potenzen sind, um eben so viel,

als die Anzahl der geraden grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe

:

In In In In

VT' V2"' V3''"' V^
enthalten sind, die Anzahl der ungeraden grössten ganzen Zahlen tibertrifft.
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Arithmetische Theoretne. 23

Die Summe aus der doppelten Anzahl derjenigen geraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n,

welche ate Potenzen und grösser als Lw'+='J sind, und der Grösse (—1)^"'"^''^ Lw'+d übertrifft die doppelte

Anzahl der übrigen Divisoren, welche ate Potenzen und grösser als L'w'"*"'J sind, um eben so viel, als die

Anzahl der geraden grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe

:

Jn_ J,n_ Jn_ J n

Vl'V2'V3'-'VLTi;]

enthalten sind, die Anzahl der übrigen grössten ganzen Zalilen übertrifft.

Die Summe aus der doppelten Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis ii, welche ate

Potenzen von mehrfachgeraden Zahlen sind, und der Zahl n übertrifft die Anzahl der übrigen Divisoren,

welche ate Potenzen von geraden Zahlen sind, um die Differenz aus der Anzahl deijenigen grössten ganzen

Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe:

In In. In I

VT' V 2' V3
'"

V'

enthalten und von der Form -ir oder 4r+l sind und der Anzahl der übrigen grössten ganzen Zahlen.

Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche ute Potenzen von

mehrfachgeraden Zahlen und grösser als [»H-'J sind, übertrifft die doppelte Anzahl der übrigen Divisoren,

welche ste Potenzen von geraden Zahlen sind und oberhalb der angegebenen Grenze liegen, um eben so viel

als die Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe:

Jn_ Jn in I «_
\/i'V2'V3'-'V[„t:^]

enthalten und von der Form ir oder 4r+l sind, grösser ist, als die Summe aus der Anzahl der übrigen

grössten ganzen Zahlen und dem Ausdrucke

:

V/ 2 in^ sin
-J j

2 [ n~'] + 1

Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis «., welche ^te Potenzen von

Zahlen der Form 4ä+ 1 sind, übertrifft die doppelte Anzahl der übrigen ungeraden Divisoren, welche ote

Potenzen sind^ um eben so viel, als die Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern

der Reihe:

enthalten sind und die Form 4.s oder 4s+ .3 besitzen, von der Summe aus der Anzahl der übrigen ganzen

grössten Zahlen und der Zahl n Ubertroffen wird.

Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis «, welche tjte Potenzen von

Zahlen der Form 4s+l und grösser als [w'+d sind, übertrifft die doppelte Anzahl der übrigen, oberhalb der

angegebenen Grenze liegenden ungeraden Divisoren, welche ate Potenzen sind, um eben so viel, als die

Anzahl deijenigeu grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe:

,/w c/_w Jn_ J n
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24 Leopold Ge(/(')ihaiirr.

enthalten sind, und die Form 4.s oder 4*-+3 besitzen, von der Summe aus der Anzahl der übrigen ungeraden

giössten ganzen Zahlen und dem Ausdrucke

\/2[w'+^]cosj
J2[«'+^]

+lj

UbcrtrofFen wird.

Es mag erwähnt werden, dass die Gleichung 87) schon von Herrn Lipschitz, die Gleichung 102) von

Herrn E. Cesaro abgeleitet wurde. Bezeichnet man mit i- , ,-Ar) die Anzahl derjenigen Divisoren von /•

_ _
I'.

I
\/ «

1

welche nicht grösser als ["s/« ]
sind und mit -p r/ i(,>"> die Anzahl der übrigen Divisoren von r, so folgt

aus 87) die Beziehung

:

x=t x=l

oder:

x=:n x=zn

111)
2^+^,^ ^^^j

(,r) - Vl^ ^^/_^
(.)= «+ 2sV»+ -^^ (0^.<1)

und daher hat man:

112)

St.h/nW-Zi.i.^M

Berücksichtigt man, dass unter denjenigen Divisoren einer Zahl r, welche nicht grösser als [V'*] sind,

stets die Zahl 1 vorkommt, so liefert diese Gleichung folgendes Theorem:

Abgesehen von dem Divisor 1 hat jede ganze Zahl n im Mittel eben so viele Divisoren, welche grösser

als [\/«] sind, als solche, welche die angegebene Grenze nicht überschreiten.

Aus der bekannten Formel

:

x=n x=» j;^7i

y-m = v^^^^
^^_| (^) + v?„,

[v„ ] c^o =»(iog«+2C'-i)+A

,

X=:i x:=l X:=l

wo C die Euler'sche Constante, und:

I

A
I

< 4 s/n

st, folgt sofort:

x=n

U3) V^^^^^_^^(,) = |(log.+2C)+A,
X=i

x:=n

114) ^-^^^ ^^_^
(^)^|.(log.«+2C-2) +A,,

wo:

I

A,
I

< 6 v/w, +

1

\\ |<6\/;7+l
ist.

Aus den letzten zwei Gleichungen ergeben sich die Relationen:
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Arithmetische Tlieoreme. 25

l\w^&'^
1

115) \uri„^^±=l = (log/,+ 2C)

116) \im„^^~ = (loo.«+2C-2),

welche folgende Theoreme liefern

:

Das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis », welche

nicht grösser als die grösste ganze Zahl sind, die in der Quadratwurzel aus « enthalten ist, ist für sehr grosse

n gleich dem Ausdrucke:e'

— log n + G.

Das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen Divisoren aller gauzeu Zahlen von 1 bis n, welche

grösser als die grösste ganze Zahl sind, die in der Quadratwurzel aus n enthalten ist, ist für sehr grosse n

gleich dem Ausdrucke:

jlogw+C— 1.

Ist n kein Quadrat ,
so ist die Anzahl derjealgea Divisorea von n, welche nicht grösser als die gröäste

ganze Zahl sind, welche in der Quadratwurzel aus n enthalten ist, im Mittel gleich dem Ausdrucke:

i(log«+ 2C+l).

Ist n kein Quadrat, so ist die Anzahl derjenigen Divisoren von n, welche grösser als die grösste ganze

Zahl sind, die in der Quadratwurzel aus n enthalten ist, im Mittel gleich dem Ausdrucke:

-i(log^j+2C-l).

Setzt man in den Gleichungen 81) und 82):

117) /(x) = logx,

so erhält man die speciellen Formeln:

ns, 'h>'^=hA\M
x-=.n

x=l x=l x=l

oder auch:

120) pjp.(., = f:jj[^fc],|-

i 1
^

1 1

Denkschriften der mathem.-uuturw. Gl. XLIX. Bd.
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26 Leopold Gegenbauer.

wo Pa(x) das Product aller Divisoren von x bezeichnet, vrelchc ^tc Potenzen sind, P3,a^(a:) aber das Product

derjenigen von den eben genannten Divisoren, vyelche grösser als
;j.J

sind.

Man hat daher die Theoreme

:

Das Product derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche ate Potenzen sind, ist gleich

der fften Potenz des Productcs derjenigen Factoriellen , deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen

Zahlen angegeben werden, welche in den Gliedern der Reihe:

Vi' V^' Vs ''
V'*

enthalten sind.

Das Product derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche ffte Potenzen und grösser als

U'+^J sind, ist der Ulm '+"]/!) te Thcil der aten Potenz des Productcs jeuer Factoriellen, deren Ord-

nungszahlen durch die grössten ganzen Zahlen bestimmt werden, welclie in den Gliedern der Reihe:

n a n_ er / M_

T' \2' \J'-'-'

enthalten sind.

Das Product der Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n ist gleich dem Producte derjenigen Facto-

riellen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen Zahlen angegeben werden, we'che in deu Gliedern

der Reihe:

n n n n

F' 2"' 3"--'n

enthalten sind.

Ist:

und setzt man:

so wird:

Ist nun

:

so hat man

:

p =: n^

<nl

A = nl—y. (x>0),

-<«, + ! (A = 0, l,2,...,x-l).

Bei dem angegebenen Wertlie von a ist aber andererseits auch:

4-

und daher

:

-y nl-

[\/^]="' a = o, i,2,...,>c-i).
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Arithmetische Tfieoreme. 27

Man hat demnach die Formel

:

x=l X=l 1=1 *

aus welcher für a^ 1 die specielle Relation:

123) i:'0A«)='fe]A^)-zna)-»=^(".)'
x^i x^I x=l

folgt.

Aus dieser allgemeinen Formel ergeben sich wieder die specielien Relationen

:

X^J X^l X=:I

125) |;-K.(^)=X[^]-«
1=1 1=1

X=:l X=l X=l

X=i X=:l Z^I

'^«)Z[a--zS]^^-')'-=ze]'"-ze](-'>--z[#r-»^''"
x=i x=l x=l x=l x=l

12.) 1 [g (2.-1) = v'g] (2.,.-n .
'f [^]'-»s»!

x=l ..=1 x=f *

130)
'f

g]logx="f g]log,.+ V'lo, j[^]!|-„;l„g(.,,)

X=l X=i X=zi

a 3

131) K!)"^p|P...,(^) = P|([;r^]0'
1 r

^^^) Z [3 ^'"'^^ = Z [S]
^'"--i^ - v^

Z'' ^'-a [^D - ^^ '•'

,n, n

<o„s V*' r»"! (2a;— 1)/: V^'V«"! (2^^— l);r 1 ^v~i"' . /tt r w -i> ni .
n.n

(2w^ + l)5

134)2g]co,.^=^g]c„.«^.^£%i„gj2[Jl-J+IJ)-^-^
,_. .._, 2sm^±:7 V'*' 2smT^

nl sm - ,^

2sin^^'r^ --
^ ^V-''" " . 28m-5-

4*
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28 Leopold Gegenhauer.

.(2«, + i).a
.c=ni „ '«^COIS-

=1

'ix x^n. X 3x

x=i x=l x=\

/— . (2«, -f 1 ) TT

V 2 ?ij sin -^

—

'^ ^

0=1 j:=l x=t ^

v/2 »^ cos
(2«, + 1)7:

Vou den in diesen Formeln entlialteuen uiithmetiselien Theoremen mögen die folgenden besonders

erwähnt werden:

Ist nz=n^n^, so ist die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis tf, welche sie

Potenzen nnd grösser als n\ sind um n «p' kleiner als die Summe der grössteu ganzen Zahlen, welche in den

Gliedern der Reihe

:

n n n
"i" ' ~T > ~~\^ ) • • > '^

2- 3-

enthalten sind.

Ist H^n^n^, so ist die Summe der aten Wurzeln aus denjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1

bis n", welche ate Potenzen und grösser als «^ sind, um — ^ ^ ''— kleiner, als die Summe derjenigen

Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen durch die grösstun ganzen Zahlen angegeben werden, welche in den

Gliedern der Reihe:

n n n

2" 3'

enthalten sind.

Ist n ^n^n^^ so ist die Summe der dritten Potenzen der uten "Wurzeln aus denjenigen Divisoren aller

ganzen Zahlen von 1 bis n% welche ate Potenzen und grösser als n\ sind, um ^—^^-! kleiner, als die

Summe der Quadrate jener Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen Zahlen ange-

geben werden, welche in den Gliedern der Reihe:

www
1 2" 3"

enthalten sind.
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Arithmetische Tfieoreme. 29

Ist 11= 11^ 11^, so ist das Prodnet derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n", welche 7te Poten

zen und grösser als wj sind, der (Mj!)"2te Theil des Productes jener Factoriellen, deren Ordnungszahlen durch

die grössten ganzen Zahlen bestimmt werden, welche in den Gliedern der Reihe

:

n H n

enthalten sind.

Die Summe aus der doppeltenAnzahl derjenigen gerarten Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis (w, n^v,

welche ffte Potenzen und grösser als 7i\ sind, und der Grösse (— IV''«^ übertrifft die doppelte Anzahl der

übrigen Divisoren, welche ate Potenzen sind und die angegebene Grenze überschreiten, um eben so viel, al.<i

die Anzahl der geraden grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe:

n n n

^ 2 " 3

'

enthalten sind, die Anzahl der übrigen grössten ganzen Zahlen übertriift.

Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis («-, WjV, welche atc Potenzen

von mehrfachgeraden Zahlen und grösser als n\ sind, übertrifft die doppelte Anzahl der übrigen, oberhalb der

angegebenen Grenze befindlichen Divisoren , welche ate Potenzen von geraden Zahlen sind, um eben so viel,

als die Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe:

n H n

1 2= 3'

enthalten und von der Form Ar oder 4/+1 sind, grösser ist, als die Summe aus der Anzahl der übrigen

grössten ganzen Zahlen und dem Ausdrucke \/ 2 nlavn——^-^——•
Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis ^ n^ n^y, welche ate Potenzen

von Zahlen der Form 4*+ l und grösser als n\ sind, übertriift die doppelte Anzahl der übrigen, oberhalb der

angegebenen Grenze liegenden, ungeraden Divisoren, welche ate Potenzen sind, um eben so viel, als die

Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe:

n n n

^ 2' 3'

enthalten sind, und die Form is oder 4a'+3 besitzen, die Summe aus der Anzahl der übrigen grössten ganzen

Zahlen und dem Ausdrucke \/ 2 w| cos — '
^— übertrolfen wird.

Aus der Gleichung 125) folgt:

oder:

x=n

139)
J^

^0, „, (x)
- n { log «,+ C- 1 } -A

,

wo:

I

A
I

< «j + «,

ist.
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30 Leopold Gegenbauer.

Sind n.^ und »^ so gewählt, dass:

lim«, „„=00^^ - —

ist, so hat man die Relation

:

140) 2 ^""-("^

lim„ = 00
— = log n, + C— 1

,n

welche das folgende Theorem liefert:

Das arithmetische Mittel derjenigen Anzahlen der Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis H^n^n^,
welche grösser als n^ sind, ist gleich dem Ausdrucke

:

2

n=oo

logWg+ C—1.

wenn lim„=c>o — = ist.

n

Aus 140) folgen sofort die Relationen:

2 K",(^)
x=l

141) lim,, = 00
~ = log n^ + C

y K",w — y ^o,„,{x)

1 42) lim,, = 00^^ ;^ = 1 + log ^

.t=10' j:= 10»-<

y 1^0, 10'- (^) — y 'i'ii,io''(^)

143) lim, = 00^-^^^

^Q,_^J~',
= s log 10 - (;— 1) log 10 + C-

1

y 'po,io'-{x) — 2 i'o.wix)

144) lim^co^^^^ löTZlS^'
= '-1°^ 10 + C,

aus welchen sich folgende Theoreme ergeben

:

Das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n^n^n^,

welche nicht grösser als w, sind, ist gleich dem Ausdrucke:

t

n=oo

log «, + C

,

wenn lim„=Qo — = ist

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel bei hinlänglich grossem r

:

s log 10 - fr- j^ log 10 H- C- 1.

Divisoren, welche grösser als 10' sind:

Jede s-zififerige Zahl hat im Mittel bei hinlänglich grossem r:

r log 10 + C

Divisoren, welche weniger als r Ziffern besitzen.
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Arithmetische Theoreme.

Jede s-zifferige Zahl hat bei hinlänglich grossem r im Mittel:

log 10

r-zifferige Divisoren.

Setzt man in der Gleichung 77)

so erhält man die Formel

:

145)

Z '\^V"^=1 \^V<^' - E Hl^\) -^^'"^ - «nif

]

.c=B+ l

Ist nun wieder

:

und setzt man:

so hat man

:

146)

Aus der Gleichung 146) folgt:

und daher ist:

P = «I

U«,+<<J [/.}

B

»a
= 1.

L X J
— X (w, + 1 ) L X J

-<«, + l (pzzl,2,3,...,X)

ira->-fi

Wäre nun auch:

so hätte man:

< n.

oder:

wo:

0<—/A—x(X— p)

0^/x^x—

1

ist. Da diese Beziehung aber unmöglich ist, so hat man die Gleichung

:

n
n, (p = l, 2, 3,...,a).

147)

Die Gleichung 145) verwandelt sich daher in dem eben erwähnten speciellen Falle in:

31

x=i 1=1
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32 Leopold Gegetihaiier.

Durch ein analoges Verfuhren kann man auch die folgende Grleichimg ableiten:

"^' I
' [^]/w=2 [^y«- &(£])-'^m

x:=l x=l x=i

Setzt man in der Gleichung 147):

/•(..) =1,

so erhält man:

wenn mit i^o. z.z-.fa;) die Anzahl derjenigen Divisoren von x bezeichnet wird, welche Vielfache von x und

grösser als /.n^ sind, mit 4*0, z,m,(-^) ^^*^^" f^'*^ Anzahl der übrigen durch /. theilbaren Divisoren.

Aus dieser Gleichung ergibt sich sofort die folgende

:

X=l X=l r=\

aus welcher die Formel:

löl) y4/o,.,v.„,(^)=-|logw, + C—logx-ll -A

ansteht, wo:

152) |A|<(x+2)«,+ ^

ist.

Ist:

so hat man:

153)

,. x-h2 1
bm„,„, = 00 h— = U,

Ho

lim„=«, — = -
\
1"8' >h + C- 1 - log X

I

Nun ist aber bekanntlich

:

x=n

154)
2^K.o(.)

^

lim,,^«, '-^ =- !log« + 2C'-l— logxj,
«.

''•

und daher hat man auch :

155)
2K.»,(-)

^

lim„=oo — = T 51o8'"i +^'! •

Man hat daher die Theoreme

:

Ist M =: n^ n^ und

:

lim,,=oo 1 =^,
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Arithmetische Theoreme. 33

so ist das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis «, welche

Vielfache von x und grösser als v.n^ sind, gleich dem Ausdrucke:

— {log«2+ C—1— logx} .

Ist n = n^ «j und

:

V "+ 2 1 ,,

limH=oo 1
= *J,

so ist das arithmetische Mittel der Anzahlen derienigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche

Vielfache von x und nicht grösser als x«.j sind, gleich dem Ausdrucke:

1

Ist n ^ ll^ «2 "itl •

[lögM, + Cj.

T-
4 1 _

lini«=oo f- ;r~ = ^'

so ist das aritiimetische Mittel der Anzahlen derjenigen geraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis /(,

welche grösser als 2/j, sind, gleich dem Ausdrucke:

l{log«,+ C-l-log2!

Ist n=H^ 11^ und:

lim„=oo f- -ö— = 0,

so ist das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen geraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n,

welche nicht grösser als 2/*, sind, gleich dem Ausdrucke

:

-{log«, +q

Aus den Gleichungen 153) und 155) leitet mau ferner folgende zwei Formeln her

:

156) .ij Z_j ,1
l™-oo^^^ W^f^i _=:_{, log l(J_(.^-)loglO+C-l-logx}

1=10» j;=10^s-l

,. x=l x=l 1

wo:

iim.=«, ^-^

m^-To'-^ = 7 ^'^""^ ^^+ ^^

x+2 1 ^

ist:

Man hat daher die Sätze:

Jede s-ziiferige Zahl hat im Mittel

:

i{sloglO-('»---^)loglO+C—1— logx|

durch X theilbare Divisoren, welche grösser als 10'. x sind, wenn:

x+2 1 _
lim,,,r=oojö:^+

X.10-"
ist.

DeuJischrifteu der maLhom.-natiirw. CU. XLIX. Bd.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



34 Leopold Gegenbaue r.

Jede s-zifferige Zahl luit im Mittel;

-{rloglO+C;

(lurcli X tlieilbarc Divisoren, vvclclie nicht grösser als 10 .x .sind, wenn:

x+ 2 1
lim, ,.=

10- ' 10-.

i.st.

Jede .s-zifferigc Zahl hat im Mittel

:

2
j.-^o-- (/-g-)lüglO+G'-l-l.)g2J'.sloii-lO-

gerade Divisoren, welche grösser als 2.10'' sind, wenn:

1
lim. ,.^oo ... _. + o in .

= Ö
10 2.10'-

ist.

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel:

^|HoglO+q

gerade Divisoren, welche nicht grösser als 2.10'' sind, wenn;

r 4 1
lim,,,,.= oO -,r^.._,. +

10' 2.10'

ist.

Schliesslich mag noch folgende Summe betrachtet werden

:

.=1 7^

Nun ist:

ai^p+ l

.x=«,.v=[^-^^!iZ!±:]

V ri3+C.r"+\/l3^+oV+ £xä' L., . V /ß+ Cx'+\/ß''+ ox'+ sx-'\ ., ,

Z_, ; J/W=Z1j i{ ; f{^)
.c=p+i

oder, weil jedesmal, wenn :

ist, auch:

ist, so hat man

:

y ^ß+tx'+s/ß^-

X=:ip-{-i, >/=l ryx-

ß+ ix''+ \/ß^+ Sx''+ ix-

yyx'

2ßyy~2ßl^+ ^

(fy^+e—ll^—2yl;y)x'

<

^1
<

x^p-j-l
70;'

-\f(a-:)-AF(j>)+BFO^)

^Zni^TjIS^Elfcl,]) ^,.«.,.^(,0
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Arithmetische Theoreme. 35

wo:

_ |-ß+c(>+i)"+\/ß'+^(i'+ir+<(i'+i)'
=[i

ist.

Man hat. daher die Relation:

.t=l

'^r,l\-l 2ßyx—2ß^+ 'J n

x=B+t

welche l'ür^jzizO in die folgende übergeht:

'^"
r ß+ C .*-+ s/ß-'+ Sx^+ ix'^ ,

"^''
/r - / 2ßyx—2ßl:+ S

,,

Ist:

so wird:

und man hat:

/ 2ßy+§-2ßC
''>\l:^+f-s-2yC

'^ .^J 2ßyx-2ßi:+d. ^.

.<:=1

'^'' ß+ C^j'+V^ß^+oV+ saJ^ "=^
,, ,/ 2|3ya;-2/3C+ o ,.

3-=l .C=i

Von den speciellen Fällen dieser allgemeinen Formeln mögen die folgenden besonders crwcähnt werden

:

^=; ß+ i;x'+^/ß^+r:x^+ ,:c'^
—

^ / 2ß'^x-2ßl:+ ö
^^^) Li w^ J =I[V7V+.-c^-2,cJ

164)

^="
ß+ l;x^+S/ß^+dx^+ ex'^ ^=^

. / 2i3yx-2P^+q- ^^

A L ^^^ J

(''- ^^ = Z [V 7V+s-C^-27?xJ
X=l .f=l

1«P.^ ^f"rß+ ^^'+ Vß'+°V+.x-==^
--^

/ 2ß-^x-2ßi+ ö

IGO)

167)

Z L ^^ r -L^ilM 7V+s-C^-27a-J

6*
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36 Leopold Gegenbauer. Arithmetische Theoreme.

168)
[

\_
J

+3 [_^^_ ]
+5

[

Y_ ] +7 \__X.
1
+...=

r-m 1 T2 r'w 1 12 r'w 1 12 r'w 1 n2

^[r + rJ + t-^iJ^t +d+t + nr]-^

+ . . .=

rW 1 -12 r»» 1 12 rW/ 1 -12 r/;^. 1

r2»w 1 -12 r2w< 1 12 r2»w 1 -ig

--«3fe?3^
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