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ZUR THEORIE

DER

AÜSDiflEfiraMIl Jl 1 ü ZKLMiElilLOETEKÖII'liiEnillLE^',

VON

LEOPOLD GEGENBAUER,
CORItKSPONDIRKNnEM MITGLIKDK »ER KAISERLICHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN.

VORGELEGT IN DER SITZUNG AM IC. APRIL 1885.

In den foliienden Zeilen sollen einige asymptotische Gesetze aus der Tiieorie der aus den vierten Einheits-

wurzelu gebildeten ganzen coniplcxeu Zahlen abgeleitet werden.

Es sei {n) der Inbegriff aller im Gauss'sehen Sinne primären ganzen complexen Zahlen von der Form

(/ + /)/ ausser der Null, deren Normen nicht grösser als n. sind, 9((«,) die Anzahl der Individuen des Complexes («").

Beachtet man, dass 45((^w) die Anzahl der Darstellungen der ganzen Zahlen 1,2, 3, ...,»* durch die

binäre quadratische Form (1,0, 1) ist und da.ss die Anzahl der Darstellungen einer reellen ganzen Zahl x

durcli die erwähnte quadratische Form durch die Summe:

11

angegeben wird, wo d'i alle ungeraden Divisoren von x zu durchlaufen hat, so erhält man die Gleichung:

x-=.n fiff (

I ' ,,"

Da unter den Zahlen der Reihe 1, 2, 3, . . .,m nur die Zahlen:

l.(2a;-l), 2.{2x-\), 3.(2x-l),..., f^].(2.r-l)

den ungeraden Divisor 2x— 1 besitzen, so verwandelt sich die letzte Gleichung in die folgende:

Deukschriften der mathem.-natuiw. Gl. L.Bd. 20
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154 Leopold Gegenhauer.

und daher hat man auch, wie ans Entwicklungen, die ich früher angegeben habe („Asymptotische Gesetze der

Zahlentheorie." Denkschriften der kais. Akademie der Wissenschaften, mathematisch-naturwissenschaftliche

Classe, 50. Band, I. Abtheilung, p. 36 ff.) erhellt:

1) %{n)=^ +£\/n

wo:

ist.

Es ist offenbar auch:

n
2) §too= y, ^

x=(n)

WO die Summation über alle Individuen des Complexes («) auszudehnen ist, N(x) die Norm der ganzen

complexen Zahl x vorstellt uad b{(x) den Wertii oder 1 erhält, je nachdem N((x) kleiner als 1 ist oder nicht.

Man hat:

Vor/j.rZf .\^ V

Nun ist

:^(\/^
V .,/;/_^__,\= V^ [VbNix'^+ ß '7 /- \\ (bN(x')+ß)N(y-) N(f)

wo:

ist.

Da jedesmal, wenn

ist, auch:

wird, so hat man auch:

V/:

^~^'b{p+iy+ß ^

« L_ = i

(bN(^x^)+ß)N{if) A^(r)<

« L_^l

z ^

Lässt man auf der rechten Seite dieser Gleichung x alle Zahlen des Complexes (n) durchlaufen, so hat

man zur Summe für jeden der 91 (^J.) Werthe von i/ ilij}) Einheiten hinzugefügt und legt man alsdann dem ij nur

jene Werthe bei, welche dem Theilbereiche {Ä)— {ß) des Complexes (m) angehören, wo:

Bz=
bn'+ ß '^

ist, so hat man für jeden der 9t(?j) Werthe von x von der neuen Summe 21 (ß) Einheiten weggenommen und

daher ist:

V
.=,n,^,.,-J^y hNix^)\Nm+ p} ÖAV)

-2t(p)9l(.4) + 3r(«)9t(5),
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Zur Theorie der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen. 155

oder:

Man hat daher die Relation:

Sind die in dieser Gleiclmng auftretenden Grössen so beschaffen, dass

ist, so hat man

:

''
I.,"(fe^. -f) =„?;"(V»(*^) - r) +|,« (VjfcÄt? -') -'"«''(^>-
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löü Leopold Gegenbatcer.

Verbindet man diese Gleichung mit der Formel 1), so entsteht die Relation:

7rwiV(c)'-(''-') V AT/ NW/, n . /-Af/ ^'
^'""2''' V AV n''^ > N{xy^''-*>+\/nN{c) 2, =xiV(ic)9) 2 P^,.;c{x)' l0^k.|<l).

Nun ist:

x= [m]

v-i_=vify(_i)-
d"-i

(-D^-Jjl + i + i.

Ist s > 1, so hat man:

1 1 1
1 1

1^ 2^ 3»

wo:

ist, und daher besteht die Gleichung:

Lj {2x-iy (1'' 2» 3

x=oo

• + F = ^(^)-Zi

|£'|<i

l-2a;— 1)J

x=k+i

(Ä;+l)»-*

/-/ N(xy (2a;— !)' ;(«)Z
(-l)^-'4

[2^- "]'"(--')
(0^|£i|<l)

wo:

_ V (-1)- '

3:=!

^=m
^' = ^(^)Z (2X-1

t:^'-c(.) y (-1)x-l^'

= [i^-'F^^-')-
ist.

Es ist aber;

^=m+.

.=['i±?]

V _

r"'+'i I

(-!)

< V 1 <- ?(s)

m+3-|
(2x— 1)' w»-'

=m
;-!«'

»/

L2a;—

1

i2x-iy
< V

x=1
2a;—

1

+ 1 (2a;— 1)''

< r l0gW+C'+
1

»M—

1

und daher hat man:

10) M<^ k(s)+log/«+6'+ -^}
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Zur Theorie der aus den vierten Einheitswurzelu cjehildeten complexen Zahlen. 157

Es ist also für s > 1

:

;t=(oo) ^ ^

und daher hat man auch:

_ 7rCM^+l))L,.(,+.)
— i-, r, c \-^)

wo:

W,//,+iui
W< ^-^^

i
|<:(r(Ä;+ l))+ — log»— logiV('-) + '^+ r,- —

1
-•

f. .
i
~^ V"

('4)

'"'^
'-- '"

'"" " "- </^mcy „(/('+l))
4tn

I , 1 ^

>1

lA^I < ^-5^-5^ p—^ k(r(Ä;+l))+ - log «-logi^(c)+C+ -—r--—
4/-T (

' \/n-N{c)

/- U(— lOgW lOgN(c))+C
, , ON »T/ -,T AT/ \ I 1

^CO'. 4 '4
V'« 4v/;T) V^ 2^

ist.

Aus der Gleichung 12) folgt:

Id) hm^eo ^^^^ =
4V(f'-(^-+'))

(,r(;t+l)>l)

i^j nm„=eo
^^ -8r(2r(^+l)+ l)iV^c^'(*+'))

} P_2t,ä,+i,,:(a:)

^ "-°°
n ~2(2'-+'X2^+')+T((2r+l)(2A;+l))iV^(c(2'-+*X«+'))

wo t2j der ate Secantencoeffieient ist.

Ist in der Formel 8) /. z= und v = 1, so kann man dieselbe mit Hilfe der Relation 7) zunäclist in die

folgende verwandeln:'o

p.„„,)=.E'.(.T,)-Kv^)r
V p„ , r^N _ 9 V

Berücksichtigt man die von Herrn F. Hertens aufgestellte Relation:

1 ^ r^Oog^ ^^„ ,-4+ log_2
_^ l

wo:

und:

_^y (-l)-log(2x-l)
^'~ ^ (2x—IV

j:=2 ^
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15S Leopold Gegenbauer.

ist, so erhält man:
r«^ 85«.

wo

:

3 <

n \ * „ / n

i^^kK^) -^^irm)\N{c)) \N{c),

ist.

Die Formel IG) hat auf dem ehen eingeschlagenen Wege für den speciellen Fall N(c) =z 1 schon Herr

F. Mertens abgeleitet.

Aus der Gleichung 16) ergeben sich die Relationen:

~
16iV(c) ^

17) lim„_ ^5^__=: _^(log„+ 2C---l+ ^-logi^r(o))

2 fiW
18) • lim. «=00

-'-^^^ ^f^ =
leivVÖ

(^"^"+ -^-'+^ -^'^^'^^'^

limr|,„=oo— = 0; lim^,„=oo— =0)

y^Po,,,.(.T)- ypo.i,.(a;) ^ n,i,c(^)

19) lim,, _«, '-Ä!^ 5^i5^^^!^ = lim „=co
[̂ne]

yp„,,,,(x)— ypo,.,.(,r)

. ,
,' HW log 10'

20) lini.=oo
-'"">

io»-10-' =
l^'

^"^'^
-
-^ "^'-^ +^ -\osmc) + -9-

Von den in diesen Formeln enthaltenen arithmetischen Theoremen mögen die folgenden besonders

erwähnt werden:

Die Summe der reciproken /.ten Potenzen der Normen derjenigen primären Divisoren einer ganzen

complexen Zahl von der Form a-i-hi, welche durcii c' theilbare ;te Potenzen sind, ist im Mittel gleich dem

Ausdrucke:

JV(c)'-
('+')

Die Summe der Normen der reciproken Ä,teu Potenzen derjenigen primären Divisoren einer ganzen

complexen Zahl von iler Form a+ bi, welche durch c--' tlieilbare (2/-)te Potenzen sind, ist im Mittel gleich dem

Ausdrucke

:

2r(2/-(,^+lj+ l)iV(c)2'-(''+')'

Die Summe der Normen der reciproken (2Ä:)ten Potenzen derjenigen primären Divisoren einer ganzen

complexen Zahl von der Form a+ bi, welche durch c^' + ' theilbare (2/-+l)te Potenzen sind, ist im Mittel gleich

dem Ausdrucke:
;-(2r+lK2/ + l,m.2>-+l)(2Z,-+l))r(2,+ lxa,+ l)_l

2(^'-+t)cu+,)+iY((2r+l)(2k+l))N{cf'-+')^'"+''>
'

Die Anzahl derjenigen primären Divisoren einer ganzen complexen Zahl von der Form a+ b/, welche

durch c'' theilbare ;ite Potenzen sind, ist im Mittel gleich dem Ausdrucke:

N{cY
'
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Zur Theorie der aus Jen vierten Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen. 159

Ist:

lini^, „=oo — =
n

3

lim,,r,=oo — =

so hat jede ganze complexe Zahl von der Form (i-^bi, deren Norm in dem Intervalle // — r,-i-l. . .u + n Hegt,

im Mittel:

^{,og„+ 2C+^_,ogiV(o)}

primäre durch c theilbare Divisoren.

Ist:

3

'/

so hat jede ganze complexe Zahl von der Form a+ hi, deren Norm iu dem Intervalle «- r; + l. . .n+ri liegt,

im Mittel eben so viele primäre durch c theilbare Divisoren, als jede ganze complexe Zahl des Complexes («e).

Jede ganze complexe Zahl von der Form a+ hi mit s-zifferiger Norm hat im Mittel:

{s log 10+ 2 0'— iH ^ — logA(^c)+

durch c theilbare primäre Divisoren.

Die Summe der Normen der reciproken Z-ten Potenzen der ungeraden primären Divisoren einer .izanzen

complexen Zahl von der Form a+ bi ist im Mittel gleich dem Ausdrucke:

2/. + 1 '

während die entsprechende Summe l'iir die halbgeraden Divisoren:

und für die geraden:ö»^

2^+'—

1

^p^^^L..+. ?(/,•+ 1)

L,+,<(Ä-+1)
4'.+<

beträgt.

Die Summe der Normen der reciproken \2k— 1 )tf" Potenzen der ungeraden primären Divisoren einer

ganzen complexen Zahl von der Form ((+ hi ist im Mittel gleich dem Ansdrncke:

(2'"-l)(2;:)^-^,L2,

2''*+'r(2Ä,-(-l) '

während die entsprechende Summe für die halbgeraden Divisoren:

2(2''^-l)(2nrB,L^,

4"'+*r(2A-+l)

und für die geraden:

(2;^)^^".BtL^,

2''+<r(2/<^+i)

beträgt.
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160 Leopold Gegenbauer.

Die Summe der Normen der rcciproken (2t)ten Potenzen der ungeraden primären Divisoren einer ganzen

complexen Zahl von der Form a+biM im Mittel gleich dem Ausdrucke:

während die entsprechende Summe für die halbgeraden Divisoren:

und für die geraden:
7z"'+'t[2k-JrViru

' 4M+2r(2/,;+l)

beträgt.

Ist:

lim^,„ = oo— =
,

3

SO hat jede ganze complexe Zahl von der Form a+ bi, deren Norm in dem Intervalle n— vj+ l. . .«4-^3 liegt

im Mittel:

-^(logH+2C'+^+log2)

ungerade,

^(log«+2C+^
halbgerade und

:

^ flog n-\r2C+ ^—'- - 2 log 2
10 V 1^

gerade primäre Di^nsoren.

Jede ganze complexe Zahl von der Form a-^bi mit s-zifferiger Norm hat im Mittel:

— (slog 10+2C'— iH ^ + log 2+ —2^

—

9

ungerade,

'^ / , in or. 1 8m. log 10
-pr s log 10+ 2 G^l + L +_^
1d V n y

halbgerade und:

"
/ 1 in o/-. 1 82^1 Ol o log 10

-^fsloglO+2C'— iH '-—2 log 2h --—
Ib V 7t \)

gerade primäre Divisoren.

Es sei ferner die zahlentheoretische Function:

wenn x. eine complexe Einheit oder aus einer geraden Anzald von verschiedenen complexen Primfactoren

zusammengesetzt ist;

<x{x) = — 1

wenn .(• aus einer ungeraden Anzahl von verschiedenen complexen Primzahlen zusammengesetzt ist, und

^(o:) =

wenn .< mindestens durch das Quadrat einer complexen Primzahl theilbar ist.
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Zur Theorie der aus den vierten Einheltswurzeln (jelildeten complexen Zahlen. 1 H 1

Hat nun ix^i^c) den Werth 1, wenn x eine complexe Einheit oder durcli keine r'e Potenz theilbar ist,

während ix,{x) gleich Null ist, wenn x mindestens durch die rte Potenz einer complexen Piimzahl flieilbar ist,

so hat man:

21) Z^(V^) = ^'<^) {d'ry-^x)

denn ist x durch keine ;-te Potenz theilbar, so ist der einzige Werth, welchen d', annehmen kann, x, ist aber

die grösste in x aufgehende rte Potenz aus r verschiedenen complexen Primzahlen zusammengesetzt, so ist:

IK#)=>-(i)-(2)-(3)-(4)--(-»'
"'r

=

Ist / = 1, so hat man offenbar:

22) 2K^) =
d

WO die Summation über alle primären Divisoren von x zu erstrecken ist, wenn x keine complexe Einheit ist, und:

23) Y.^(SC) = 1

d

wenn x eine complexe Einheit ist.

Aus den eben abgeleiteten Formeln ergeben sich die Gleichungen:

M)
Z_i h\x)' —i Nix)-' ~ ^ MxY

l = (oo)
•

:r = (oo) ^ ^ r=(oo) ^ -^

95) V -A_ V K^) _i
" ^ Zj Mx)' • Z^ iV(a;)'

~
x = (oo) " ^=(oo) '

und daher ist:

26)
y p-(x) _ 1

27)

Man hat nun

:

^=(v'«) ^=(v'»)'"=^"'

2-
x = (m)

^)(ZK\/J).

oder

:

= V ^,(a;)

^8)
• V 5t(^)K^) = 0'^(n) (r>l)

-=(vV)

wo £i!.(n) die Anzahl derjenigen Individuen des Complexes (n) bezeichnet, welche durcli keine rtc Potenz

theilbar sind.

Denkschriften der mafheuti.-tialunv. Cl. L. Bd. oj
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162 Leopohl G cgenhaner.

Mail hnt daher den Satz:

Di\ idirt man die Zald n durch die Normen aller dem Complexe (n) angehörigen rteu Potenzen von Zahlen,

die nur aus verschiedenen coniplexen Prinitactoren zusammengesetzt sind, und versielit die Anzahl der

Individuen des irgend einem der erhaltenen Quotienten entsprechenden Theilbereiches von {ii) mit dem positiven

oder negativen Vorzeichen, je nachdem die /'te Wurzel des Divisors aus einer geraden oder ungeraden Anzahl

von verscliiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, so ist die Summe der so entstehenden Zahlen gleich der

Anzahl jener Zahlen des Complexes (w), welche durch keine rte Potenz theilbar sind.

Verbindet man die Gleichung 28) mit der Formel 1), so erhält man:

_, , KU S^ p.(x) /— \^ Sx!J-(x)

"~
4C(»-)L.

~ *

wo

:

Ttn V M^ /- V s'j.{x)

ist, aus welcher Gleichung sich sofort folgende Relationen ergeben:

IM<^ fe+7log«+C-+-^} -'r Vm)L,. 0->2)
^ ^

' \/n—V v^/ T

1

/- (
/-^ - ,, r.\

,

-•'
Cr: I bn~ 1

Es ist also

:

29)

2^ |A,<a;)

4C(r)L,

30) lim„=oo^^W - r(2rH-l)

-«
~ 4(2;r)2^-'£.L2,.

31) lim„-^i=ik - 2^'r(2r-H)

H. K»'-T2,?(2;-+1V

Aus diesen Formeln fliessen die arithmetischen Theoreme:

Unter den Zahlen des Complexes (n) gibt es im Mittel:

4<(r)L,

solche, welche durch keine rf« Potenz theilbar sind.

Unter den Zahlen des Complexes («) gibt es im Mittel:

r(2r+l)rt

4(2nrV'-'AL,,

solche, welche durch keine (2»-)tc Potenz theilbnr sind.
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Zur Theorie der ans den n'erten Einheitswiirzeht gebildeten complexen Z'iJileii. 163

Unter den Zahlen des Complexes («) gibt es im Mittel:

;r2'-T2,C(2r+l)

solche, welche durch keine (2a + 1Vp Potenz theilbar sind.

Unter den Zahlen des Complexes (w) gibt es im Mittel

:

4 V t[r)L,.

solche, welche mindestens einen Primfactor in der rten oder einer höheren Potenz enthalten.

Unter den Zahlen des Complexes (n) gibt es im Mittel

:

Tzii , 2r(2/+l)

4 [ {^2-.fBrU.

solche, welche mindestens einen complexen Primfactor in der (2r )ten oder einer hölieren Potenz enthalten.

Unter den Zahlen des Complexes
i «) gibt es im Mittel

:

Tin / 2^'+'r(2r+l)

4 V ?:'+' T.,,Z(2>-+1)

solche, welche mindestens einen complexen Primfactor in der (2r+ljten oder einer höhereu Potenz enthalten.

Man hat ferner:

und daher nach 22) und 23):

o2) 2^(i^)K-) = l-

Aus dieser Formel leitet man leicht einen Ausdruck für die Anzahl aller Priinzalden des Complexes («) ab,

wenn sämnitliche Primzahlen des Complexes (\/« )
gegeben sind.

Sind nämlich
J)^, j)^, j'-f, , p,- gegebene Primzahlen des Complexes (n) nnd bezeichnet:

\Z_; Jp„Pi,--;l>r
x= {n)

den Ausdruck, welchen man erhält, wenn man für x alle jene ZaliTen des Complexes («) setzt, welche nur aus

den Primfactoren^j,, jfjj, .

.

., p,. zusammengesetzt sind, so erhält man aus der eben abgeleiteten Formel sofort

die neue

:

WO P irgend eine Zahl des Complexes (m) vorstellt, welche keinen der eben genannten Primfactoren besitzt,

und Lg(Pj die Anzahl der Zahlen F ist.

Sind nun die Zahlen
i)\, p',^, p'.^, . . ., pi sämnitliche Primzahlen des Complexes {\/n), so ist jede der

Zahlen P eine dem Complexe («) angehörige Primzahl mit einer Norm, welche die \/u. übersteigt und daher

ist in diesem Falle L^iP) die Anzahl aller dem Complexe {u) angehörigen Primzahlen mit \/}i übersteigender

Norm.

21*
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16i Leopold Gegcnbaner.

Die Anzahl aller Priulzalilen des Complexes (w) ist also durch folgenden Ausdruck gegeben:

MO die Grössen ])[, p'.^, p'^, . . .,pr alle Primzahlen mit \,//( nicht übersteigender Norm sind.

71.}l

Setzt man in der Gleichung 8) c =: 1, schreibt sodann fiir ir. ——j— , mnltiplicirt mit N{if^)i).(y) und

summirt über alle Individuen des Complexes (y/«), so erhält man:

iV(a;)'-V.(a;)

i:'(i^)(i:-(v^)^(f

Nun ist aber nach der Defiuition von i}.::{x) :

34) Z^^(\/i)^(i)'=<-(-)

wo t',.j!,^{x) die Summe der Normen der Ä:ten Potenzen derjenigen primären Divisoren von x ist, welche ;-te

Potenzen und durch keine ((7r)te Potenz theiibar sind.

Man hat daher

:

35) i;. ., .{n) = V ,',_ ,, „(a.) = V 5^ / » j iV(a.)'-V,(x)

Verbindet man die letzte Gleichung mit der Formel 12), so erhält man:

^=(\/«)

-C(r(Ä-+ l)~) V £4J.(a;)^l x ;tC(;/-(A-+1)) V ^-K-*^")

,_1 ^ ;^(7los»+ ?(^i/.-+lj)+t'-(7logiV(.t))- 72" ^ ^

\ V 2// --U+v) ^ —

'

-(1+2/,)

(o^]t-,|<i) ('•(^•+4)^-'
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Ziif Theorie der ans den vierten EinheiUwurzeln gebildeten coinplexen Zahlen. 166

y ;rf(>-(/.'+iyiL,,,-+,) V f^(.^') ,

2^ r,, _,. ,( ,r
)
_ ^ n _ ^.. „,,, + „ +

7ri:(r(7>'.+ l)) V JxK'^Vl, >/ // , . r. ^ Ar .A 7rC(r(Ä:+ 1)) V 'f^'-'''+ ^^^^^—r^ ^ -^^^--^—\oi>;ii-i-C{r{k+l))+ C^G\ogN(x)] + ^^ — ^ ——^ 1-

i-— '—' J^(xy\r " I /.__ — L

/- V ^-f^f'') Ulog'«H-rC' „,, (4+]og2)Alx)- iV(.r)' |.

+ V W / ; h Vjl , H ^

1

^ ...... ,T"+-(
^'-

4C/« V/.
= (;/T)^*)'

WA'+^1=:1

Es ist daher

:

V.'
Aj •

'
^ 4<(a/-(/^+l))L,,(,+,)

wo:

,. ,
:rf(r(/,-4-n)-L,,/,+i)fM/.-+l))

( , ., . ^ 1 ,
,

1 )

4>r
or /—

H ^ (—

;

1- + L( /
( A'+ 1}\ j H j i j j \-

k - \ r ! k-— k—
4h.

'• 2n '• 16 h '' "'

4h ' 2'''

A. < ^^^-^ " "''+'--—^ --L \ C,( ar(k+ 1 ) ) H log ii+ C

4«'''
'•

'

2h''
>

16h^' ' ">•

3 1

4h
"^~ ^^

.+ |) = i

X=:00

.i:=2

ist.

Man hat daher die Gleichungen6^

37) lim.. 00

-"""'^
= 4^f^'^ft!^^r"^" KÄ-+1)>1, .>1)

y ^2.-, -/.-,.(^)
/_j

38) lim „ = 00 -
= |)!l

r(2t7;\A;+l)+l)5,(,,+i)L2,,^.+i

s^2-T)ä'-i'-+')*-') -' ij,,,,,,+„ n 2/-(A-+ 1 )

+

r)U,r,,-+i

39) hm, — —
1» = 00

2,2, + ijt2<+i)+s^(5(^2;-+l)(2/.'+l))r((2/-+l)(2Ä,-+l))L„3,.+,,(2;.+i,
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IGG Leopold Gegenbauer.

Setzt man iu der Gleicliung 3G) /, = und ; = 1, so erhält man:

2^ r5, „, , (X) - ^ Po, i, 1 [-^h^) K^)

oder uacli der Relation 16):

a; ^ (71)
/ - \ / ™ \

Nun ist aber:

und daher hat man:

(0^|j.,.|, |si|<l)-

x = ioo)

V /
^'"

i, O,, 1
83JJ, (7g, (790?,

.T=(«)

\
wo:

\\\<^^\(^(a){\ogn^2C-l + ^'-){ii(a)+Uogn+

3 r Q
ÖI7

14

3

ist. Füi' a n: 2 ist, wie schon Herr F. Hertens hervorgehübeu hat, A^ von der Ordnung «*.

Man hat daher die Gleichungen:

/ t',, o.dCa;)

41) lim„=oo— = .,>, ,T log »+2 C— 1 H + -y-.- =.—
^ M lbC((7)ivc ( nr C(<7) Lt, )

^ T),o,a(,a;) — 2j ^m,^(^')

^»j luc((7)y>,3 ( K C{^a) La

+2n*{l2+d—)Lj (<^>2)

('lim^,„=oo— = 0; limY),«=oo— =
'i

) 7i, 0, a(*) — )^ ^<- 0. ^(^) X ^'' " ''(*^''

'

2rj \ne\
43) lim,,_^^-^t^i±^i^ _L^(Zi^:^^ = lim„= "-^^

3

lim^1*1).«= 00 — = 0; lim, „=00— = 0)

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Zur Theorie der aus <1rn rierfen Einheltswurzelu gebildeten complexen Zahlen. 1()7

=°°
TrT—TTTTTi = tt^^

—
Tj- t'^

log lO-;-2L— 1
-i

' -; ^^ '- -— -\

^^
-j.o....,(.r)

/ 'i,ii,23+)(j;0

46) lim,
j-- = i„)

7r-'-'T2,r(27+]) ( ^
-

;r ?(27+l) r:''+' ',, \

flini „=oo — = ; lim . „=oo — =

^^^l.^.^.+ lU)—^ r;,,,,+,(.r)

48) lim-„.„=, ^=(1+V. .=,„-,'
'/). /I= 00

_ 2^-^r(2a+l)
I

.

Sfflf, (2.-H)5..+ , 2^-+^r(2a+2)TO,,+
. )

flimrj.M^oo — = '*; lim ,=oo— =n
'

49) lim,=, ° 10^—10^-'

32(2;:)— ß,L,, ( *' ,-, ^ il t2,T)-^-/y, L,, )

50, lim.^.^^^^:^ W^^

Ans deu entwickelten Gleichiuigeu ergeben sich folgende arithmetische Theoreme:
üie Summe der Normen der reciproken /tcu Potenzen derjenigen primären Divisoren einer ganzen com-

plexen Zahl von der Form a-\-hi, welche rt'- Potenzen und durch keine (<Tr)te Potenz theilbarsiiid, beträgt im
Mittel:

nie Summe der Normen der reciproken /tcu Potenzen derjenigen primären Divisoren einer ganzen coni-

plexen Zahl von der Form ,i-hhi, welciie (27)ti' Potenzen und diirch keine (27/)fe Potenz tiieilbar sind, beträgt
im Mittel:
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168 Leopold Gegcnhaucr.

Die Summe der Normen der reciproken {2k)ien Potenzen der)enii>en primären Divisoren einer ganzen

complexen Zalil von der Form u-^bi, welclie (2y-i-r)te Potenzen und durch keine {o{2r+l))ie Potenz thcilbar

sind, beträgt im Mittel

:

;t('-'-+'X-^-+"C(( 2r+ 1)( 2k-'r r))r(,,^,x2/.-n)-i

2(-'+ ')(«+') + '<(5( 2r+ l){2k+ 1) iPi {•2r+r)(2k+l) )L,^2.+ixv.-+i)

Die Summe der Normen der reciprokeu Ateu Potenzen derjenigen primären Divisoren einer ganzen com-

plexen Zahl von der Form a-'.-hi, welclie rt'^ Potenzen und durch keine (27/)te Potenz theilbar sind, beträgt im

Mittel:

r[2'jr{k+l)+ l)C(>-(fc+ 1 ) )L,(;,+i)

Die Summe der Normen der reciprokcn Ä-teu Potenzen derjenigen primären Divisoren einer ganzen com-

plexen Zahl von der Form a->rbi, welche rte Potenzen und mindestens durch eine ('7r)te Potenz tiieilbav sind,

beträgt im Mittel

:

Die Summe der Normen der reciproken Ä:ten Potenzen derjenigen primären Divisoren einer ganzen com-

plexen Zahl von der Form K-yhi, welche (2/)te Potenzen und mindestens durch eine (2c7;)te Potenz theilbar sind,

beträgt im Mittel:

f2;rV'(^'-+"B,(,+ ,)1^2,C.-+o fi _ 2r(2ar(7,--t-l)-'rl')
\

2r(2r(Ä--:-l)+ l) ( (,2-
)--('•+

'^ß,,(;, + ,)L2,, (,,+ ,)(

Die Summe der Normen der reciproken (2Z-)ten Potenzen derjenigen primären Divisoren einer ganzen

complexen Zahl von der Form a+ hi, welche i2/ + I^p Potenzen und mindestens durch eine {(j[2r-hlj)io Potenz

theilbar sind, beträgt im Mittel:

^(ä,.+i)(2/.-+i)^((2r+ 1)(2Ä:+ l)')r(2,+ ,)(,,+i)-i (^

2C''-+im-+i)+T((2r+l){2k+l)) l 4(7(2r-t-l )(2/fc+l))La(3,-Hi)(2/-t-i)
)'

Die Summe der Normen der reciproken fct'-« Potenzen derjenigen primären Divisoren einer ganzen com-

plexen Zahl von der Form a+ bi, welche rte Potenzen und mindestens durch eine (2ff*-)te Potenz theilbar sind,

beträgt im Mittel:

. , ,,,^ L 2ri2^r(7.-+i)+r)
I

C{>\k+l))L,^,,+ i) \i — , .2,,,,,, Dß f \

^ ^
( (27r)-"^'+'^±>c,.(/,+i)-L/2cj,(/;-fi)'

Die Anzahl derjenigen primären Divisoren einer ganzen complexen Zahl von der Form a+ bi, welche

;te Potenzen und durch keine (ar)te Potenz theilbar sind, beträgt im Mittel:

t('7y)L„.

Die Anzahl derjenigen primären Divisoren einer ganzen complexen Zaid von der Form n+ bi, welche

(2/-)te Potenzen und durch keine (2ar)tc Potenz theilbar sind, beträgl im Mittel:

r(2?r-t-l)-B,-L2,.

(2;r)-'("-')r(2r+l )5„.Lj,;

Die Anzahl derjenigen primären Divisoren einer ganzen complexen Zahl von der Form n-hbi, welche

(2r+ l)te Potenzen und durch keine (^'7(2;+l))te Potenz theilbar sind, beträgt im Mittel:

n--'-+';(2r+l)T3,

2-''+- l:['j[2r-'r 1 ))]\2/-+ l)Lc(.,.+ i)'
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Zur Theorie der aus den vierten Einheif.wnirzeln gebildeten complexen Zahlen. IG

9

Die Anzalil deiji'nigen priiiiüren Divisoren einer ganzen complexen Zahl von iler Form a+ bi, welche

/•t« Potenzen nnd dnreli keine (27/-)tc Potenz tlieilbar sind, beträgt im Mittel:

r(2(7r+l)<(r)L,.

(27r)^-5„X,„.
•

Die Anz;ibl derjenigen primären Divisoren einer ganzen complexen Zahl von der Form a + bi, welche

rti' Potenzen und mindestenn durch eine (c;/-)*« Potenz thcilbar sind, beträgt im Mittel:

c(»-)^,Yi ^
<{<yr)L„

Die Anzahl derjenigen primären Divisoren einer ganzen complexen Zahl von der Form a+ bi, welche

(2/-)te Potenzen und mindestens durch eine (2(7r)te Potenz theilbar sind, beträgt im Mittel:

(2kY"-B,.L.,,. ( 2r(2^r+ll

2r(2r+l) ( (^27:f--B,,LoJ-

Die Anzahl derjenigen primären Divisoren einer ganzen complexen Zahl von der Form a+ bi. welche

(2/--l-l)te Potenzen und mindestens durch eine (a(2r+l))te Potenz theilbar sind, beträgt im Mittel:

2='+'q\2r+l) ( Clt7(2r+l))L,,.,+ ir

Die Anzahl derjenigen primären Divisoren einer ganzen complexen Zahl von der Form <i + bi, welche

»te Potenzen und mindestens durch eine (2(7/-)te Potenz theilbar sind, beträgt im Mittel:

Ist:

lim,,,,, =00— =
' n

lim ,,,„=00— =

so besitzt jede ganze complexe Zahl von der Form a-i-bi, deren Norm in dem Intervalle n— o + l. . .n+ 'Q liegt,

im Mittel

:

primäre Divisoren, welche durch keine Tte Potenz theilbar sind, und

5?r ( %, m.
^(log.+2C'+-')(l-^-^

primäre Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der ijteu oder einer höheren Potenz enthalten.

Ist:

lim, „=00— =
' n

i

lim ^,„ = 00— =

so besitzt jede ganze complexe Zahl von der Form a->rbi, deren Norm in dem Intervalle w— vj+ 1. . .«+ -,7 liegt,

im Mittel ebenso viele primäre Divisoren, welche durch keine (mindestens durch eine) ate Potenz theilbar sind,

als jede der Zahlen des Complexes (ne).

Denksclirifleii der malhom.-naluiw. Gl. L. B'l. 22
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170 Leopold (Jegenhauer.

Ist:

lim ,,,„=00— =
n

3

lim,,,„ =co^ =

so besitzt jede ganze complexe Zahl von der Form a+ hi, deren Norm in dem Intervalle n^r,-\-\. . .n+ r, liegt,

im Mittel:

-4:;

—

r-rr^F- log n+ 2C-i '- + ;. .,,T^—
primäre Divisoren, welche durch keine (2ff)te Potenz theilbar sind, und:

K
log «4-2 C+ ^-i 1

89«, w 2r(2c^+ l) > aY[2i+l) )2T(2a+l)'^2. Wo
^^^io««+.c+

_^
ji^i ^ßny^B^J 2{27:y^-^ B,L,J (2kY^B, U,

primäre Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der (27)ten oder einer höheren Potenz enthalten.

Ist:

lim
7),
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Zur Theorie der aus den vierten FAnheitsiourzeln gebildeten complexen ZaJden. 171

Jede gauze complexe Zahl von der Form a+ hi mit s-zifferiger Norm hat im Mittel:

primäre Divisoren, welche durch keine (2!7+ l)tß Potenz theilbar sind, und:

-/ 1 1A o^ 1 83K, loglON/. 22'+=r(27+l) ^— (s log 10+ 2 C—lH ' + "
)f

1 5rri 1^ rr)
—

4V TT 9 /V ,-z-'+'t2,(:(2c;+1) /

_ 2^T(2g+ 2) / S,,+i _ 2^^+^'(2ff+l)ä)^2,+,^

;:--r,42(;+l)U(2=?+ l) ü-'+'tj, j

primäre Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der (2';-t-l)ten oder einer höheren Potenz enthalten.

Es sei ferner

:

51) <p,(x) = ^tJ.{d)N(^^'j'

d

SO dass y,(x) die Anzahl derjenigen Zahlen eines vollständigen Eestsystems für den Modul x ist, welche mit x

keinen gemeinschaftlichen Theiler haben („Recherches sur les formes quadratiques ä coefficients et ä iudeter-

minöes complexes." Par G. Lejcume-Dirichlet. Journal für die reine und angewandte Mathematik von

Grelle, Band 24).

Aus der Gleichung 51) folgt die Relation:

und daher ist:

52)

Z_i NixY ' ^ N(xy-'-- -^ N(xy
x=(oo) ^ .t = (oo) ' « = (oo) ^

..= (00) ^ ^
-^

V ?M V J__ V 1

z^ Mxy ^ N(xy ~ ^ N{xy^'
x=(oo) ^ x = (oo) a:= (oo) ^ '

aus welcher Relation folgt:

53) y f,id) = Nixf
d

Man hat nun:

x= (,i) ^ ' x,y={n) ^ •'

V ./_!LvV

_ V
x = (n) ^ ^ d

, N(xf

S'u(:n).

II

Schreibt man in dieser Gleichung für ii =
yT'"'

multiplicirt mit ij.[i/) und summiri bezüglich // über alle

Individuen des Complexes (m), so erhält man:

22*
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172 Leopold Cieye iibauer.

2«(jij)K,i=i:'>(si^)'"Wrt!')
;i=(n) x,y= (n)

oder nach 32)

:

55) Y.<p,ly)=^S^^(^^)i.(y).
t/= (n) y= {n)

Es ist aber

S',(m) = _^iV(cc)*

a:= (h()

= 2^(2:(-:)-
r=i ,11

oder wegen der Formel:

P+2*+3h

= V (_i).-.^2x-l)'Jl'+ 2H3'-+ . .
. +[2£rj1

;' + ' >•' ,ksB.r''-' /fc^^^r^-' /kyB^r"''

S;

OT*+i ^r^ (—1)—' .

wo:
rm+i

"^^-"^^^"^^ '^•' ^M2L2x-lJ l2M-lL2^-lJ ^UA-3L2:c—iJ

ist, und daher hat man:

56) Siim) =-—- +\
4(1+1)

und

:

|A„|<:£»re*

wo £ eine angebbare endliclie Grösse s^ nicht überschreitet.

Die Formel 55) verwandelt sich daher in:

Z ^*<^^ = 4(ITTT 2. ivHFT^
+" 1 M^ (O^I=..-l^^o)

oder auch:

wo:

4(A:+l)C(i-+l)i.,-+,
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Zur Theorie der ans den vierten Einheitswurzeln gebildeten complexeii. Zahlen. 173

ist, aus welcher Gleichung folgt:

IM^
l'(il"^)^' {

m-+i)+\og n+c+ -Lj + v'fao jc(:/.-)+iog «+C+ ^j (A:> i)

lA I

>/3n - 7:(l-{-L,) kL,
(/.=1).

2

Den speciellen Fall k = 1 der Formel 57) hat schon Herr Merteus mitgetheilt.

Aus der Formel 57) folgt;

58) lim„="-°°
«'•+' -4(/.+l)^(Ä-+l)L,+,

/_, y^i-i (a;)

59) lim^^i^Ü!^- ^(2^-+ 1^
8t(2-T/-"-' i;,Loi.

\f2iix)

60) lim i^^li^ - ^"-I^(^^-+l^

Mat hat daher das Theorem

illstJinrlitrpn Tfpatsvstpms für dpn Modul ii. p-iht p«
/i iv.

Unter den C41iedern eines vollständigen Restsystems für den Modul u gibt es -y=r- A"(h) Zahlen, welche

mit ?i keinen gemeinsamen Theiler haben.

Setzt man:

61) Y,^(cl',)=Kr(x)

so ist offenbar:

X,(a-) = fx(g)

wenn

:

x-= Q.R

und R die grösste in a; aufgehende r'e Potenz ist.

Es ist also

:

Xix) =

wenn x einen Primfactor in einer Potenz enthält, deren Exponent nach dem Modul r einer der Zahlen 2, 3, 4,

. . ., r— 1 congrueut ist, während in den übrigen Fällen:

X.^x-) = (-1)"

ist, wo 5 die Anzahl jener Primzahlen ist, welche in x in der Potenz /./+ 1 enthalten sind.

Ist speciell r = 2, so hat X,.(x) den Werth +1 oder — 1, je nachdem x aus einer geraden oder ungeraden

Anzahl von (verschiedenen oder gleichen) Primzahlen zusammengesetzt ist.

Aus der Defiuitionsgleichung 61) folgt sofort:

V Ä,.(aO

x=(00) ^ ^ j:=(oo)
-^

..-=(00) ^ '
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174 Leopold G('(jenb(iuer.

und dahei- ist:

62) V h{x) _ !:{rs)L,.,

/_j N{x)''^ Mxy ^ N(x)'-'
i=(oo) • x=(oo) a;=(oo)

aus welcher Gleichunff foli;to

63) y A,(d) = 0,

d

wenn X keiue /te Potenz ist, und

:

64) Y. ^-('^') = 1'

wenn x eine rte Potenz ist.

Man hat daher:

WO (),.(«) die Anzahl der Zahlen des Complexes («) ist, welche rte Potenzen sind.

Schreibt man in dieser Gleichung für j/ : -^tt-^, multiplicirt mit ix(iß und summirt bezüglich y über alle

Zahlen des Complexes («), so erhält man:

—
l_,

'^rix).

Schreibt man in der Gleichung 62) für s : crs und multiplicirt sodann mit

;

V 1

so entsteht die Relation

:

und daher ist:

x = (00) ^

_ V 1 V m/^)— Zj Ma,>-'-iij Mxy
x = (00) Jt = (OOJ

= «.,,.(j^)
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Zur Theorie der aus den vierten. Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen. 175

wo «!,.(.'') die Anzahl derjenigen Divisoren von x ist, welche (7/-)te Potenzen sind und deren complementärer

Divisor durch keine crt« Potenz theilbar ist.

Es ist mm:

^=(0-) -5= (\' »)-"=(")

=Z'(ife)(i;>^(v'ii:

V

Man iiat also:

_ 7i!:{r'j)L,, _
wo:

ist, aus welcher Gleichung folgt:

'?:•' \r.^ log« 1 ) r ,log«

(a = 2).

Aus den eben entwickelten Formeln ergehen sich die Gleichungen:

69) hm„ = ^ = -^^(7^

/ «2,-, c(a.')

,. .rr„i (271)^"+' ^„L.,..
' ^)) ll"l " = OO = ...po , ix;-/ Nr-^

// Ibl ylr'j-ir\)C{p)L^

... ,. ,
., tt. _ 2^T(2<7+l)C(r(2.+ l))L,,..^.,

'"^ 11'". = CO
;^^

-
;r'^'r,,C(27+l)

/ a2,-+l.23+lU")

''' lim.=oo
^^

-
2-'*-'+"+-I\(^2;-4-l)(2(7+l)V2,?r2cr-f-l^

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



176 Leopold Gcgenha iier.

Man hat daher die arithmetischen Theoreme

:

Jede ganze compiexe Zahl von der Korui a+ hi hat im Mittel:

primäre Divisoren, welche (5/)te Potenzen sind niul deren complementärer Divisor durch iieine ^te Potenz

theilbar ist, nnd:

primäre Divisoren, welelie (c7;-~)te Potenzen sind und deren complementärer Divisor mindestens durch eine

<jte Potenz theilbar ist.

Jede ganze compiexe Zald von der Form a+ hi hat im IMittel:

2T(2rrj-J.-l\C(G^L,

primäre Divisoren, welche {2or\'Q Potenzen sind und deren complementärer Divisor durch keine jte Potenz

theilbar ist, und

:

{2Ky'-B,M,.,
j

i_(

2r(2r7+n \ r(7)L,*

primäre Divisoren, welche (27/-)'*' Potenzen sind, und deren complementärer Divisor mindestens durch eine

ffte Potenz theilbar ist.

Jede ganze compiexe Zahl von der Form a+ bi hat im Mittel:

(2;r)^-('-"r(2(7+l)J?„.L^,.,

r(2rG+l)B,L,,

primäre Divisoren, welche (2iry^ Potenzen sind und deren complementärer Divisor durch keine (2ff")te Potenz

tlieilbar ist, und:

(2rY^-J3„.L.,, ( 2r(:27+l)
l

2l\2ar-\-l) l i^2,-T)-'/.*,L,,l

primäre Divisoren, welche (27;)te Potenzen sind und deren complementärer Divisor durch mindestens eine

(2c7)t'' Potenz theilbar ist.

Jede ganze compiexe Zahl von der Form a+ bi besitzt im Mittel:

2-'+-r(2 7+ lK0-(27+n')L,,...+ i.

--+'z,,(:[2o+l)

primäre Divisoren, welche (;(27 4-1"))'° Potenzen sind und deren complementärer Divisor durch keine (2!7+l)te

Potenz theilbar ist, und:

^0-(2.4-l))L,..,.{l-
^,,.^J,^^_^^j

primäre Divisoren, welche (/•(25+ l))tc Potenzen sind und deren complementärer Divisor mindestens durch

eine (2<74-l)te Potenz theilbar ist.

Jede ganze compiexe Zahl von der Form a+ bi besitzl im Mittel:

,2,,^a+<)r(^2g+l)r,2,.+.)|3.+n-,t((2r+n(27-:-l))

2='-(2'+'T((2r+lX2ff+ l)>.,C(27+l)
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Zur Tlieorie der a/is den vierten Einheitswurzeln t/efnldeten eoniplexen Zahlen. 177

primäre Divisoren, welche (2r+l')('27+l)te Potenzen sind und deren compleinentärer Divisor durch keine

(2j+l)f"5 Potenz theilbar ist und:

^'^'•+"'--+"T(2.+i„2.+ii-<C((2r+ l)(27+l))
(

2^-+'r(27+l)
\

2(-'-+')^2'+')+'l\(^2r+ 1)1 27+1)) ( ;:-'+' r,,rt 25+ 1)1

primäre Divisoren, welche (2r+r)(27+ l)te Potenzen sind und deren complementärer Divisor mindestens

durch eine (25+ l)te Potenz theilbar ist.

Jede ganze complexe Zahl von der Form a+ hi besitzt im Mittel:

60^2

primäre Divisoren, welche vierte Potenzen sind und deren complementärer Divisor durch kein Quadrat

theilbar ist.

Jede ganze complexe Zahl von der Form a+ bi besitzt im Mittel:

6301.2

primäre Divisoren, welche sechste Potenzen sind und deren complementärer Divisor durch kein Quadrat

theilbar ist.

Jede ganze complexe Zahl von der Form a-hbi besitzt im Mittel:

6300 L^

primäre Divisoren, welche achte Potenzen sind und deren complementärer Divisor durch kein Quadrat

theilbar ist.

Jede ganze complexe Zahl von der Form u+bi besitzt im Mittel:

623701,2

primäre Divisoren, welche zehnte Potenzen sind und deren complementärer Divisor durch kein Quadrat

theilbar ist.

Jede ganze complexe Zahl von der Form a+ bi besitzt im Mittel:

G91-"L,g

425675250 L^

primäre Divisoren, welclie zwölfte Potenzen sind und deren complemenfärer Divisor durch kein Quadrat

theilbar ist.

Setzt man ferner:

74) 2^K'^n,.(v/f) = a,.(.r)

so ist offenbar:

wenn:

x= Q.R'-

nnd R'' die grösste in x aufgehende ?-te Potenz ist.

Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. L. Bd.
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178 Leopold Gcf/enbdKci:

Es ist also:

ar{x) =

weun X clurch eine auclere, als eine erste, rte oder (r+l)tc Potenz einer Primzahl tlieilbar ist, und:

a,.(x) = (-1)-

in allen anderen Fällen, wenn t die Anzahl jener Primzahlen ist, welche in x in der ersten oder /-ten Potenz

auftreten.

Aus der Relation 74) folgt

:

Z-i N(x)''Z-j N(xY'~^ N{x)^

und daher ist:

-^ ^ N(xy " C(s)t(rs)L,L,,

y y.{x) _ V Prix) Y 1

^ mx)"~^ Nix)'' /-> N(xy
j.- = (oo) ^ ' x = (oo) ^ ^ ^-= (00) ^ ^

aus welcher Formel sich folgende Relationen ergeben:

76) J'ff,(ci)=0

wenn o; keine yte Potenz isl, und:

77) );a.(rf) = f^(V^^)y „ ^^7^ _
d

wenn .r eine rte Potenz ist.

Man hat daher:

y?i/^
x= (00) ^ ^

.c, ;;= («) ^ -^^

also nach 75") und 76)

:

78) Z^(iV^)''^^^=Z'^^^'>
^='"^

^ = (;/„-)

Es ist ferner:

Zj A\uO^ Zj i\r(a;)» ^ Wa;)--
x= (oo) ^ '^ x = (0O) ^ ^ x = (oo1

und daher:

79) y^(7,(rf;)=:f.(x).

Es ist auch:
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Zur Theorie der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten conqjlexen Zahlen. 179

x=(0O) ^ ^ x=(0O) ^ ' ^ = (oo) ^ ^ x= (oo) ^ ^

Z-i N(xy

a:=(oo) "• ^ a: = (oo) ^ ^ x=(oO) ^ -^
a; = (00) ^ -^

a^(x)

und demnach:

^ mxV
x = (oo) ^

80) Z>v(4.)a.(Y/j) = a„.f:.)

81) _^X,(rf)a,.Q = ff,(a;).

Man hat weiteis:

Z= (CX3)
^ 2={00) I=(00 jr=(00) z = (00)

oder:

V jM:! V p-i^) _ V f:M y _
/ . T>r, . . • / . -KT, \,... / . -\T/ \„ / . AT

1

/_! iVia;)" ^ iV(x)="-» ^-J iY(x)" ' ^-' Nix)'
x = (00) ^ - x= (OO) ' ' X=(00) ^ ' x=(00) ^

V F-(x-) V /^^-(^) _ V gr(/) y 1

Z iV(a;)" "^ Nix)" ~ ^ NixY' ' •^ N(x)'
x=(0O) x= (OO) ' i= (OO) a:= (OO)

und daher:

wo:

ist, wenn:

und i?"' die grösste (try)!'- Potenz ist, welche in x ohne Eest enthalten ist.

Es ist daher:

wenn .c durch eine Potenz einer Primzahl tlieilbar ist, deren Exponent nach dem Modul ar einer von den Zahlen

0, 1, 2. . ., ff— 1 verschiedenen Zahl congruent oder grösser als 2nr— 1 ist, und:

y,,,(a;) = (—1)-'

in den übrigen Fällen, wenn r, die Aii/.ahl jener Primzahlen ist, welche in .r in der (a/i^cii Potenz yorkunnuen.
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180 Leojjold Geycnhauer.

Es ist nun:

^=(v/n) * = (C''>t). -'' = (")

= 2^(^)&-(\/|
oder nach 83)

:

Aus dieser Relation folgt:

oder:

i = (7l)

wo:

__^ y <^r(a;) /- y ^x^,.(^)

" " 4 Lj N(xY ^ Zj ^

ist, aus welcher Gleichung folgt:

,, I

TzCMn" f^. . loa;» ^, 1 \ ,/<7\ ,- /- / «n

^ V«— 1/
^"^ T

Es ist also:

85) lim ' = "" - "

^H= 00
4C(<7)(r(r<j)iv,L„

86)
« ^2(2r)='t'-+"-'K5,,L2,iv2,,

2j X',='-(,-^')

87) lim
,„) rf2m+i)

>/;:=00
« 4(2;r)=— 'J5,,C(ff)-Cai2,.,

2_^
X2.+i,2,.+i(a;)

88) lim„ = ,

—"'
' n = ( OO I

--^'''+""-+'>-*r2„Tp.+.,(2r+i)-iC(2a+l)Ca2r+ l)(2a+l))

Rclireibt man in der Gleichung 2.S) für /r. --r-— und summirt sodann bezüglich y über alle Zalilen des

Complexes (\/m), so erhält man:
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Zur Thi-urie dir auH den vlertni K/nJicl/sirurzcln (jchüdeien complexen Zahlen. 181

z.^'(iv(^-)= 2 KäW?)''^-^"^

oder nach 611:

89)

_ V
/ £

= Z ; (i^))(Z^^(\/j)
a:=(jl) ^ '^ d,

welche Gleichung wegen der llolation 67) auch in folgender Form geschrieben werden kann:

90) 2 ^'(¥Sv")= Z«--^^)-

Schreibt man aber in der Gleichung 2ö) tür /•: er und für ii: , summirt sodann bezüglieli y über alle

Individuen des Complexes {\/n), so ergibt sich die Formel:

welche Relation nncli den obigen Eiilwicklungen in die folgende übergeht:

91) S^Ki4y-) = Z<-(^-)-

Für £7 = 1 verwandeln sich die Gleichungen 9U) und 91 ) in

:

92) ^0^(^)=.^(.).

Diese Gleichung liefert folgendes Theorem

:

Dividirl man die Zahl h durch die Normen aller dem Complexe in) augeliörigen ;ten Potenzen und

bestimmt für jeden Theilbereich des (!omplexes (/(), der irgend einem der so erhaltenen Quotienten entspricht,
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182 Leopold (rcgenbauer.

die Anzahl der durch keine rte Potenz theilbaren Zahlen, so ist die Summe dieser Anzahlen gleich der Anzahl

der Individuen des Coniplexes ('«).

Aus der Gleichung 92j folgt die Relation:

-.."=(x/„) •' = i\/n)

oder

:

= ('!)

welche Gleichung solort in die folgende übergeht:

93) ^ < , .(X) = V ri;. (") .', ,., ,(.r).

Es ist ferner;

oder:

oder schliesslich

:

^^'(ife))(Z'^-('^'-))
= i

rf.

94) LHmy^^^')='-

Diese Gleichung liefert die Theoreme:

Dividiit man die Zahl )i durch die Normen jener Zahlen des Complexes (u), welche nur aus (/./)ten und

(A-r+l)tcn Potenzen von Prinizalilen zusammengesetzt sind, und bestimmt für jeden Theilbereich des Complexes

(m), welcher irgend einem der so entstehenden Quotienten entspricht, die Anzahl der durch keine rfe Potenz

theilbaren Zahlen, so ist die .Summe derjenigen Anzahlen, welche einem aus einer geraden Anzahl von (/i:/-+l)teu

und einer beliebigen Anzahl von (A-/)t''» Potenzen von Primzalileii zusammengesetzten Divisor entsprecheu, um

1 grösser als die Summe der übrigen Anzahlen.

Dividirt man die Zahl n durch die Normen aller dem Complexe («) angehörigen Zahlen und bestimmt für

jeden Theilbereich des Complexes (y/), der einem auf diese Weise entstehenden Quotienten entspricht, die

Anzahl der durch kein Quadrat theilbaren Zahlen, so ist die Summe derjenigen Anzahlen, welche einem aus

einer geraden Anzahl von Primzahlen zusammengesetzten Divisor entsprechen, um 1 grösser als die Summe

der übrigen.

Schreibt mau in der Gleichung 65) für ;• : or und für ;/ :
--

—

:- , mnltipliclrt sodann mit /J.,(y) und

summirt bezüglich i/ über den ganzen Complex
(

v «), so entsteht die Relation:

Z ^" {-w(^)^'-^''' = Z;f (j^'-^^^^(^^

= ZHMZ'*''-'>'<^ß
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Zur Theorie der ai(>< den vicrtoi Einheifswnrzchi f/childefcn complexen Zahlen. 183

Nun ist aber:

Zj N{xy'^ NixY" Zj N[.i-)'' l^ ^\.^v'
1= (OO) ' x= (oo)

und daher:

_ y ^^-'•''•)

..= (oo) ^ ^

Es ist also:

Für u rr 1 verwandelt sich diese Furniel iu:

97) y Q\^^ Vr{x)^%\{n\

Man hat daher den arithmetischen Satz

:

Dividirt man die Zahl n durch die Normen aller durch keine /te Potenz theilbaren Zahlen des Com-

plexes («") und bestimmt für Jeden Theilbereieh von («,), der irgend einem der so erhaltenen Quotienten ent-

spricht, die Anzahl der in demselben befindlichen ;ten Potenzen, so ist die Summe dieser Anzahlen gleich der

Anzahl der Individuen des Complexes («).

Man hat ferner:

S^dfe)!! «"')«
(vi)}

Es ist aber:

x=(00) ^ ' .<:=(00) ^ ^ a.- = (00) ^ '

und daher:

98) Vx,.(./>),x(y/|-) = K4

Die letzte Gleichung verwandelt sich daher in die folgende

:

'o

Diese Gleicbung liefert den Satz:

Dividirt man die Zaid n, durch die Normen jener dem Complexe («") angehörigen rtc" Potenzen, welche

durch keine (2r)te Potenz theilbar sind, und bestimmt für jeden Theilbereicii von (»,), welcher irgend einem

der so entstehenden Quotienten entspricht, die Anzahl der in demselben befindliclien r'eo Potenzen, so über-

trifft die Summe derjenigen Anzahlen, welche einem Nenner entsprechen, dessen Basis aus einer geraden

Anzahl von verschiedenen Primzahlen zusaniniengesetzt ist, die Summe der übrigen um 1.
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184 Leopold Gecjenhauer. Zur Theorie der aus den vierten Einheitswurzehi etc.

Icli will bei dieser Gelegenheit mittheilen , dass die nenn Gedächtnissverse des Codex von Chartres,

welche sich auf die von Eadnlph von Laon erwähnten, auf dem Abacus zwischen dem ersten und zweiten

Ruche der Geometrie des Boethius, bei Gerlandus von Besannen u. A. vorkommenden räthsclhaften zehn

Wörter „Igiu", „Andras", „Ormis" u. s.f. beziehen, (Chasles, Apergu historique, p. 473; Cantor, Geschichte

der Mathematik, p. 765) auch in dem mit der .Signatur Vat. Univ. 5327 versehenen Pergamentcodex der vaticani-

schen Bibliotiick mit geringen Modificationen enthalten sind — so findet sich z. B. daselbst das im Codex von

Chartres fehlende dritte Wort des ersten Verses „sibi". Im zuletzt erwähnten Codex kommt aber überdies

noch der im Codex von Chartres fehlende zehnte auf das Wort „Celentis" bezügliche Vers vor; derselbe lautet:

„Terque notat trinum celentis nomine rithmum."

An die zehn Gedächtnissverse schliesst sich der schon von Treutlein im zehnten Bande des Biilletino

Boncompagni veröffentlichte Abacus des Gerlandus Vesontinus („Nonnullis arbitrantibus etc.") an; der

genannte Codex enthält also ein in dem vom Fürsten Boncampagni publicirtcn Verzeichnisse der Hand-

schriften dieses Abacus nicht angeführtes Exemplar.
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