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ClIRVEN VIERTER ORDNUNG VOM GESCHLECHTE ZWEI,

IHRE

SYSTEME BERÜHRENDER KEGELSCHNITTE UND DOPPELTANGENTEN.

D" KARL BOBEK,
rnlVATDOtENT AN DKR K. K. DEUTSCHEN TECHNISCHEN HOCHSCHULE IN PkAG.

VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 3. FEBRUAR 1S87.

Einleitung.

Die ebenen Curven vierter Ordnung vom Geschlechte drei wurden bezüglich der Systeme vierfach

berührender Kegelschnitte und Doppeltaugeuten mehrfach untersucht. Hingegen wurde den Curven 4*'='- Ord-

nung vom Gesclilechte Zwei weniger Interesse zugewendet.

Herr Brill' hat zuerst mit Hilfe des Jacobi'schen Umkehrproblems die Systeme vierfach berührender

Kegelschnitte und Doppelangenten für die Cur\ en 4^" Ordnung mit einem Doppelpunkte angegeben.

Später hat Herr Ameseder^ in einer Reihe geometrischer Untersuchungen über die berührenden Kegel-

schnitte der Curven vierler Ordnung auch die Curve vierter Ordnung mit Doppelpunkt und Spitze betrachtet.

Die nachfolgenden Untersuchungen beziehen sich auf Curven 4'«' Ordnung vom Gcschlechte Zwei.

In der ersten Abtheilung wurde die Curve 4*" Ordnung mit einem Doppelpunkte betrachtet. Im I. Abschnitte

wurden Erzeugungen dieser Curve angegeben, auf Grund deren man zu zwei kanonischen Gleichungsformen

der Curve gelangt. Diese Formen erlauben nun, in einfacher Weise die Gleichungen der Systeme vierfach

berührender Kegelschnitte aufzustellen und es wurden inllaus diesenGleichungen mehrere für die Classification

der Systeme von Doppeltangenten sehr wichtige Sätze aufgestellt und bewiesen. Auf Grund dieser Sätze

gelingt es, die 16 Doppeltangenten in die 30 Systeme der vierfach berührenden Kegelschnitte einzuordnen,

und ich habe in III zwei diese Anordnung darstellende Tabellen angeben.

1 Brill, „über diejenigen Curven, deren Coordinaten sich als hyperelliptisohe Functionen eines Parameters d.arstellen

lassen", Grelle, Bd. LXV, p. 283 — und „Note über Doppeltangenten einer Curve 4"'- Ordnung mit einem Doppelpunkte^

Mathematische Annalen, Bd. VI, S. 66.

2 Araeseder, „Geometrische Untersuchung der ebenen Curven 4i'> Ordnnng", Sitzungsberichte der kais. Akademie der

Wissenschaften in Wien, Bd. LXXXVIl, S. 15.
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120 Karl Bobek,

Im IV. Absclinitte wurden die zur Curve adjungirten dreifach berührenden Kegelschnitte betrachtet und

die 16 Systeme dadurcli charakterisirt, dass jedesmal die sechs Doppeltangenten angegeben wurden, welche

in einem solchen System auftreten. Die daselbst gegebene Tabelle stellt diese Anordnung vor.

In der zweiten Abtheilung wurden besondere Curven vom Geschlechte Zwei betrachtet. Und zwar solche

Curven, welche in dem Doppelpunkte einen oder zwei Wendepunkte besitzen, und schliesslich wurde die

Curve 4**^'' Ordnung mit einer Spitze betrachtet. Es wurden bei derselben die Systeme vierfach berührender

Kegelschnitte, sowie auch die Sj'steme der adjungirten dreifach berührenden Kegelschnitte angeben und die

Einordnung der Doppeltangenten dieser Curve in die Systeme der Kegelschnitte bewirkt. Zwei daselbst auf-

gestellte Tabellen veranschaulichen diese Einordnung.

Erste Abtheilung.

In der ersten Abtheilung setzen wir eine Curve 4''"' Ordnung mit einem Doppelpunkt voraus, dessen

Tangenten die Curve noch ausserhalb in einem Punkte treffen, so dass kein Wendepunkt im Doppelpunkte liegt.

Die im I. Abschnitt angestellten Betrachtungen fordern zwar nicht überall diese Voraussetzungen, und es ist

leicht, die Beschränkung anzugeben, welche mit dem Fallenlassen derselben eintreten. Um aber nicht zu weit-

läufig werden zu müssen, wurde an den Voraussetzungen festgehalten und etwaige Bemerkungen wurden in

der zweiten Abtheilung gemacht, insoweit sie für die dort betrachteten Curven erforderhch erschienen.

I. Erzeugung der Curve 4'»' Ordnung mit einem Doppelpunkte.

1. Bezieht man einen Strahienbüschel ein-eindeutig auf die Kegelschnitte eines Systems vom Index 2, so

ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender Curven eine Curve 4'«'' Ordnung, welche im Scheitel des Strahlen-

büschels einen Doppelpunkt besitzt.

Sind A, B lineare, (-J, H quadratische Functionen der Coordinaten, so möge

A-1B = (1)

die Gleichung des Strahlenbüschels und

&a+2Hl-\-&,.A^ = (2)

die Gleichung des Kegelschnittsystems vom Index 2 sein, und es mögen einander die Curven (1) und (2)

entsprechen, welche dasselbe X besitzen. Die Gleichung des Erzeugnisses von (1) und (2) ist dann

<t> = (rKB^+2HAB-h(-)i,A^ — (3)

und zeigt, dass die Curve •trzo, die wir auch einfach <I> nennen wollen, in den Schnittpunkten der Geraden

A und B einen Doppelpunkt besitzt. Die Kegelschnitte (2) hüllen eine Curve 4*" Ordnung S4 ein, deren

Gleichung

t,= H^-0„0, =:U (4)

ist.

2. Es ist aber auch umgekehrt möglich, jede vorgelegte Curve 4*" Ordnung <I> mit einem

Doppelpunkte d auf die angegebene Art zu erzeugen.

Es mögen die Punktepaare, welche die Geraden A, B, C, X . . . durch d auf <I> ausschneiden mit a a,

bß, cy, x£,... bezeichnet werden. Sie bilden die Gruppen der einzigen linearen Schaar von Gruppen zu

zwei Punkten ^^'), die auf der hyperelliptischen Curve <!> auftreten kann. Ferner mögen durch
<f

Curven

3'" Ordnung bezeichnet werden, die durch den Doppelpunkt von <I> gehen, also zu <t> adjungirt sind.

Es sei K ein Kegelschnitt, der durch das Paar wfx von <i> geht und diese noch in sechs Punkten, die wir

{E) nennen wollen, trifft. Dann geht durch (iC) und irgend ein Paar a« von * noch ein Büschel von Curven
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über Curveu 4'<^'' Ordnimg vom Geschlechte Zwei. 121

3'" Ordnung v, denn .1 zusammen mit K stellt, eine y dar, welche die Gruppe /»/;. von <i> enthält, mithin

geht durch den Restschnitt von A.K mit <I> noch genau ein Büschel von Curven f, welcher die 'j.^'' aus-

schneidet, zu welcher 8chaar die Gruppe w;j. gehört.

Wir bezeichnen durch o,,,. die Curve des Büschels durch (K), d, ax, welche das Paar xc auf O aus-

schneidet.

Durch a« legen wir einen willkürlichen Kegelschnitt 0„. Dieser wird von der Curve y,,^ ausser in a«

in einem variablem Quadrupel (x) geschnitten, so zwar, dass die vier Punkte (x) und x^ auf einem Kegel-

schnitte liegen, den wir mit (), bezeichnen wollen. Es bestimmt nämlich y,,^ mitX.O^ einen Büschel von Curven

3'" Ordnung, dessen Basispunkte ax, x^, d, (x) sind, und da aaJ auf einer Geraden liegen, so liegen die

sechs übrigen xt, («) auf einem Kegelschnitte.

Beschreibt x^ die Curve <I>, also o,,^. den Büschel, so wird der Kegelschnitt 0, ein System durchlaufen,

welches auf den Büschel y,„ und also auch auf den Strahlenbüschel, den Z beschreibt ein — eindeutig bezogen

ist, und von dem wir zeigen werden, dass es den Index 2 besitzt. Vor Allem ist klar, dass auch K diesem

System angehört und als (-),„ zu bezeichnen wäre. Aber auch ()„ gehört zu diesem System. Das System bleibt

nämlich ungeändert, wenn man zu seiner Erzeuzung an Stelle des Kegelschnittes t)„ und des Büschels »„

durch (/, aa, {IC), den Kegelschnitt 0^ und den Büschel y^ durch d, xt, [K) nimmt.

Denn, sei 0„ einer der Kegelschnitte des Systems, welcher durch yn und das Quadrupel (ij) auf 0«

bestimmt ist, in welchem '^„„ den 0„ trifft, so kann gezeigt werden, dass ©^,, durch die vier Schnittpunkte

von 0;, und 0„ geht. Findet diess statt, so kann 0;, auch mit Hilfe von 0^ und der Curve y^y erhalten

werden.

Nun sind 0,;.y„„ und 0„.y„^ zwei Curven 5'<='' Ordnung, deren 10 Schnittpunkte aa, («/), {x) auf dem

Kegelschnitte 0^ liegen, mithin geht durch die 15 übrigen eine Curve 3'"' Ordnung. Diese Punkte sind aber

(K), (/, xt, yn und die vier Schnittpunkte von 0^. und 0„, also geht die Curve ü^y, welche durch (K), d,

x^, yn bestimmt ist, auch durch die Schnittpunkte von 0^ und 0„.

Da nun f^^ den 0^ in dem Quadrupel (x) trifft, welches auf 0„ liegt, denn durch dieses wurde 0^

erhalten, so ersieht man, dnss 0„ auch zum System der Kegelschnitte gehört.

Es kann aber auch an Stelle von K irgend ein Kegelschnitt 0„ des Systems gewählt werden, welcher

das Paar «v enthält. Legt mau nämlich durch die Schnittpunkte der Curven 3'"' Ordnung A.&^ und X.0a

den Büschel von Curven S''-*"' Ordnung, von dem die frühere fax eine Curve ist, so triflft jede die <I> noch in sechs

variablen Punkten, die stets auf einem Kegelschnitte des Systems liegen. Denn sei
f'a:^

die Curve, welche in

der Gruppe {K') von sechs Punkten trifft, dann geht durch (K') und d,ax ein Büschel von Curven y, welche

die (?^') aus <^ ausschneiden, da <ji'ax die Gruppe xi der g[^'> enthält.

Da nun die drei Punkte (7,aa auf yl liegen, so liegen die sechs Punkte (K) auf einem Kegelschnitte, der

noch ein Paar nv der g'^'' von <I> enthält, denn A in Verbindung mit dem Kegelschnitte bildet auch eine o,

welche eine Gruppe der ^('^ ausschneiden niuss.

Wenn nun gezeigt wird, dass der Büschel von Curven f'a durch {K'), d, aa. mit 0^ dasselbe System 0^

erzeugt, wie es früher construirt wurde, so ist der Kegelschnitt durch (K) offenbar ein Kegelschnitt des

Systems.

Betrachten wir den Büschel von Curven y„ durch d, aa, \K) und der Curven f'„
durch d, ax, {K'), so

schneiden beide die Paare der (/(,') aus 'I' aus, und die Büschel werden zu einander projectivisch, wenn man

diejenigen Curven einander zuweist, welche dasselbe Paar .rc von «h enthalten. Diese projectivischen

Büschel y„ und y'„ erzeugen daher ausser <I> noch einen Kegelschnitt, der durch ax geht. Da nun y^^ und

to'ax auch entsprechende Curven sind, die sich ausserhalb <l> noch im Quadrupel {x) schneiden, so geht

der Kegelschnitt durch «« und (.j") und ist also mit 0« identisch. Hieraus folgt aber, dass entsprechende

Curven y„,, und y'„„ der beiden Büschel in denselben vier Punkten {y) von 0„ einander schneiden müssen,

und dass dalier die Kegelschnitte 0„, welche (//) mit yri verbinden, auch durch den Büschel ^'„ erhalten

werden.

DenkscLnften der miilhum.-naturw. Cl. LUI.Bd. Abhundlungen von Nichtmitgliedern. ij
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122 Karl Buhek,

Hieraus folgt, dass man die Kegelschnitte H„ auch erhiilt, wenn man durch die sechs Punkte, in denen die

C'urven f des Büschels ^(-J^+ÄXW = die «I»,, noch schneiden, stets den Kegelschnitt legt. Derselbe schneidet

dann <1> noch in dem Paar nv. Durch den Punkt n geht also der Kegelschnitt H„ des Systems, welcher auch

den Punkt v entluält und mittels des Quadrupels (h) auf 9^ bestimmt wird, in welchem <f„ den e„ schneidet.

Es geht aber durch n noch ein zweiter Kegelschnitt 0„. des Systems, der ein anderes Paar n'v' enthält, und

der auf die eben angegebene Art erhalten wird, indem dieCurve des Büschels ylB^+XA'H,, = 0, welche durch

n geht, die <P in einer Gruppe (IC) von sechs Punkten schneidet, zu der u gehört, und welche den Kegelschnitt

W„. bestimmt.

Durch einen Punkt von <I> gehen also wenigstens zwei Kegelschnitte des Systems, niindicli (-)„ und (-»„, von

denen der erstere auch v enthält, der letztere aber ein Paar m'v' aus <t> ausschneidet, das von «v ver-

schieden ist.

Wir wollen nun zeigen, dass das System der W auch in der That blos den Iudex 2 besitzt.

Die Kegelschnitte (-) hüllen eine Enveloppe ein, und zwar wird ein Kegelschnitt %„, von dem benachbarten

(")'„ in einem Quadrupel [a] getroffen, in welchem f)„ die Enveloppe berührt. Wir haben aber gezeigt, dass

die Curve fax welche das Paar xS, aus <I> ausschneidet, 0^ in dem Quadrupel {£) trifft, welches mit .rf den 0^

bestimmt. Die Curve y,,« des Büschels, welche also <I) in «« berüiirt, trifft mithin 0„ in dem erwähnten Qua-

drupel \a\. Man erhält daher die Quadrupel [x] auf der Enveloppe des Systems der H,, wenn man 0^ mit

der Curve ^.„ schneidet, die durch die Gruppe [K) und (/ geht und *!> in xE, berührt. Offenbar erhält man die-

selben Quadrupel, wenn man an Stelle von y^^ die Curven y'.„ benützt, welche durch {K') und d gehen und <I>

in icC berühren. Da sich nun die Curven y',,, und ijj^., ausser in (/ und xl nur noch in dem Quadrupel [x\ treffen,

so kann man diese Quadrupel auf der Enveloppe und mithin die Enveloppe selbst dadurch erhalten, dass man

x'E die Curve O durchlaufen lässt und den Ort der vier noch fehlenden Schnittpunkte der Curven
<f^^

und
f'^^

bestimmt.

Zu diesem Behufe wollen wir zeigen, dass die Curven y.„., welche durch die 7 Punkt {IC) und (/ gehen

und O in x^ berühren, ein System vom Index 2 bilden. Das lineare Netz der Curven f, welche durch (/ und

{IC) gehen, schneidet * in Gruppen von vier Punkten, die stets Paare xt, yn von r/^' sind. Denn wir sahen,

dass durch acc ein Büschel dieser Curven geht, welcher die g'-^''' aus <I» ausschneidet, also geht durch x^ eine

bestimmte dieses Büschels. Dann geht aber durch x^, {IC) und d wieder ein Büschel von Curven y, welcher

die (/f') ausschneidet, da eine f das Paar «« enthält, also geht eine bestimmte durch ijri. Durch {IC) d, x, y ist

aber stets eine uud nur eine ^ bestimmt. Denn würde ein Büschel durch diese Punkte hindurch gehen, so

würde derselbe auf *\> eine (/^'' ausschneiden, die von der durch die Strahlen von d bestimmten verschieden

wäre, was unmöglich ist. Legt man also durch x, ij die Curve des linearen Netzes, so geht sie auch durch '£.

uud -n.

Sei nun t ein willkürlicher Punkt der Ebene, so geht durch denselben ein Büschel von Curven y. Die-

selben schneiden <I> in den Paaren aa, bß auf den Strahlen A, B von d, und diese Strahlenpaare bilden

eine quadratische Involution. Denn seien (p^i, fa'i/ zwei Curven des Büschels durch t, welche die Paare

auf den Strahlen AB, A' B' aus «1> ausschneiden, so bestimme mau durch die zwei Strahlenpanre AB, A' B'

eine quadratische Strahleninvolution und beziehe ihre Paare projectivisch auf die Curven y des Büschels

durch t; so dass den Paaren AB, A' B' die Curven <f„h, f„nh entsprechen. Als drittes Paar entsprechender

Curven ordne man dem Strahl dt die in diese Gerade und den Kegelschnitt K, durch {K') zerfallende

Curve 3''-''' Ordnung zu. Die Strahleninvolution und der zu ihr projcctivische Büschel von Curven 3'"' Ord-

nung erzeugen zusammen eine Curve 5'"' Ordnung, die den Strahl dt als Theil enthält. Der Rest, eine Curve

4t<='- Ordnung, hat in d noch einen Doppelpunkt, geht durch {K) sowie aa; bß, a'cc', b' ß' auf <1> und muss

daher mit <I> identisch sein. Die Involution, welche durch die zwei Paare AB , Ä B' bestimmt ist, hat nun

zwei Doppelstrahlen und diese schneiden <I> je in einem Paare, in welchem je eine Curve des Büsciiels die

tl> berührt.

Durch t gehen mithin zwei Curven f,
welche <I) in je einem Paar der (jf^'^ berühren.
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über Citrve» 4'"' Onhimu/ ro»/ Geschlechte Zwei. 123

Die Curven y^^ sowie y'^^, welche durcli (Ä), rcsp. {K') und d g-eben und <I> in xk, berühren, bilden daher

ein System vom Index 2, und sind durch die Paare xS. von <I> beide Systeme auf einander ein-eindeutig

bezogen. Ihr Erzengniss ist mithin von der 2.3+ 2.3 = 12*'*° Ordnung. Zu diesem Erzeugnisse zählt <I) dop-

pelt, also ist der Rest eine Curve 4'«'' Ordnung fi',. Da wir nun sahen, dass der Ort der Schnittpunkte

der Curven ^'' und
(f''"',

die nicbt auf <1> liegen, die Enveloppe des Systems der Kegelscbnitte ist, so

ersehen wir, doss die Enveloppe des Systems der H eine (Jurvc 4''"'' Ordnung ß\ ist, und dass mithin

der Index des Systems der Kegelschnitte 2 sein nuiss. lliemit ist die im Eingange aufgestellte Behauptung

erwiesen.

Um dieses System der H und damit auch ^^ zu bestimmen, hatten wir die Wahl zweier Kegelschnitte W^,

(-<„, freigestellt, nur niHs.sfen diese durch je ein Paar <ta, resp. y«/7. von <l> gehen. Die Kegelschnitte können

hiebei auch als zerfallende angenommen werden, nur nicht so, dass eine von den Geraden das Paar «a, resj).

Ulli, trägt, da wir voraussetzten, dass W,,, (-)„, nicht durcli </ gehen sollen.

;i. DieEnveloppe ^^ des Systems der Kegelschnitte (» berührt <!' in allen Punkten, in

denen sie dieser Curve begegnet.

Denn sei s ein Punkt von ^^, der auf O liegt, so wird die Curve y,„ welche <!> in .s berührt, den Kegel-

schnitt 0, ausser in su noch in dem Quadrupel [s\ treffen, das auf M\ liegt. Da aber ein Punkt von ^^ also

von [s], in den Punkt s fällt, so muss f,,
den Kegelschnitt 0» in s berühren, also auch St,^, da 0, und ^,^ einan-

der in [s] berühren.

Die Kegelschintte in 0„ bilden ein System vierfach berührender Kegelschnitte von S?^.

Die acht Berührungspunkte von ^,^ auf<l> bilden d ie Basisi)U nktc eines Curvenbüschels
3''*'' Ordnung, dessen 9'"' Punkt d ist, und dessen Curven daher aus <i> die Paare aa. ausschei-

den, während sie S\ IndenGruppen [«] treffen, welche mit m« auf dem Kegelschnitte 0„ lie-

gen, der ^^ in [a\ berührt.

Denn aus den Gleichungen (3) und (4) folgt

A'%-^^h^ = [<^aB+AHf, (5)

d. h. die Curve dritter Ordnung

^)aB+ÄH=0 (0)

geht durch die acht Berührungspunkte von ^^ und <l>. Sie geht aber auch durch d und das Piiar aa. auf yl=:

und 0„=O. Hieraus folgt aber, dass durch die acht Berührungspunkte von ^\ auf *!> ein Büschel von Curven

dritter Ordnung geht, die d enthalten und aus <I> die (){p ausschneiden, da die Curve (ß) eine Gruppe der

Schaar enthält. Denkt man also A variabel und den Büschel durch d beschreibend, so wird die Curve 3'"'' Ord-

nung (6) auch den Curvenbüschel beschreiben und 0„ aus (5) das System der Kegelschnitte, welches aus <I>

die Paare auf A und aus Ä^ die Quadrupel [«] ausschneidet. Die Identität (5) zeigt auch, dass ^^ in den

Schnittpunkten mit 0„ von diesem berührt wird, und dass dieses Qu.adrupel aus Ä^ durch die zugehörige Curve

3*'*'' Ordnung (('>) ausgeschnitten wird.

4. Denkt man sich durch die acht Punkte, in denen .^^ und <1» einander berühren, den Büschel von Cur-

ven 4>"'' Ordnung gelegt, dessen Curven sich alle in den acht Punkten berühren, so wird jede Curve C^ dieses

Büschels von den Curven 3'°' Ordnung durch die acht Punkte in einer Schaar von Quarirupeln geschnitten, in

denen je ein Kegelschnitt die 6'^ berührt. Unter diesen Curven C^ tritt dann auch unsere Curve <I> mit dem

Doppelpunkt in d, der Basispunkt des Curvenl)üschels 3'"'' Ordnung ist, auf. Diese Curve <t> wird von dem

Büschel 3*"' Ordnung ausser in d nur in Paaren aa. geschnitten und das System der vierfach berührenden

Kegelschnitte übergeht für diese in die doppeltgezählten Graden durch il, welche die Paare aa tragen.

Hat man irgend zwei Curven 4'" Ordnung C^, C^, die sich in acht Punkten berühren, so zwar, dass durch

die acht Punkte kein Kegelschnitt geht, so wird jede Curve des Büschels 4*" Ordnung C^+ aC'/=0 von den

Curven 3'"' Ordnung durch die acht Punkte in Quadrupeln geschnitten, in welchen vierfach berührende Kegel-

schnitte an die Curve 4'"'' Ordnung möglich sind. Durch den 9''^" Basispunkt d' des Curvenbüschels
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124 Karl Bobek,

3'" Ordnung geht eine Curve 4''' Ordnung <I>'^ 6'^+ // C/= 0, welche in r/' einen Doppelpunkt

besitzt. Denn der Cnrvenbüscliel 3'''' Ordnung sclineidet eine Curve 4'" Ordnung des Büschels z. B. C^, wie

eben erwähnt, in Quadrupeln und sei der Kegelschnitt, welcher C^ in einem solchen Quadrupel berührt, 0'.

Dann bilden die (-)' ein System von Kegelschnitten vom Index 2, das ein — eindeutig auf den Curvenbüschel

3'"'' Ordnung bezogen ist, durch die Quadrupel auf 6'^. Beide Curvensysteme erzeugen daher ausser C^ noch

eine Curve 4''^'^ Ordninig, die in d', welcher Punkt nicht auf G'^ liegt, einen Doppelpunkt besitzen muss. Diese

rauss mit fl>' identisch sein, da sie G\ in den acht Basispunkten des Curvenbüscliels 3''' Ordnung berührt, wie

man aus der Erzeugung leicht ersieht.

5. Hat man nun umgekehrt irgend eine Curve 4'^''' Ordnung C^, welche <I> in acht Punkten berührt, durch

die ein Büschel von Curven 3'" Ordnung geht, dessen Curven nicht alle zerfallen (indem die acht Punkte nicht

auf einem Kegelschnitte liegen sollen), so schneidet der Büschel von Curven 3^"'' Ordnung, die Curve <I> in Qua-

drupeln, in denen vierfach berührende Kegelschnitte möglieh sind. Gehört d nicht zu den Basispuukten des

Büschels, so werden die Curven des Büschels 3'<"' Ordnung in vier variablen Punkten die <& schneiden, in

denen stets ein berührender Kegelschnitt an <I> möglich ist.

Liegt aber d auf allen Curven f des Büschels 3'""' Ordnung, dann schneiden die Curven

f auf (I> die gi^i aus, und wir wollen zeigen, dass die vier Punkte \a], in denen ^o noch die

Curve C^ trifft, welche <I> in den acht Punkten berührt, mit dem Paar aa, welches sie auf <I>

ausschneidet, auf einem Kegelschnitte ()„ liegen, der 6\ in dem Quadrupel |«] berührt.

Dieser Satz folgt zwar direct aus dem sub 4. bewiesenen Satze, soll aber hier noch auf einem anderen

Wege bewiesen werden.

In dem 15üschel von Curven 6''^'' Ordnung
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Vher Cnrve.n 4'*^' Orclminr/ rovi (Texchlcchfe Zum. 125

projectiviseli auf die Strahlen eines Büschels bezieht, so sind die Geraden />, Doppeltangenten von <I>. Durch

die acht Herülirungsi)uukte derselben geht nach Früherem ein Büschel von Cm'ven o'"' Ordnung w, welche alle

den Doppelpunkt </ von <I> enthalten. Die Curve
(f„,

welche <J> in dem Paare «a schneidet, trifft 7>, in den

Punkten «,, so dass die sechs Punkte «,«, a^,a^,(l^,a^ auf einem Kegelschnitte der Schaar liegen, der also in

«, die Gerade Z*, berührt.

Ist f/,/, der Schnittpunkt der Geraden /),Pi, so treten unter den Kegelschnitten des Systems auch die drei

doppeltgezählten Geraden dy^.d^,^, f',.-;-''.^^, 'In-^is ^^'f- ^'C mögen die ihnen entsprechenden Strahlen 7',, T.^,

Tj des Büschels vom Scheitel d in /,, t^, t.^ treffen, dann müssen 7',, '1\, 1\ Tangenten von <I> in t^, t^, t^ sein.

Die Curve 3''"'^ Ordnung y, des erwilhnten Büschels, welche durch t^ geht, berührt <I> daselbst und muss

durch die Punkte c/,2, d^^ gehen, da. sie in den vier Berührungspunkten des zerfallenden Kegelschnittes iler

Schaar die Tangenten />, treffen niuss.

Bezeichnen wir die Geraden d^^.d^,^, d^^.d^,^, 'Un-'^n ^^'' ^^'^^^ \mc\\ mit r,
,
t^, r.^ und legen wir das

Dreieck, welches diese bilden, als Coordinaten-Dreieck zu Grunde, so können wir die Gleichungen der vier

Tangenten in der Form:

(7)

^,

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



121) Karl Bohek,

welche iu l vom 5'"" Grade ist nud die zwei Wurzeln /= 0, /=: — 1 besitzt, für welche der Kegelschnitt (8)

in die doppelt gezählten Geraden r, =0, resp. Tj^O zerfällt; die drei übrigen Wurzeln hängen von den a,-

und 6, ab.

Beachtet man, dass T.^+T^ + 1\^^Q ist, so ersieht mau, dass die Gleichung der Curve <I> noch in folgen-

den zwei Formen geschrieben werden kann:

'i',3= r\ T^+ (r^+ r^-r^) T, 7^,+^ T] = (12a)

Wie in 3. allgemein gezeigt wurde, ergibt sich die Curve 3''' Ordnung, welche durch die acht Berüh-

rungspunkte der vier Doppeltangenteu, sowie durch <f und f^ resp. f,^ geht aus den sich hier direct einfach

ergebenden Identitäten

:

(14)

(15)

Setzt man

SO ersieht mau, dass der Strahleubüschel (11) auch mit dem CurvenbUschel 3'" Ordnung

j>,+Ä^, = V.(i+i-i)(7;+Ä2;) + 2(r=j;+xi7;) = o (16)

welcher durch X auf den ersteren projectivisch bezogen ist, die Curve <!) erzeugen.

Die Berührungspunkte der Curve <I> auf den Doppeltangenten können durch Kegelschnitte ausgeschnitten

werden, die durch den Doppelpunkt und zwei der Punkte f,, t^, t.^ gehen. Die Gleichungen dieser Kegel-

schnitte ergeben sich einfach aus (12), und zwar liegen die Berührungspunkte

von Z>,=0 auf den Kegelschnitten K^^ = rJ^~r^T^—Q,K\^=z^l\—r^T^ — Q,K^^=T^T^—T^T^ —

„ i?4 = ü „ „ „ K^^^7^T^—T/I\z^0,K^^= 7./I\+T^T.^ = 0,K'^.J^T./J'.^-hr/l\ = 0,

wie man leicht erkennt. Denn z. B. für i>, =0 also —73 = 7, -f-r^ wird <I»^(r, I'^

—

r^'I\y aus (12) sich

ergeben.

Man ersieht hieraus, dass die vier Berührungspunkte je zweier Doppeltangenten auf einem der Kegel-

schnitte liegen, der durch d und zwei der Punkte /,, i^, f^ geht.

8. Wir haben in 2., S. 6 gezeigt, dass, wenn man durch zwei Paare aa.,\hß von <I> eine adjungirte Curve w

der 3'"° Ordnung legt, dieselbe *I) noch in sechs Punkten trifft, durch welche ein Netz adjungirter Curven y

geht, von dessen Elementen jedes *!> in zwei Paaren trifft, und in welchem jeder Büschel solche Gruppen aus <I>

ausschneidet, die aus dem Doppelpunkt d durch eine quadratische Involution projicirt werden.

Legen wir nun durch die Paare aa., hß auf den Strahlen A, B einen Kegelschnitt 0, der <1> noch in vier

Punkten trifft, so wird der Büschel von Kegelschnitten durch diese vier Punkte aus <I> Punktgruppen aus-

schneiden, die aus d durch eine quadratische Involution projicirt werden, welche auf die Kegelschnitte des

Büschels projectivisch bezogen ist, durch die Punkte von <1>. Denn wird durch irgend eine durch d gehende

Gerade T zu einer y ergänzt und der Büschel von Curven ^, der durch einen beliebigen Punkt von T
bestimmt wird, besteht aus dem Kegelschnittsbüschel, der eben erwähnt wurde und au.'s T.

Wir denken uns die Involution im Doppelpunkt d bestimmt, durch die Paare A, B und das Strahlenpaar

A+B\/— 1=:0 und A— B\/— 1 ^0, so dass wir als Gleichung der Involution

(A^+B'')iJ.+2AB — (18)
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tJher Curven 4''''' Onlimti;/ vom. Geschleihle Zivei. 127

ansetzen können. Ferner wollen wir voraussetzen, dass der Kegelschnitt H=0 duich die Paare gebt, welche

^^-f ß^ = aus <I> ausschneidet, dann wird der auf die Involntion (18) projectivisch bezogene Kegelsclinitts-

blischel die Gleichung

,a//-e = (19)

haben, und durch Elimination von p. ergibt sicli

<1, = (^^12+ ß^ I H + -JMAB = (

)

(20)

als Gleichung der C'iirve 4''' Ordnung. Das System der Kegelschnitte, welches mit dem Strahlenbiischel

A—'aB = diese C'urve <I> erzeugt, hat die Gleichung

und die C'urve 4''^^' Ordnung Sü^, welche das System einhüllt, besteht aus zwei Kegelschnitten des Büschels

(19), da

Si, ~ H'—9^= {H- 0) (//+0)
wird.

AVir nehmen statt des willkürlichen Kegelschnittes die doppelt gezählte Gerade '1\^, welche die Punkte

t^^ /j mit einander verbindet., deren Tangenten 1\, T^ durch d gehen. Die Gerade 1\^ schneidet ausser in den

zwei zusammenfallenden Paaren t^, t^ die 4) noch in den Punkten «,, a^ und der Büschel (19) wird die <I> in

diesen Punkten berühren. Seine Gleichung wird

u.]I—T;., = (21)

sein. Die Involution (18) übergeht in

m+Ti)iJ.+ 2T/r,^0 (22)

und die Gleichung der C'urve 4''='' Ordnung wird

<1>= ( 7'j+ Tl ) T-^ + 2H 7\ 'l\ = 0. (23)

Dieselbe wird auch erzeugt durch den Strahlenbüschel

7',— rr^rzO

und das System der Kegelschnitte

Tl^(\+\^] + 2H).-0, (24)

welches als Enveloppe die beiden Kegelschnitte

Ä-r,-, = H+T^^-O

besitzt, die * ausser in a^, a^ noch in den Schnittpunkten von <I> mit T^ + l\^0, resp. T^— 2\=zQ berühren.

Wir wollen diese Geraden mit %^^ und %[^ bezeichnen und die Punkte auf denselben mit tr, resp. t'r'.

9. Die Curve 4'"' Ordnung mit einem Doppelpunkte besitzt 13 Constanten, indem das Auftreten eines

Doppelpunktes eine Bedingung involvirt. Diese Constanten treten in die Coefficienten der Gleichung der Curve

ein. Denkt man sich die Curvengleichung auf ein anderes Coordinatensystem transformirt, so kann man durch

die acht eingeführten Transformationsconstanten acht Constanten der Curve willkürliche Wertbe (innerhalb

gewisser Grenzen) geben und es bleiben dann nur fünf Constanten übrig, deren Zahl durch lineare Transfor-

mation nicht verringert werden kann, und von denen die Curve woscntiich abhängt.

Die Gleichungen (12) und (23) sind kanonische Formen für die Curve 4'''' Ordnung, indem

sie blos von fünf wesentlichen Constanten abhängen.

Denn legt man als Coordinaten-Dreicck in (12) das zn Grunde, dessen Seiten r, ^0, r^^O, r^zzO sind,

so enthält (12) nur fünf wesentliche Constauten, uändich die Vcriiältnisse der sechs Grössen «,, ft, aus (10).

Eine vorgelegte Gleichung einer Curve 4'" Ordnung kann auf 80 wesentlich verschiedene Arten auf eine

solche kanonische Form gebracht werden, wobei die drei Fonnen 12, 12a, 126 als nicht wesentlich verschie-
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128 Karl Bohek,

dene anzusehen sind, wie wir später bei der Untersuchung- über die Systeme der Doppeltangenteu zeigen

werden (vergl. III, sub 25., S. 140).

Für die Gleichung (23) nehmen wir das aus T, = 0, 1\^0, T^^O gebildete Dreieck als Coordinaten-

Dreieck. Dasselbe besteht daher aus zwei Tangeuten aus dem Doppelpunkte von <I> und der Berühningssehne

derselben.

Es treten in (23) nur die sechs Coefficienteu in H auf", welches eine quadratische Function ^^)n T^, J\,

Tjj wird. Man kann dann in <I> statt 2',^ auch c. T^^ einfiiliren und c so wählen, dass ein Cofe'fficient in //einen

beliebigen Werth erhält, so dass in (23) also eigentlich nur fünf wesentliche Constanten auftreten.

Da es sechs Tangenten von d an (I> gibt, sobald in d kein Zweig einen Wendepunkt besitzt, was wir

vorraussetzen wollen, so kann die Gleichung von <I> auf ^/^.Q.b^=ilb wesentlich verschiedene Arten auf die

Form (23) gebracht werden. Oder es gibt 15 kanonische Gleichungs-Formen von der Art (23).

II. Die vierfach berührenden Kegelschnitte der Curve 4*«'' Ordnung mit einem Doppelpunkte.

10. Wir haben in 1., S. 7 gesehen, dass durch acht Berührungspunkte einer Curve C,^ mit fl> ein Büschel

von Curven 3'*="^ Ordnung geht, welcher auf <& Quadrupel ausschneidet, in denen ein die <& berührender Kegel-

schnitt möglich ist. Fallen von diesen Quadrupeln stets zwei Punkte in den Doppelpunkt, d. h. hat der

Büschel der Curven 3'°"' Ordnung den Doppelpunkt d zum neunten Punkt, dann ist der Strahlenbüsciiel durch

d das System der vierfach berührenden Kegelschnitte, indem jeder Strahl desselben doppelt gezählt einen

solchen Kegelschnitt vorstellt.

Wir wollen nun voraussetzen, dass der Büschel von Curven 3'"' Ordnung durch die acht Berührungspunkte

von 6'^ auf <I> nicht d zum 9*"=" Punkt besitzt, dass also die Curven C^ des Büschels die <1> in vier variablen

Punkten treffen. Dann ist offenbar jedes Quadrupel von Punkten [ß] so beschaffen, dass ein Kegelschnitt ^
in demselben die <I> berüiirt, und je zwei Quadrupel [ß] und [S'] liegen auf einem Kegelschnitte K.

Denn wird [^] von C^, [.^'] von C'{ ausgeschnitten, so geht durch IG Schnittpunkte der Curve 6'" Ordnung

63 . Cg mit O die Curve 4'''' Ordnung C'^, also liegen die acht letzten nämlich [^] und [^'J auf einem Kegel-

schnitte.

Es sei nun f die Curve 3''^'' Ordnung des obigen Büschels, die durch den Doppelpunkt (7 von O geht. Sie

schneidet fl> noch in zwei Punkten, die nicht auf einer Geraden mit d liegen können. Denn würde dieses

eintreten, so ginge durch die acht Schnittpunkte von ^ mit <I> und d ein Büschel von Curven S'*"" Ordnung,

während wir gerade voraussetzten, dass der ^^" Punkt zu den acht angenommenen nicht (/ sei.

Sind die Schnittpunkte von y mit <J), daher t^ und t^, so bestimmen dt^ und dt^ zwei

Strahlen T^, T^ von d, die <t> in t^ und t^ berühren müssen. Jede Gruppe [^], die von der Curve

C3 des Büschels auf <I> ausgeschnitten wird, liegt mit d, /, , t^ auf einem Kegelschnitte K,

welcher 53 in d berührt.

Denn C^ geht durch die Schnittpunkte von C^.'f mit <I>, also besteht die Identität, wenn /i und ilf gewisse

quadratische Functionen der Coordinaten sind

K.C,^'f.C,^M.'\>, (1)

wobei also M^O derjenige Kegelschnitt ist, welcher die acht Punkte enthält, in denen C\ von y und Cj geschnit-

ten wird. Es ist ferner K-=0 der Kegelschnitt, welcher durch das Quadrupel [^] geht, in dem C^ die <I>

schneidet und überdies durch die Punkte t^, f^, in welchen f die <1> trifft. Es enthält /iC auch den Doppelpunkt (/

von ih, und da C^ und C3 nicht durch ihn hindurchgehen, muss K die Curve f in d berühren, denn /T. C^^O
schneidet in d die Curve ©=0 genau so wie i)/. <^^0 d. h da i. A. M nicht durch d geht, so wie <l>r=0. Da

nun <I)=0 die 0=0 in (7 in zwei Punkten trifft, so muss dies auch K^O thun, denn C^ geht nicht durch d.

C3 war nun eine willkürliche Curve des Büschels. Lässt man dieselbe mit ^ zusammenfallen, so ergibt

sich die Identität.

K'.C„ = f—M'<P
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über Curven 4'"'' OrrJimnr} vom Geschlechte Zwei. 129

und aus dieser folgt, dass K' in tl einen Doppelpunkt haben miiss, indem jede Curve des Büschels Q^" Ord-

nung cp^— Ailf'<I>=0 in (/ eiuen Doppelpunkt besitzt. Es rauss also K'^T^ 1\ sein d. li. in das Product zweier

linearer Factoren zerfallen. Dann folgt aber aus

r,.r,.c, = y^-iV'<i>, (2)

dass sowohl T, =0 als Tj^O die Curve O =() in ihren Schnittpunkten mit y =0 berühren, d. h. T^ und J\

sind Tangenten von <J) in <, und t^.

11. Multiplicirt man die Identität (1) mit Ä und subtrahirt sie von (2) so erhält man die Identität

[ 7; . 1\— l K] C, = [f—lC,\f— [M'— X M\ <1>

,

(3)

aus derselben folgt, dass der Kegelschnittsbüschel

l\l\~lK-() (4)

aus <I>=:0 dieselben Quadrupel [Ä] ausschneidet, wie der Curvenbüschel 3'" Ordnung

ü— ÄC'^^iO, (5)

d. h. der Büschel von Kegelschnitten durch d, t^, t^. welcher in d eine feste Tangente %^^ l)esitzt, die auch die

Curve f berührt, schneidet aus <I> ein System von Quadrupeln [^] aus. Wir wollen in der Folge durch [Ä]

stets ein solches Quadrupel von Punkten bezeichnen, in welchem ein die <1> berührender Kegelschnitt mög-

lich ist.

Unter den Kegelschnitten (4) befindet sich auch einer, der in die feste Tangente %^^ und die Gerade T^^

zerfällt, welche die Punkte f^, t^ trägt. Die r,j schneidet <I> noch in den Punkten «,, a^, die X^^ in dem Paare

tr, so dass a^, a^, f, r ein Quadrupel [ß] bilden, das mit dem in 8. gefundenen identisch sein muss.

Nun haben wir in 8. gesehen, dass durch die Punkte a^, a^ auf T^^ zwei Kegelschnitte gehen, welche *i>

in öl, «2 und in dem Paare t, t, resp. t', r' berühren. Es bilden also a,, a^, t, r und a,, a^, t', t' je ein Qua-

drupel [Ä], resp. [^'] und es lässt sich zeigen, dass alle Kegelschnitte des Büschels durch t^, t^, d,

welche entweder Z^^ oder Z'^^ berühren <l> in Quadrupeln eines Systems schneiden, und dass

von den Kegelschnitten, die durch J, t^, t^ gehen, es nur diese beiden Büschel thun.

Denn sei K ein Kegelschnitt durch d, /, , t^, welcher <I> in einem Quadrupel [Ä] schneidet, in welchem

der Kegelschnitt ^ die O berührt, so ist in dem Büschel von Curven 4''"' Ordnung

pcj)_74:2=:0

die aus ^ und T^ T^ bestehende Curve enthalten, also muss für ein bestimmtes p eine Identität

p'l'—A'*=r,.7;.fi (6)

stattfinden.

Die Form von O neiimen wir aus der Gleichung (23) in I, S. 11.

<1. = { T- + TD Tl,+ 2HT, T, = U, (A)

und da K durch die Punkte (/, /, , t, geht, so kann

K^a 7', 7; -t- /- 7; 7; 2 +' 7; r.j

gesetzt werden, wobei a, h, r irgend welche Coustanten sind. Dann folgt

^,t>_.K'= Q^_b'-^Trr;, + {c,-c')TlT,, + T/r,[2pH--a^T,T,-2abT/T,,~2acT,T,,-2bcTl,]. (7)

Soll also für einen speciellen Werth von p die Identität (6) stattfinden, so muss

werden können, d. h. es ist entweder 6 =z c oder b := — c; dann wird aber

K= aT^T,+b{T^±T,^T^,, (8)

Denkscliriflen der m;ilhei«. naturw. Cl. TjUI. Bd. AbhandluDgen von Nichtraitgliodern.
I»
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130 Karl Bohek,

d. h. die Kegelschnitte K müssen entweder die Gerade T^-{-l\z=lO oder T^ — 'l\z:z Oim Punkte d berühren.

Diese beiden Geraden aber sind %^^, resp. %[^ welche die Paare tr, resp. t'^' tragen, die mit a^a^ je ein

Quadrupel bilden.

12. Wir wollen nun auch die Gleichung des Systems vierfach berührender Kegelschnitte der Curve 4) auf-

stellen, welche den beiden die Quadrupel von Punkten ausschneidenden Büscheln durch t^, t^, cJ, die in d die

Gerade St,2, resp. %[^ berühren, entsprechen.

Da die Geraden %^^ und %[^ die Gleichungen Tx + 1\= 0, resp. J\—T^=0 haben^ so ist die Gleichung

der beiden Büschel

2^1 T, r, + (T, ± 2\) r„ = 0. (9)

Nun folgt, dass für ein beliebiges u.

^= [2iJ.T^T, + {T^±T,M\,Y + 2T^T,[H=FT~,— 2y.(J\±T,)J\,~2ix^T, 7\] (10)

ist, wie die Reduction rechter Hand ohne weiters ergibt. Hieraus ersieht man, dass der Kegelschnitt

die Curve O in dem Quadrupel [^] (ausser in /, , f^, d) schneidet, in welchem die Curve <t> von dem Kegel-

schnitte

^= H~Ti^— 2ix{T^ + T^)T,^— 2iJ.^r/I\ = (12)

berührt wird. Hingegen schneidet der Kegelschnitt

7v'=2|jlT,T2 + (^1-^2) ^12 = (IIa)

die Curve <I> in dem Quadrupel [®], in welchem der Kegelschnitt

^'= H+ Tl^—2iK{T^ - rj T„— 2fx« T, T, = (12 a)

die 4> berührt.

Für ein variables [>. stellt die Gleichung (12) ein System von vierfach berührenden Kegelschnitten der

Curve dar. Diese Kegelschnitte gehören alle dem durch die drei Kegelschnitte

bestimmten linearen Netz an. Hieraus oder aus den einfachen Identitäten für zwei Kegelschnitte

^=H- T;i-2ix (r, + T,) T,,-2p} r, 7;

ersieht man, da

5?- 1, = 2(,a, -,x-)[ (r, -^ r,) T„ -t- (;x, -4-;x) r, TJ

ist, dass der Kegelschnitt, welcher durch d und die vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte desselben Systems

geht, auch durch die Punkte t^, f^ geht und in d dieselbe Tangente Üj^ besitzt, welche dem System zugehört.

Aus der Identität

(!J.-!J.,y^=[H- 7l-(!x+ p.,)(T, + T,) 7'„-2,a.u, 1\ r,]^-ÄÄ,

,

deren Richtigkeit eine einfache Reduction ergibt, folgt, dass je zwei Quadrupel desselben Systems, in welchem

die Kegelschnitte Ä, Äj vierfach berühren auf einem Kegelschnitte

C= H— T^^— [^p.+ |x^] (i; + J\) 7;,— 2|JLja, T, T, =
liegen.

'

1 Aus der Gleichung (12) ersieht man auch, dass die Kegelschnitte ß des Systems die Gerade T, = in derselben

quadratischen Involution schneiden, wie der Kegelschnittsbüschel IZ^—Täjo— 2;i T, Tj,, = , dass also in dieser Involution der

Doppelpunkt d von * und t^ ein Paar entsprechender Punkte sind. Dies folgt übrigens auch daraus, dass die Kegelschnitte
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über Curven 4*"'' Orclnunx] vom Geschlechte Zum. 131

13. Wir wollen die Systeme vierfach berührender Kegelschnitte, welche denselben Tangenten Ti 1\

aus d zugeordnet sind und deren Gleichungen (12) und (12a) angeschrieben wurden, einander conjungirte

Systeme nennen.

Beide enthalten als speciellen Kegelschnitt des Systems das Tangentenpaar I\T^, welches für ij.=:oo

sich ergibt.

Wir liaben gesellen, dass die Gleichung der Cnrve 4'"^ Ordnung mit Doppelpunkt auf 15 verschiedene

Arten auf die Form (A) gebracht werden kann, entsprechend den 15 Combinationen zu Zweien, der durch d

gehenden sechs Tangenten von <I). Hieraus folgt nun, dass wir entsprechend diesen 15 kanonischen

Gleichungsformen 30 Systeme vierfach berührender Kegelschnitte für <t> erhalten, von

denen je zwei einander conjungirt sind.

In jedem System und dem conjungirten tritt als specieller Kegelschnitt ein Tangcnlenpaar aus dem

Doppelpunkte an <i> auf.

Wir wollen die 30 Systeme von vierfach berührenden Kegelschnitten oder auch die Systeme der Quadru-

pel von Punkten, in denen die Kegelschnitte berühren, mit [il] und [ilc^ bezeichnen, wobei ?, k die Zahlen 1,

2, 3, 4, 5, 6 bedeuten sollen und das System [ik] dem System [//:]' conjungirt ist. Beide entlmlten als spe-

ciellen Kegelschnitt das Tangentenpaar 2', T,^.

Die Kegelschnitte K,i„ welche die Quadrupel des Systemes [ik] mit d verbinden, gehen dann noch

durch ti, tk und haben in d die Tangente J,/,; während die Kegelschnitte K'a-, welche durch i,-, t,, gehen und

in d die Tangente 2!'^ besitzen, das System der Quadrupel [?7i]' ausschneiden, welches dem ersteren conjun-

girt ist.

14. Ausser den eben gefundenen 30 Systemen von vierfach berührenden Kegelschnitten

gibt es keine Kegelschnitte mehr, welche O vierfach berühren, ohne durch d zn geben.

Denn sei [ß] ein Quadrupel, in welchem ein die <\> vierfach berührender Kegelschnitt ^ existirt, so muss

der Kegelschnitt K, welcher durch [Ä] und den Doppelpunkt d bestimmt ist, die Curve <I> noch in zwei

Punkten treffen, deren Tnngenten durch d gehen. In dem Büschel von Curven 4'«''' Ordnung

(D— XA'^= 0,

welche alle in d einen Doppelpunkt besitzen, muss diejenige, welche mit Ä noch einen Punkt gemeinschaftlich

bat, in ^ und einen anderen Kegelschnitt E! zerfallen, also muss Ä', da S nicht durch d geht, in d einen

Doppelpunkt besitzen, mitbin in zwei Gerade T, T' zerfallen. Aus der Identität

folgt aber dann, dass sowohl T als T' die <^ in den Schnittpunkten von K berühren.

Gebt aber der Kegelschnitt K, welcher das Quadrupel [Ä] mit d verbindet durch zwei der Berührungs-

punkte der Tangenten aus d, so ist der Kegelschnitt ß in einem der 30 erwähnten Systeme enthalten, und

alle Kegelschnitte, welche durch die Berührungspunkte gehen und in d den A' berühren, schneiden das

System aus, zu welchem [^] gehört.

Anmerkung. Die Quadrupel [fi'j können, wenn von d an 't sechs Tangenten gehen, die

ausserhalb (/ berühren, nicht aus zwei Paaren aa, hß der r/^' bestehen. Denn würde ein Quadrupel

aus den beiden Paaren aa, bß auf A und B bestehen, so würde der obige Kegelschnitt K^AB werden, und

aus der Idenlität

it>— }/A'B^=T.T'.Si

würde folgen, dass T=^0 ebenso wie T'=zO mit fl'=:0 in d vier Punkte gemeinschaftlich hätte, dass also

Ti=0 und !r'=:0 Wendetangenten im Doppelpunkt von O wären. Dann gehen aber an <I> nur mehr vier

Tangenten, die ausserhalb berühren. Diesen entsprechen 12 Systeme von Quadrupeln, in denen keine Paare

S einem Netze angehören, in dem 2\ 2'2=0 cinKcgelselmitt ist. ^'ergl. Amcseder „Geijuietiischc Unteisuchuug dor ebenen

Curven 4. Ordnung, IT. Mittheilung. Sitzungsber. d. kais. Akademie, Bd. LXXXVII, p. 40.
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132 KarlBohek,

aa. i. A. auftreten; dasselbe gilt von weiteren 16 besonderen Systemen dieser Curve. Zwei der Systeme

bestehen dann aus lauter Paaren aa., bß. Die sie ausschneidenden Geraden bilden zwei quadratische Involu-

tionen in d. • (Vergl. II der zweiten Abtheilung, S. 32.)

15. Zwei Quadrupel, welche demselben Systeme angehören, liegen stets auf einem Kegelschnitte.

Zwei Quadrupel [^] und [^], welche conjungirten Systemen angehören, bilden die Basis

eines Büscli eis von Curven 3'" Ordnung, dessen 9'"' Punkt der Doppelpunkt von <& ist.

Wir beweisen diess, indem wir zeigen, dass sich immer ein System 8 von Kegelschnitten angeben lässt,

welches Ä und Ä' je doppelt berührt und aus <I> die Paare a« auf den Strahlen A durch d ausschneidet. Ist

^l^ = Cr\+ Tl)T^^+2HTiT^ = (13)

die Gleichung der Curve 4'" Ordaung, so ergibt sich <t> durch Elimination von X aus den beiden Gleichungen:

1\—aT—0

Ü = {T^—^AT^){M-lN)+T^\{l + k^)+2HA = 0, (14)

wobei

M=
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über Curven 4'^'' Ordnung vom Geschleclde Zivei. 133

Durch Vevgleichmig der CoeYficienteu von H'I\ 1\^ und H'1\T^.^ oder auch der Coet'ficienteu von T^T^^

und 7', T'j'^ erhält man

Die Coefficienten von T\ 7',\ und 7^ T,\ liefern die Gleichungen

V^ ".^— ?", = 4/^, ,U.2 'A »(ii— «2 = — 4/J.,
f-.^ ,

aus denen sich

ergibt. Die übrigen sich ergebenden Relationen werden sämmtlich durch diese Werthe von m, , m^ und n^, n^

erfüllt, und wir haben daher folgendes Resultat, wenn wir in (14) die Werthe für »«,, m, einsetzen:

Erzeugt man die Curve <t> durch den Strahlenbüschel 7',

—

iTj,z=0 und das System der

Kegelschnitte

= [T„+ (;x, -,.,) TJ ^ +2 [77_(^=+ ^^) T, 2\ - (jül, +p^,) T, 7\-(iJ., -^,) T, T,J X

so wird die Enveloppe des Systems der Kegelschnitte die Gleichung Ä^ ^ haben, wobei

t,= [i7-(^j+M=)T. 7;-Ca.+/.,)r, 7;,-(|.,-,.,)7', rj ^-[7'„+ (^-f.,u;] ''[t,^ +(/.,+/.,) 7;] ^

^^^^= [i7-7j,-2,.,('7', + 7;) 7;,-2Kf 7; 7J [77+ 7;,- 2^, ( 7', -T,) 7',, -2^=7^, 7;]

sich ergibt, also S'^^Ä.Ä' ist, d. h. die Enveloppe besteht aus den beiden Kegelschnitten

conjugirter Systeme Ä, £' (15).

16. Dass der Kegelschnitt = Gl. (16) sowohl ^ als S' doppelt berührt, ergibt sich nun einfach. Es

ist nämlich

_ 2Ät = [T„+(,., -/v 7; +x(7;,+ {iJ.,+iJ.,) 7;)]
*

0-2Äß'=[T„+(,x,-,.j7;-x(r„+(/x,+,.,)r,)]* 0»)

woraus folgt, dass der Kegelschnitt 0=0 von Ä= 0, resp. ß'=:0 doppelt berührt wird in den Schnittpunkten

mit den Geraden

lT,,+ {ß-iJ.,) TJ + X CI\,+ i!^, + F.,) T,-] =
[7-,,+ (/^.-Z^-^) TJ - A \_l\,+ (j,,+ij.,) 7,] = 0.

^^^^

Diese Gleichungen zeigen, dass die Berührungspunkte des variablen Kegelschnittes auf ^, resp. fi' je

eine quadratische Involution bilden, deren Centruin für S und ^' dersellie Punkt s der Ebene ist. Die Berüh-

rungssehnen selbst, welche zu einem und demselben Kegelschnitte W gehören, bilden in s eine (juadratischc

Strahleninvolution, deren Doppelstrahlen die doppelt zu zählenden Geraden des Systems der sind, die sich

für /=0 und / = oo ergeben. Diese Doppelstrahlen gehen durch die Punkte ;,, resp. f^.

17. Der Scheitel s der Strahleninvolution ist der vierte Schnittpunkt der Kegelschnitte AT und K', welche

durch die Quadrupel [^|, [Ä'] und d, sowie f^, t^ gehen. Denn aus den Gleichungen (11) und (IIa) folgt,

wenn man in ersterer lJ.^, in letzterer p.^ an Stelle von p. setzt:

K—K'= 2 7; [ 7', , + (a, - ,a,l J\ ]

woraus der Beweis der obigen Behauptung sich ergibt. Der Punkt s ist auch eine Ecke des den beiden Kegel-

schnitten ^ und ß' gleichzeitig coujungirten Dreieckes, und die Doppelstrahlen der linolution (19) tragen

je zwei Schnittpunkte der Kegelschnitte, Avie aus Nachstehendem folgt.
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134 Karl Bobek,

Führen wir der besseren Übersicht halber die folgenden abkürzenden Bezeichnungen ein:

SO wird die Gleichung (16) des Systems der Kegelschnitte die Form haben:

S - 7^ + 2-01 + tI).' = 0. (22)

r,_x7; = o

Dieses System erzeugt mit dem Strahlenbiischel

die Curve

<U= r] r\ + 2o 1\ T, -i- zl T] - (23)

und es ist aus (17)

t, = (.«-qr|), (24)

so dass

r=-/3+ r,r, (25)

ist, wie man leicht verificirt. Hieraus folgt, dass die Oeradeu Tj = 0, r^ z= durch die vier vSchnittpunkte

der Kegelschnitte ß und W gehen. Diese Punkte werden auf ihnen durch den Kegelschnitt v^ =: aus-

geschnitten.

18. Man kann nun auch leicht die Gleichung des Curvenbüschels S'"' Ordnung aufstellen, welcher durch

die beiden Quadrupel [S] und \^'] bestimmt ist.

Aus (23) und (24) folgt nämlich

2^t,+ r,ä*=(T,/,+ ^'-T,)^
^^^)

wie bereits in I., 3., Gleichung (5) allgemein gezeigt wurde. Setzt man

so ist

d. h. der Büschel Curvcn S*""" Ordnung

^, + X ög = -n ( 7-, -h Ä 7; ) + t] T^+lrl 7', = (28)

erzeugt mit dem Strahlen büschel 7',—/ 'J\ = die Curve <1> und ist eben jener Büschel, der die beiden Qua-

drupel [W[ und [£'] zu Basispunkten hat, denn nach (26) geht sowohl y, = als« ^2 = "^ durch diese

Punkte.

Die Curve dieses Büschels, welche dem Parameter / entspricht, schneidet auch S und ^' in denselben

Punkten, in denen sie von (-) berührt werden, oder durch welche die Berührungssehnen (19) gehen, deren

Gleichung durch die eingeführten kürzeren Bezeichnungen

7, +ÄT2 = T, — Är^ =
werden.

Die Kegelschnitte K und K' werden von den Curven 3''*'' Ordnung des Büschels (28) nur mehr je in einem

Punkte getroffen und es liegen die beiden Punkte a, a!, in welchen eine Curve K und K' tritft, mit dem

Doppelpunkte d von <I> auf einem Strahle, der durch 7',, T^ hnrmonisch getrennt wird von demjenigen, welcher

das Paar von <I> trägt, das dieselbe Curve 3''='' Ordnung ausschneidet.
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übe)' Curven 4'"'' Ordnung vom Geschleckte Zwei. 136

Deun die Curve (28) trifft den Strahl Tj

—

U\^Q in dem Paare «a auf <I» und für den Stralil

7; + lT^ — folgt aus (28)

so dass er die Curve yi + Af^^ = auf K = oder /t'rr= treffen muss, wobei K und K' aus (11) und 11 a)

folgen.

19. Fassen wir die Resultate zusammen, so ergeben sich folgende 8ätze: Zwei Quadrupel [S]a und

[^'\ik aus den conjugirten Systemen [ilc] und [//,]', in denen die Curve <I> von den Kegelschnit-

ten ^ und ü' berührt wird, bilden die Basis eines Curyenbüschels 3''*'' Ordnung, dessen

9'" Punkt der Doppelpunkt d von O ist. Die Curven dieses Büschels schneiden ^undX?' je

in Punktepaaren einer Involution, deren Centrum für ^ und ^' derselbe Punkt s ist. Die

Strahlen von s, welche die Punktepaare auf Ä und ^' ausschneiden, durch welche dieselbe

Curve des Büschels S'""^ Ordnung geht, bilden eine quadratische Strahleninvolution, deren

Doppelstrahlen nach den zwei Punkten <,, t,, von <I> gehen. Diese Punkte t,-, ik liegen auch auf

den beiden Kegelschnitten K, K', welche durch die Quadrupel [Ä],/,, resp. [ä'Jü und d gehen.

Der Punkt s ist der vierte Schnittpunkt von K und K' , sowie eine Ecke des den Kegel-

schnitten ^ und Ä' gleichzeitig conjugirten Dreieckes. Jede Curve 3'"0rdnuug ^ des obigen

Büschels, welche <i> in dem Punktepaare aa auf dem Strahl A schneidet, trifft K und K'

noch in den Punkten a, a', die auch auf einem Strahle A' von d liegen. Die Strahlen A, A'

bilden eine quadratische Involution, deren Doppelstrahlen 'J] und II sind. Die Puuktepaare,

in denen die Curve w die Kegelschnitte ^ und S' trifft, liegen mit a -y. auf einem Kegel-

schnitte 0, der ß und ß' doppelt berührt.

20. Hat man umgekehrt zwei Quadrupel [Ä] und [S?,], in denen die Kegelschnitte ^ und

£, die O berühren und geht durch [Ä] und [Ä,] ein Büschel nicht zerfallender Curven 3'" Ord-

nung, dessen 9'" Punkt der Doppelpunkt d von * ist, so liegen [S] und [fö,] in conjugirten

Systemen.

Vor allem ist klar, dass [Ä] und [^^] nicht in demselben Systeme liegen können, da sie sonst auf einem

Kegelschnitte lägen, also der Büschel Curven 3""' Ordnung diesen Kegelschnitt als festen Restandtlieil ent-

hielte.

Es seien K und K^ die Kegelschnitte, welche durch den Doppelpunkt d und [^], resp. [^,] gehen. Schnei-

det nun K die Curve * nocli in den Punkten t^, t,,, so muss auch /v, durcli diese Punkte hindurchgehen. Denn

sei 'ji! die Curve S'"' Ordnung des vorausgesetzten Büschels, welche durch ^,- geht, so berührt sie daselbst 4>, da

die Curven
'f

die ^f') ausschneiden und ti ein zusammenfallendes Paar vorstellt. Die zwölf Schnittpunkte von <1>

mit y, sind daher [^], [Ä,], d, d, tt, U Nun geht die Curve 4'''' Ordnung /•T-üT, durch elf dieser Punkte, nämlich

K durch [g], d, ti und K^ durch [ß,], d, also muss sie noch den 12. Punkt enthalten, d. h. K^ muss durch ^

gehen.

Ebenso folgt, dass K^ durch 4 geht, und hieraus, dass [^] und [^J zu conjungirten Systemen gehören.

Hält m:in [ß,] fest, so wird der Büschel Curven S^«-- Ordnung, welcher durch [S,] geht, in d irgend eine

Curve f durch [§t\, [^,], die noch in aa. schneidet, berührt und nebstbei die Punkte act enthält, aus <I) das

System der [Ä] ausschneiden. Die Tangente von f, sowie vi, auf der aa liegen, bilden ein Paar der pro-

jectivischen Strahlenbüschel, welche in d durch die Strahlen ^ und die Tangenten der Curven ©, welche die

Paare aa. enthalten, bestimmt werden.

21. Nimmt man daher zwei Quadrupel [S'J,; und [51]a/, die verschiedenen nicht conjugirten

Systemen angehören, so muss der Büschel von Curven 3'''' Ordnung, welcher diese acht
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136 Karl Bohek,

Punkte zu Basispunkten hat, auf <1> ein System von Quadrupeln ausschneiden, indem der

9'" Basispunkt d' des Büschels ausserhalb <I> fällt.

Nun wurde in I, 4. gezeigt, dass der Punkt d' Doppelpunkt einer Cuive <1>' der 4*'" Ordnung ist, welche

<!> in den acht Punkten [^],4 und[^]4/ berührt, und dass der Büschel von Curven 3'"'0rdnung aus dieser dann

die ^^'' ausschneidet.

Zufolge des vorliergehenden Satzes gehören also für diese Curve <^' die Kegelschnitte ß,^ wi"i ^a?>

welche in [Ä],-,,. und
[ÄJ,,,

die <^, also auch (I*' berühren, zu conjungirten Systemen und die beiden Kegel-

schnitte, welche [Ä],/, und [S']a? mit d' verbinden, schneiden einander noch in zwei Punkten auf <!>', deren

Tangenten durch d' gehen, und überdies in einem Punkte s, welcher eine Ecke des den Kegelschnitten S,/,,

Äj, conjungirten Dreieckes ist. Durch diesen Punkt s gehen die Strahlen, welche die Punktepaare tragen, in

denen ß,/, und ß,,; von den Curven des Büschels 3'"'' Ordnung getroffen werden und die Strahlenpaare, welche

die Schnittpunkte derselben Curve 3'" Ordnung mit Ä,/, und ^i,, enthalten, bilden eine quadratische Strahlen-

involution in s.

Die Curven des Büschels 3''^'' Ordnung mögen auf O die Quadrupel [S],„ „ ausschneiden und Ä,„ „ sei der

<I> in einem solchen Quadrupel berührende Kegelschnitt des Systems [mn\. Dann schneidet ^,„„ die Curve

3ter Ordnung, welche das Quadrupel [S],„„ ausschneidet, noch in zwei Punkten a' a' von <^', so dass also die

Gerade a' a' stets durch d' geht.

Sei f die Curve des Büschels, welche durch d geht, dann wissen wir, dass sie O noch in den Punkten

t,„t„ trifft, und dass die Tangenten T,„ T,, in diesen Punkten auch einen Kegelschnitt der Schaar vorstellen,

die durch den Büschel der Curven 3''^'^ Ordnung bestimmt wird. Schneidet y die Geraden T,„ und T,, ausser in

d und ^„,, resp. f„ noch in «/«', so liegen diese Punkte auf fl>' und die Gerade a' a.' geht durch (/'.

Nach einem bekannten Satze über Curven 3'"' Ordnung werden dann alle Kegelschnitte ÜT,,, ,„ welche die

Curve ff in d berühren und durch /,„ und f„ gehen , die Curve y noch in Punktepaaren schneiden, deren Ver-

bindungsgeraden durch rf' gehen. Die Kegelschnitte /v»,,, sind aber gerade diejenigen, welche nach 10) die

Schaar der Quadrupel [^],„„ aus <I> ausschneiden, und wir haben daher folgende Sätze:

Die acht Punkte zweier Quadrupel, die verschiedenen nicht conjungirten Systemen

[«Ä;], [A/] angehören, in denen die Kegelschnitte ßa UH(i Ä/,/ die *!> berühren, bilden die Basis

eines Curvenbüschels 3'" Ordnung, dessen 9*"'' Punkt </' nicht auf «P liegt, und dessen Cur-

ven aus *t> ein drittes System \mn\ von Quadrupeln ausschneiden. Die Kegelschnitte JCi«,

welche diese Quadrupel aus dem Doppelpunkte d von <^ projiciren, schneiden die Curve
<f

des Büschels, welche durch d geht, nur noch in einem beweglichen Punktepaar, dessen

Verbindungsgerade durch d' hindurch geht. Die Curven des Büschels 3'" Ordnung durch

die acht Punkte schneiden die Kegelschnitte ^n,, sowie ^u, welche in dem einen und

andern Quadrupel die <I) berühren, in je einer quadratischen Involution. Beide Involu-

tionen haben einen gemeinschaftlichen Pol in s, einer Ecke des ^n und ^/,, gleichzeitig con-

jungirten Dreieckes. Die Strahlen, welche die Paare auf Ä,,, und ^j, ausschneiden, die auf

derselben Curve 3'"' Ordnung liegen, bilden in .s eine quadratische Involution, deren Doppel-

strahlen die Schnittpunkte der Kegelschnitte S',* und ^;,, tragen.

22. Es lassen sich auch leicht ans den Zahlen i, k, h, l, welche für die zwei Systeme [Ik] und [liJ] cha-

rakteristisch sind, die Zahlen für das von den Curven 3'"'" Ordnung durch die beiden Quadrupel ausgeschnit-

tene dritte System [mn] angeben, und zwar durch folgende Sätze:

a) Sind i, k, h, l vier von einander verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, 4, 5, 6, so

sind m, ih die zwei noch übrigen Zahlen.

Denn man kann zeigen, dass die d enthaltende Curve y, welche durch die beiden Quadrupel [Ä]a und

[Ä];,/ geht, dann <I> nur in den Punkten /„,, f„ schneiden kann, wo m, n von /, k, h, l verschieden sein muss.

Gesetzt nämlich, y ginge durch /,, dann muss noch ein Punkt t,, oder t, auf y liegen. Denn f wird dann von

der Curve 4,^" Ordnung * geschnitten in [^j,,,, [5?]*,, d, d, t^, t^'. Nun geht die Curve 4i«"' Ordnung, die aus
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über Curven 4'"" Ordnung vom GescJdechte Zicei. 137

den beiden Kegelschnitten Ka, und K,,, besteht, die durch [ß],,,, resp. [^]^, und (/ gelieu, durch die ersten elf

Punkte auf <j>, also müssen sich <t> und K^, auf schneiden, d. h. // ist entweder h oder /. Es kann h' nicht

mit k zusammenfallen, da sonst Ka mit f sieben Punkte gemeinschaftlich hätte.

Ist nun Ä = Ä', so geht y durch i, und t,, und es muss die Curve 4'"' Ordnung des Büschels

welche durch einen willkürlichen Punkt von f geht, diese als Theil enthalten. Der übrige Theil ist die

Gerade t^t/, die nicht durcii den Doppelpunkt d von <1> geht. Da aber d Doppelpunkt aller Curven des obigen

Büschels ist, so mUsste v in d einen Doppelpunkt haben, könnte also <I> ausser in (/, [^],/, und [^],,, nicht

mehr schneiden. Dies kann aber, wenn in den Doppelpunkt von <I) kein Wendepunkt von <I> fällt, nicht ein-

treten. Es muss also y die <t> in den Punkten t„„ t,^ schneiden, wobei m, n von /, h, h, l verschieden ist. Hieraus

folgt dann, dass das System der Quadrupel, welche der Büschel von Curven 'd^" Ordnung aus f ausschneidet,

das System [m, n] ist.

h) Analog wird gezeigt, dass, wenn /=/( ist, dann |/«h]:=[ä;/] wird; d. h. legt man durch zwei

der Quadrupel [Ä],* und [W^n ein Büschel von Curven 3''"'' Ordnung, so schneiden die Curven

die Quadrupel des Systems [kl] aus.

Nimmt man statt der Quadrupel aus den Systemen [Ik] und [IlI\ Quadrupel aus den

coujungirten Systemen [ik]' und [hl]', so ergibt sich wieder das System [mn\. Denn nimmt
man ein Quadrupel aus [ik] und eines aus [hl]', oder combinirt man zwei Quadrupel aus [/ A;]'

und [/(/], so erhält man das System [mn]', welches zu [inn] conjungirt ist, was sich aus Folgen-

dem ergibt.

Der Büschel Curven 3'" Ordnung, welcher durch das Quadrupel [W\ik, sowie /,„, t„ geht und in d die

Curve y berührt, welche durch [^],7, und \B:]hi und d ging, deren Tangente in d nacli Früherem die Gerade

%mn sein muss, schneidet nämlich aus <I> das System [hl] aus, denn man zeigt leicht, dass die Quadrupel,

welche dieser Büscliel aus <I> ausschneidet, auch von den Kegelschnitten durch [!^]j,i ausgeschnitten werden.

Legt man daher die Curve S''"'' Ordnung 52' durch [W[nc uud ein Quadrupel, [ÄJ'a/, welches in dem zu [hl]

conjungirten System [/;/]' liegt, sowie durch (/, so muss y' nach Früiierem jedenfalls durch t,„, t„ gehen, kann

aber in (/ nicht. %,„„ berühren, muss also %',„„ berühren, da wieder die Curven, welche f' in d berühren, durch

t„„ tn und [ü]ii> gehen, das System ausschneiden, in welchem [Ä]'/./ enthalten ist, also das zu dem früheren con-

jungirte.

Da nun die Curve
f',

welche durch [ß],i und [W\L geht, in '7 die Gerade %',„n berührt, so schneiden die

Curven des Büschels durch
[^J,/,

und [^],',i das System [mn]' aus, welches zu [mn], das die Curven durch

[^],4 und [W\ht ausschnitten, conjungirt ist.

III. Die Doppeltangenten der Curve 4'^' Ordnung mit einem Doppelpunkte.

23. In dem Systeme [12] der vierfach berührenden Kegelschnitte, dessen Gleichung in H, 13. aufgestellt

wurde

Ü= H-l\l-2iJ.{l\ + T,) T, ,-2/ 2\ r, = (1)

kommen sechs in Geradenpaare zerfallende Kegelschnitte vor. Unter diesen zählt aber das Geradenpaar

r, .J!j=:0, welches sich für ix ^ 00 ergibt, doppelt und die vier übrigen Werthe von a ergeben sicli ans

der Gleichung, die durch Nullsetzen der Discriminante von 1) entsteht, die sich in /jl auch blos vom vierten

Grade erweist.

Diese vier Geradenpaare, die zerfallende Kegelschnitte von (1) darstellen, sind offenbar acht Doppel-

tangenten der Curve 4''^'' Ordnung O.

In dem conjungirten System [12]', dessen Gleichung

^= H-h T,l-2p.{l\ - 2;) r,j-2;x» T^T,=0 (2)

Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. LLII. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. 9
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138 Karl Bohek,

\!i\, treten offenbar auch acht Doppeltangenteu als vier in Geradenpaare zerfallende Kegelschnitte des Systems

auf und diese acht Doppeltangenten müssen von den ersteren verschieden sein.

Die Curve <1> kann aber sonst keine Doppeltangente besitzen. Denn sei D eine Doppel-

tnngente von (1>, welche in r}, u^ berührt, so lege mau durch q, o,, t^, t^ und d den Kegelschnitt K, welcher

<l> noch in d', S[ schneiden möge.

Die Ciirven des Büschels 4''"'' Ordnung O+Ä/i^ = berühren in den Schnittpunkten von <t> mit K die

Curve fl> und haben alle in d einen Doppelpunkt. Die Curve, welche daher einen Punkt von T^ enthält,

niuss in 7', und eine Curve 3''^''' Ordnung zerfallen, die durch (/ geht, in t^ die Gerade T^ berührt und in o, Q^

<I>, also auch D berühren muss. Daher zerfällt diese Curve 3''='' Ordnung in D und einen Kegelschnitt, der

aber wiederum in J\ und eine Gerade D' zerfallen muss, und D' muss <I> in den zwei letzten Schnittpunkten

d', 5,' berühren, also eine Doji])eltangeute von 4» sein. Daher muss DD' als vierfach berührender Kegel-

schnitt in dem System [12] oder [12]' auftreten.

Da nun in jedem der 30 Systeme vierfach berührender Kegelschnitte stets vier in Geradenpaare zer-

fallende Kegelschnitte auftreten (die nicht durch den Doppelpunkt gehen), so müssen sich die 16 Doppel-

tangenten in diese Systeme einordnen. Das umfasst auch 4.30= y^lQ.lb alle Combinationen zu Zweien

der 16 Doppeltangenten.

Zufolge des in 11 sub 12. bewiesenen Siitze liegen die acht Berührungspunkte je zweier

Paare von Doppeltangenten, die in einem System auftreten, auf einem Kegelschnitte.

Solche vier Doppeltangenten treten dann aber in drei verschiedenen Systemen auf. Da in einem System vier

Paare vorhanden sind, so geben diese sechs Kegelschnitte, die durch je acht Berührungspunkte zweier Paare

gehen, und es sind daher im Ganzen 73.6.30 ^ 60 Kegelschnitte vorhanden, welche durch die Berülirungs-

pnnkte von vier Doppeltangeuten gehen.

24. Es seien DiD„ ein Paar Doppeltangenten, welche in dem System [ilk^] liegen und D,< D,,i irgend ein

Paar, welches in dem zum ersteren conjungirten System [/, A;,]' liegen. Dann bilden die acht Berührungs-

punkte der vier Doppeltangenten die Basis eines Curvenbüschels 3'" Ordnung, dessen 9'" Punkt in d liegt

und dessen Curven y die <I> in Paaren der g[p schneiden.

Es wurde aber in II sub 20. auch die Umkehr dieses Satzes bewiesen und hieraus folgt tür die Doppel-

tangenten AA., Di<Dk', welche ein Quadrupel bilden sollen, dass wenn DiDt und Di<Dk< conjungirten

Systemen angeboren, auch 2),A' und D,.Dt' in conjungirten Systemen auftreten müssen,

ebenso wie DiD,,' und Z>, • D^.

Wir wollen nun zeigen, dass diese drei Systeme stets nur durch drei von einander ver-

schiedene Zahlen charakterisirt werden. Dass also, wenn DiD^ in [/, Ä;,] liegt, dann A A' i"
[^'i ''il

und D,Dk' in [h^^^\ oder den conjungirten liegen muss.

Wir haben in II sub 15. gezeigt, dass zwei Kegelschnitte ^, Ä' aus conjungirten Systemen, stets in

zwei solchen Quadrupeln O berühren, dass der Büschel Curven 3''"' Ordnung durch diese acht Punkte,

die Kegelschnitte ^ und S' noch je in Punktepaaren trifft, so zwar, dass die Curve y in zwei Paaren

schneidet, in welchen ein ^ und S' doppelt berührender Kegelschnitt existirt, der f noch in einem

Punktepaar auf * trifft. Sind nun ^, ^' zwei Paare Doppeltangenten, so werden die berührenden Kegel-

schnitte die Kegelschnitte der Schaar vorstellen, welche die vier Doppeltangenten zu festen Tangenten

besitzen.

Der Curvenbüschel 3*'^'' Ordnung schneidet nun jede der Doppeltangenten in einer zu ihm projectivischen

Punktreihe, also werden die Kegelschnitte der Schaar auf den Büschel Curven 3*" Ordnung projectivisch

bezogen sein.

Der Curvenbüschel 3'" Ordnung ist aber projectivisch zum Strahlenbüschel, welcher aus d die Paare a«

projicirt, in denen die Curven f die <I> schneiden. Da durch dieses Punktepaar auch der Kegelschnitt der

Schaar geht, welcher
<f

zugehört, so ist der Strahlenbüschel in (/ projectivisch auf die Schaar der Kegel-

schnitte durch die Paare a« von <1> bezogen.
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Ühcr Ciirren 4'"'' Ordninig vom Geselilcchte Zivei. 139

Wir haben also den iu I siib 7., S. 8 betvachteteu Fall. Um mit den daselbst eingetuhrten Bezeiclinungeu

in Übereinstimmung- zu bleiben, wollen wir voraussetzen, dass das Doppeltangentenpaar D^D^ in [12] und

DgA, iu [12]' auftritt. Die übrigen Doppeltangenten seien vor der Haml mit Dr^D^. . .D, g bezeichnet.

Transformiren wir dann die Gleichung der Curve <I>, die wir bislang in der Form S. 11, Gl. (23) voraus-

setzten, auf das Diagonaldreiseit des von den Doppeltangenten D,, D^, D^, D.^ gebildeten Vierseites, so werden

sich drei einander äquivalente Formen ergeben:

*^,= i2^+(i+r^-rj)7;2^,+ .^7^ (3)

die gleich N U gesetzt die Gleichung derselben Curve ^1» darstellen, deren vier Doppeltangenteu

7), = r,+T2 + r.j =0
Z>2 = r,—Tj— T3 =

Z>, = r,+r,-r3=0

(4)

sind. Hiebei muss

T,

'f\ = ^i^i + K^i + K^i

T (5

r, + T,+ T, = 0,

d. h. cii+b.+d = sein. Der Schnittpunkt der drei Geraden ist der Doppelpunkt (7 von * und T^, 1\, 'I\

sind drei der Tangenten von <I), die in <„ t^, t^ berühren, welche Punkte auf r,, r^, z^ liegen, wie in I. 7.

gezeigt wurde.

Wir haben ferner in 11 sub 19., S. 19 gesehen, dass zwei vierfach berührende Kegelschnitte aus conjun-

girten Systemen einander in vier Punkten schneiden, so dass ein Paar der Schnittsehnen, durch die Berüh-

rungspunkte der Tangenten aus d gehen, welche in dem System enthalten sind.

Da nun im obigen Quadrupel sich D^D^ und D^D^ auf Tj und D^D^ sowie D^^i ^^'^
^z

schneiden, so

gehört, der aus den Doppeltangenten 1J^D^ bestehende Kegelschnitt dem System [12] an, und I\I).^ dem

System [12]'. Das Geradenpaar 7), 7), and I)^D^ hat aber als Schnittsehnen die Geraden T^, r,, also liegen

sie in dem System [13] und [13]', während 7J, 7)^ und D^D^, da ihre Scliuittsehnen r^, t^ sind, in [23] und

[23]' liegen. Welches System man mit einem Strich versieht, ist gleichgiltig. Hiemit ist die obige Behauptung,

bezüglich der drei Systeme, in welchen die Doppeltangenten eines Quadrupels liegen, erwiesen.

25. Wir wollen ein solches Quadrupel von Doppeltangenten, dessen acht Berührungspunkte die Basis

eines Curvenbüschels 3'"'' Ordnung bilden, dessen 9'"'' Punkt der Doppelpunkt von <^ ist, mit

(»»,«,jj, = 1, 2, 3, 4, 5, Ü,)
ninp

bezeichnen, und zwar sollen dann 1),D/, in dem System [mn], Dil),, in dem System [w^j] und D/,I)/, in dem

System [mp] liegen, wobei das andere Paar immer im conjungirfen System auftritt.

'

1 Mau kann aus den Gleichungsformen (3) und den in I für 7vii' abgeleiteten Kegelschnittsgleichungen (17) auch die

Systeme augeben, in welchen die Doppeltaugeutenpaare auftreten. Man kann auch sehr leicht die Gleichung des Systems

der vierfach berührenden Kegelschnitte aufstellen, welchem die einzelnen Doppeltangentenpaare angehören. Aus den Iden-

titäten :

= [v 'J\ '1\ + T,T., + To r,]'-' + '1\ T, [(r j-r.,)ä-73--'-2v (r, T., + r., '1\) - V^ 'l\ T.,\
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140 Karl Bohek,

Da in jedem System vier in Geradenpaare zerfallende Kegelschnitte auftreten, also vier Paare Doppel-

tangenten, eben so viele in dem conjungirten Systeme, so liefert ein System nnd sein conjungirtes 16 Qua-

drupel. Weil aber jedes Quadrupel in drei verschiedenen Systemen und den dazu conjungirten enthalten ist,

so erhält man '/a-l*^- ^^ ^ 8U Quadrupel von Doppeltangenten.

Da jfdes Quadrupel zu einer canouischen Gleichungsform (3) Anlass gibt, so ersieht man, dass es blos

80 verschiedene canonische Gleichungsformen wie (3) gibt, wobei die drei Formen (3) als nicht wesentlich

verschieden von einander betrachtet werden.

Hieniit ist die in I sub 9. gemachte Bemerkung gerechtfertigt.

Die drei Diagonalen des Vierseits, welches von einem Quadrupel von Doppeltangcnten gebildet wird,

sind Gerade, welche zwei Schnittpunkte von Doppeltangenten enthalten und durch einen der Punkte tt gehen.

Solcher Geraden gibt es also 3.80 = 240, und durch jeden Punkt ti gehen mithin 40 derselben.

Durch einen Schnittpunkt zweier Doppcltangenten gehen blos vier dieser Geraden. Die zwei Doppel-

tangcnten sind nämlich als Paar in einem System [ih] enthalten, in welchem auch die Tangenten T,, T^ auf-

treten. Die Geraden nun, welche den Schnittpunkt der Doppeltangenten mit den vier übrigen Punkten ^ ver-

binden, enthalten stets noch einen Schnittpunkt von zwei Doppeltangenten, die im System [ik]' liegen, und

die vier Paare dieses Systems bestimmen. Dies gibt, da es '/^ 16. 15 ^ 120 Schnittpunkte der Doppeltangen-

ten gibt, wieder oben 72-4.120 = 240 solcher Geraden, die zwei Schnittpunkte von Doppeltangenten ent-

halten und durch die Punkte t^ gehen.

26. Seien nun I),, I)^, D/, irgend drei Doppeltangenten von «t und es mögen B^Di in dem System [/, A-,]

Dil),, in dem System [i^k^] als Paar auftreten, dann Wegen Dt D/, in einem System [«jA^j], wobei sich die

Zahlen («3, ä-j) aus den Zahlen (/,, l^) und (i^, k^) durch folgende Regel bestimmen: Sind (?',, k^) von den

Zahlen {i^, k^) verschieden, so ist («3, k^) das noch übrige Zahlenpaar der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Ist aber eine der Zahlen z. B. i^ = ^^, so sind die /Wahlen {i^, k^) gleich (k^, k^).

folgt, dass die Kegelschnitte

s„ = D, D^--2v{-, n-r^ r,) - v2 r, t^ =
t'j, = D^ D3— 2v (r, T^ + T,r,)- v2 T,T„ =

die Curvc <1> vierfach berühren, und dass in demselben nebst dem doppelt zählenden, für v = 00 sich ergebenden Geraden-

paar Tj, T'2 noch die Doppeltangenten D^ D^ in [12] und D^ D^ in [12]' für v = auftreten.

Analog folgt aus

<D,3= [v 7'2 7-3 + z., Tj-rj n]i + T. T, [(-,, + r^j^- rj2_2v (r., T,-.^ T.)- v'^ T„ Tg]

= [v T. T3 + r, Tj + r, T^f^ + 2\ 1\ [(y-s-H)' - ^^-^ (^ T^ + rj T.) - v2 T^ T^\
,

dass die Kegelschnitte

^23= Di D., + 2v (r.3 T^~T./r,)+ v2 n Tg =
S"„3= IX I\ + 2v (r,, Tg + r, '/'„) + v2 n T3 =

dem System [23] und [23]' angehöreu, währeud aus

<1>,3 = [v 7'3 T, + T, T,+r, T,]^ + T3 T, [(^3-^^)2 _:.|_2v(r3 T,+r, ^3)- v^ 7-3 T,]

= [v Ts r, + rg T,-z, 7'3]2 + 7-3 T, [{z, + r,)2- r|- 2v (rg T,- r, T,)- V^ 7-3 7',]

sich ergibt, dass die Kegelschnitte

,ti3 = Ih 1)^ + 2v (rg 2\ + r, T^) + v3 Tg T,

ri3= DJJs-2v{z.^ 7\-r, 7'3)-v-' 7-3 T,

das System [13] nnd [13]' bilden.

In jedem der Systeme sind noch drei Paar andere Doppeltaugenten enthalten. Die Discriminante der Gleichungen wird

auch in v blos vom 3'«"' Grade.

Die Gleichung für Sfjj zeigt auch, dass i), = von den Kegelschnitten des Systems [12] in einer quadratischen Invo-

lution geschnitten wird, die auch den Kegelscliuittsbüschel vT,'J\-h2(z/l2—r^'I\) = () auf ihr ausschneidet. Des Weiteren
cfr. Ameseder 1. c. S. 41.
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über Curven 4'"'' Ordnung vom Geschlechte Zwei. 141

Diese Regel folgt aus den in II siib 22., S. 20 bewiesenen Sätzen. Wir haben daselbst gezeigt, dass der

Büschel Curven 3'"'' Ordnung, welcher durch die acht ISerühiungspunkte zweier Kegelschnitte geht, die ver-

schiedenen nicht coujungirten Systemen angeliören, ein drittes System von Quadrupeln ausschneidet, dessen

charakteristischen Zahlen sich durch die eben augeführte Regel bestimmen. Nehmen wir nun die beiden

Kegelschnitte Z*,, Dk und i»,, Z>,„ die verschiedenen nicht coujungirten Systemen angehören müssen, so wird

der Büschel von Curven S''-"'' Ordnung die Gerade D, offenbar als festen Bestandtheil enthalten, und der Rest

ist also ein Kegelschnittsbüschel durch die vier Berührung.s]iunkte von D., D^. Dieser Büschel schneidet aber

ein System von Quadrupeln aus, zu dem auch seine Basispnnkte gehören.

27. Die in den vorhergehenden Nummern 23., 24., 25. und 26. gegebenen Sätze über die Gruppirung

der Doppeltangenten setzen uns in den Stand, sobald wir die Doppeltangenten einmal in Beziehung zu den

Punkten f, gesetzt haben, ihre Anordnung in alle 30 Systeme zu geben.

Wir bemerken hiezu, dass, wenn die Doppeltangenten blos als zerfallende Kegelschnitte eines Systems

[il] und des conjungirten gegeben sind, hieduvch die einzelnen Doppeltangenten eines Paares von einander

niclit unterschieden sind. Erst wenn wir aus irgend einem Paare und einem solchen aus dem conjungirten

Systeme ein Quadrupel bilden, dem noch ein dritter Punkt th zugewiesen wird, werden die Doppeltangenten

eines Paares getrennt, und es ist über die Punkte tc, tt, tu verfügt.

Wir können nun folgende Annahmen machen: Es mögen in dem System

[12] die Paare i>, Z^, £»5 i>8 , -^^ ^>,2 - ^^,3-0 IC

in

[12]' „ „ hj),. I>,IK, I\,I\,, />„/)„

auftreten. Aus ihnen bilden wir die Quadrupel:

^n.Djtri ^DJjJn, U.o^Ai-'i^s ^IJ,,l^,rM'

Hiedurch sind die 16 Doppeltangenten individualisirt und es ist über die Punkte t^, t^,t^ verfügt worden.

Über die Punkte t^, f^, ig verfügen wir durch die Quadrupel:

rD, i),-| rZ). D, n rZ). D, -,

Lz>,Z>,J,n ^D^.D.^lr. ^D^.dJ^,

und haben damit die willkürlichen Annahmen erschöpft, indem alle Punkte <, in Verbindung mit den 16 indi-

vidualisirten Doppeltangenten gebracht sind. In derThat gelingt es nun mit Hilfe der in 26. angegebenen Regel

die Einordnung der Paare der Doppeltangenten zu je acht in die 15 Systeme [ik] zu bewiiken.

Legt man hiezu eine Tabelle nach Art der folgenden Tabelle I an, indem man in dem Quadrat, in

welchem sich die Columne von Z>, mit der Zeile von Z>4 schneidet, die Zahlen h, l einträgt, so dass DiD, im

System [hl] liegt, so kann man zuerst die Combinationen einschreiben, die sich aus den gemachten Annah-

men ergeben. Man erhält hiedurch 30 der Quadrate ausgefüllt und die sehr leicht anwendbare Regel in 26.

gibt die Ausfüllung der übrigen Quadrate.

Hiedurch luit mau 15 Gruppen von je acht Paaren von Doppeltangenten und es kommt noch darauf an,

in jeder Gruppe die vier Paare des einen Systems und des dazu conjungirten anzugeben. Dazu hat man

erstens den Satz anzuwenden, dass die vier Doppeltangenten, deren acht Berührungspunkte auf einem Kegel-

schnitte liegen, stets zwei Paare eines Systems vorstellen müssen, dann aber auch den Satz, dass, wenn die

vier Doppeltangenten Z>„ D,,, Z»,,, Z>, ein Quadrupel bilden, die drei Systeme, denen sie als Paare angehören,

nur drei verschiedene Zahlen besitzen können. Unter einem Quadrupel von Doppeltangenten ist stets

ein solches zu verstehen, wie es in 24. betrachtet wurde.

In der Tabelle I wurden die Systeme [//,
|
und |/A]' durch die Zahlen il- und il; charakterisirt.
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142 Karl Bobek,

Tabelle I.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



über Curven 4'"'' Onhnii/;/ roiii Geschlechte Zwei.

[45]

[45]'

|4G]

[46]'

[56]

[56]'

i>5 i»9 Dg il,o

^^5 ^n ^6 ^'U

Aus dieser Tabelle ist es leicht, die 80 Quadrupel von Doppeltangenten anzugeben, ebenso die 60 Grup-

pen von zwei Paar Doppeltangenten, deren acht Berührungspunkte auf einem Kegelschnitte liegen.

IV. Die adjungirten dreifach berülirenden Kegelschnitte der Curve 4'«"^ Ordnung mit einem Doppel-

punkte.

28. Ausser den in II. betrachteten vierfach berührenden Kegelschnitten der Curve <b, die nicht durch

den Doppelpunkt gelien, existiren noch Systeme von Kegelschnitten, welche durch den Doppelpunkt (/ von <I>

gehend, diese in drei Punkten berühren.

Ist
Y^

ein solcher Kegelschnitt, der in rf, , a^, a.^ die ^^ berühren möge, und legt man durch die vier

Punkte d, a^, a^, a^ irgend einen Kegelschnitt K, so schneidet er <]> noch in drei Punkten h^, h^, 1>.^, in denen

ein Kegelschnitt y' die <I> berührt. Der Büschel von Kegelschnitten durch J, «,, «j, a.j schneidet das ganzß

System von Tripeln aus, in denen ein Kegelschnitt •/ die <l> berührt.

Legt man den Kegelschnitt K des obigen Büschels durch einen der Punkte t;, so muss offenbar •// zer-

fallen in die Tangente T, des Punktes t,-, die durch (/ geht, und in eine zweite Gerade, die Doppeltangente

von *I> ist.

Es treten mithin in einem System der dreifach berührenden Kegelschnitte stets sechs

Doppeltangenten gepaart mit den sechs Tangenten aus dem Doppelpunkte als zerfallende

Kegelschnitte auf.

Da umgekehrt jede Tangente aus dem Doppelpunkte in Verbindung mit einer Doppeltangente einen

dreifach berührenden adjungirten Kegelschnitt darstellt, also zu einem System solcher Kegelschnitte gehört,

in welchem noch die fünf übrigen Tangenten gepaart mit fünf Doppeltangenten auftreten, so ersieht man,

dass es blos 16 Systeme adjnngirter dreifach berührender Kegelschnitte gibt.

Diese 16 Systeme erhält man am einfachsten, wenn man eine der Tangenten, z. B. T^ nach einander mit

allen 16 Doppeltangenten verbindet.

29. Die Anordnung der 16 Doppeltangenten in diese 16 Systeme mit den ihnen zugehörenden Taugenten

Ti erhält man aus den fünf ersten Systempaaren der Tabelle II, indem jedes Paar Doppeltangenten eines dieser

Systeme mit dem Paar Tangenten aus d, welche das System charakterisiren, zwei zerfallende Kegelschnitte

desselben dreifach berührenden Systems von adjungirten Kegelschnitten gibt. So liegt in dem System, wel-

ches durch T^ D^ bestimmt ist, auch 1\ D^, da I)^ D^ ein Paar aus dem System [12] darstellen, ebenso liegen

noch TgDj, T^D^, T^D^^ und rgö,5 in demselben System dreifach berührender Kegelschnitte wie T^D^.

Man könnte auch irgend fünf Systempaare nehmen, die eine Ziffer gemeinschaftlich haben.

Man erhält hiedurch folgende Tabelle:

Tabelle IIl.

2'i
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144 KarlBohek,

Die sechs Tangenten T, sind immer mit den sechs Doppeltangenten einer Columne in einem System von

adjungirten dreifach berührenden Kegelschnitten enthalten, und zwar bildet jede Tangeute mit der Doppcl

-

tangente derselben Zeile ein Paar.

30. Die cauonische Gleichungsform der Ciirve 4'*^^'' Ordnung

erlaubt audi die Gleichung des Systems der dreifach berührenden adjungirten Kegelschnitte in einfacher

Weise aufzustellen, welches der Tangente 7', und der Doppeltangente D^ entspricht.

Aus der Identität

wobei

ist, ersieht man, dass die Kegelschnitte

x= D, r,-2v(T, 7;-r, 7',)-v^i>,7; = o,

welche durch den Dopptlpunkt von *I> gehen, für alle Werthc von v die Curve O noch in drei Punkten

berühren.

In dem System ist für v — 0, y = oo auch das Paar D^ '1\, resp. D^ '1\ enthalten.

Dieselbe Form <\\^ kann zur Aufstellung des Systems verwendet werden, welches J\D^, TiD^ und

TfD^ enthält. Mau kann nämlich eine der obigen analoge Identität aufstellen, wobei nur statt t/T^—T^T^

+ vD^T^ eine andere Function genommen werden muss, die sich aus den S. 10, Gl. (17) abgeleiteten Glei-

chungen für die Kegelschnitte K,-/c ergibt.

Anmerkung: Die Curven 4''" Ordnung ohne Doppelpunkt haben 63 Systeme vou vierfach berührenden

Kegelschnitteu und 28 Doppeltaugeiiteu. Ändert man die Constanteu einer solchen Curve so ab, dass sie

einen Doppelpunkt erhält, so übergeht eiu System der Kegelschnitte in die doppelt gezählten Geraden durch

den Doppelpunkt, 32 Systeme übergehen in die 16 Systeme adjuugirter Kegelschnitte, die noch in drei

Punkten berühren, und nur 30 Systeme eigentlich vierfach berührender Kegelschnitte bleiben als solche

bestehen, die wir in 11 betrachtet haben. Vou den Doppeltangenten bleiben nur 16 erhalten, die 12 übrigen

übergehen in die sechs Tangenten vom Doppelpunkte an die Curve, die also jede zwei zusammengefallene

Doppeltangenteu vorstellt. Dies stimmt auch damit iiberein, dass ein solches Tangeutcnpaar aus dem Doppel-

punkte stets in einem der 30 Systeme vierfach berührender Kegelschnitte doppelt als zerfallender Kegel-

schnitt zählt, wie in III, sub 23. gezeigt wurde.

Zweite Abtheilung.

Besondere Curven 4'«'^ Ordnung vom Geschlechte Zwei.

1. Wir haben in der ersten Abtheilung sub I gezeigt, dass sich die Gleichung einer allgemeinen

Curve 4'"'' Ordnung mit einem Doppelpunkte auf die Form

<l> = Cr\+ Tl)Tl,+2T/l\lI (1)

bringen lässt, wobei

'st. Durch Specialisirung der Constanten a.i erhält man besondere Curven.
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über Curveii 4^'-''' OrdnuiKj vom Geac/ilechte Zwei. 145

Wir wollen im Naclisteheiulen solche Curven betrachten, welche im Doppelpunkte einen oder zwei

Wendepunkte besitzen, oder die statt des Doppelpunktes eine Spitze haben.

Wir bemerken hiezu Folgendes: Aus der Gleichung der Curve «t

folgt, dass die beiden Geraden, deren Gleichung

ist, die Doppelpunktstangenten von <t> sind. Ist also «33 ^±1, so erhält *t> eine Spitze, deren Tangente

r, dr 1*2 = ist. Ist aber «;]3:5^1, so werden die Doppelpunktstangenten nicht zusammenfallen, und jede

schneidet <J> in dem Punkte, in welchem sie den Kegelschnitt

noch tritft. Soll also eine der Doppelpunktstangeuten Wendetangente von <I> werden, so muss der letzte

Schnittpunkt auch in den Doppelpunkt (/ fallen, d. h. die Gerade

muss eine der Geraden

Tl+Tl+ 2a,,T,T, =
werden, oder es ist

«?3+ «23^2 «3 3 a, 3 «2 3 = . (4)

Ist nun a,3^0, «J3^0, so wird unter der Bedingung (4)

und daher

''i 3 ^2 3
(5)

(a,3T,-f-a,3 T,) {a,, T,+a, , T,) T\,+ 2T, T, [a, ,
T\+ a,, Tl+ 2a, , T, T,+ 2{a, , T,+a, , T,) T,

,]

woraus ersichtlich, dass die Gerade

a,,T, +a,,T,^0 (6)

die Curve * im Doppelpunkte in vier zusammenfallenden Punkten schneidet, also daselbst Wendetangente ist.

Ist aber «,3 = 0, so muss auch a^^ = sein, wenn im Doppelpunkt ein Wendepunkt auftreten soll (zu

Folge (4)), dann treten aber auf beiden Zweigen Wendepunkte auf. Denn dann wird die Gleichung der Curve

<I>= ^Tj+ r,^+ 2«33 T, T,^ T?,+ 2 T, T, [a,
, T]+a,,Tl+ 2a, , T, T,] = 0, (7)

woraus man ersieht, dass jede der beiden Geraden

T\+T\+ 2a,,T,T,=0

die Curve <I> nur in dem Doppelpunkte d tritft, nämlich in den Schnittpunkten von T^ =0, '1\ =0, und im

Scheitel des Geradenpaares

a,,T\+ a,,Tl+ 2a,,lYl\^^).

Ist schliesslich »33^ — 1, so wird

<^= {,T,-T,yT],+ 21Yl\[a,,T\+ a,,Tl+ 2<,,,T, T, + 2a,,'l\ 'l\,+2a,,T,J\,] =0 (8)

die Gleichung der Curve, aus welcher ersichtlich, dass die Spitzentangente 1\— 7!j = die <I» nur in dem

Punkte trift't, in welchem diese Gerade den Kegelschnitt

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. LIII. Bd. Abhaudlungeu von Nichtmityliedcrn. t
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146 KarlBohek,

schneidet. Dieser Kegelschnitt gebt durcli die Spitze von 0) und berülirt <I» nocli in drei Punkten. .Sollte nebst

«33 ——^ '''"c'i °opb (4) gelten, was 0,3 = —«^3 geben würde, so hätte die Curve <I> einen Selbstberlihrungs-

punkt im Punkte 1\ = J\ = U mit der Taugente '1\— '1\ — und wäre vom Geschlechte 1.

Wir wollen nun die Systeme vierfach berührender Kegelschnitte und Doppeltangenten dieser besonderen

Cnrven untersuchen.

I. Die Curve 4'«"^ Ordnung, welche im Doppelpunkte einen Wendepunkt hat.

2. Hat die Curve 4''^^'' Ordnuug im Doppelpunkte (/ einen Wendepunkt, so gehen von d hlos fünf Tangen-
ten, jT,, 1\, Tg, T4, r,_ an dieselbe, welche in t^, f^, t.^, f^, t die Curve berühren, wobei die Punkte f,- ausser-

halb rf fallen. Als sechste Tangente tritt die Wendepunktstangente X des einen Zweiges hinzu. Die '/2-5-4 =
= 10 Systeme von vierfach berührenden Kegelschnitten, welche den Combinationen T,, Tt entsprechen,

bleiben offenbar erhalten, denn die Cleichung der Curve

mit der Bedingung

<-)+ «23—2«33«I3«23=<^

kann genau so behandelt werden, wie in II sub 12., und man erhält so 20 Systeme vierfach berüh-

render Kegelschnitte, die paarweise conjungirt sind, und die Quadrupel derselben werden aus d durch

Kegelschnittsbüschel projicirt, welche in d die Tangenten 2:^, rcsp. %,, haben und durch t^, h hindurch-

gehen.

Den fünf Combinationen der T, mit X entsprechen dann noch fünf Paare besonderer Systeme vierfach

berührender Kegelschnitte. Die Kegelschnitte, welche die Quadrupel aus d projiciren und durch

ti gehen, osculiren einander in d und haben X zur gemeinschaftlichen Tangente.

Denn setzen wir -^ = (J, so übergeht die Identität (5) in

1 2
*= ^^'+^^^)(^'+y ^0 + fZ:^^.^^[«..2^i+«..r^+2«,,r,T,+2«,3(r.-4-dr,)r.,] (lO)

«13 «2 3

setzt man nun

woraus

T, + ST,=X,

T, =X-dT^

wird, und führt statt T^, T^ in (10) die Geraden X, T^ ein, wobei X— die Wendepunktstangente ist, so

wird nach (10) sich für O die Form

^\>~X:'T]^+o.Tl+XT^H' (11)

ergeben, wobei « r= -^ ^ von Null verschieden sein muss und
«13 «23

H'=a,,X^+a,,Tl+a,,T],+ 2a,,XT,+ 2a,,XT,,+ 2u,,T,T,,

ist.

Nun folgt aus der Identität

<I> =[,j,Xr,+ (.YT,,d= V/« T-;)f+XT^[H':^2 \/7 T, r,,-2,a(Xr,2rfc \/a T^)-fx*XT,], (12)

dass der Kegelschnitt

K= ixXT^ + {XI] 2+ V^Tl) = (13)

die Curve <I) ausser in t^ und d noch in vier Punkten trifft, in denen der Kegelschnitt

^= H'~2\/l^'lYI\^-2ix{X'l\^-h\/l^Tl)-p.'XT^= (14)
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über Ciirven 4'^' Ordnung von) Gesrhlcchfc Zwei. 147

die 4> berührt, während der Kegelschnitt

K'= IJ.X T, -f- (Z 'J\ ,— \J^. TD = (13 a)

die <i> in den vier Punkten schneidet, in welchen sie vom Kegelschnitte

t'= H'+ 2 v/^ T, T, ,-2 p. (•/ T, ,- S/^TI)—a^Xi; = (14 a)

berührt wird.

Die Kegelschnitte (14) beschreiben bei variablem ;jl das System, welches als speciellen Kegelschnitt für

fx = oo das Geradenpaar X, 7\ aufweist. Die Kegelschnitte (14 a) beschreiben das hiezu coujungirte

Sj'stem.

Die Quadrupel des Systems (14) werden, wie (13) zeigt, durch einen Kegelschnittsbüschcl ans (/ proji-

cirt, dessen Elemente durch den Punkt t^ gehen und sich in d osculiren. Die gemeinschaftliche Taugente ist

A'. Die Kegelschnitte (13) osculiren den Kegelschnitt

welches ein Kegelschnitt des Büschels von Kegelschnitten ist, die in (/ und t^ die Geraden X und T, ^ berüh-

ren. Die Kegelschnitte (13a) osculiren den Kegelschnitt

desselben Büschels.

II. Die Curve 4*«"^ Ordnung, welche im Doppelpunkt zwei Wendepunkte hat.

3. Haben beide Zweige der Curve 4^«"' Ordnung im Doppelpunkte d Wendetangenten, so gehen von r/

an <I> nur mehr vier Tangenten T^, 1\, T.^, T^, die ausserhalb d iu den Punkten t^, t.^, f^, f^ die <I>

berühren.

Diesen vier Taugenten entsprechen '/j •4-3 = 6 Systempaare von vierfach berührenden Kegelschnitten,

wie sie in II der ersten Abtheilung betrachtet wurden, die Kegelschnitte, welche aus d die Quadrupel proji-

ciren, berühren hiebe! die Geraden %i,,. oder Z'n, und gehen durcli ^ und tl.

Hiezu treten noch 2.4 Systempaare von der Art, wie sie eben in I betrachtet wurden, die durch Com-

bination der vier T, mit einer der Wendepunktstangenten X, oder Xj erhalten werden, und deren Quadrupel

ans d durch Kegelschnitte projicirt werden, die durch t, gehend, einander iu d osculiren, indem sie eine

der Wendepunktstangcnteu berühren.

Zu diesen Systemen tritt dann noch ein besonders ausgezeichnetes Systempaar hinzu, das wir näher

betrachten wollen, welches der Combiuation der beiden Doppelpunktstangenten A',, A'^ entspricht.

Wir haben gesehen, dass in diesem Falle die Gleichung der Curve 4'*' Ordnung- die Form

c^= (^^+^^+2a,3T, T,)7-,+ 2T, T,[a,/ri+ a,,Tl+ 2a,,T, T,] = (15)

annimmt.

Wir setzen

T]+ Tl-^-2a,/J\l\ = X,X„

so dass A, = 0, A'^ = die beiden Wendepuuktstangenten sind, und führen statt 7',, 7\ die A', , A'^ ein.

Wir erhallen dann für <l> die Gleichungsform:

*, = A, A, rj,+ [a„A"J+ «, A-; A,+ «, AJ A|+ «3 A, A-^+a, A*] = U, (16)

indem das zweite Polynom in (15) die Grösse T, ^ nicht enthält.

Aus (16) oder auch (15) ersieht man, dass die Punkte f^, t^, t^, i^ alle auf derselben Geraden 'J\^ liegen.

t*

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



148 Karl Bohd-,

Wir bezeiclincu diese Gerade daher besser mit X^ und erhalten

*„ = .Y, A; XI+ «0 X\

+

a, X\ X,+ a, A7 X^+ «3 X^ A1+ a, Z| = (17)

als Gleichung der Curve 4^'"' Ordnung, in deren Doppelpunkt zwei Wendepunkte fallen.

Aus der Identität

(18)

% = [\/cc^Xl±\yoc^Xl-hif.X^X^Y+X\ X,[A^+ «, XJ+«,X,X,

+ «3A1^2n/^ X, A;- 2 ^ (V^ AJ±V^^AI)-|xM', A-,]

deren Richtigkeit sich durch die Reduction leicht ergibt, folgt, dass das Geradenpaar

K= V'^ A'^+ v/^ ^l+ f^
A, X, ( 1 9)

die Curve <!)„ in zwei Punktepaareu aa, hß der auf <I>g existirenden g['^ trifft, in welchen <I>o von dem

Kegelschnitte

t= A-^+ a, X=+ 0(3 A^+ «, X, X^—2\/^^ X, X,—2p.(^^ Xj+ \/^ A^j-z^^X, X^ = (20)

berührt wird.

Ebenso schneidet das Geradenpaar

K= V/^ XI— v/^ XI+ IX X^ X\ (^ 1 9 a)

die <I>j in den zwei Funktepaaren «' «', i' (3', in welchen der Kegelschnitt

r= X^+a,XJ+ a3X^+«^X,X;+ 2 \/^ A,X,—2p.(v/^A^— V/^X^)—|^«X,Xj( = (20a)

die (t>g berührt. Man erhält auch nicht mehr als zwei solcher Systeme. Das Einführen von — \/'% an Stelle

von V «0 wird durch Änderung des Vorzeichens von ^ compensirt.

In beiden Systemen vierfach berührender Kegelschnitte Ä und ^' tritt für |u^ = cx) das Geradenpaar

X,, Xj auf.

Wir haben daher: Hat die Curve 4'" Ordnung <I> im Doppelpunk te auf jedem Zweige einen

Wendepunkt, so treten zwei einander conjungirte ausgezeichnete Systeme von Quadrupeln
von Punkten auf, in denen Kegelschnitte die <t> vierfach berühren. Die vier Punkte eines

Quadrupels bestehen aus zwei Paaren der ^^^ von O und werden aus d durch je eine

quadratische Strahleninvolution projicirt. Ein Paar beider Strahleninvolutionen sind die

Wendetangenten X",, X^ des Doppelpunktes, die auch einen Kegelschnitt beider Systeme
vorstellen.

Dass umgekehrt das Auftreten eines solclien ausgezeichneten Systems von Quadrupeln von Punkten

hinreicht, dass (t» in dem Doppelpunkt Wendepunkte besitzt, wurde bereits in der ersten Abtlieilung II. subM.

S. 131 gezeigt.

4. Die Gleichungen (20) resp. (20a) lassen erkennen, dass die Kegelschnitte dieser ausgezeichneten

Systeme die Gerade A'j zur Polare von d besitzen. Dies folgt übrigens auch daraus, dass die Paare der gW

auf den Strahlen von d harmonisch getrennt sind durch d^ und X^. Daher schneiden einander je zwei Kegel-

schnitte der conjungirteu Systeme in vier Punkten, die paarweise auf Strahlen durch d liegen.

In jedem der Systeme liegen vier Paar zerfallende Kegelschnitte, welche acht Doppeltangenteu von «I>

sind. Der Schnittpunkt jedes Paares muss auf A3 liegen und beide Doppeltangenten werden durch A' und d

von einander harmonisch getrennt.

Hieraus folgt, dass jedes Paar Doppeltangenten von den sieben Paar anderen Doppeltan-

gcnten in 4.7 = 28 Punkten getroffen wird, die paarweise auf 14 Strahlen durch d liegen.

Dies gibt V^. 8. 14= 56 Strahlen durch d, auf denen 112 Schnittpunkte der 16 Doppeltan-

genten liegen. Die acht noch fehlenden liegen auf A3.
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tjher Curven 4'^" Ordmtng vom GesMechte Zwei. 149

III. Curven 4'6'- Ordnung mit einer Spitze.

5. Die Gleichung der Curve 4''^'' Ordiuiiig <I>, mit einer Spitze kann stets auf die Form

<I., = (T-T,fJ\+ 2 1\ 2;[«, , 'P,+a,, Tl+ 2a, , T, l\+ 2a,,'l\ 7'. , + 2«,, '1Y1\,\ (21)

gebracht werden, wobei T,, 'i\ zwei der Tangenten aus der Spitze s an <1>, sind, und T^— J\ =0 die Glei-

chung der Spitzentangente % ist.

Von der Spitze s gehen au *!>, sechs Tangenten 1\, T^, T^, 1\, T.^, T^, deren Berührungspunkte f,, t^, f^,

t., fr, t- auf <I>j, von einer Curve 3'"^"^ Ordnung F ausgeschnitten werden, die in .s eine Spitze hat, und dieselbe

Spitzentangente % besitzt, wie <I>j. F ist die erste Polare von s für <!>,. Mau kann daher <I>, auf 15 verschie-

dene Arten auf die Form (21) bringen.

Die Systeme vierfacli berührender Kegelschnitte ergeben sich aus der Identität

«I>. = [2^7;T, + (,r,±2V)r,,r+27^,n[//,q=r.\--2fx(7;±2V)r,,-2^''T,T,| (22)

wobei

H,=a,/l-+ a,,Tl-Tl+ 2a,/I\T, + 2a,,T/f,, + 2a,,7Yl\, (23)

ist.

Das System [12] besteht aus den Kegelschnitten

^= a,,^+a,,Tl-2Tl,+ 2a,/I\T,+ 2a^,T/J\,+ 2a,,T,T,,-2i4T, + T,)T,,-2!.'T,T,=(), (24)

die in den vier Punkten berühren, in welchen die Kegelschnitte des Büschels

2 IX 'L\ l\ + a\ + 1\) y, 2 = (25)

die <l>. noch schneiden, ausser den allen gemeinschaftlichen Punkten s, i^, t^. Die Kegelschnitte dieses

Büschels berühren in s die Gerade %i^, welche die Spitzentangente % von T^, 7\ harmonisch trennt. Von

den vier Punkten des Quadrupels liegt keiner in s.

Die Kegelschnitte des Systems [12]', welches zu [12] conjungirt ist, haben die Gleichung

^'= a,,Tl+a,,^+ 2a,,T,T,-^2a,,T,T,, + 2a,,T,T,-2,MT^-T,)T^,-2iJ.'T, T, = 0, (26)

aus welcher ersichtlich, dass sie alle durch * gehen, daher <I> nur noch in drei Punkten berühren.

Der diese Tripel ausschneidende Büschel von Kegelschnitten, dessen Gleichung

2^r, r,-^(7'-7;)r,, = o (27)

ist, hat in s die Spitzentangeute % zur gemeinschaftlichen Tangente und f^. t^ sind seine weiteren Basis-

punkte. Das System [12]' enthält also nur eigentlich dreifach berührende Kegelschnitte.

Da es nun 15 verschiedene Formen (21) für die Curve 4'«^ Ordnung mit einer Spitze gibt, so folgt:

Die Curve 4''*"' Ordnung mit einer Spitze hat nur 15 Systeme eigentlich vierfach berüh-

render Kegelschnitte. In jedem dieser Systeme [ik] tritt das Tangentenpaar T,, T/, aus der

Spitze als ein Kegelschnitt auf. (Wir werden gleich sehen, dass es dreifach zählt.) Die Kegel-

schnitte, welche die Quadrupel des Systems \ih\ aus s projiciren, gehen durch <,, i^ und

berühren in s die Gerade %i,c, welche die Spitzentangente % von T,, '1\ harmonisch trennt.

Die zu diesen 15 Systemen conjungirten Systeme [ilc\l enthalten Kegelschnitte, die durch s

gehen und nur in drei weiteren Punkten die <I', berühren. Der Kegelschnittsbüschel, welcher

diese Tripel ausschneidet, geht durch ti,t:, und berührt in s die Spitzentangente. Man zeigt,

wie in der ersten Abtheilung in II sub 14. leicht, dass weiter keine Systeme berührender Kegelschnitte auf

<lJ| auftreten können.

6. In jedem Systeme vierfach oder dreifach berührender Kegelschnitte treten Doppeltangcnten auf.

Betrachten wir zuerst das System [12]', dessen Kegelschnitte durch s gehen und dessen Tripel durch

den Büschel (27) ausgeschnitten werden, so treten in dem System vier Doppeltangenten gepaart mit den vier
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150 Karl Bobek,

Tangenten T^, T^, T^, Tg auf. Denn legt man den Kegelschnitt des Büschels (27) durch einen der Punkte

ti (i = 3, 4, 5, 6), so niiiss der zugehörige Kegelschnitt des Systems (26) zerfallen in 2\, welche Gerade

durch s geht, und eine zweite Gerade, welche <t>j in zwei Punkten berührt und nicht durch s geht, also eine

Doppeltangente von <I>, ist.

In dem System [12], dessen Gleichung (24) ist, treten nur drei in Geradenpaare zerfallende Kegel-

schnitte auf. Denn die Discriminante des Kegelschnittes (24) liefert die Gleichung

1 «12— /^' «13—/

-y} «2,, «2 3—/. (28)

welche in iJ. blos vom 3'^" Grade wird, indem der Coefficient von jj} verschwindet.

Die Discriminante eines Kegelschnittes, dessen Coefficientcn von [j. im zweiten Grade abhängen, ist i. A.

vom 6'''" Grade und man sieht also, dass für (28) jui = oo eine dreifache Wurzel wird, d. h. das Geraden-

paar T^, T^ zählt in [12] als drei in Geradenpaare zerfallende Kegelschnitte.

Die drei endlichen Wurzelwerthe von (28) liefern drei Geradenpaare des Systems [12] oder sechs

Doppeltangenten von 4>j, die von den obigen vier verschieden sein müssen.

Die Cnrve <i>^ kann aber ausser diesen zehn Doppeltangenten keine mehr besitzen.

Denn sei D eine Doppeltangente von <t>,, welche in o,o' die <!', berührt, und K derjenige Kegelschnitt,

welcher durch o, 5', t^, t^ und s bestimmt ist. Dann wird K entweder die Spitzentangente % berühren oder

nicht berühren.

Berührt K die Spitzentangente %, so wird er <I>, nur mehr in einem Punkte schneiden und es wird in

dem Büschel Curven 4'""^ Ordnung

die Curve, welche mit 1\ einen willkürlichen Punkt gemeinschaftlich hat, in die Geraden T^, T^ und I) zer-

fallen müssen, überdies in die Tangente des Punktes, in welchem K die <P, nocli schneidet. Diese Tangente

muss aber durch s gehen, da U nicht dnrcii s geht und % von allen Curven des Büschels in s in drei zusam-

menfallenden Punkten getroffen wird. Dann ist aber D mit der eben erwähnten Tangente aus s gepaart in

dem System [12]' enthalten, also eine der vier oben gefundenen Doppeltangenten.

Berührt aber K die Spitzentangente % nicht, so schneidet er <1>, noch in den Punkten o,, o' und die

Curve des Büschels 4*" Ordnung'&

<l>j—A7i^ = 0,

welche mit T, einen Punkt gemeinschaftlich hat, muss zerfallen in T,, T^, B und die Gerade D' = $ §'

welche <I>j in o', o,' berühren muss. Dann ist nber Jj' mit IJ zusammen ein Kegelschnitt des Systems |12], also

DD' ein Doppeltangentenpaar, das in [12] auftritt.

Die zehn Doppeltangenten der Curve 4'" Ordnung mit einer Spitze ordnen sich daher in

die 15 Systeme vierfach be rührender Kegelschnitte derart ein, dass in jedem System drei

Paare vorkommen. Die vier übrigen Doppeltangenten treten in dem coujungirten System

dreifach berührender Kegelschnitte, gepaart mit vier Tangenten aus dem Doppel-

punkte auf.

7. Die Anordnung der Doppellangenten in die Systeme [ih]' dreifach berührender Kegelschnitte ergibt

sich am einfachsten aus folgendem Satze:

Legt man durch drei der Punkte /, einen Kegelschnitt, welcher die Spitzentangente

berührt, so schneidet er 'l>^ noch in zwei Punkten, die Berührungspunkte einer Doppel-

tangente sind. Man erhält dieselben Punkte, wenn man den Kegelschnitt durch die drei

übrigen Punkte t,, legt, so dass er die Spitzentangente berührt.
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über Curven 4f^' OrdiiuiKj vom Geschlechte Zwei. 151

Was den ersten Tlieil des Satzes anbelangt, so folgt er aus der Betrachtung in (>., die uns die vier

Doppeltangenten in den Systemen dreifach berührender Kegelschnitte lieferte. Der zweite Theil der obigen

Behauptung ergibt sich folgendermassen.

Sei K der Kegelschnitt, welcher durch t^, t^, t^ geht und die Spitzentangente % berührt, und K' der-

jenige, welcher % berülirt und durch t^, t^, t^ geht, dann muss eine Identität bestehen.

1>^—IKK'= D.V,

wo X eine Constante ist, und r, die schon frülier erwähnte erste Polare des Punktes s für <l\, die durch /,, t^,

'.v ^v '5' ^« 8'®'^*' ""'^ ^ ''"'' Spitzentangente hat. Denn eine Curve des Büschels <l>, — AA'Z' ^ 0, welche mit V

noch einen Punkt gemeinscliaftlich hat, muss F = als Theil enthalten. Es ist mithin L) =: eine Gerade,

welche durch die Schnittpunkte von K.K'^0 mit <^, =0 geht, die nicht auf 1' liegen. Ist mithin I) eine

Doppeltangente, so schneiden einander A' und K' auf <I>, in den Berührungspunkten derselben.

Wir haben nun 7^.6.5.4 = 20 Combinationen zu dreien der sechs Tangenten T,, die sich in 10 Paare

so theilen, dass die zwei Gruppen eines jeden Paares alle sechs Tangenten T, aufweisen.

Die zehn Kegelsclmittspaare, welche durch die entsprechenden Punkte #, gehen und die Spitzentangente

Z berühren, schneiden einander noch auf <I>, in den Berührungspunkten der zehn Doppeltangenten.

Wir wollen diesen Temen von <, die Doppeltangenten in nachfolgender Art zuordnen : Es soll

der Terne [t^ t^ t^] und [t^ /. f^] die Doppeltangente D^

!>
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152 Karl Bobeky

In jeder Coliirane, die die Bezeiehuung; ik führt, treten vier Doppeltangenten auf, die sechs übrif^en

bilden drei in [ik] auftretende zerfallende Kegelschnitte, und es bandelt sich darum, die Anordnung der sechs

Doppeltangenten in die drei Paare anzugeben.

Hiezu benutzen wir folgenden leicht zu beweisenden Satz: Die sechs Punkte, welche zwei Tripel

bilden, in denen zwei Kegelschnitte desselben Systems [ik]' die •!>, berühren, liegen auf

einem Kegelschnitte, der durch s geht.

Nun liegt z. B. T^ mit D. und T^ mit i), „ in dem System [34]', also geht durch die Berührungspunkte von

Z>5 und D^^ sowie s, t^, t^ ein Kegelschnitt und hieraus folgt, dass D^, Dj „ einen Kegelschnitt im Systeme [12]

bilden.

Man ersieht nun leicht folgende Regel: Mit T, und T,, liegen in derselben Zeile der Tabelle IV

sechs Doppeltaugenten, die untereinander in einer Columne stehen. Die untereinander

stehenden bilden stets ein Paar im System [ik]. Die sechs unter einander stehenden Tangenten

liefern immer nur dieselben drei Paare, z. B. liefern die Zeilen von T^ und 1\ die drei Paare I>^D^^, D^D^,

D^D^, welche im System [12] auftreten.

Auf diese Art erhält man ans der Tabelle IV die nachstehende
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über (Jurvcn 4'^'' Ordnung vom Geschleckte Zivei. 153

dem Berlibrungspunktc eines Kegelschnittes t), der durcli die vier Geraden bestimmten

Kegelsclinittsschaar. Der Kegelsdniitt H trifft
<f
noch in zwei Puuliten aot., der if^\ die auf <1>,

liegen.

Die Richtigkeit dieser Sätze ergibt sich durch die analogen Betrachtungen, wie sie in der ersten

Abtheilung in II, sub 15. angestellt wurden, und die daher liier nicht wiederliolt werden sollen.

Man erkennt auch die Richtigkeit des folgenden Satzes: Bezieht man die Kegelschnitte einer

Scliaar, welche vier feste Tangenten B, D', D", T berühren, projectivisch auf die Strahlen

eines Büschels (s), wobei * auf T liegen möge, so erzeugen dieselben mit dem Strahleu-

büschel eine Curve 4''^"' Ordnung, welche in « eine Spitze hat, für welche D,D',D" drei

Doppeltangeuten sind und T eine Tangente aus der Spitze an die Curve darstellt. Die

Spitzentangente in s ist derjenige Strahl des Büschels («), welcher dem Kegelschnitte der

Schaar entspracht, der T in s berührt.

Dass man jede Curve 4'" Ordnung mit einer Spitze auf diese Art erzeugen kann, folgt aus den eben

gegebenen Sätzen über die Beschafifenlieit der Quadrupel, in welche drei Doppeltangeuten eingehen. Und

zwar kann man jede Curve auf 60 verschiedene Arten in der obigen Weise erzeugen. Denn jedes System \ik]

liefert mit [/A-]', dem conjungirten, 3.4 = 12 solcher Quadrupel von Geraden; da jedes der drei Paare von

[lk\ mit den vier Paaren von [ik-]' bildet ein solches Quadrupel. Nun ist aber jedes Quadrupel wieder in drei

Systemen und den conjungirten enthalten, so dass wir nur '/3.12.15 = 60 Quadrupel von Geraden

erhalten, die Schaaren von Kegelsclinitteu bestimmen, welclie aus <1>| die </^' ausschneiden.

Dem entsprechend lassen sich auch GO canouische Gleielnmgsformen der <1>, aufstellen, die anolog den

Gleichungsfornicn (121 in der ersten Abtheilung I sub 7. sind, wobei statt T^ eine der vier Tangenten der

Schaar zu nehmen ist.

10. Die Curve <I>, besitzt ausser den 15 Systemen [//c]', welche adjungirte dreifach berührende Kegel-

schnitte sind, keine dreifach berührenden adjungirte Kegelschnitte mehr. Denn in jedem solchen Systeme

niüsste eine Tangente T, mit einer Doppeltangente !>/, oder Tangente 1), als specieller Kegelschnitt auftreten.

Die Tabelle IV zeigt aber, dass die Systeme
[;7.J'

alle diese Möglichkeiten erschöpfen.

Wir haben bei der Curve 4'"'' Ordnung *!> mit Dopjjclpunkt IG Doppeltangenten, 30 Systeme vierfach und

16 Systeme adjungirter dreifach berührender Kegelschnitte gefunden. Übergeht durch Änderung der Constan-

ten (indem, wie wir sahen, blos ar,3 r= 1 wird) die Curve <I> in die Curve <J>, mit einer Spitze, so übergehen

sechs Doppeltangenten in die sechs Tangenten T, von der Spitze an die Curve. Von den 30 Systemen vier-

fach berührender Kcgelsciinitte bleiben nur 15 Systeme erhalten. Die 15 übrigen fallen mit 15 von den 16

dreifach berührenden adjungirtcn Kegelschuitten zusammen und das letzte 16''' System adjungirter dreifach

berührender Kegelschnitte übergeht in die doppelt gezählten Geraden durch die Spitze.

Fasst man diess mit der Anmerkung am Ende der ersten Abtheilung zusammen, so ersieht man, dass,

wenn die allgemeine Curve 4'"'' Ordnung übergeht in die Curve 4'"'' Ordnung mit einer Spitze, 18 Doppcltau-

genten in die sechs Tangenten !/', übergehen, jede also dreifach als Doppeltangente zälilt (^was mit der in 6.

gemachten Bemerkung übereinstimmt, dass T,, Ti, in jedem der Systeme [ik] dreimal zählend auftritt) und

nur zelin Doppeltangenten bleiben als solche eriialten.

Von den 63 Systemen vierfach berührender Kegelschnitte übergehen drei in den Büschel doppcltgezählter

Geraden durch die Spitze, 45 übergelien in die 15 Systeme adjungirter dreifach berührender Kcgelsciinitte

und nur 15 Systeme vierfach berührender Kegelschnitte bleiben erhalten.

Denkschrifteu der mallium.-uaturw. ct. LIil. Bd. Abhaudluugeu vou NicUtiuitgüederu.
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