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EINIGE

SÄTZE ÜBER DIE FUNCTIONEN Cj.x

VON

LEOPOLD GEGENBAUER,
C. M. K. AKAD.

VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 6. MÄRZ 1890.

Ich werde in den folgenden Zeilen eine Reibe von neuen Theoremen aus der Theorie der Functionen Cl{x)

mittbeilen. Im ersten Capitel stelle ich verschiedene Integralausdrücke für die Functionen Clix) und DKx) auf,

mit deren Hilfe sodann im zweiten Abschnitte mehrere nach den Functionen Cl(x) fortschreitende Reihen als

bestimmte Integrale dargestellt und einige höchst merkwürdige Darstellungen des Jacobi-Legcndre'schen

Symbols durch vielfache bestimmte Integrale abgeleitet werden. Im dritten Capitel werden hierauf verschiedene

Relationen ermittelt, die sich theils auf die Functionen Cl(x), theils auf Prodncte von zwei solchen Functionen

beziehen, und einige Eigenschaften der Coeftieienten dieser Functionen, sowie ein Satz über das Zeichen eines

gewissen von ihnen abhängigen bestimmten Integrales angegeben, endlieh im vierten Capitel verschiedene

zahlentheoretische Functionen mit Hilfe der Functionen CJ, (x) durch vielfache Integrale ausgedrückt und aus

diesen Darstellungen die asymptotischen Werthe einiger der erwähnten Integrale abgeleitet.

1. Da die Functionen C'n{x) und Dl{x) specielle hypergeometrisehe Reihen sind und daher mit Hilfe der

Gauss' sehen und Kummer 'sehen Umformungen in mannigfacher Weise durch solche Reihen ausgedrückt

werden können, so ergeben sich aus jeder, gewisse Bedingungen erfüllenden Integraldarstellung dei allgemeinen

oder von geeigneten speciellen hypergeometrischen Reihen ein oder mehrere Integralausdrücke für die

allgemeinen oder eventuell specielle Functionen Cl{x) und I)l{x).

So liefern z. B. die von mir aufgestellten allgemeinen Formeln

Je x^r{a,_x) =
^,/^^^^,+U,

F[^^^—,^+l,!J.+ l,
--^J (|i?(«)|>|JK)|)

') „über einige liestimmte Integrale". Sitzungsberichte der kiiis. Al^aderaie der Wissenschaften, mathem.-natiirw. Classe,

72. Band, II. Abtheilung.

Denkschriften der mathem.*naturw. Gl. LVII. Bd. - .
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426 Leopold Gegenbauer

,

la)

'4-1

1-x') ^ Cn{x)clx

{\—cxY

n(v— i)n(|ji+w-i)
2v-lM''

nf«+ 2v-l) 2""V 2 /~
2''+'n(w+ v)lI(w)ll(|^— 1)

für die Function

V n(2v— 1) J (k|<l)

),= oo

1) D'ix) - y ri(;.+ 2v+ 2X-l)

Il(X)n(«+ v+ A)a;''+^'+2''

n(«+ 2v— 1) /w n+l , 1 ^-
2"+Tl(..+ v):.''+^-^ly+ '^'^^+ '^'''+ ^+ ^'^;

die Integralausdrücke

-1 / oo

Z)^(a;) z=
-:p;

I

e-^'2^-'J"+'(i^)(^0 {\x\>\)

D:{x) = n(»)n(2v— 1)

II(«+ 2v— l)Il(v— 1)

nr2v-i)

2'n
2v—

1

2 /J

-+i

(H>iv

Es ergibt sich ferner aus der Verbindung des Enler'schen Integrales flir die bypergeometrische Reihe

2n(7-i)
F{cc, ß, 7, x') = z'"-' {l~z'')-i-''-\i-x^z^)-?d2

n(«-i)ii(7-«-i)J„

in welchem x^ nicht auf der Strecke 1 . . . oo liegen darf, mit einer der Relationen

3)

für die Functionen C','(.i') bez. D^(.c) die Formel

ll(„+2v— 1)

;(w)n(v— 1)

3 a) C:{x):
22 v-i [!!(,_ i)]«n(«)

^:(., = (_,,.-.nfctipD

i);(a;) = (-if' »"-^ ,

n(w+2v— 1)
'

n(w)

(a;±cos j) \/x *— 1)" sin^'-' f df

r°° (sin ?Y)'^-' dt

(x 4- v/a;*— 1 cos ü) "+*'

j
(x-v/x*- 1 cos/y)"(sinjy)2''-* c/?;.

1) „Zur Theorie der Functionen C^W." Diese Denkschriften, 48. Band.
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Function C:{x). 427

Andere lategralausdrücke fliesseu aus der von den Herren Sonine*) und P. Schafheitlln^) mit-

getheilten interessanten Integraldarstelluug der hypergeometriscben Reihe, welche unter dem Integralzeichen

ein Product von zwei Bessel'schen Functionen erster Art enthnlt. Dieselbe ist Übrigens nichts anderes, als

eine einfache Umformung des eben angeführten Euler'schen Iiitegiales. Ersetzt man nämlich in demselben

den Factor (1—x^z^)-'' mit Hilfe der von Herrn Sonine a a. 0. aufgestellten Relation

J" (bz) J'" (az) z'"-''+*dz = \—,— —

—

(«>b]n>m>— l)
K J

\
J 2"-"'-'lI(w—m— l)a"

^

durch ein bestimmtes Integral, so entstehen nach Umkehrung der Integrationsordnuug die Relationen

n(«-ß)n(7-a-i)r- p ^,_ +.^^ rV".-.(i-.V^J"'P>. (W>i).
2'-(n(«— l)n(— ß) 1

^-^^^ -^
I

^ '' Va;/ u I y

Multiplicirt man die Gleichung

x = o

mit «'»-"""'(l— 2:*)i^(fe, integrirt von = bis s=: 1 und berücksichtigt, dass

4) rW)-'(i-.yrf.=üi='-^'-^^"('^^
21I(a+ X+ fx)

ist, so erhält man die Beziehung

^'^^ ' ^ ' 2'"+' /_, ^ ' 2'*ll(A)lI(«+ /.+ |ji.)ll(^/+mj
'

welche iür a = m+\ in die von Herrn Sonine a, a. 0. auf :!nderem Wege ermittelte speciellc Formel

I J'"-'(p2/^)0<'(l—2*)i^cZ3=
^^—

Y"^— Ji^+"'(p(/) (p.> — ];«— 1 und
fjL+ a keine negativen ganzen Zahlen)

Ja ^^•''

übergeht.

Mit Hilfe dieser Relation verwandelt man nun die letzten Gleichungen sofort in die folgenden

1) „Recherches sur les foactions cyliiidriiiues." Mathematische Aiiualen von l'\ Klciu, lü. Bauil.

2j „Über die Darstellung der hypergeometrischen Reihe durch ein bestimmtes Integral". Mathematisclie Aunalen vou

F. Klein, 30. Band.

54*
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428 Leopold Gegenbauer

,

wo weder a— 13 noch 7— 1 eine negative ganze Zahl ist, « und 7

—

a— /3+ 1 grösser als und j3<:l sein muss.

Von der letzten beschränkenden Bedingung kann man sich übrigens durch ein bekanntes Verfahren leicht

freimachen, so dass man auf diesem Wege rasch zur erwähuten Integraldarstellung der hypergeometrischen

Reihe gelangt.

Durch die Verbindung der Gleichungen 1) und 6) und der bekannten Definitionsgleichung der Functionen

Clix)

"^W r»i_,
n(..+f.-[^]+v-i)(2xr-^[IH^

c:{x)= 2 (-1)

n(f|-]-f^)n(—2[|-]+2,.)n(v_i)

-i
) n([|-])n(v_i) ^ ^^J' L^J' ^UJ-2'^

mit 4) ergeben sich für die Functionen Clix) und Dniß) folgende Integralausdrücke

2^-' n(v— 1

)

C.Vi(a')= 9viny 1) I

i/'-'-^^"^'+'(2/)sina;yrf^ (|x]<l,v<|-)

II(„+2v-l)n(-^-v)v/;r^^
3

Dl {x) = -—^ / >/'-' J«+^ (y ) cos xj/ dij [\x\ > 1, V < ^J
2«+'+'n(|+v-i) Jo

V 2/

n(w+2v-l)n(-|--v)v/;. .^
/ 3^

-D«(a;) = —7[ : / >f^'J''+\y) sinxydy {\x\>i, v< —).
2"+'+'

-C 2

Auf demselben Wege ergeben sich aus den Gleichungen 2) und 3) die Relationen

^-^) = "^"t2'~,n/"^~i^i7— I
i/-'-'

J-"-' {yy-^'mdy (1 >v; t+C-' = 2x; |t>l)
22'-'[ri(v— 1)]

Jo

/*oo

D;;(a;) = ri(«+2v-l)n(-«-2v)t" J"+'(y)J-"-' [^y),/—' dy (l>v;f+c-' = 2x; 141>1)

X>:(aA = n(v-i)n(-v)e'
j

r'-' J"+'(y)J"+HCy)rf2/ (i>v; 4+^-' = 2x; |4|>i).

Um eine neue Darstellung der Functionen Cl{x) durch eine hypergeometrische Reihe und daraus einen

neuen Integralausdruck derselben Kategorie für dieselbe abzuleiten, trausformirt mau die lineare Differential-

gleichung zweiter Ordnung

(1—.X-*) y"—{2y+ 1) xi/+n {n+ 2v)yz=0

deren vollständiges Integral bekanntlich

y =^ ad ix)+ b Dn ix)
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Functmi Cl{x). 429

ist, durch die Substitution

1—x

wodurch dieselbe in die specielle hypergeometrischc Differentialgleichung

z(l-z)y"+^-^ (l-2z)y'+ n{>i+ 2v)y =

übergeführt wird mit dem allgemeinen Integrale

Man hat daher die Relation

2v+ l l—x„V, V X\{n+2v—\) I

(«)n(2v-i)^ r---' "' 2 ' 2

oder

lK«+ 2v-l) ^/ ^ 2v+l X

(/On(2v-i)-

,, ll(«+2v— 1) ^/ „ 2v+ l , a;

deren Verbindung mit 5) unmittelbar die Formeln

r2v— 1^
n(? ,-^00

2

2~r-n(2v— l)sin"1 2 —VO

V 2~/ r°° ^'-'
/ x^ 2v-i / 1

C„^ (cosa;) = (-1)" -^^ ^^^r^ J^("+")(y)J-^- (ycos ^) //^ r/*/ (v>- ^
2 2 ri(2v— l)cos 2 —Jo

liefert.

Um einen lutegralausdruck für die Function C„'(a;) zu erhalten, welcher unter dem Integralzeichen die

Function Cm{x) enthält multiplicirt man die Gleichung

mit 2:"~^l^^J(^l

—

z^'ydz, und integrirt von ^; = bis s =^ 1, wodurch wegen 4) die Relation

rcf:'rz,m^)z'-'lT](l-zydz =

n(p)n(.+2v-[|]-i)v/.
_ ^„_,[|j 3 _

= ^-l>'^^;;
. nun

i Y^^ TT^'^Y n'^+^-|2J'-i2l'"-2i2K^-^2'''"2
2lHv-l)Il(y)ll(«-2[-]+ p+^)

entsteht.
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430 Leopold Gegenbauer,

Setzt man

80 wird nach 7) die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende hypergeometrische Keihe gleich

C '^ '^^'(cosic) und daher hat man die bemerkenswerthen Formeln
[|]

7 a) C'^^"f^^(cosa:) =

C ^ ^^ '
(cosx) =

^ra— /n(^-«.2[|])y-"-^f^]

V JTCOs-x
2

oder

^2v—

1

2n(-

C;(co8x)= (-l/^.z ?-^te(^sin|-](l-^'/~'rf^
v/^n(v-iU

2v— 1^
I .1

v-l-(^)
v/;rn(v-i)J„ V 2/

C:%osx)= (-ir "gvls! .
/""c^:+.(^sin|)(l-^V-f^

2

' C2^+i(2C0S-^j(l— 2;'') 2 rf0.

V"..(^-^1 2

Setzt man in diesen Formeln

2v-3\ X —t-'V~-" 2
cos^^Jo

2 sin—, bez. äcos — =:sin^

und schreibt in der letzten von ihnen flir v : v — -^, so erhält man die Gleichungen

\/;rll(v

—

l)sin
2

/2v-l>

2"-' \/;rlI(v — Ijsin^'-'^Jo

(cos y— cos x)"-' Czr (sin -|-"] cos -j- df
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Function C:,{x). 431

/2v— 1\

C^cos X) =— f~7cos^ 1- - sin^ ^J'' Ct (sin |-)cos |- df

v/;rII(v-l)cos''-'^Jo ^

/2v--l\

V 2 / T" 2 / 9 ^ 9
(cos X— cos y)'-' Ca, (^cos -|- j sm -|- c/y

s^-'v/'^iiC

f2v-3-

Cr(cosa;) = I (cos^ — cosajy-'Cz^+Usin ^j sin ^f/y

2^-' ^K n (v-2) sin ^^-'-|Jo

/2v— 3n

(sin*y — sin*~|-j C2r+i[sm-^)smf(1f

2\/n-n (V— 2) sin ='•'-' ^Jo

/2v— 3-\

Cr(cos X)=
I

(cos"^ — sin" -|- j d^+l (sin -|- j sin yrfy

2\/;7lI(v— 2)cos="-'^Jo
Li

n/2v-3>j

-

I

(cosic— cosy)"-" Cl;::+l(co8 ^jsinyrfj).

2''-i\/;rII(v— 2)cos = '

Berücksichtigt man, dass

^, , . sin(2«+ l)x

Cl(siny) = (-l)"^^^i?^^±^
" V /-^ ^ -^ cos X

ist, so erhält man aus diesen Gleichungen die folgenden von Herrn Mehl er') im 5. Bande der „Mathematischen

Annalen" aufgestellten IntegralausdrUcke für die Kugelfunctionen erster Art

2 p cos(r + y)y(iy

Pr(co8a;)=

Pr(C08x)=

^
jg \/2 (cos

<jf

— cos x)

2 /- sin(r+y)yrfy

'O \/2(C08X— cosy)

Mit Hilfe der bekannten Relationen

8) Cl (x) - Cl^,{x) = ''-±^ er' (x)

9) wCS; (a;)+ («+ 2fx-2) CU (a;)=2(«+ ]ui-l)a;C!:_,(x)

1) „Notiz über die Diri chlet'sclicn Integralausdrücke für die Kugelfunction i'"(eo83) und eine analoge Integralform für

die Cylinderfunction J(j)."
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432 Leopold Gegenhauer

,

kann man die eben abgeleiteten Gleichungen in die folgenden umformen

/2v—

U

Cr(cosa:) = <
—

^ —
(

(cosfi— cosajj'-'Car (sin -^)cos^ rfj)+
L'---' \/;r n (v— 1) sin

'"'-
' -^ ^ Jo

„, +/ (cosy— cosa;)^-'C2;_2('8in-|-^cos-|-rfy(

Cr{cosx)= 9^ ,
(cosa;-cosy)^-'C2, cos-^ sm^rfy^

2'-V^n(v-l)cos'-4( ^""^ i V 2/ 2

+
1

(cos X— cos j))''-' C2r-2 ('cos-|-"j sin -|- d^,

C;(cosa;)=: (2r+2v— 1)1 (cosy—cosa:^-' C2;_,(sin-|-]sinyf?y-2(>-+2v— 1).

2-'»V^n(v-l)sin^^-'^^ Jo
Li

11) .1 (cos y— cosa;)"-' C'jr_2(sin -|-^cos-|-dy(

Jo '

CXcosa:)= (2r+ 2v— 1)1 (cosa;— cosy)'-'Cv_ycos-|-]sinyc/y — 2(r+2v— 1).

2"r\/'^n(v-l)cos-^-'-^^ Jx

(cos X — cos y)''-' Cjr'-? ('cos-i-') sin -~- f/y
|27 2

/2v— 3^
(-1)^"(~2-) (2.+2V-1

CXcosx)= ^

—

~]^2T- ]/ /
(eosy— cosa;)''-^C2r+i[sin-|-^siny(/j)H-

2^-'\/:rIi(v— 2)sin2'-Sv—

1

12)

I I l r^rxc, .r. rtiT,c ^\^— i. O^'^ /cjIt-J 7_
/ (cos y — COSx)'-^ C2r-i (®i^

9 )
^^^ ?'^?[

V 2 ! l2,-+2v-l /-;_,_ _.„^.-2^— /_ y\,
C'(cos x) = r^, '^

,. (cos .r — cos y)"-' O^r^^ \^^^ \] ^'" ^^^^^ +
2'-V^n(v-2)cos^-'4' ^^"-^^ X ^ ^'

+
I

(cos a;— cos y)"*-^ Car-l (
cos ^~\ sin yrfy

t

13) C:(cosa;) = ^ ^2(2r+2v-l).

2vv'«'n(v—2)sin2^-*-f

.

1
(cos y — cosa;)^-= Car' (sin -|-^ sin y sin -|- r/y — (: >-+4v^3) 1 (cos y - cosa;)'-^ Cl;;il (sin -|-j sin yrfy
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Function C:(x). 433

13) C:.(cosa;) = J2(2r+2v— 1).

2-'rv/^n(v-2)cos = '-*4-

.
j

(cos X — cos ^)' -- Cip' ('cos -|-") sin y cos -^ c?ij) — (2r+4v— 3) |
(cos a;— cos y)'-- C\'Z\ (cos-|-") sin ^(/y (.

Berücksielitigt man, dass in Jedem dieser Gleiclningspanve die zweiten Integrale auf der rechten Seite bis

auf das Zeichen (—1)'—' gleich sind, so erhält man durch Addition der zwei Gleichungen jedes Paares die

vier neuen Formeln

Il(^)(2'-+2v_l) p ,,,,,, 1

C;(cosa;)= 7= \-^ — (cos ^ — cosa;)'-' Cj; cos-^ cos^dyH -•
'^

2"+V-lI(^-l) (sin--'^J«
l 2; J

^^^,,_,^
2 ^

I (cos a;— cos y)'-' C^"' (cos-|-^ sin -|- rfy

n(^^)(2»-+2v-l) , r.
^ j

C','.(cosa;i= 7= )—'^ —
| (cos y— cos a;)'-' Csr-i fsin -^\ sin yr/y H -.

2'+',V.n(v-i) U--i|-Jo ^ 2; cos--'^

.1 (cosa;— cosy)''-' Cs'—i (^cos_?_j sinydy(

n(^)(2r+2v-l) p ,_, 9 1

C;(cos X)
—

j^ 1—^^ —
I

(eo8 f— cos a;)'"* GX+\ fsin -|-) sin yrfy H -.

2 ^

• l (cosa;— cos y)'-^Cv+i /^cos-L^ sin'^dy

nf^^)(2'-+2v-i). , .., /-. .
v 2 / ( (

-—1 / 2v— 1 / . 9 \ . -97 ••

rr — )-^ - ( (cos 9— cosa;)''-^C2^
f
sin-i- sin© sm -^-rty H .

2',V.n(v-2^ lsin--'^> ^ ^^ ^
cos--'.

2 2

Cr (cosa;)

j
(cosa;— cos yj^-^Cz,"* /'cos _L"j sin y cos _L rfy

Bedenkt man, dass

[^C„^(cosx)]^^=|cos«x

ist, so erhält man aus diesen Gleichungen die bekannten von Dirichlet im 17. Bande des Crelle'schen Journales

angegebenen Integrale flir die Kugelfunctionen erster Ai-t

n
coP ry cos -^ df r- cos r<ä sin -^ dx

Pr(cosa;) = I . +
Jo \/2{cos(j>—cosa;)

J_,- v 2 (cosa;— cos y)

9 • 9 7(s sin ;y sm -i- d^
/*- sin iy cos -^ ay

,
+- ,—

V 2 (cos^—cosa;) J,: V 2 (cosx— cos 9»)

Denkachntttiu der mathem. u.iturw. CI. LVII. Hd. 65
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434 Leopold Gegenbauer

^

Der in den vorstehenden Zeilen zur Ableitung dieser Formeln benützte directe Weg ist zweifellos auch

der einfachste von allen, welche zu diesen Relationen führen.

Ein ferneres Integral für die Functionen Cl{x) ergibt sich in folgender Weise. Multiplicirt man den Zähler

und Nenner des ^.tfn Gliedes der auf der rechten Seite der Gleichung

t^nW-
2, ^ ^^ n(X)ii(«-2/)Ji(v-i

stehenden Summe mit 11 f

—

-—\ und berücksichtigt, dass

2^^n(X)n(^) = V''rn(2X)
2

ist, so erhält man die Kelation

Kt] n(«+v-p,-i,n(2^)

"^^"v/'^nrv-i) ^^ ' ii(«-2/)n(2X)

Nun ist bekanntlich

/2X—

1

„(,,+,_X-l)Ii(^)
a

211 («+v--)
:=/ cos2"+2^-2''-'y sin^'-yt^y

nnd daher verwandelt sich diese Relation in

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Summe ist aber der reelle Bestandtheil von

„ , , (x cos v+i sin m)" und daher hat man die Relationen
n («} '

'

2"Il(w+v- y) />T

14) Cl{x) ^z ~ I cos"+^^-'5J {(a;cosj)+ /sinj>)"+ (a;cosj)— «siny)"} rfj)

n(M)n(v— l)\/;r Jo

2"n(M+v-—
)
^f

sin"+^''" '

y {(a;siny+ /cosy)"+ (a;sin5>— /cosy)"j c/y.

n(w)n(_v— i)\/nr,

2. Die Vereinigung der in dem vorigen Capitel abgeleiteten Ausdrücke für die Functionen Cl{x) mit

Relationen, welche ich in einer früheren Mittheilung') aufgestellt habe, liefert folgende interessante Gleichungen

r . . .
"^

1 { o{\<i. 'y^-i—4 Qin 7>/»no M^"— ^ ein m thn — 9 >(cosa;-l-^siüa;co8y)""^siny(/y =:2 y Cj(cosx) C*(cosx) . .. CJ{fio^x)

1) „Über die Functionen C^^{xY , vSitzungsberichte der kais. Akad. d. Wissensch. 97. Band, Abth. IIa, S. 259— ii70.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Function Clix). 435

/ .72"(y)siu(^sin|-)r/// = 2sin~ ^ C'|(cosx) C>o.sx). . . C'Jcosar)

I
J-"(y) siu ((/cos^ dy = (—1)""' 2 cos -|- 2_, c'_'(cosa;) C Jcosx) . . . C'|^(cosx)

I

C'2„_2 (^ siu -^)(^^ = (-1)""' y t'J\cosx) CJcosx) . . . C;>osx)

(
J-"(</)siiH^cosxj(/(/ = (^— 1)«-' y cy(iosx)C'''{cosx). .. C^J(cQSx)

I ^—I
"'i '"2 r

I

J-"+'{i/)cos(yGOSJi^dy = (—1)" ^L t.','|.(cos.r) c'\(cos,k). . . C,',(cos.c)

^11 «l'. »•' "r'

cos"y {(cosxcosy+ /siuy)"~' + (cosxcosy

—

ismf)"~'\ df

ri(«— 1);t v-\ -,v, ,'1 ^v

siu"y [(cosxsiny+ ecosy)"~'+(cosxsiuy— /cosy)""" (?y

'/ IT Zj "'
(^"^''^ "2

(cos-^^)
• • '.,.

(cos X)

Mx = 0,l,2,. . .,k—1;;k>, = 0,1,2,. . .,2«— 1;«1:

= 0,1,2,. . .,2w; y«, = M— 1; V »»,, = 2m-1; V «[ = 2«; V v, = 1

m — I

•i

» ^" .7"

J cos i-ism cosijjJ sinyArtyA = ^ (—-)

m —1

7« —

1

T ' (/ 2/,;;r . . V'"' ( 2kK . . V'-'i ,

t cos"y/, |(cos eosyA-(-/siuyJ + ( cos -— cosy*— ( smy^j ^(fy4 =

TT 2 (n(«-l)) ^ /»

(2'-n(«-l^^
^

55*
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436

*oo reo r'Xi

2r;r

Leopold Gegenhauer,

c-, ,^... £^^_, cos (y, sin 4;:^ +^, 2/2 sin
j;:

+ -'v-i ^2. Sin ^^) dy, dy, . . . dy,,. i J' iVf^+nl-^lhy^^osf,) J» {\/!/l+!/l-^l/,!/,<^osf,) . . .

Jo Jo Jo

. . -J^is/yh-i+yh— 2i(/2,— ii/2,-cos fr) cos2?2y, cos2«02 . . .cos2Ho,r/yj df. . .df^ =r

00 / • 00 / ' <X>V
'0 Jo J« t

/O ^0 .Jo

[r[ ^"
( \/ylx-i + yl—2y2x-iyn cos y ,,) cos 2«^,, J2''(y,,+,) f/y>. = (—1)'- 2'' k- {-^^^) \/i^'S

I I l 2 '''2- -%,._, cos («/

^0 Jo Jo t

TZ 2ff
cos T
——r + s ii, COS -, + . - £2 ,.-1 yi, cos^^ j'7y, r/y^ . . dy^r

/o ^0 ^0
[7j

J" (\/i/»^i 4-i/?).-2y2X-i yt\ COS yx) cos 2wyxf75;>), := (- !)' + ' 2-'-i (v^^) ^r''

'00 /*oo /'oo

2_,M ="2 • • • '"2. «i^li^i COS j^rpg+ =-. i/2 COS ^^-pg + . .
. + £2,.i/2,.+i cos ^^ ,

J
(Zy, dy^ . . . dy,,.^^.

Jo Jo ^

]T| J" (\/yl),_l+t/lx-2y2),_,«/2xCOSyOCOS2«yi,J2«(y,,+ l) r/yx = (_l)'"-'U2r+l)+l+,. 2-^r^r (!L
/o Jo Jo

... Veos(2/.cosj-^ + ..y,cos^ +.,y3Cos^+...

+ £2,-1 2/2r cos^^^) jr| J" (\/«/5x-i2/lx-2y2,._,2(/2xC0S3>x~) cos (2/<+ 1) j^^/Zy, f^i/j . .

.

dy-iAf). - \ (4'-r)'- (|^

*oo /*oo /^oo

/» ^0 Jo Jo Jo Jo

V / 2;r 4;!: 6;r
; cos I y. COS -; ^+ ;-, w„ cos , + £„ (/„ cos -; h

,(4r+ 2V-:
£2ry2r+i COS^—^ j J^j

J0( y/y^. _ ^ ^y..^ _2^, ^_, ^,.^c0S yx) /'"+' (y2,.4-l) cos ( 2/i+ 1) yx'/y, ^^2 . . . f<fi/2.+i rf^X =

=(-^M4.)'(i:?±i)

'00 /•oo /'CO /* n /'n

/" ^K .70 ^0 _/o Jo
) £,£2- • • S2r-1 C0S(,

2ff
^2 • • • S2r-1 cos ^^j COS j

-+ £, »/j cos
4^

'4/^+1' •£2,—iy2rC0S

>^4r+ 3

4r+l

jTj J" (\/i/2x-i+ i/2A— 2y2x-iy2AC0syx) cos2nfxdyidy^. . .dy.,.Jf,, = ^ (^")''
(4;:'^7i)
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Function C'„{x). 437

*oo /*oo r QO

"y-,:
2n An

gm [ii. cos r,-hs, 'Z,
cos -+ .

•^ "
*.' Jy\ ^"

(4r4-2l^+ s2.y2r+iCOs -^^^q-g^j J-''(yv+i)|7[^"(V''^Ä-i+ ^2-— ^2/^>.-'i/«,cos^,)cos 2«^,(///, (7^, . w/^,,^ , ,/'j.,

:(-l)'H47r)'-
4r+:5

wo die Grössen £>, die Wertlie +1 und — \ besitzen und die Summafionen über alle Combinationen der

Grössen £>, auszudehnen sind.

Von den specielleu Fällen dieser Gleichungen mögen die folgenden besonders angeführt werden:

: R('

2kK . . 2kK Y 3-^,-1
_

cos \-ism cosy^l smf^dfi, = (— 1)
m

1,
],

Pl^^^-^'^^-'-^"''"'
m>''^=^-^^

{»,-)) (2'- 3i^5'-i) .,r™+in p"+'1_i_. ["'+-
+-4'4^]-.m+'ra

71 Tt iz m—

/u ^0 Jo
!{'

2/,:;rO cos- ^''^''<j34 j(cos—— 008^4+? sin 5^
j

+ [cos-^ cos ^a— /sin y^j ['/^a^
2A-n:

m
2>-3V-5''—

1

.V(ii(2>-3.5--iy)—
_^
^_i)>-m-i^m^'[^]

lA\^^22^3F5V_ljl^2^3l^5'-y))

r-l
2

COS-- —+ ?sm-- cosy/, sina)4a9i = (
— 1) 2 ü

V 14« \r 14« +; ^ I ^ ^ ^ '

/o Js> Ja R «<(^'™14^>*=l.-l)"«+c

2/2 / 2 2

R
7 .,

2^71 . . f / 2/ir . . A«) ,

cos ^i j( cos— cos (fk+ t sin y* I + (cos-— cos fk— i sin yJ > (/y,.. ^
m m

= (-1)" +i:
45 -T

-ffl.

•«+-

ll!i+
r-1

^" R
2k7z . . 2kn \'»

. , , .,„+., „H„+r=^

22n+ r 22n+ r ^ ' ' '

I r^ \ /• 1 11,,+

[j, -] H *(-''"°^^>*='-""
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438 Leopold Gegenbauer,

:i TT 11"+%^
2kTi

(-1)"+1
14175;:

4n
21

ll'!4—

'oo /^oo / oo

/O ^0 JU JO E

2_^t^ sj . . . £.,._i COS i^jy sin ^-^ + £,^2 sin
4r+l

. 2r;r n

oo /^ oo /^ oo /•tt /^tt

I

•• Ijih- '-^r Sin ^y, sm^-^^ + £,j/, sm^^:-^ + . . +e,,y,^+, sin
^^ _^g^

r

Kl -^^ (\/yix-i+i/2x-2y3x-iy2xCOsyx) -^' '

'^^''\yir+i) cos (2>'+'3i'-5'y^) %,c/y2 . ; . di/or+idfx =
1

= (-l)'-+^.(^+')+4^'] +^['4-1(4;r)'- \/4m=^

OO /* OO /^oo

[

I
(

••( y =-,£,.. --.._! cos (y,cos^^^ + s,y, cos^ + ...+c-,._.y,. cos ^).
r

. 171 J" (\/«/Ix-i-H</2x— 2«/2x-iyäx cosyx) eos (2'-.+' 3i^5^ yO f^yif^i'a • • • (ly-i,dfx =
1

•oo /*oO /*oo

*oo /*o0 /^OO /•ti /'ti

I

•• lM-^.----'-sn,(y,coSj^:^+.,2/,cos;j--^ + ......_,2/,.cos^^-^).

J(\ Jo Ja £

. O -^"(v/y'x-i+i/lx— 2!/2x-ii/2x cos yx)
-'''"'

^^^\ll2r+i) COS (2^i+'3!^5'' yx) dijidy^.. .di/-.r+idf, =
1

^(_i)^Vx,+.(x.+i,+.[^]+.,[^4-^]^4^^.

4rn'f °° r r r V /
2;^ 4;: 4.

|7[
J" (v/ylx-i +i/lx- 2yr>.-i yz,. cos j,,) cos (3>^5" y>,) rf//, (%2 . . . dyzrdf, = (- 1)

' t^^^ +
'
t^l 2^-' /r"

•oo / oo /"oo

)^ J^' J" Jo Jo J» ^

\' / 2k An (4?-+2)7T
> C0S(M. cos- -+£,W2C0S;, TT +••+ S2,-«/2r+l cos — ~
-j V' 4r+3 '-^ 4/-+ 3

•' 4r+d

• TTf J" (s/ylx-i+ylx—2y2x-iy2x COS yx) J*''^'+ ' (^2^+1) cos (^6vb'f^dy^ dy^ . . .dyzr+idfx=
1
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Function C:{x). 439

r°°r~ r^rr^- r^y
/

^^ 4:r irr. ^

/o Ji> J« ^0 7(1 ^0 E

)., + ! (i

.|r[j'''(Vi/l--i+//l>.-2y,,_,y.,>. cos.px)^' " '^''(y2-+i) cos (2^.+ '3H5-'y,) r/^.rfy/j. . .dy,,+ iilf,=

/•oo reo reo r. r. r.
, . n . 2n . 2;-;r ^

/o ^0 Ja Jo Jo J« 6

.|T] ^"(v/z/ix^i +yL-2y2x-i^2>, cos ^,) cos 12y,rfy, r/y^ . . • (J,j„.df, = (-1) "+ tV]2'— '.t^ v/4r+l

1

r-o ro. reo rr. r. r.
. , . n . 2n

... ••• 1^.- •'-«"(^/t«»" 4^:^:3 + ^.ya«'°4^:^ + ---

/<t ^0 Jo Jo Jo Jo a

r

+ £2,</2,. sin ^
4,."t 3 )

•^" (y^' + O |rf -^'' iWk-i +yk—2iM-\y-i,. cos ^.l cos 12f,d;/^(J>/^
.

. . Jy-.r+i'ff,. —
1

= (-ly+ L'-T-T ^47r)'- v/4/H^

/» ^0 yu ^yo ^1) ^0 t

V* / ;r 2;r 2;-;r \
^ -, E., . . . .3,-. COS

(2/,
cos^^-^ +£,y, cos j-^- + . . . +=-2,-iy.. cos ^-^y

.K\j''{\/yk-i+yk-2yii-iy2x cos^x) cos \2<f^dy^dy^. . .dy^rdf,. = (—1)''"^ +L-g-J22'-f;r'-

i

/•oo /•oo reo r. r. r.
^ 2^

J» Jo J» Jo Jo Jo t

+ £2ry2r+i COS ^^^^^) J"{y-r+i) TTj J" {Vyli-i+yh.—2tja-i «/2X COS ^x) COS 12yx(^2/, ^</2 • dyir+idf, =

— (_!)'+ L^J2='-,r'-

yo ^0 ^0 Jo Jo Jo I

.|T] ^" (\/i/!x-i+2/lx-2«/2x-iy2X COS fd COS 12yxf^2/, f///» . . . di/,rd<fi = (-1) "^ " 2^--' tt-
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cx> / CO /^ oo n^. n-K

I \
,,

/ii JO Ju Ju Ju Ja £

440 Leopold JJegenhaner,

,£.,... £•;,. sm [y. cos-j ^ + t.y, cos -. + . . .

-
=-2,-i/3,-+i cos ^^^"^g"'

j
-''"(«/sv+i) jTj ./" (v/y?).- 1 + ^5),— 2(/2>,-i«/2). cos f ,,) cos 12tpxfZ</, dy^ . . . dy->r+i df, =

= (_l)l-3 J(4„y

m — I

... |*|(^co.s— i-;sin cos^ij smfidfk = {—^)^"'
JD Ja Jü

t: t:

I I

... I * cos*" fi
I

(cos cos fk + ' '?in y^ j + l cos cos y^.— i sin y^. I / dfi
II ^" ._/0

^ ^ V 693 /

((r=::0mr;=l,3, 9, C=l für r=: 5, 11, 13; r, =0 für y= 1, 5, 7, 9, 19, r, = 1 für r= 3, 13, 15,17,21).

Miiltiplicirt man die Gleichung 14) mit ^' '—-— und sumniirt bezüglicii n von bis oo, so erhält

2"II/'«+V-y)

mau die Relation:

y f^^^J' "'-^^ —
I

cos^^-' f df y^f-^ {(:(:cos^ + <sinyV' + (.rcosy— «sinyV'l cos"^

h2Hi(n+.-i] n(v-i)v/.j^ ;-^n(,o

?J=0O

—y=
I

siu^''-' y f/'^ y ~r4~ \(x ."«in y + / cos ©)" + (x sin 55— / cos <p)" \
sin" y

n(v— l)\/ff I Z-i iH")
_/0 n=0

oder

„f^2"n(.+v-l) n(v_i)v/.j ^^^'l^ 2 J

/ sin 2»
+ ¥>! (2/ + '• cos^?? 2"'

j I

rfy

[[(v— l)V^ff

1 r ^ • 2.. 1 i / -2 «sin 2m
sin '-'

f <.fi[y + x ^111' ^ H g-

'0

/ . i':sin2y>.

aus welcher die Forniel
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Function Cl{x). 441

16) f[''\y)

2"-\n+.)nin)n[n+.-^
)^ ll(2v-l)

U(n+-Jv—l)il{v—l)\/K 2'n
2v—

1

-+i r-j-

(l-x^)^ C:{x) .

; t i / 2 ' sin 2«)^ /
.cos-'''—' f y^ [tj+ x cos' ^H T~^l

"*"
?i u/"^'^ ^^'"^

('

/ sin 2
.s' IJJ ^9~^)

i
'^'•^ f^?

2"-'(«+v)n(M)nf'«.

n(>+2v—i)n(v— i)\/n-

ri(2v—

1

)

- + i r

O-x')-^Cl(x).

• 2. I ( / -2 «siu2mN^ / .
?'siu2m>^,

. s]n'''^'"'y 5?, ly + xsnvf H ^^"^ + ?i (i/"*"-^
sin'^ i>~) " "•'^"?

folgt, welche eine interessante Darstellung der «'"" Ableitung einer Function durch ein bestimmtes Doppel-

integral liefert.

Auf demselben Wege findet man die entsprechenden Formeln:

V 'i>^"Kyx)ciix) ^ i_ sin'' 2y>
/ , IN /9„_u = nT^:=:n

cos'-> V (y+ x'^cos^y+a;ecos^y s.n2y ^)

+

,:r;;n(2»+v--)ri(:i-2-j ^ 'Jo

+ (p^ fy+x* cos* y

—

xi cos^ y sin 2y J*"^) [ '^y

, . sin' 2w
1 ^ //-. ein Vf/j L— / sm'"'"' f ^f^lif + x^ sin* f +a;«sin^ f sin Zf --

/ ! • 1 • 9 r>
sin* 29% ) ,

-+-
<f^

ly + x* sin"* f— xi Sin' y sm 2y -j
—

^J
\ df

1.
yW(2/,)CL,+,(x)

Ix /2« + i> ri(v

„t;;n(2« + v+-^jn(^
-

I
cos^''-'

(f
Ux cos y +

/ sin' 2(f)\ /

4- /sin ^) y, (</+ ^^ cos* f + xi cos' y sin 2y Z~^)
"*" (^ '^^^ ^ ~ ' ''^" ^^ ^i (2/+'^'* ^'^s' ?

'

o„_^i>!!2<p^j^^

= —
j

sin^'-' y |(a;8in y + «cos
<f) <f^

/'y-i-a;' sin*y + x/ sin' y sin 2y -—^"j

+a;« cos' y sin 2y j

sin' 2f

sin' 2fi
fxsin y— i cos y) y, [y + A-'siu* y— a;/ sin' y sin 2^— "'"^^

-^ i d(f

f'-rKy) =
2^'-'(2«+v)n(2w)n(2«+v-i-)ll(^^)

jj^,

2^n(
n(2«+2v— i)ri(v— 1)

[(2v-l)

2 /-l

"+i

(1—x')-^CL(a;)

cos'""' f |y, (y+ »c' cos*ij) +a;/cos* y sin 2<j> T~^) + ?i fi/"'"^*
^°^* ?— a?j cos' f sin 2y— -

—

j—^] \ dxdf

Ueokschriftea der matbem.-Daturw. Gl. LTII. Bd. 56
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442 Leopold Gegenbauer,

'

II(2w + 2v— lillfv— 1)

n(2v—

n

L2.n(^^)j-;-.

'+t

l_#j^C'L(x).

<.\n^ 9„..,,,(/ I . 4 . . j . „ Sin' jIojn / „ . j . . ,. . ,, sin* 2(p^
• sin-'-' f<fx iy + .ram* y -(-;»;/ sin' f sin 2w j

—
^J
+ 'ji, (// + •' sin-* '^ — .c/ sin' y sin 2s3 1^^^ c/.i'f/y

y('0(y):

2-« (2«+ V+ 1 ) ri ( 2/« -I- 1 ) 11 ( 2n
l^^f2n + l

lI(2M-t-2v)ri(v— 1)

ll(2v— 1;

2ni
2v-l

2 /J

, /'+< /"T

(1— .r^) 2 C2„+l(^)

sin^ 2y>
COS"'""' y ^(.f Sin f+ i COS ^) y, I

y + ./"' COS* y+av cos'' '^ sin 2f -j—
i
+

• • - / »1 o 9
sin* ^9a j 7 7+ (xeos y — » sin f) f^ (.'/+ < cos"* f

— .vi sin Zf cos' ^
^j

—

'-
\ ( rf.crfy

22"(2«+ v+l)n(2M+l)ll(2w+v + i-)ll(?^-^y^ „ „ ,, ^„ z'+i
nt2v— 1)

2;;^^>
2".-'(^)

{l—X^) 2 C'2„+lW.
ll(^2/( + 2v)ll(v^l)

• sin-'""' if l(x »mf+ i cos f) y, // + •< sur y -+-.f< sin' y sm 2y -j
—

- i +

+ (.' sin f— f cos y ) y, U/H- ' sin* f
— .n snr y sin 2}/ —-

j
<, aa; */y

Multiplicirt man ferner die Gleichungen

(«+v)n(«) rn(2v-i)

22"-'iif«+2v— i;

r n(2v-

1

2 "''J

(1—.g")^- C; (x) dx

^(T=^^2ia-+^V

II(re)v rn(2v—
1)

1—^*~2-'-'-'llu-*-2v— i) /2v— b
J_, (i_20:r+^*V+'

->+!

l_^»)-T-(7; [x)dx

„/«+ « a+w + 1 ß+ « ß+jj + 1
, ,

7+« 7+w+ l „\

2 ' 2 ' 2 ' 2 2 ' 2 '';

_ 2"+'ll(wj 11 (w+ v) 11 (a—l)ll(ß— ])ll(7+ /t— l;

-•+i 2v-l

F(a,p,'/,cx)[\—x'^) -i C'„(x)dx
ll(v— ])lI(a+M—DU (ß+w— 1)11(7—l)n(«+ 2v-l)l^

und 1 a bez. mit

lli^;; + 2v— li y(")(y) II i« + 2v— Ijyi,"'
(y ) ll(a+ /<— 1)11(^+»— l)lHw+ 2v

—

l)f('\y\

2
2"(«+ v)ll(_«)ll(_w+v——j 2"ll[^w+ v——jn(H) 22"+*ri(re+ y)lI(7+H— l)ll(«)n(^M+v—

-

lind summirt bezüglich n von bis oo, so ergeben sieh unter Berücksichtigung der eben aufgestellten G-leichungeu

die Formeln:
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Function Cl{x). 443

ll(w+ 2v— l)y'i'"(y)^^" _ 2y
,S 2" II ( « ) 11 ü+V-4) (•« + v) V/'^ " ('' - 1

ll(2v— ])

2v—

1

2^1^^
V 2

M / (1—x')^~

^ — > ^^

2, I ( / 2 «sin2wN / , isin2i(
2-^) + yi(y+ -*'C08'y ^2 )!

^^'^'^

\/;rII(v— 1)

l(,2v-l)

2'11
2v—

1

"2^

^rY' (1-^^)"^

(l_23.r+ ?*V

. ., ,
j ,

. , /sm2m^ , . /sin 2a)

f \f,
\J/ Y- ]

+ f\ (//+'• «'"' y- ^)f f/''- '/y

Y'
n (_«+ 2v - ] ) y (,") {y) z" 2;

.ti2Mi(«)n(«+v_A) V^'^iU'^-i!

II (2v—2^

2v—

h

^"(~?^)J

••+1 /--i-

(l-i"M
(1-^^)-

2y-i

(1— 2.-x+2''y'+'

cos-"'-'w
j}), [y+ xci)a'<f+ —g-^j + y, (^y+xcos'

^
^^J^

dxd<fS2(D.
/ sin 2y

2v

>y;rn(v_ll

II(2v— 1)

2'n
2v-l

(1—c*). /T" (1-*)-
,l_2^.c + ^''V+'

.sin— '

<f |y, (^//
+ x-siu'' pH ^) +(p, (^(/4-.fSin2'^ ^|| ^/xr/'^

V
II(a+«— l)ll(ß+ y;— l)lli«4-2v_lV,">(//)r"i'1^-, —2 '^'2 '"-^"+1'^ '^'^

2-"+' n(^;) rifw+v'^ 11(7 + H—n n(«+ V- |-)

II(«—l)ll(ß— 1)

\/7rn(7-i)[ii(v-r)i^ I

,

•+i

/ ( K, ß, 7, fx) ( 1— x^
) 2 (/.( j cos-'- ' f ^ 'f^

l^y+ x cos' '^ h - "^ +

+ ^1 (!/+-''-cos''y— '-^-^jj r/^

_ iK^-nilCjS— 1)

~n/^ii(7-i)|ii(^— 1^1*

+1

i''(c<, jS, 7, r.n (l— ,r'^) z dX
I

sin''-'}j ,9, l^y

/ . sin2a>>
I v+ .f sin' tpH ;— '^^ ' +

2

. /sin2»M
+ y, ^y+.c sin' y ^^j^ f/o

56*
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444

n—oo

V l-i)"

Leopold Gegenbauer,

f^CHy) Cn (cos x) _ "V 2 /

n
/2n-l
V 2

n(^2M+ 2v— -) n(v— l)n(^2v— l)\/;rsin^"-' J
^"

(cosy—cos .-r)"^' <'0S-^

f ?
cos*"'-' -^ ly, («/+sin^-|-cos*i;y+/8in^ cos^'^ sin 2^

sin' 24-

?„.c4,r, v.in f „.„2.r,.:„o.i,
sin" 2t|;,

+ ?i (y+sin*-^cos*<p—2sin-|- co8^'^sin2i^ -—
^[ df d^

11(^
I

I

(cosy— cosa;)'-* cos-^ .

n(v-l)n(2v— 1) v/'^sin'^-' ^ J" J"

.sin* i¥>, (!/+sin*X
• f sin* 2i|/'\

'-'
1^ jy, iM+sin*-^sin''i^+/sin-^siu"4'sin2t/^ ~±J "^

/'S) 9 „ sin' 2ti)

+ y, ( y+ sin' j- sin* '^— / sin -^ sin' 'j; sin 2t|/ —^> d<f d^

2j „ /2h—1

<P^;'Hy)Cl (cos x)
n(^)

»=" ii(^^^jn(2«+2v— ^j n(v— i)rH2v-i)\/7rcos2'-*— ^. ^o

(cosa;— cosy/-' sin-^

.cos*"-' ^ Ifi (2/+ cos' -|- cos"
'l + Z cos ^008*4' sin 24' ^—^ +

.2I J_ /»rtO^il
sin'2i/'

?i (y+cos'-^ cos* 1//— /cos -^co8*'p sin 2tp
2~^/f ^'^ ^^

„ /2v—

U

n(v-i)n(2v— 1) v^TTCos^

(rosa;— cos yf-' sin -^

.sin*"-' i|< jy, fy+ cos'-^ sin*i/;-4-/ cos -|-sin'i|' sin 2-^ — ) +

+ y, (y+cos'-|-sin*i/;— / cos-|-8in*t|; sin 2^ 'a')] (^? '^^

n(^)

n (2«+ 2v+ — ) II(>— 2) n(2v— 2) \/;r sin^"-' -^

(cosj>—cosa;)"-^ sin f.

..(/.tt) ^/ 9 tt) sin* 2tL
.cos* ''-'4' )(sin-^cos'|+ /8ini^)

f^ 1 «+ sin'-^ cos*'! + «' sin-^ cos'i|/ sin2i/> ~-

sin -^ cosi^- isin\j>jy, fy+ siu' -^ cos* i/;— i sin-^- cos'tj; sin 2tj> a^}\ "'? -'"^
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Function C^{x). 445

„ /2v—3>

I

(^cosy— cosa.')^— sm f

n(v— 2)Il(2v— 2)\/;rsin2'-' -^ -> J<^
X
~2

+ (sinX *^iu 'j'— * co>if) f^ (y+sin^
-— sin* ^ — * sin^ sin*t|/ sin 2-^— -—t-^)\ df di\i

/2v—

3

V. ^
"v «(»)(«) C; (cos x) V 2 / r C\ Nv 2 •

> ^

—

"' '^^ " '
- = I

j
(cosu-— cosy)'-^ siuy.

fton(^^)n(2«.+2v+^) ll(v—2-)n(2v— 2)V^;^eos^'-'
^

' •'"— ^^. ^»

-^•| fcos-l-cosip+isin'^/y ^j U+cos*-|- cos*'^h- ? cos -|-cos*4'sin2'^ -r— j +

- fcos ^ cos-^— /sini^j y,U-+-cos^-|- cos,'*^— / cos-|- cos*i/<sin2!f'—
'-—7—^)[ dfd^

n/2v-3

(cosa;—cos j))''-^ sin y .

II(v—2)n(2v-2) \/;rcos2''-'y J-c .

_gjjj4.-3 ^ |(cos-|- sin'l+ jcos-^j ^i f^+ cos^ -^ sin*4/+ .(cos-l- sin^-^sin 2^-\ j^

+ fcos-|-sim|>— ('cos<|(j
f>,

fi/+cos^-|-sin*'^— ?'cos-|- siu^-^ sin 2<^ ^

—

)\ df d^

Setzt man in den eben abgeleiteten Gleichungen speciell der Reihe nach

?',(y) = r >(V^^)

und berücksichtigt, dass

[y-^ J^ {\/y)T = (- ^)" y~^^^ (^2/)

1»'>(V!()] = TT » -^ • (vy)

[crw]'-'=^-yj'-'Va-(,)

ist, 80 erhält man die folgenden Formeln
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446 Leojjold Gegenhauer

,

'y (-1)" yl^J^^\/y)M^

^

vi
[

^
cos--- ^ .(

sin 2y
fUy+xcos^ f-\ ^

r ( i
/sin2y\ / , /sin2y> 2 / /

• J''[\ly+xcoii^f-{ ^~-) + (j/-4-:c cos* y 2" j IV'v/y+aicos'cp ^
sin 2y\

)}r7<p

y2

Ii(v_l)v/:r I

sin-'-' y j(_y-+-.fsin'yH ö~^y' "^

sin2(pN/ / «sin^yN
1^ U /2/+a;8in''y+—^-j

< sin 2^
^Z+ o-^siri^y— —g-^j Jf (^Wi/+'*ä'"*?

' sin 2f
d(f

Jv+"{\/y) — {—lY

22« + i (h+ v) n(w) 11 \^n.+ v—— j y 2

ll(»«+ 2v--l)n('v— l'l \/7r

cos'
sin2y^

d-a'*) ' Clix).

i sin 2y
. 1/ „ ^'sln29^ 2 ^ , / , / sinZyA / , ; sin

Jv (\y+ xCOS*f— -—s~-j| dxdf

= (-1)«

22"+' (n+ v) n{n) 11 («+v— 2-)i/^

n(w+2v— i)ri(v— 1) s/ti

n(2v— 1) T '+1 /•— 2v—

i

'a^x')~c:(x).

s sin2y
sin--' y {(,/+x sin^ y+L^ ' J. (^y+ ^sin^y+ '^'^-^^j + (y

+xsin*^-i^)/ sJn2y<^

Jv-
I . «sin2y\)

i /y4-a;sm*y 9"/i "'^"?

y- ly y ^'J'-+"{\/y)Gln{x) _ y2
/
I!=0 2»n

2w—

1

"(^"— i) ""-"U
cos'

. ,, sin* 2m N 2

? J(
^+ !''' OS-" f+ xi cos y sin ^y -^-';2-'-' m l/,y_l. ..«OA«*

sin*
2J)^

. JH- L /t^+ a:^* cos*y+x/ cos y sin 2ijj ![) ~^ («/H-ic*cos*^—a;«cosy sin 2y j
sin" 2f

I I
sit^ 29Yi

.
j!^ ( 4 /2/+a;'cos*ij)— a;«' cos y sin 2cp 17"^ j( '^f

y- in* 2y
=:

—

-^—— / sin*''-' 9 YM+ .r^sin* üj+o^i sin (0 sin 2(0

ll(v— 1) ^ \V ^ ^ ^ 4

1 I I 2 i • o sin* 2f\ / „ . , . . . ., sin* 2(p
"' [\/2/+^ sin-* y+jv sin y sui 2y j

—^ I + ('/+ .' sin' y— ./;;. sin f sni _'y j—

7'.'-

(
V / «/+ x* sin* y

—

xi sin y sin 2y T^)) '^f
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L^ o tt/2«+ 1U,/o M ll(v-l)

Function Cl(x).

eos^''- ' f H.c cos y+ / sin y")

.

447

• («/+./;^cos*^+ . ^ sin* 2<p\ 2 f
I sin* 2a)A

,(•/ cos y sin 2f A^J \\ !/+ -^^^^ f+ .ri cos f sin 2^—• -—^ i +

/ sin^ 2(p\ - / ' sin* 2vj\i

(j;cosijJ

—

is'mf) i //+ .r*cos*y—.r/cosy sin 2y —
^) Jh- f

. / y+ ^r» cos* y

—

xieoa f sin 2y
ÄT^)] '^f

«T /* 2 /
.

sin* 2©\ 2

—T^——
1

sin-''-' y \^ sin y H- /cos y) U+ .f''sin* ^4-.t'« sin ^ sin 2f
— --)

/ / „ . . . . ^ sin* 29A . . / 9 • i • • • o siii* 2a)
. jM-f . /y4.x*sin*y+x«smy sin2y T 7 "•" t^x sin y— « cos ») (^//+ .r^sin* y— x'/. sin y sin 2y— -

^

. ^ sin* 2<a

j^+"(V'y')=(-i)"

Ji^ f i/ (/+ ,(* sin* f xi sin y sin 2f elf

l\./2n—1
23«-' (2«.+ v) II (2«) II (2n+v- -^ ) 11 [^^

1I(2«-h2v—l)n(v-l)

Il(2v— 1)

2M1
2v—

1

2 jj^^

1 2v;J TT , sin* 2v)\

(l—x*) -' Ci^{x)dx I cos'^-'ijjf/y jfy+ x* cos*y+ ,/w'cosij)Sin2ip ^'^j

T I I s 1 • o sin^ 2a)A / , , . ., sin* 2y\ a

. Ji' (^^/?/+ a;*co8*y+x/. cosy sin2y —^j + (//+ .;'' cos* y— .</. cosy sin '2f ^—^i

= (,—1)"

2^"-'(2w+v)|[^2//)u(_2»+ v - yJ II \-^^
lUv— ])ri(2«+2v— 1)

.Jv- [ t ' «/+a;*cos*y—x;«cos y sin 2&
jT"^)!

n(2v— ])

2v—

1

/VV-

2 ,+„ /•+• r^ 2V-1y~ (.l-x*)-^C'2„(a;).

.Sin-'—'y 'j</ + x"' sin"* ^+ .'// siii y sin 2^ 7—^1 '^^'
\\

. -, sin* 2m -y ^ / ,, . , . . . ,, sin* 2«)\
<in 2(ü 1\ Je- ( i u+ x' Sin' y+ xi sin f sin 2y T ) +

+ (i/+ :c* sin* f—xi sin y sin 2y——^"-j ' Ji'- f \ / j/+x* sin* f
—xi sin f sin 2y— " — "j| f^a; r/y

1 \ ../2m4-1

.^+"(^i/) = (-l)"

2^"(2«4-v+ljll(2// + l)ll(_2«-f-v+ ^jll('

Il(v— l)II(^2«+ 2vj

ii(2v— 1)
2 |i.+;i

y '-
•

•+i
sin* 2y

1

1

—

X'*) 2 Ca^n-^.! (.rl r7;7- I cos*'-' y (7y |(x cos f+ i sin y) . fy-hx} cos'* f+ xi cos y sin 2(p—

, / / 2 u • o sin* 2f\ • • / s 4 • • o S"'* ^f
l V /i/+ .'- cos'^ijj+x; cos y sin 2^ Z~ J

"•" (•*-'<'osy— ; sin f)\.i/+ x^ cos* f
—xi cosy sin 2f — -

.J^ f V /</+ x-* cos* jj— x-/ cos y sin 2y— ^ )(
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448 Leopold Gegenbaiier,

{^—VT-

23n(2w+v+T)n(2M+i)n(2M+v+y)n(^^)

n(v—i')n('2«+2v)

II(2v— 1) y ül^

2'n
2v—

1

)J

-+i

(l_j-2) 2 C'2',,+1 (x) r/,r
1

8iu-''-' ^(/y {(aisiny 4-«coi^ y)(^</+j;*siii*y+X'/sinep sin2y -sin' 2y

/ / I
',

'. c siu^ 29% . . , / , . , . . . o si"* 2«)
Jiif . /j^+ .r^sm* y+ j; sin y sin 2y j-->-j +'(a;smy—i cos y) (1!/+.'- ^in*y—a-i sin y sm If -—

^

.
Ji^ f V /^/H-x' sin*

<f
—xi sin y sin 2y-

sin^ 2y

n~00
n(»+2v— l)y 2 Ji^+"(\/y)2" 2y_2V {.-. IV _ n(2v— T)

^n(V)

= r+' fT (i-x")
2v-i
2^

(\—2zx+ z^)'

. cos-
. (/ «sin29\ ~ r I I « <sin2mA /

COS'tO-
isin 2y

•J^
sin 2y

2yT

\/;r n (v - 1)

n(2v—

n

2^n
2v—

1

2v—

1

'+1 (] — er*) 2 (/x

(1

—

2zx-hz'^y
I

sin-'-* y f^y ^j(^</+ xsin* i^H ^

«/+xcos'y -

j i sin 2yN 2

)j
dx df

?sin29N ^ / . , i8m2f\ ^ j. / 1 . , «sin2wN(
L 1-1- /^.-LY-mn^o ^

—

L
1

^i*
I V ; y-\-xsm*f ^- '

ll(.2v— 1)2 VW 2
'

y _^y n(:n+ 2.-l)y ^ J^+'- js/y) z"

_ 1- z')

.008-=

•+1 /'Y (1—X*) 2

(1— 2;2a;+2*)^+''

i sin 2y. (/ , J8in29\ 2 /
,

»sin 2mA / «sin
'

y jU+xcos^yH
^—

ij Ji^k (/+a;cos''yH ^j + (^//-f-xcos* cp

J^ U y+xcos*f—-—ö—^)( dxdf

_ 2vy2

\/n:n(v — 1)

n(^2v-l)

L2.n(?^)

•+1

(1-.-)

2v-i jt^

(1— X*) 2 C?X / 2

rf(p 1(2/ -f-x
. , i sin 2«

.J^ / / . o « sm 2(p\ / . „ /Sin iJm\ 2 t„ »sin
[Wi/+X8in*y+—2-^j + (^2/

+ xsin«y ^j ^^^ v i/+xsin'<p
^

i sin 2y
)1

X (-')•

n = o

n(«+w-i)ri(^+«-i)n(«+2v-i)2/ ^
J ''+"{s/yy-Fl—-,—-—,»i_-,^-——,„+v+i,^-;—^—

,

2^"+' [!(«) 1Um+ v) 11(7+ «—!) II (^« +^— ^2
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Function Cl {x). 449

+1 Jv^l /-y

v/;^n(7-i)[n(v-i)]»j_.

i sin 2f

sin2_y^ = j^ in 9,a\i
y+xcos*y)

""

jl
df

V'^ 11(7-1) [HO

—^
( i^('a,ß,7, CXI (1— X-*) c/x

I
sin^'-' m |('M+ xsiu''tt>H

; sin 2yx—

t

T„/ / . „ ?sin2a)>, / . /sin2y>, 2 r / (:sin2a)>,/

" V^ 2/ ^ J'^^" (\/y^ ^n (cos x'^

„/2v— 1\ ü

„4t 2"n(?^)n(2«+2v—1^) \/;rn(v-l)n(2v-l)sin

(cos y— cos x)"-* cos -i-

2v -i_ .70 .yu

2

sin''2tpvKÜ3 CD Sin ^Y\
y+ siü* -^ cos* 4-+ Z sin-|- cos' <p sin 2if( 3~^)

/ / (fl ü sin ^w^ / 9
/. 9 9 • Sllr 2ii\

.
Ji'U /!/-)- sin*-^ cos* i|;+ « sin -^ sin 2i|; j-^j-^-\^y+ 9m-^co¥,*']>~i^iXi^ cos* if sin 2-^ 27^/

Ji' (v /«Z+sin*-^ cos*i^—?sin -i- cos'' 1^ sin 2y 2~^/l '^f ''"^

„/2v— 1\ Ji

9 . r

_•__ ein-* •

\/n-n(v— l)n(2v— l)sin^"-'

—
j

(cos y— cosx)''~'cos-|- f/y / siu*'-' -^ */'?/+ sin" -|- siii* '^

+

siu*2^'--
+ /sin-i-sin'ij/sin 2i/'— ^^

—

j-^'] ^ Ji^ ('v /y+siu' ^ sin*'^4-;sin-|-sin''y24'
sin' 2i\i

+

• g n,t IL

H- («z+ fiin'-l-sin*»;/—/sin -i- sin'i// sin2!|' ^-^^ ^ J^ i /</+siu'-|-sin*4'— ''sini-sin''.//sin'i^ -r— )\ d^

" y°
^_j ^„

y~>+'-(^^y)c;(cosx^ ^ ^ 2 /^'

„=D 2'=n(?^)n(2«+2v—i) \/;^n(v—i)n(2v— 1)

(cos X— cos y)' ^' siu -^

cos""-'— -^^ '^"

cos
sin' 2i^^ 2

1*'-* tp j/jz+cos'^ cos*-|+ ecos -i- cos' r|^ sin 24*——^T^)

.t/i^(v/y-t-cns'-|-cos*4'+<'cos-|-cos'i{/ sin'i|/ ^—^j+ f«/+cos'-|" cos*if—/cos-^co8*i|' sin2i//

—

j

sin' 2'1'N 2

• Ji^ U / «/+ cos' -|- cos*tj;—/ cos -^cos't// sin 2
if

—

sin' 2-if\\

df d^

Pockscfariften der mathem.-Daturw, Cl, LVll. Bd. 57
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450 Leopold Geg e n\h a ii e r

,

/2v— In >l

V^-T n (v— 1yn (2v— i
) cos^^-

'

-
I

(co!>j;

—

cos'^)'^*sin ^(7y 1 sin*-'-'
if
|(y+cos^^sin*-J^ +

icos-^ s'm*^ sin2--p
2; )

^ "^'^
(\/ .'Z+ ^os* ^^ sin*'^+ /cos -^ sin*i/;sin2i|/-

siii*2'j^

-+ /'//+ cos^-|-sin*4/— 'Sin-|- sin^->|' sin2ip ---"j ' Jv-( i y-t-eos^-l-siii*-^— ?'sin-^sin''*-^sin2-} T~^)\ '^'r'

V y ^ >^'^+" (yy) ^'2,,+ 1 (cos x) _ »(^)..2.-3),^

,;^.-2.n'^«+' ll(2«+2v+-) n(;v-2)n(2v-2;)\/-Tsin2'-'-

(cos y — cos x)
"—

^ sin y

cos*'--' -^ |(^sin ~- cos;|/ + / sin -j;

j

(^//+ siii' -^ cos*-^ + /sin i- cos'^-^ sin 2^~
sin* 2i|^

J^ f V /y/+sin*-i- cos*i|'+ /siu^ cos^^-^/^sin 2^- j-^j + (sin-^cos'/<— /sint^

u

(/H-sin" |-cos*-^— /sin-^Cds'^-^sin 2'|> j-^j Ji^f \ /y+ sin*|-cos*i//— /sin^cos^t/^ sin2t;/
T^^)\ '^f'^'i'

„/2v-3\ ü

\/-Tn(v—2yn(2v—2)sin'^-'-'|-

>

(cosy— cosajy-^sinyr/iji / sin*'--' i^ Vsin-^ sin^'+ Zcos tp")
.

j!/+sin*-^sin*-^+ / sin -^
sin* 2<|/Nsin* 2'i'\ ~ f • %> 9 o

sin*tj/ sin 2i|' 2" j ••'''
l\/y"^"*i^* 9 sin*-^+ /sin-^sin*-J/siü2tj;-

— Ji

/ (0 \ / V <P sin* 2J<> 2

+ (sin^ sin-^— /cos •]/) ( (/+sin*-|- siu-*-j/+ /sin ~ sin*i^ sin 2-i j-^j

sin* 26m/ / <p f 1 sin zoAi
^^ i\/ y-^'^i"* 9 *'^* </<— isin-^ sin*i// sin 2^ 'T~^)\ '^'f'

n= CO "f?^),^
(_!)„ y 2 J'^-+"(V^y)C2„+i(co8a;)

„4^0 2"n(?^)n(2« + 2v+ ^) v/;^lI(v-2)ll(2v-2)cos^^-'y.

(cos a;— cos y)''~^ sin ^

sin* 2'\>\ 2

cos*'--' '^ j/cos-l- cosi|;+ /'sin-^') /'(/+cos*-|- cos*i/(+ /cos -|- cos*<|* sin 2i|'

^

Ji^fv /</ + cos*-i-cos*-.f/4-'/cos-|-cos*-|sin2!|< j-^J4-^cos-|-cosij^

—

ism^j
(^//
+ cos*-i-cos*4;— «cos-|-cos*'^.

. -,, sin*2J<N 2,// , <? u, . f 2r-o. sin*2if'Ni
.sin 2-| 2~ j •^'^ ( V /v/+ cos* -^ aoa*^— t cns-^ cos*i|^sin24'

F"^/) "^ ''r
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n(¥).*

\/n II (v— 2) ll(2v—2) cos^-' -' ~

Function C,^(x).

(cosx—cosfy-^^iufilfj) j
sin*'-''

'^ ICeosX siin^+ zcosi];^

451

+ (cos-^sui-^— /cos»;/ j U+ cos^-^sm*-!/— «cos-^sm''-J/sm2-^ —
j

y
y-^ J^-" {\/ij) Cl (x) 1

2-^"
II ( // +v— ^-

j V - II (V— ] •) ir

/ 1 <o 9 sin^ 2^I>A|

JH-L ;yH-cos*-i- sin*o — /cos |- siir-^siu2'^ ^^— jj
'/'^

T- 2 i .1/ 2 /sin2y\2

(^(v, y-l-xcos>+ '-^^'') + (//+ .rcos2y-
"''^ ^)" •^' (y'.'

j «sin29y
//+ X'C0S'y ^)^ <i'Y

sin2y

/ . , isin2»V I / / -2 (Sin2y>)

./:-"(V/,y) =
2"-' (';;+ v') 1I(«) 11 f«+v— —)_,/"•/

II t_« +2v—l)Il(v— 1) \/'^

ll(2v-l)

2" II

2v—

1

^+1

fl-.,'*) = c:or)

., , 1/ 9 /sin2mv , / / « «sin 2m
. cos-' -''j3 •h/H-.'-cos''9+ ^^ Ji'l V . '/+ .<'COS>+ ^;—

^

"f )
.'/

isin2y>^
V

, y-\-xcos-f+ -^r^j + l^,^+ .''fos'y ^

2"-
' ( «+ v) II (m) II (^w.+ v—--\y •!

ll(w+2v— 1) l^v— 1) V -

' II(2v— 1)
-x-'^-'-Clix)

; , i/' • 9 isinlfVi , (
'

. , /8in2m\ / . „
' sin 2f

Ji'UI y-\-x&m*tf ö~ /j'^-^'^y

-yji-"(\/y)C:„(^:) _ 1

ti 2"ll(2«+v-l)n(?^^j lHv_l)./T
j7

/
' COS--'-' 5? .}(//-

sin* 2a)\ 2

+ .r*cos* 'jjH-.c/cos*9 sin2y jT^j
'

u.

T / / 9 1 • 9 • T sin2 2m\ / „ , 4 • o sin''2fi>y

V\/
y+^c'""^ ?+ '' cos^y S!n2y '^1 + ( y+ ,<''cos*y

—

xi cos*y sin2'^ —
'

/ I sin* 2wNj
Jv- ( i ,' y -(- ./' cos*

'f
— ,' / cos^ (j> sin 2f T""^/!' '^f

67*
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452

1

n(v— i)2/i

Leopold Gegenbauer,

- * 9

'sin^"-* y jf«/+ x*siu* f+ xi sin*y siD2y
sin* 2y"\ 2

« 2m\T
jH-('. /^+x''siii*y+ a;isin*y sin2y— '^—^) + fy+ j;" i<iu*y—^«sm*y siu 2y- ^^

Jy-(Uy-\-x*sm'^f—a;*' sin*y sin2y
X~^)\ '^f

"

Y y ~'J^-''i\/y)Cln+iix) 1_

,;^ 2.n(2«+v+l)n(^) n(v-i)^Tj„
cos'"-* y |( X cos y H- i sin y)

.

(/+ .c*cos*y+x? cos^iji sin 2y
—

"^—j^
j

'^''

[^\J
if+ x^cos"

, . „ sin' zip\ . . .

f+ xi cos* ysin2y A^J "^ ^-^ ^'^^f'
—

'
sm^)

.

y+x^ cos* y

—

xi cos^ y sin
. „ sin*29N2 ^ / / I

^^ ^ j ^. „ sin«2yN)
in2y r—J- ) Jv

( V / (/+ « cos* y

—

XI cos'y sin 2y- i jj **V

1
» 9m\^ 2sin* 2y

ri(v— 1)//2

( / sin '-y\l

sin'"-* f ji^iKsin y+/cos j?) f (/+ x^siu*y+ .t.-/sin*y sin 2y —
j^

sin' 2(o^ s/ , • ., • • » • o sin*2mv
/iW. /y4-^.2sin*y4-x«sin'ysin2'j. ^^j + (xsiuy-Zcosy) (^//

+ .£* sm-* y —x/ sin* y sin 2^ -^)

I I sin* 29Y1
. Ji'f V /y+x* sin* y — a;isin*y sin 2j) 7^

/j
'^?

l\„/2w—

1

.n-"(\Jy-)-

2»"-' (2« + v) n(2«.^ n (2w+v— y) n (-
^

n(v— 1) n(2M+2v— 1)
y~T-

n (2v-l) Ir
(1—,c*) ' C'2',, (x) .

. cos'""' f \(y+x^ cos*y+ a;/cos*y sin2y—
^^°

^
)

Ji^ (w »/+,r*cos*y+a;icos*y sin2(p
j

sin* 2y

y+x*cos*y—x«cos*y sin 2y— ^^^^—̂ -)^ Ji^^v/^+ x* cos* y— x/ cos* y sin 2y ^j[ dxdf

23,,-. (2h + v) n (2w) n (2W+V— -) n (-^)

ll(v— 1) 11 (2m+ 2v— 1) y'^

n(2v— 1)

+l

(!-,>;*) ' Clix)

1/ sin* ''(px ' / / sin* 2m
sin'"-' f |U+ x* sin* f-hxi sin*

<f
sin 2y -^) J^Uly+ x^ sin* y+x/ sin* y sin 2y ^ +

+ [y+x' siniu» ^—xi sin* y sin 2y— ^}l^y J^{J y+ x"^ sin* y—xi sin* y sin 2y ^)| drdf
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Function Cl{x). 453

./"-"(v/y)

23"(2«+v+r)ri(2«+i')ii(2M+v+—)n("^^^)

n(2M+2v)ii(v—1)^ 2

n(2v- 1)
•+<

a—x^) ' c'.L+i(^).

cos^""' f l(x cos f+isiiif) {ij+x"^ cos* y+ xv cos* f sin 2y T'

J'^Ulij+x^ cos* f+ xi cos*y siii 2y— '^—J^^^j "*" (-»^cosy— / siny) iy+ x^ cos* y— x;' cos* y sin 2y-
sin* 29N 2

• J*" f i / y/+ a-* cos* y

—

xi. cos* y sin 2y——^ )
dxdf

23-»(2«+v+i)n(2n+i)n(2«+v+-)n(--^)
jj_^^_^

n(2w+2v)Il(v—l)y^"

r 11 2v— ij
"I

2 /•+' rr iii:.'

(1—.t-M ^ 6V„^, (X] .

-1 J"

{(

*2cflN*(/ sin ii»
sin*'-' y ((.csin j) + * cos y) Uy+ x^siu^f+xi sin*^ sin 2ji j—^

/ . . sin* 2a)^ . / . . . sin
.J^ U /</4-a;*sin*y+ .r/ sin'^y sin 2y -j

—

~] + (x-siuy— /cos ^) (y+x*sin*y

—

xi sin* y sin 2y j
sin* 2(p>2

'^'^ (\/2/+-** ''iii*y—*'- sin*ysin2y
ÄT^)) ^^ '^f

Y n(w-t-2v—l)y~T J^-" (Vy)^'' _ 2 V FI (2v— 1)

,^ 2^« n(«) n («+v_4-) (« + '^) v/'f n (v— i)
^/t [ 2^ ri (?^)

2 /•+!

;1

—

^zx+ z^y

cos-"^' ij) ^f //+ .<; cos*
j,

isin2y^-/:sin2«)\- ^a / / , «sin2«>> / isin

. J'^U /j/+a:cos*y— ^

"

/f
'^^'^''

/— Ji
V:rn(v— 1)2/2 .•n(

2v—

1

12
/•+'jj^_^«yVn(2v— 1) l^
/•+' (1—x*) 2 c^a; ^2 . (/ /sin2«JV-^

' ' ^
'

^ / sm^"-' yrfijj jf//H-.«siu*yH ^-1

•-^"(y ^+ -«sin'y+ '-^^) H- (//+ x-siu*y—^^^)" J^ (^//+x-sin*y— '^-?^)}

"y ri_(«.+2v— l)y-TJ^-'' {\/y-)z-

^ 92;
n=0 ^

2v—Dy-Tj'^-" (v/^)g" _ 2v r ii(2v— 1) T- r+' r

"n(«)n(«+v-l) v/^n(v-i;)yT [ 2Mi(?^) J J_,

i

-IZ-T (1—X*)

2v—

1

(1

—

2zx+z^),2V+'

1 ';>m\ 2

COS
„ , (/ „ jsin25>\* Ti^/ 2 /sin2y> / j iHm^f\2(0% 2

J \\ y+x^-^^ f-

« sin2y

I
c/x (iy
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454 Leopold Gegen lauer,

V
2v r rir2v— 1)

- f- /2v—

1

;rll(>-l)yy L2^Il(^-

rir2v—n 1' r+' (i—x'')~^cix rv
. .^

1^

2-)

i sin2(fl^2

(\—2zx+z^y

^/
. , /siii2a)N, / . , /sin2«»v / / /sm2m

"y n(a+ /<— l)ri(ß4-»— l)lirw.+ 2v—l)y~7 J^-" (\/y)c"

,6^ 2'"+'II(»j)n(«+ v)Il(7+«— l)ll(« +v— i-)

/«+ « Ä+/^+ l ß-H« ß+n + 1 74-« 7+« + l 2^_ ll(a— 1) Il(ß— 1)

Y/;rn(7—n[n(v—i)]«7/T

—
/ {/ ^ sin 2(i^^ 2 / /

i^(a, ß, 7, «) (1— .K*) 2 dx I cns^"-' y )U4-.<'Cos'y+ ' ^^""^
j J'^U /y+ .<cos*y-^

/sin2y

( sin 2^

_ n(«—i)n(ß— 1) r+'

V';^ri(7-i)[ii(v-])]^yTj_,

+ [y+xcosy ^-j J^

IT

F( a, ß, 7, er) (
1—.r*)^" (/./

I
sin-'-' '^ ify

+ -'" sin^ y+ '—^^^

•(Y/y+.i'cos'=y--?i|-^)} ,Jf

i sin 2ti^tpA / . „ ism2(p\2 ^„ , . „ jsin2tt)\i ,

,ti 2"n(^)llf2« +2v_4;

„ /2v— 1^

2J v/'^iil-^-i)n(2v-i)t/i5 cin2v— 1Sin'

9 1' W 9 V Kl
sin* 2^1^ *

(cos ^—cos j')"'^' cos -|- f/j'
I

cos*'-' -^ f/'^ Jy+ sin'' -^ cos*'];h-/ siu -^ cos*
••l'

sin 2'^ r-

T\'f ' -2? a, • • ? », • o, sin*2M / . „ te
• • 9 ji or sin 24-^

J ( V //+ sin''~ cos*'|+ ?sin-^ cos"»/^ sin2i// -—^ 1 + U+ sin* -- cos^'-p— « sin -i-cos'if' sin2'^ ;

—

-]
^'•1*

!

T

n(^)

\/;rn(v— l)Il(^2v— l)^Tsin2''-'^ Jo

I li) V o sin* 24'\iJ^[\
Z/
+ sin*-| cos*-|—/sin -^cos^ipsin 2ip IT^H

(cosy— cos a:)'-' cos'-| .

(/ © (p sin* 2iL"\ 2

sin*"-' i|/ |U+ siii'-^- sin*
•I'
+ Zsin^- sin* '^ sin 2^ -—^j

JH\: //+ sin* ^- .siu*ip+ / sin -|- sin*-^sin2-^— —.—-J + ' '/+ sin* -^ sin*!^—?sin -|-sin*-^sin2'p
p

^ V '^ / 4 '^ ^' J / 4

sin* 2-^y

. J''fi /y+ sin* -^ sin* -^— / siu .y sin*-^ sin 2'^— '-^—7—
^j| 'ff #
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Futicfion Gl {£). 455

/2v—

1

>

) /9.»_ix /

^

r\=^^ Z X
(cos.r-cosy)'-'sin|-

„/2v— IX

y"J^"'(V/2/)C- : (cosx) ^ ^

/2n—V
1 1 1 I Vi< _L Vm I V / TT 1 1 ( M I ^ 1 1 f Vi* i \ ti -j /^nc-;"' — »•2"n('=^) n(2«+2v-^) \/k n(v~-i)n{2v—i) yT coi'-'-'-^.J^ .j«

! y 1 r y 2 , • o I
sin* 2iL

cos^"-'-^
)[y+ cos^-jr ciis*'^+ /cos -i- cos" '1 sin 2ij>

4

^ 2^ 1, • f 2i-or Sill'2-|\ / 9? • 4, • ? sr • or Sin* 2t!'N 2

V v+ cos" ^ cos''^+ (COs-^cos^i|; sin2'^ r— l + l//+ cos' '-surif

—

icos— cos"^ sm ^'p —--I
\

'

2 2 4 ' ^' 2 2 4'

. J''fv /y-t-eos*-|-cos*i|/—/cos-i-cos*t|/ sin 2'^ 1~^)\ '^f
^^'\'

11 f-2̂ / / / <o

I (cos X-—cos y)'~' sin -^ .

\/7r~n(v—])Il(2v— l)«/"^C0S-'-' ^^- ^"

. sin*''-' •]/ )[y+ f-'os^-i^ siu*i^+ « cos-^sin*i|< sin 2^
—

'—j—
-)

ru. / / > 'y
u , y 2 ,

• o r

sin 2)i>> / 29-4, f i , c, sin* 2J>\ 2

. J^ U y+ cosi^ -~ s^n' 'p+ i cos ^^sinZ.| sm2i/; —-L
1 -f- ( y+ cos^-^ sm'tp—^cos-^ sin*'>psin2'^ ~^

«JP ein*,! ; n,w _L »iin^.f, ^in 9-1
'"'"^

'^'V.Ji^ L /y+ cos*|- sin*ij>— / cos -|- sin*-J; sin 2'^—
'-^r-^Ji <^^ <^';'

(-1)"
»'^r'n 2"ll(?^)ll(2«+2v+i-) \/7rn(v—2)n(2v—2)yl'sin*'-'y

.

I
(cos^—cosa;)''"" sin f df j

cos*'-' ^ |fsin -i- cos'|'+»'8intJ< i

. » <P , <p , sin* 2iL\ 2„/' „ 9 V „ n sin* 2tii

y+sin* ^ cos'-^+ / sin ^^cos'^'f sin 2j/ j—^ 1
./"^ u / y/4-sin*-^ cos*^-^i sin -^ cos*ij/siu 24* -^^

• 9 t
I <o \ I 9 9 5 Sin 2ii'\ 2

+ (sin-i-cos-f—/sinij; 1 (y+ sin* -i- cos*t^— / sin -|- cos*!^ sin2i|' l~^j *

. J'*U /(/+sin* -|- cos*if/

—

/sin ~ 008*4- sin 2'| Ti\ ^'^

„/2v_3

n/tt n(v—2) n(2v—2) ip. sin^^-' -|-'''"

—
j

(cosy— cosa')'' 'sinyrfy 1 sin*''-'
if'

Ifsin -^-sin-^ + Zcos i^j.

/ o 9 . » 9 sin*2iI/\2
u. / I 9 9 « sin* 2tI'^

.(y-f-siu* -^ sin'if/H-?' sin-i-sin*!// sin2i|/ j-ij J^ (

k

/f/+ sin* ,y sin'' •^+ / sin -i-sin*ij< sin2'^ j-

J

+ fsin -i- sin 4/— / costl-j f(/+ 8in* -|- sin*i|/— « sin -^ sin*f sin 2<|/ j
sin* 2ij/N2

../ '" U / (/+ sin* -|- sin* 4—«sin -|- sin*!!* sin 2^ T/\ '^"^
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456

»^oo n

Leopold Gegenbauer,

«_ft V" TT."^0 2"n(—^)n(2«+2v+^-j \/;rri(v—2!n(2v—2)//-

(cosj-— cosy)' ' sin j) .

. J'^U /«/+cos'-|-cos*!f'+«cos -|-cos'i|'sin2ip —
ij + fcos-|- cosi/;—isiinl-).

2? it ? 2. • Ol sin'^tl-v / / ip ., . 9 ,, . c sin*2f
y + cos^-l-cos*'^—/fos-^ 008^4- sin2i|- -—

^j J^ Ui y+ cos*-^ros*if— -/cos-|-cos*i|;sin24-
^T^j'^^^^

n(^^)

v/r ll(v—2) n(2v—2) «/T 00.?^^- -i^Jx

/ 2

^+ cos*-|-siu*i|'+»cos-|-sin*<|^ sin 2^—'—^T"^)
' J'^{\ y+co^^-^sin''-^+icos^sin^^ sin 2-^

—

'^ +

/ 9 . \ / o <p • / 9 sin* 2^> 2

+ ( cos-~- sini|/

—

/cosil/l U+ cos^-^sin*i/^—?'cos -~ siu^if sin2i|; —
- '

J^ f V / </+ cos*-^sin*if— / cos ^sin*4' sin2i^
sin* 2'f

di'

^ n(f.-i ) r

V'^ncv-i) I

cos' '? |cr(y+.ceos'y+
'^^" ^

) + Cr (^i/+.r cos^f—-^-^^-^'^] d<f

nox-i)

\/;i-n(v— 1)

Sln— y ia%y+..-.iu>+ i^^-) + a^(y+.-sin*y-i^)| d<fG^[y

cri" (y) = ^ ^ 1-^n(2v— 1)

2ii(w+H—i)n(w-h2v—ijn(v—i)\/ff I „v„/2v—

]

)J

•>+i

(l-x») ^ C:(a;)

. cos-'-'^ \c^[y+xQm^f+ ^' ^
j + C',!" fy+ .fcos'y—'^ 9"^

))
'^'•*^'^?

(w+v)n(fx—i)n(^M)n(«+v—

—

2n(w+fx— 1) n(w4-2v— 1) n(v— 1) \/ ^^
| 2^ n ('

^^~^
)

r n(2v—

]

2 r+i rT 2v-tDi
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



^'' 2" n (>A+,a— 1) ^+„ V ,. _ n(fA—

1

)

n 2«-
2 / V 2

Function Cl(x).

(v-1) •

457

dff
' cos^-'-'

(f
• C,!" {ij+J-^ ('os*»+.rtcos^'^ siii2y

—

'-—-^
) + C'r i'//+.r^co.s*^—x/cos^j) sin2y

'a''\

^ —-! j Sin- '-'
(u 'A •

. ii+ .r siir»+ .n sin' 9 sin 2^) -,
—-

n(v-i) j^
V' ' .' ' r r 4

+ a [ij+x^ sin*y—xi mx^f sin 2y— ^

—

a^)\ '^1

PQg2v— 1

y j(.r cosy+ Zsiny)

sin* 2<o\

f
2-iH,.^-,-i)__^ , ^ n (j^) ^,

.^.n(ä»+..+l)n(?:^) ""-'U

. Cr(ij-{-.r^ cos* ü+./vcos^53 siü2y j^ J H- (.r cos ^^—/ sin f) Cri tf-^x^cos'^f—.d cos^ysin2y—"V^jj ''^?

:= —iE ^ j
sin- '-'

y j(.rsinw+ / COS y) C,i ( </4-,r''sin' y+ x« sur y sin 2y ^t"J

sin* 2ij3A)

v-f" /„\
er;;' (y)

2"-' n (pi—
1 ) ( 2« + v) n (2«) n (2 n + v— i-) n f —̂ - ^)

+ (.r sin f
— i cos f) C^: [ij+x^ sin* 5?

—

xi sin*y sin 2y— ^

—

-r— jj- df

Il(2v— 1)

ri(v— 1) ll(2«+ 2v— 1) n(«+ ,u.— 1) 2^1 f

2v—

1

2 /-J

2v—

1

(1—X*)^~C2„(X).

. cos^'-'y JC;:' [ y+ .c*cos*i^+j7 cos^'jisin 2y --^-l + C';' 1 y+ x* cos*5>—x/cos*^ sin2^ T^]\ '^-"^^^

1 \ „ /2n—l
2"-' n(>— 1) (2;/+ v) 11 (2«) n (2«+v——) n

(

n(v— 1) I1(2m+ 2v— 1) \\{^H+ p.—l]

sin^''-' y \ct(ii + X* sin* y+ x/ sin* ^ sin 2',; -^-^) + ^r

n(2v-
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458

2"Ii(fX— l)(2» + v+ l)Il(2;^ + i)Il(2>^ +v+^)n(?^^

n(v— 1) n(2«-i-2v)n(w4-i^— 1)

Leopold Gegenhauer,

r n(2v— 1)
" 2 r+\ r^ 2v-i

2\ 2~(i_,^2) 2 c2;+i(x).

siii-"^' y j(a;sin y+ Zcosy) C,i^ f i/4-x-*sin*y+ j;/sin*y sin
2<f

—-^

/ sin 2co\i
(x- sin y— / cos y) C,n (/+x^ siii*^—x/siii^y sin 2y 7~ ) '^^(^^J*

^ n(fx+?^-i)n(w+2v-i) + ^„ _ 2 ri(/.-i)

=0 n(H) n(^w+v——j {n+v)

II(2v— 1)

2' 11

2v—

1

2 Z'+l ^ (1—a;^) -

-: I f^f'V 2
^sin2a)^ / «sin2w>i

,

cos-'-' f ^CrUj+jeaoü'-fA —-] + Cr[i/+xcos^f s-^j( '^^''r/y

2^(|u^— 1)

V/;^lI(v— 1)

' ' ' ^ ' siii-'-' y CV U+ x sin^'y ^-J-

2^n(^)jJ-i (i-2-. + .Tjo

„ix/ . , is\u2<o
df

y n(iiA+«— 1) nfc+2v— 1) ,+„ ,,_ 2vn(fx— 1)

v-l

n(2v— 1)
•

(1-2^)
-+1

^ (i-^'') ^

' sin2

^äV"""'

cos^'-'y jC; U4-a;cos^yH ^'^j + C;
(^y/+ a;cos^^ ö""^/' ^^<^?

2vn(f;l— l)

\/;^n(v— 1)

n(2v— 1)

2^n
2v—

1

^2\ /
^^

(1—2^)

2v— 1 n

-.<'') = rf

l_, {l—2zx+z^),2V+'
in--<y{a^(y+.;sin^y_i^)+

sin
2<f\

+ Cy'fy+ajsin^y
8 sin 2f

)\df

Y n((x+w— 1) n(«+M— 1) n(ß+M— 1) n(w4-2v— i) c"

fi"» 2"+' ri(«) n(H+v) n (/+«— i) n (.«+v— i-

n Ä+W4-1 ß+ M ß+« + l

.
C:+" (2/) i^^-2-' "'^— ' 2 '

7+« 7+w+i j>_n(«—nn(|3— i)n(jui— ])c =
2

-;« +^+^-^

i<'(«, ß, 7, ex) {l—x^)~^ dx I
'
cos^^-' f {cr(y+x 008«^+*-^) + (^ {y+x cos'y— '

'''""^

jj #

2 '" ^ y/;,n(7—l)[n(v— 1)]«

•*sin2tp^
,
r^(,„^^^^^^i^^\[

'+1 2v— t

2~

^;rri(7-l)[n(v-l)P j_. ^
''-'' ^^

_,„

Ix \ sin*^-' y |Cj:'U+ a;sin*y——

g

i sin 2y

+ er (y+a;8in»y— ^^"^ Y(
'^?'
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Function Cl{x). 459

V (-2) n(>^+p--i)_^ ^,,+„
^^^

^,,
^^^^ ^^ ^ _

^ ^ ^
.

„^„n(?^)n(2«+2v-l) v/;rri(v-i)n(2v-i)siu'-'|-

"(cosy—cosa,-y~' cos -|-(7y |

" cos*"-*
-^

jc,''((/+ sin2 ^- cos^'^+ Zsin |- cos2'fsin24/—̂ -"^j +

+ C'!^ U+sin^-^ cos* ^
—/sin -i- cos^if siu i'i^ T~^)[ '^'^

n(^)n(,-i) r. ri
=

I
(cos f — cos .r)"'^' cos -^ ilf

I

siu*"'-' -^ CV (2/ + sin^ -|- sin* '^ +
n(v— 1)11 (2v—l)\/^ sin-"-' ^Jo J"

• • f • 2 r
• Tr siu*2'^> a/ .,* -i, .. f , , n, sin^2As, ,,+ / sin

[^
siu''

<f
sin 2-^ -j— + C; iy + sin' '^ siu* ^ — i sin^ sin'' '^ sin 2-^ ~

—

^j^ d^

n(?^)ll(;ji— l)

„tin(^^^)n(2«+ 2v-^; \/;rII(v-l)II(2v_l) cos^"-'^

.

[
(cos./'— cos y)""' sin -^r/y

I

cos*"-' il-jC^fy + cos^ ^ cos*i^+/cos-|-cos^i|' sin 2i^ — J +

+ C/' (y + cos' ~-cos* 5^— / cos -™- cos* ^ sin 2ip— —t^'i ^^'^

n(^)n(p.-i) ^ ^i
=

I

(cos .1' — cos f)
"-' sin -|- rfy 1 sin *"-'

i'^.C;!' fy + cos' -|- sin* -^ +
\/;7lI(v-l)ri(2v—l)cos'"-*^J..- J"

+ / cos -|- sin' '^ sin 2-^ a^) "^ C;'7^ + cos'^^- sin*-^ — «cos ^ sin'-]; sin 2-^ 27"^^
j[

^'"^

t'Al{~)n{2n+ 2v+ ^) V/;rn(v-2)lI(2v-2)sin^"-' J

•

1
(cos f

— cos x)"~' sin fdf I cos*'-' ip / sin ^- cos '^ + «' sin '^1 Cr iy 4- sin' -^ cos* '^ +

ta sin' ''J;^ /(p ^-u/ ¥* 9^ sin'2il'\,

+ /sin-^cos'-|sin2'^ —^j-f-f sin-^cos'^+/ sin '^ jC',:7//+ sin'-'^ cos*'^— /sin-^cos'!p sin2-^ T )[
"^

=:
j

(cos ^— COS x)"-- sin yf/y
|

sin*'-^ -^ '( sin -|- sin -^ +; cos-^ ] .

V/^n(v—2)Il(2v—2)sin'"-'4->''' ^»
Li

IL f V 9 sin' 2t!'\ / • 9 \
. CrU+sin'-'j S1I1-*

-f + « sin -^- sin'i|; sin2-^ 27^)+ (s^'i ^^ ''i"
't'
— 'cos-^j .

.Cr(y + sin'-i- sin*<f— i sin-™- sin' --^ sin 2-^ 1~^^)\ '^^
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460 Leopold Gegenbauer,

1 2v—3\
O.TT. -IN n —-— ri (u.— 1)

y'^i;;IFr^=^ ''--•« <=:^"'^= ~^~^
r-„'rin[-^—jn(2w+2v+—

j

\/;rn(v-2)Il(2v— 2;)cos2''-'-|-

.

1
(cos X— cos 5p)^-^ sin fdf j

cos*'-^
-^

|(cos-|- cos -^ + / sin i|/j C^^U + cos^-|- cos* ^ +

scos -|-cos^i^sin2-^ j-—j+ ^cos^cos-^ — i sin ^jCfiy + cos^-|-cos* '^ — / cos-|-cos*-^ siu2'^ — ^^^^

—

-^^+

n(?^)n(,_i)

\/k n (v—2)n(2v—2) cos^^-' —

.

(cos a-'— cos y)''~' siu ^r/jj
j

siu*'-^ -i^ |YfOS-^ sin ^ + / cos i^

. Cj:'^«/ + cos^-|-sin*ip + /cos-|-siu2'^8in 2'^ — "^^

j + fcos-|- sin •^— / cos tp

. C; (y + cos^ |- siu* -1— / cos -^ sin^ '^ sin 2-j/ - ^'"'^"^
'^j rfr|-

Aus diesen Gleichungen kann man unter Berlicksichtigung der Formeln

"~2'n(p)

C.„+.(0) = ü, t.„,(0)=(-l, ij^^rr^y^

. n(m+2g-l)
'"^"^

-'"II(2a—l)n(m)

n(m+2<7—1)G':.(-i)=(-i)
n(2<j-i)n(»«)

die folgenden Relationen ableiten:

P\l_,,2)^ C: (x) dx f '

cos=""' f {(x cos^ '^
+ is^yT j^ . /^ ^^^^^ _^

^sin2<pj
_^

/ „ /sin2»^-T TU./ I o '/sin2a)\, , ( ~r)"\/n-ri(«+2v— 1)+ (,rcos''y ^—^j Ji^f V /xcos^j; —LVd^—- '—-^- ^ -
2 j\ • 2^''+t^+'lI(/jt+w)

2v—lA-^

li(v-l)

L n(2v-i) Jn(»)n(n+v-l)(«+v)Ln(2''-i)

''^'(l_,.)^C3„(^)rf.. r %os--> {(,.008^^+ '^) 'j^(,..os^y + ^-) + (xcos>-i^
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Function C'„(x). 461

^+1 2v-l
1 S

J^(^x(iOS^^-^^^)[df=j ii-x') ' Cl.{x)dxj sin-^"-'y ;Lrsin2o+^in 2f

ra / . o i sin 2w
. J^ Ix sin^ f H —^J + [X sin' f

is\n2f\
"^

(—i')''n(2«+2v-i)ri(v— 1)

J'^ [x sin^y— /sin2y\,

2'"+^ -' (2«+v)ri(L>«) n (2« +v - y) n (—^-^y n (» +/^)
n(2v— 1) .

^+1 2v—

1

(1

—

x^) ^ Cl,+i{x)(lxi cos-''-i^-'y |(.rcosy+ /sinyV-i^.7''Yj;cos^55 + '——-^y

{xcosf—is'mfy-i'J^ixcos^f " ^
y[ (/y = / (1— x*) ^ C3„+t(j;)dxl sin'^'-:^-' y .

. |(x sin y + / cos <py'''-J^ (x sin^y H ö"^) +
O'-'

siu 'j>— « cos f)*-^ J'^(x siu^ j>— '

'

'" ""^V rf^) =

_ (-i)"ii(v—r)n(2«+2v) "^ *'v~^~;

II(2v-l) J)*"+n 1n../2«+ 12"^^ (2«+v+ 1) II ( 2y/ + 1 ) n
f
2«+ V + —j II(-^ j

II {>i+p.)

y (—iy'n(»+2v-i)/ 2'^+':

71= 2
3n
n(w)ii(«- l)n(«+,a, v/-n(v_i)

n(2v-i) v^^ ,2^r+'r^ (1-^-^)

^^n(^) '-* y ^' _i_ o- 2
\"'+ '(1— 2^X"+ 2^)"'

cos— y {(. cos^
5. + ^)"^'^^(

V'- ^''' ^ +^) + (- «-^ ?- -
sin 2yA -

2 V

unc
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462 Leopold Gegenhauer

,

—;=sm . rL —
v/2 V2 "

' sin 2y 71/ / 2
«sin2y\

'J
\ >. I X cos^ y H ^r—

1

1
+

^cos'' y-
i sin 2y)"'-'(

XCOS''
'f

»sin Vjj ci?>

"-[i]

/ V * /
'. ^~. W— 2ii Uli

n (^r—2w+v—-j n (fji+i—2m— 1) n («)

n(p.— 1) /
'*

„ , (-,„/ „ ^sin2y^ ^.J , /sin29\) ,

n(p.-i)

s/;rll(v-l)(

'

. ,, , (,,„./ . 2 «sin 2mA / . -/sin2tt)A)
,

sin 2'-'^ jC';.(^^-sin2^ H —
tj + Crixam^f 9^]( '^V

"^'( 1_^.2)''-^
' c;_.„(x) rZx r '

cos''-' f \
a^(a;cos^ y + ^^^) + CT(x- cos^ y-i^^)} rfj> =

•ff 2v—

1

(1_^2) 2 c;_,„ (,,;) ,/,,. / '
[ C,.^(x sin^ y + ^"^1^) + 6V^(x sin^ f

- L«^]j sin^v-. ^^^ ^

_ ^_ „ 2n(/x+r—«— l)n(fx—2/;—l+r)ri(2v—2w+l+r)n(v—

1

) \/ :r

n(|ui+r— 2«— l)ri(;jL— l)ll(v—2«— ^ + rl(v—2«+ r)

2^11
2v—

1

ri (2v— 1)
]:

n=o 22«n(^2r—4«+

(-irn(fx+r-M-i)
. ,x_ n(/x- i)

^ ;— L/2r— 4m {i') — ~:
l^^. / ^ M 2'^n(v— 1)

''-T^"r-2«-YJ

cos^'-' ijj

I

C,^ fx^ cos* f + J7' cos^ y sin 2f -^j 4- 6',^ (x'^ cos* y— xi cos^ y sin 2fi

-

df

n((x— 1) r *
. ,, , (^|./ 2 . 4 . . 2 . o sin''2yA

2'-n(v— 1)

sin-'-'y jisin iif-

Cr \x^sm'*f—assin" j> sin2j)——r— ) df

V (-l)"n (ij.+r—n—l) Cl_,„^iix)

«=« 2='"n(2r— 4«+ v+i-)n(r— 2«+-|
- = ^^ — / cos-''-* 9<(a;cosa)+ (, sm m)

.

Cr*^ (x'' cos* jj +X7 cos* f sin 2y -

sin* 2<i

• 2 O

(x cos y— / sin y) C^*^ /x* cos* f
— xi cos*y sin2y

—

mI ^/m
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2'li(v— 1)

Function Cl(x). 463

,(.rsin f+ i cos y) C;. \ .r' sin-* y+ ./v siir w siu
2f)

-r

—

'-

j +

+ (./• sin f
— / cos f) Cr (.1^ sin* f

— ,n si n * ^ sin 2f
—
^ )

j- <lf

^+1 2v—

1

(1—.c^) ^ t'^,_4„(-''') ''•'
I

cos-'- '

f (
C^r\c^ cos' y+ ,<7 co.s^ f sin 2y

—
") +

sin* 2(1

/ sin^ 2cp^ j

Cr U'* cos* y

—

xi cos^ y sin 2f 'ä~^)\ ''?

sin'2yA|

4 -'

(1—,r^) - CW-4„ (./•) '/x sin-'-' y

(
C^ ix'^ sin* ^ + .fv' sin^ y sin 2y— ~~J~^)\ + '^'^ (''^ *"'* f

— *'' '^"^^ ? ®'" ^^ JT^ rfy =;

(_l)"n {[>.+)—n—\) n (v-1) n (2r—4w+2v— l)

2'" "~
II (.a— 1) (2y—4y/ + v) \\[2r~AH) n (2;-— 4«+ 2^n(r-2.-^

r2^^y
n(2y— 1) J

(1—x*) - C2r_4„+i (.<) i/x I cos'"''^' f j(.rcosy+ /siny) Cr''(-»^cos*y+ .(7Cos*y sin 2y 2~~^j "^

+ (,-rcosy

—

/siny) Cj'f.f^cos'ijj—,r/ cos^ y sin 2y c/y j—^)| '^5^ =
| |

(^

—

''^^) ~ Cir-in+ii^) •

sin-
1 / sifi 2tü\

-"-' fUxsinf+ icosf) Crf,c*sin*y + xvsin*y sin 2y AT ) +

/ . . sin* 29>/
(xs'wf—icoftf) Crlx^s'm'^f— a;/sin*y sin 2y ^

—
)(

''-^'''y

-1)" n (fx+r-«— 1) n (v— 1) ri (2r—4«—2v)

2'-'"Il (^a-l)(2>--4;*+v+ 1 ) II (2r—4«+ 1)11 (2/--4/^ + v + ^) II (r— 2« +
^ )

2^n
2v—

1

ri(2v— 1) J

V „ n(pi+r—?2—l)n(r—2w+2v— l)g''~'" _ 211 (jül— 1) f II (2v— 1)

n = o n(/-—2«)n(r— 2«+v— M(r— 2m+ v)
V^'tIKv— 1)

[II (2v—

V-
2v—

1

., (1—20a;+2*)''
l„

t V I .r COS* tfl H ;^ ^
eos'-'-'y

j
C',l'(.rcos*y+ '^^ )

+ C',nxcos*y 2^)\ '^f

i sin
2<f\)

2n(fx— 1) r ii(2v— 1)

Y/;tII(v—n
r ll(2v— 1) -|2 T'^'d—x*) " dx r -

. ,
,

(„u./ , «sinzy>,
i-- f-

^ ^ sin^'-' <ü\ CHX cos*«) + —5"-

H- Cr^^a; cos* y

sin2y\

/ sin 2(pM ,
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464 Leopold Gegenhauer

,

" = [t]

— ^
n(r-2«)n(r-2« + v-l^ ~ v/^n(v_r)

n (2v—
1)

2'n
2v—

1

2v—

1

J^

-1 {\-2zi+z^)'+'X

\ r.^
isin2y

cos-''-' j) j
C^'^f X cos^ y +

""'""^
j + C^^'^a; cos^5>

I sin« 5>Y|i

_ 2vn(/A—i)(i—g') r n(2v—n
~

\/;7lI(v— 1) ^v„/2v—

b

•n(^).
I

sin-''-' y j
C^fy^-siu''^ H ^~

{l—2zx+z^)-^J„

+ a^(.sin«y-i^)|r/,

"=m
n

(fj.
+ r

—

n— 1) tC (cos x)
(-irn(^)n(f.-i)

2-"nf>-—2«— ^) n (2r— 4« + 2v— i-) 2'V'^ " fv— l) n (2v— 1) sin=^-' J

\ rtf\o * ;4v-l.r* r'l'-/'s.i„2jP_pr,s*.l,
sin* 2M

(cos y— eosajy cos ~ r/y
j

cos*"-'-^-! C,n siu*^ cos*-^ + /siii -~ cos* i^ sin 2-^
-^^
—

)

u / tp cfl sin 2'h\)
+ C,!^'(sin*-^ cos*if— /sin -^ cos* 4^ sin 2i// T" /j '^'r'

(-irn(^)n(f.-i)

2" \/n n (v— 1) n (2v— 1) sin^'-

(cos y— cosa^y 'cos-|-f/y| sin*'-'-.^ .

{
C(sin*|- sin* ^ + / sin | sin* -p sin 2-^—^^^^) + a^ (sin* |- sin* ,;.— / sin -|- sin* ; sin 2-|— -^^^j^)} #

"^;S'' n{ix+n-l)n(r+n+2p.-l) ^,, ^ Hj^-l)

.It'o n (« +v— i-j n (2fx+ 2«—1) n (/—«)

;; (a;)= 7-'' /^ —
(

cos^'-' y

{c(l+.cos*. + 'l^*^
2 ^

+ C;- [1 +x cos* y g-X
j}

r/y

^•^ r^ siu.-
. ,

J
0,- (:« ..' , . iii^V ^' ('- ^"" ^- ^^)! ^'

V 2''n(w+ |üi— l)n(r+ ?>+ 2fx— 1)

l\„/2«— 1
^„ n (2« +v- i-) n (^^) n (r-»») n (2f.+2«-i)

C:,, (a;^ = n(f^-i)

n(v-i)^
cos*'-' f

. \ C; (1 + x^ cos* f + .r/ cos* y sin 2f— ^'^?) + C,^ ( 1 + x* cos* y— x/ cos* f sin 2y— -^-^)} df
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Function Cl{x).
465

n (/JL— 1) r 2 ( / sin*2(pA= n7v_n I

siu'"'-' f -^^aiil-hj:'^ sin* (jj+ xiam" f sin 2y j- j
"•"

/ sin üfflN)
Cr\l +x^sin*tp

—

x/üin^y sin 2^ 27^/) '^^

>:-
2"ri(w+ /x—l)n(r + w+ 2;x— 1)

„t^ n (2w, +v + ~) n (^^^^'^) n (;—«.) n (2.a+ 2«— l)

V , . n(,u.—n r = .,,(/ . . ,

Un+i{x)= _-.
I

cos-'-' y |(a:cosy+ /siny)

. C,^(^] +,r2cos*w+ .r/eos'^siD2^— ^-^^-^j +(.rcosy -/sin^) Cri''l +.<;''' cos*»—x/cos^y sin 2^—^"^^—^)}'^?

n(fA— 1) C '^

; . \ I sin^'^cp
/rsin w +/cos 5>~) C,''( l+j;^sin*^+x/sin^y sin 2y— -

~^
n(v-i) sur"'-' y je

+ (x'sin f— /cos y) C/^f 1 + j'^ sin* y

—

x/sin^y sin 2y — ^^ ^j rfy

Y n(/j.+w—i)n(r+w+2pi— i)n(M-t-2v—1)^" _ 2n(/j.— i) ^ n(2v— i) -,2

„t^ II l>0 II («+v— -—) II (r—n) ri (2/;l4-2/(— 1) (/(^-v) V ~ " (''—

^

'(1

—

x'-) - dx

, /2v 1

2'll(V
]

f.,lW',

j__, (1—2^x+^2r I

cos-' -'y |C';. (^1 +a;cüs2y + ^
^
) + c;^(^l+xcos^y

^-^Jl«^?
'^]\<l

_ _2ri (/x— ij |- n(2v—

1

"v'^ii(v-i)Lvnp2v—

1

2~~

sm-'-'y jC; (1 H-xsiu^jaH ;i-^J

C^{l-^x.i.^,-'-^^df

"y n (pL+n— 1) II {n+ r+ 2iJ.~l ) U (;<.+ 2v—1)/ _ 2vn(,a— 1)

„"r*o n («) n («+v— 1) n (/•—«.) ii (2|x+2«— i)
V^'^ " (''— i)

ri(2v— 1) -,2

•"(^)
(1-^'')

-+1
(l_j;2) 2 f/a;

_, (1— 22X+ 3'')

'. i (r-H^^ ü
«sin2«)A ,./, 2 ''^i^^yM j

2vn(,ji— 1)

\/^n(v— 1)

n(2v— 1) -

(,_,., r

'

('-»')

'

''' r .!„.,-, ,. i,^./- y "-
I

• .)., I wi"./, . , /8in2<p— —,
l

sm-'-' « CV l+xs}u*»H --^

+ C^^(l + xsin>_'^?)|^y

Denkschriften der mathem.-naturw. CI. LVU. Bd. 59
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466 Leopold Gegenhauer,

^ (—2)''n(w+ fA—l)n(M+r+2itx-]) Qcosa;)

,f^„ n (?^) n (2«+2v- i-) n (?-«) n(2,x+2«- 1) v/^^n (v-i) n (2v-i) sin'"-' |-

sin« 2-f

,

(cos f
— cos x)' ' cos ^ (/y

I

cos*'-' ^ JCV^ f 1 +sin^ -|- cos* -^ + / sin -|^ cos'' t;- sin 2-^ --^j

+ CV^ f 1 + sin^ -^ cos*
'l'
— ' sin -^cos* ^ sin 2'^ T/\ ^^'^

y' 2"n(w+ i^.-l)n (/^+ r+ 2;;i— 1) C;(cosa;)

Z,j/2«-l

n(^).H,-»

j n (2«+ 2v - i-) II [r—n) II (2//+ 2v— 1) V'-t II (v— 1) II (2v— 1) cos'^"-' -^

TT

_i V / " ( / <P f sin^ 2^1'

(cosx— cosjj)' sin-^f/y
j

cos*"-'
i^

jC,r(^l + ros^^ cos* j>+ /cos -i- cos*tj>8in 24* j—^

+ Cr''fl + cos*-|-cos*tf— /cos ^ cos* Tp sin 211- 1~^)\ '^^

y"" (-i)"n{p.+n- n n (r+»+2pL -1) n (w+2v-n

/

_ ^
. 2n(/x— ]) ^ n(2v— i) -,

^0 nwn(«+v-|)iio-«)n(2;.+2«-i)(«+v) V'-ii(^-i)|^2^n(?^)

? sin

;

cos=-'y .;cr(x'COS^^+-^ -l) + C;^(xcos^y_l^-l)| df

V(— l)"n(pi+»-n n (r+M+ 2;j.-l) 11 {n+ 2-^—1) z" _ , ^,, 2vll(fx— 1) p n (2v— 1) -,- ^,.

fr-o n (/O n (w

+

V— —j n (*—«^ ii (2/Ji+ 2«— 1

)

'+1
2v—

1

K

(l—x*)"^ dx C^ .

, ,-i ^' -.
I

siii^"-' y 6-(.sin^,+ ^°-'-^-l)+C-(.sio^y-i^-l)}c?y

n(^)n(.-i)
^1

2" n (w+ fx— 1) II (w+ r+2p.— 1) C; (cosa:) _ . _
^, n (?^) n (2«+2v— i-) 11 {r—n) II (2]a+2«— 1) V^Il (v— 1) H (2v— 1) sin^'-' ~

.

I

(cos y— cos a-)'~' cos^l^ (/y 1 cos*"-' -j- jc^'^siu*-!- cos* <j/ + / sin -| cos* r|/ sin 2^
2

""'
^ •

--
2
""

^ ^ 4

+ Cf(8in*-^cos*ip— « sin -|- cos* i|/ sin 2i|/ j—^ — 1]|
d^
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Function Gl{x). 467

'y (-2)"n(«+fx-i)n(//+r+2fx-i)c:(cosx) ^ .
" v^T^-^

"

^''-~^^

„4^0 n (^^) n (2«+ 2v— -^) II (y—«) II (2,a+2H— 1) ~ \/rA\ (v—l)Il^2v— 1) COS^'"' |-

.

I
(cos X— cos f)"

' siu '- da l siu*'-' ^ \Cr f cos* -|- siu* '^ + / cos ^- sin^ -^ siu 2-^— ^—-^—
1 ) +

+ C: (cos* |- sin* -^— / cos |- siu* -^ sin 2A— ^"^^— l)} d^

y (_9)" [i^n+ iJ.
— \)n{n+r+2ix—l)C:{(to^x) _ "v 2 / " ^'^ ^^

„"^oll (^^) n (2«+ 2v + 1) ri {r-n) W (2^+2«-l) v/'f n (v-2)n(2v-2) sin="-* |-

.

I

(cos y— cosx)'~' sin'j/(/y 1 cos*'"'' -^ isin -^ cos -^H-zsiu 'M .

. C^{l + sin* |- cos* •; + * siu |^ cos* -^ sin 2-!^—^'^^) +

sin -~-cos-^— /sin -^j C^f l+sin*-^cos*-^— /sin -^ cos*'^ sin 2-^— '-—-r—^j[ d-\i

4

/2v—3\

;=; 2" n {n+ i>.— l) n («H-2^+r— 1) C;; (cosa;) ^ _ ,.

^[-^^j^^il'-—^)

^0 n (?^) n (2«,+ 2v + 1) n (>-«) n (2f.+2«-l) ^rTll (v-2) II(2v-2) sin^— |-

. I (cos jj— cosj;) siüfdf l sin*'~^ -^ isin -^ sin-.^+ / cos'^ i .

,-,v-i • i 9 1 , 9 9 , • • , -.
sin* 2-l/\

. C^r(sin*-^sin*'}+ / sin -_y sin*-j(Sm 1-^— 1 j—^J +

1 <ü ^'ui/o9 9 sin*2ll'^)
(sin ~ sin ^— i cos -^ ) C; (sin* -i- sm-' -^— / sin -^ siu* -^ sin 2i'— 1

'x'K'-^'^'

3. Aus der Verbindung der bekannten Relationen

(i_,.2) [(i-:,'^)^ ar (^)]' = -
^"^^aji^-ip^^

(1-^^)^ air.' (o^)

16 a) Cr^i (-r) = ^''''~/^
[xC (xl- CLi ix)

\

folgt die Gleichung

2(i_i 2[j.—

i

17) (1—o;*) [(1-^^)^- Clix)\ = («+ 2,u-l) (1— X*)
"^

Sar_, (o;)— a; C,r(x)|

während die Vereinigung der Formel 9) mit

(1— a;*) [C',r_, (x)]' = («+2,a—2) C'r--(a;)—(«— l)x 6',^, (x)

die Beziehung

18) (1—^*)[c,r_,(4i'= («+2,a— i).car-i(x)— mc:(x)

59*
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^gg Leopold Gegenbauer

j

liefert. Aus den Gleichungen 17) und 18) ergibt sich sofort die Relation

19) (i^x')[(\-x') ' CS:{x)C^-i{x)]' = {l-x') '- ^^H+ 2iJ.-l){Ci:^dx)y-n{C^(x)Y]

durch deren Integration zwischen den Grenzen und x die Formel

20) rK«+ 2,a-l) {C^^i{x)y-n {C^;(x)y\ (l-x^fr Jx = (l-x^)^ C:(x) C^.(x)

entsteht. Aus dieser Gleichung leitet man leicht folgende bemerkenswerte Relationen ab:

(l_a;^)-^V^M^W=(2,a-l) (1-X^) = }_r~l '^"^-^i \^-{Ci:(x)f\(l-X-) -^ dx

f^v g(..)c>L.(^) __ .-. A^ ^..^4 ,

'

\^'
(a^(^)^ carw)^ , / i

(1-^) L X(X+2fx-l) -^^'" -M *1 -'^ '1-^ /^ ^X+2p.-l)(X+l) M+ 2^-ll^''l''>2

(l_^=)^^Cr(a;)C>L,(x) = 2.. (1-x^) -^ >^(ai.(.«^))^/x-W {Ct{x)fil-x-') ^ dx

x=i Jo

Verbindet man die Gleichuüg 8) mit 16a), so erhält man die Formeln:

2i>.
{\~x-) \Cf,ll ix) + C^^l {x~)\ = («+2]a - 1) C^-i {x)—n Ct {x)

2i>.ii+x {0:11 (x)-ar-i' (x)] = («+2,x-i
) cLi (a^) +« cc^^)

welche die Relationen

21) 4,,' (i_x^) {(cri' (x-))^-(c^^ (x-))^; = («+2,a-i)^ (cr-, {x) r- «^ (c,r (x)y

^^^
d ((c,r (.))-+ (cL,ixy) ^ ^^ ./ (o,r (.)j--. (x))

^ ^2^_^^ ^.^^^ ^^^^^^

liefern.

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die folgenden Beziehungen

:

n{l—x^) ^ G^i{x)C^{x) =

= 4,u.^ r^l-x')"^ {{C^,tl (x))^-(CÄ' (x)Y} fZx' + (2|x-l)(«.+ 2,a-l)
I

(l-x-^)^(Cr_, ^x))»rfa;
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Function C„{x). 469

= 4^2
1
(1-x^)^ l(ari'(:r) )^-(CÄ' (x))^} cZ^+ (2a-l) n f\l-x^)'^{C^ {x)fdx

2(1-;.) Y, {Onx)f-n{C^{x)f^

- 4y- (i
^ j ^ -^. («_X_1) n ^ '^''~ z^ (>7=I)

'•^"-'-' ^"^^

)

I

{l-x^y- Cl^ {x) C^ix) dx = (/^^ 1")

^ ^ ict; {x) c (a;) + c,r±/ {x) c,u (x) \ cix= ^^ ci: (^) er., (x) (,a^ y)

y i-if-' er (^) ct-i ix) = (- 1)"-*^ I
X— c:- (x) crj-; (x) dx

/

V r - 1

V-' n(/+2;.-i)iiiX+2.a-2) _ „_, r' ili^'
, .^.

II(X)n(X-l) [11(2^.-1;]

und speciell

I.

'P„ (x)dPn(x) _
^ ^ ^^^ ^ (« ungerade)

X

—^— ^ = 1 (« gerade)

(Cr (x))^+(Cr_,(x))2-2x Ci' (x) C-. {x) = (2/X-3) ar(x) C-, (x) dx-

n(F-iin(m)

Setzt man in dieser Formel x = cosy und beachtet, dass alsdann die linke Seite derselben das Quadrat

jder dritten Seite eines veränderlichen Dreieckes ist, dessen zwei andere Seiten die Längen C,r(cosy) und

C^-^ (cos (p) besitzen und den Winkel f einschliessen, während der auf der rechten Seite unter dem Integral-

zeichen stehende Ausdruck die doppelte Fläche dieses Dreieckes vorstellt, so erhält mau einen interessanten

geometrischen Lehrsatz.

Multiplicirt man die von mir in diesen Denkschriften abgeleitete Gleichung

Cl-y. (X) = ll(«+ 2v—X— l)x"-

22V-2
11 („_>,) [ii(;,,_i)j2 1^1 _x«) 2 Jo

(cos^-^—x^)' ' cos («—Ä) -^ d-p

cos" -'+•'•'
^
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470 Leopold Gegenbauer,

mit ^^ -^ und summirt bezüglich l von bis n, so erhält man
n(X)ri(w+2v—X— 1)

^

Zj^ ^ n(X)II(«+2v—A—1)
,

/-^^ I
cos"+^^t|,

^

y (—1)^
( ") cos'-

i>
cos («—/,) 'P

x=o

oder weil

X=n

(—!)'-( '!
) cos^ ij/ cos {n—'A) ^y /—^^>fn

x=o

der reelle Bestandtheil von (e't"—cos ^Y = (i sin ^)" ist,

Zj
^ II(X)Il(2r+ 2v—X)

x=o

X=27' X ^ ^ ^ / -< \i- 2 r4-i /*arccosx ,- q • onV — I • 2r , 7 •

V .0 X C2,_x(x) (— 1) X / (cos-t^—x') sin ^d^

Zj ^ ' na)n{2r + 2v—i-i)~ ^, ^
'-^

!
cos^'-+--"|

Transformirt man das auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Integral durch die Substitution

sin'l' = z s/l—x^

so verwandelt sich dasselbe in

1 r -( 1)
n(»-—|-)n(v— 1) _j^

2n(.+v-|).-+'

und demnach geht die letzte Gleichung in die folgende über

X=är

V (-n ^'^'^^-xCx) ^ (-l)V;rri(v-l)(l-x')'-

Z^ ^n(A)n(2r+2v-x-i)
2..+..-.n(.)ri(r+v-|)[n(v_i)r'

Multiplicirt man die aus 8) und 16a) folgende Relation

^ ' dx dx dx

mit (1

—

xY^^ so verwandelt sich dieselbe in die Formel

d \{\-xyc:{x^\ _

_

o.—xf~' ^dc:.,{x) ^ dcux) _^
dc:+^ {x\

dx
~

2 ( dx dx dx >

durch deren Integration die Relation

f (i_,y-' f^"-'(") _2^^ + ^%iMb^. = _2 (1-xy C: ix) (v>0)
I

^ CiCC ClX (IX
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Function Cl(x). 471

oder auch

(i_^y-' \c:±t (x)-2 c:t\ (x) + ü:+' (xpx = -(i -xy c: (x)

entsteht. Schreibt man in derselben für « der Reihe nach n, n—l, n—2,..., 2, 1 und addirt die dadurch

entstehenden Gleicliungen, so erhält man die bemerkenswerthe Formel

/

"

^i_^y
-

' {^^

_

'^ ^'"+^^ > ,,x = 2v \i-xy-' \c:,t\{x)-c:+\x)\dx = 2a-xy
J^

ci{x).

Aus der Gleichung 3«) leitet man leicht die folgende Formel her

7i= 00

y n(n)

n=0

..,,,, „ „ 4 v/l+x T" sin-"'-' (p C08 9 c?9

welche sich mit Hilfe von 1 a) sofort in

IwAi, ^<-"*''> G («)-(»+!) G., Wl = n(2.)(;:i)(i_.) L-n(;=iyj

Überführen lässt.

Aus derselben Gleichung folgt auch die Relation

X n(

c: (x)

2v-l

>,=o ' 2 ' n(v— 1) (l—x^) *

Aus den von mir in diesen Denkschriften früher aufgestellten Gleichungen

f-,''i+»:+--- +'',•

1 XZ

(x)=
Y_

C:^{x)Cl(x)...C';;^ix) {H,+n,+ ...+Hr = n)

(1—2^^+2^)" -- 2v—

2

folgt die Beziehung

23)

"ii "s, • • • I "r

-V, = fA,4-fXj+. . .+[>., — v,

^ «i^W, < W4+ 1 ^ w)

aus welcher sich mit Hilfe der Formel 18) die Relation

«H-2V-2 v-.(^)^
-*'' 2v—2 »

= (a;*-l)

3-.V,
"- "'• •;;'•

= "-' & {x)
d'

(x)... ö' {x)

[

(a^'-iy^ C" _ „ J'^^ nj V '^ »j ^ / n^ \ ' L \ / n— T?j

—

tji— ... —n^— i J

1 -tlr
Z^}i^)

"21 "g. . , n,. = t* X=2
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472

nj, »3, . . ., n^ = n

2", z
n,, 7!j,. ..,n.

Leopold Gegenbauer,

-iir+ 2 V,— 2) C"' (a;) C"' (a;) Ö' (x)... C"' (x)

(v, + Vj,+ . . . +Vr = V, «—«j— . . .

—

Hr >, 1 bez. 0)

ergibt, aus der sich für r = 2 die specielle Beziehung

X = ?!— I

«+ 2v—

2

t^ ^"~'
^-"^ = 2v-2v -2 Z ("-^>+ 2v-2v -2) Gl' (x) an'-' (,̂ )

ergibt, welche ich schon früher mitgetheilt habe.

Ist iu der Gleichung 23) r z= s, v^ = .a^ und wird sodann für n der Reihe nach », n—l,n~2,. . ., 3, 2, 1

geschrieben, die \te von den so entstehenden Gleichungen mit x'- niultiplicirt und die Summe derselben

gebildet, so entsteht die Relation

24) 2 < (^) ^l (-^^ • • • < (^) = 2^ ^C«-X+ 2v-2) x^- ClZi {x)

t!.,...,n X=0Mi, M., . . ., W..

(w, +«2+ • • • +nr = w; V, +V2+ . . . +V^ = v).

Setzt man nun in dieser Gleichung speciell

r — 2 V — V

niultiplicirt mit (1

—

x^) - dx, integrirt von .r = — 1 bis a; = +1 und beachtet, dass für ein ungerades n

sämmtliche auf der linken >Seite der so entstehenden Gleichung befindlichen Integrale gleich sind, während

für ein gerades h nur das mittlere einen von verschiedenen Werfh besitzt, so erhält man die Relationen

X=2m

y (2w—Ä+4v—2) I x^{\—x') ' Ci:-l{x)dx
._, ,^, ^,^ _ 2^-(2v-r)n(».+2v-r

(w+v) n(w) il (2v—IV

25)
X=2n+ I

y (2w—X+4v— 1) / x^l—^') ' Cfo:zl+i (x) dx r=z

x=o

durch deren Vereinigung mit 24) die bemerkenswerthen Formeln

"+<

y I C;;_ (x) C'l {x).. . C^ (x) {l—x"^) '' dx= {u, + «2 + . . . + «,. = 2 /«+ 1 ; V, + vj + . . . + V, = v)

2
«,,«2, ..., Jt, '

entstehen.

'+<

c;(x)ci{x)...c';(x)i\-x^)^ dx:

y+»
2''"^'(V— 1)I1(«+V— 1)

n(^)-
(2w+v)n(n) Ln(v—i)J

(«,+«g+ . . . +nr ^= 2w; V, +Vj+ . . . H-Vr =^ v)

Aus der ersten von den Gleichungen 25) ergibt sich für die Coefficienten Aj^l der Functionen
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die Relation

Function C\{x). 473

).=2. i'=" + [-f] II {ii—^—1-^ 2-"-^' (2v— 1) 11 («H-2V— 1) n (^^^)
^ "" ^

' -/+4v-2)^l;r,:' =
)_ 2^ n(/?—^+v)

^-""
(w+v)n(«)[n(2v— 1)]«

Multiplicirt man die von mir abgeleitete Formel

\=n

*—

"

n(v—i)]ni(X)n(w—Ä)

mit cos (?<— 2(j.) X' r/a; und iutegrirt von x = bi« x := -, so erhält man die Relation

2 rV,v, , / O N 7
Il(v+ pL—l)ll(v-a+«— 1)—

( C„ (cosx) cos (/(,—2 u) ic f/a- = ,„ ,
—

, ,/, „
, ,,

^

aus vrelcher sich bei ungeradem ii unter Berücksichtigung der bekannten Formel

''~^
/ „.^ 1 sin(^/ + l)(x+ j/) sin(M+l)(3;—i/\

>^
cos(._2A)a;cos(«-2/,)// = ^ , sin(x+ ^) ^

"^
sin (^-^) (

x=o

für die Functionen C^ (cos x) folgender Integralausdruck ergibt

,.v, . 1 r^' ,-,, . ,»m(n-hl){x + y) sia(n+l) (x—y)^
Cn (cos x) = —

l C„ (COS (/) \ ^h —-,—— H ^.
, ,

——\ du .^ ' 271
]

•'n sin(x+^) sinfa;—y) ) ^

Herr E. Heine hat in seinem Haudbuche der Kugelfunctionen * mit Hilfe der in einem von Euler am

4. December 1751 an Goldbach geschriebenen Briefe enthaltenen Bemerkung, dass in der Entwicklung von

V 1

—

an'^ nach aufsteigenden Potenzen von « alle Coefficienten ganze Zahlen sind, gezeigt, dass das Product

c" Cl {x) nur ganze Coefficienten besitzt, wenn v eine rationale Zahl mit dem Nenner c ist. Dieser Satz lässt

sich durch einen anderen etwas weiter gehenden ersetzen. Setzt man in der oben benutzten Definitionsgleichung

der Function C^ {x) [l = — , so nimmt sie die folgende Form an:

"
^•^' - 2^

(-^

)

c-^n(X)n(«-2X)
^-""^

•

x = o

Nun ist aber bekanntlich*

m{m+ n^){m+ 2il^). . .(m+ {i— 1)«,)«,'"'

eine ganze Zahl und daher ist der Coeflficient von x"--' in der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden

Summe das Product aus einer ganzen Zahl und dem Ausdrucke

(«—2X+1) (h—2X+2). . .(«—/+ 1) 2"-^'-

U(k)c,2(n—>.)—

l

1 1. Band, S. 14.

2 Dieser Satz ist meines Wissens zuerst von Herrn Charles Hermite in der dritten Ausgabe seines Cours d'anal}"se

S. 175 aus dem Eisenstein'schen Satze über die Coefficienten von Reihen, welche algebraischen Differentialgleichungen

genügen, hergeleitet worden. Der Herraite'sche Satz ist übrigens ein ganz specieller Fall eines allgemeinen arithmetischen

Theorems, welches ich vor einer Reihe von .Jahren meinen Hörern in der von mir geleiteten Abtheihmg des mathematischen

Seminarsander Innsbrucker Universität mitgetheilt habe und von welchem demnächst Herr J. A. Gm einer in den Monats-

heften der Mathematik und Physik einen Beweis veroflentlichen wird.

Denkschriften der matbem.-natui'w. Gl. LVll. Bd. (50
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474 Leopold Gegenhauer,

Da aber das Product von irgend welchen aufeinander folgenden 1 ganzen Zalilen durch das Product der

ß2(n-X)-l

ersten 1 ganzen Zahlen theilbar ist, so wird der erwähnte Coefificient mit—
^^_^^

multiplicirt ganz und dem-

nach ergibt sich der Satz:

Ist V eine rationale Zahl mit dem Nenner 2rH-l, so sind sämuitliche Coefficienten des nach Potenzen von

a; geordneten Productes (2r-)-l)^"~' C^ {x) ganz, ist aber der Nenner von v gleich 2*^ (2r4-l), so besitzt schon

(2'' ('2r-+-lY)^""^'
das Product -^—

^

C' ix) nur ganze Coefficienten.
2" V

.
o

Setzt man in der von mir in diesen Denkschriften aufgestellten Gleichung

der Reibe nach a; = 0, -5-, so entstehen die Relationen

"T - r—(=Ht =
x'^o n (2 r

+

V _ X 4- -^) n (v+A—~) 11 (X) n {%-—k+ 1

)

'y' (— ly- (—ly n(4r+ 2v— 1 ) ri(r+ v-l)

x = o n(2r+v—A-^)n(v+A- ^) n(A)n(2r—A) 22-n(2r+v— l)ll(2r+ 2v—l)n(r)[r[(2r+v—
i-)J

ii(.„+v— i)ri(w+2v— 1) rn(„+v——)1

"v2/~ nrv—nnr2w-4-2v— 11 L> 'n(v—l)n(2w+2v— 1) Z-J^ ^ „/ . lAn/' > l'lTTn^TT/ IN^ ^ ^ '

).=o ii^M+v—A——jn(^v+A—--jn(A)n(w—A)

deren letzte für v := — die interessante Catalan'sche Formel

2-p„(|) = 2(-ir^(»)'3^
x=o

liefert.

Verbindet man diese letzte Gleichung mit der aus meiner Formel

^n\x) — o^v-irirv \\ Z_l / 1\"^ " . = 22^n(A)n(v+A— ^)ll(w—2A)

folgenden Relation

^./l>_ ri(»+ 2v—

l

)V;r y (—3/
^2 1 2"+'^'-'lI(v_l) .^„ 2^^n(A)n(v+A_l)n(>»-2A)

80 entsteht die Beziehung
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Function C^(x). 475

-m
,_^^^

. ^ ,-irn(..+v-i)[ii(.+v-|)]'2'-+"-'

f^o 2"n(/)n(v+A-l)ii(«-2X)~ n(2» + 2v-i)v/^

,4^ n («+ V—X—^) n (v+A-^) n(X) n(«—x)

Die Vergleichuug der Coefficienten von x" iu den beiden eben benützten Entwicklungen von Gl {x) liefert

ferner die Relation

V 1

>. = 2-'- n (X) n (v+ A—
-^j n («—2A)

2"+^^-' n(M+v-i
)

[ri («+v- i-)]
>="

2/J V 1_

n(2«+ 2v-nv/- x4^„nL^v_Ä-i^"^ ^ ^x=o n («+v—A— ^j 11 (^v+A— yj n(«—A)n(A)

Setzt man in der von mir aufgestellten Gleichung*)

ri{«)n(v-i) V _^M^v-2A
•"
-

2^' ^4. n(A)ll(«+ v-A)^"-^''-'

a; =: 1,0, so ergeben sich die interessanten Formeln

y (»+v—2A)n(K—2A+2v— 1) _ 2"n(2v— 1)

Zj II (A) II ( «+v—A) II («—2A) ^ ir(w)ir(v^l)

''^
(2r+ v-2/)II(.+ v-A-l) ^

/_;- -' n(A)rif2r+v—A)n(-—A)

Herr Hofrath Professor Dr. A. Win ekler hat iu seiner Abhandhing „Über ein Kriterium des Grössten

und Kleinsten in der Variationsrechnung" ^) durch Vergleichung seiner Form der zweiten Variation mit der

Legendre-Jacobi'schen zwei benierkenswerthe Theoreme über das Vorzeichen von gewissen bestimmten

Integralen gefunden. Man kann leiclit eine Reihe von Sätzen derselben Kategorie, in denen die Functionen

Cn{x) eine Rolle spielen, aufstellen, und von diesen möge der folgende angegeben werden:

' „Über dif. Fmietiouen C^' (x) mid Z>j| (.c)". Programm der n. ö. Landes-Oberre.ilschid«' iu Krems vom .lahre 1873.

- Sitziing-sberiehte der k. Akademie der Wissenscbafteu, miithem.-uaturw. Classe, 97. Band, Abtheihmg IIa, S. 10ß5—1082.

Eiu weiteres Aiialogon der Wiuckler'schen Theoreme ist der folgeude Satz:

s/t
l8t(<)(j-) eine vou ce ' versehiedene differentiirbare Function, welche uebst ihrer stetigen Ableitung im reellen Intervalle

Xq. . »i endlich bleibt, so ist für negative Wertepaare xq. ^i

/ ( /dfji (a-')^ 2 j _
(— 1)'"

1 f[~d— '
—nM-{x)\ e ^ x'" dx>0 (hj und n ganzzahlig. nicht negativ)

60 *
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476 Leopold Gegenhauer,

Ist biix) eine vou c(
^j

verschiedene differentiirbare Function, welche nebst ihrer stetigen ersten

Ableitung im reellen Intervalle x„ . . . x^ endlich bleibt; so ist für ein ausserhalb des Intervalles — 1 ... +1
liegendes Werthepaar x^, a-,

Kl—^')(^-^) -n{n+ 2v)^\x)\ {\—x^)^dx <

wenn w(a;) der Bedingung

2m+I

genügt, erfüllt aber oj (x) die Relation

t
_2\ 2 /T'+'2v(l—x') ^ C:.i;(a:)o.^(x)

C!, (x)

>0

so besteht für jedes dem Intervalle — 1 ... +1 angehörigen Werthepaare a-,,,;»,, innerhalb dessen sich keine

Wurzel der Gleichung C^ (x) = 0, befindet, die Gleichung

i(.-«")(^ -N{n+ 2i')'M^{x)\(l—x'') = dx>0.

4) Ist S (x) die Anzahl der verschiedenen Primtheiler vou x,

(x) =: (— l)""*^', wenn x eine durch kein Quadrat (ausser 1) theilbare ganze Zahl ist, und gleich in allen

anderen Fällen,

fk{x) die Anzahl der Systeme von Ä: ganzen Zahlen des Intervalles 1. . .x. welche ein zu x theilerfremdes

Zahlensystem bilden,

wenn
(,
-ij* r —— ^0 ist, und die ganze Function T'^ipn) durch die Gleichung-

r:w n(X)n(/j—X)n(m+«—>)

definirt wird, sind aber x^, und jj positiv und liegt zwischen ihnen keine Wurzel der Gleichung r™(x) = 0, so ist

/ ' I /ddt (x)\ 2 ) _
I r[~d— ) —»t^^W>e x" dx>0 (m> —

1 ;« ganzzahlig, nicht negativ)

falls

[ k1^)
ist.
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Function C\,[x). 477

f (X, n) die Anzahl aller ganzen positiven w nicht überschreitenden Zahlen, welche zu x theilerfremd sind,

w (x) die Anzahl der Zerlegungen der ganzen Zahl ,r in ein Product von zwei theilerfremden Factoren,

/^ (x) die Anzahl der positiven ganzzahligen Lösungen der Gleichungen «, «^ . . . «•. = x,

X (;x) die Anzahl der Darstellungen von x als Summe von zwei Quadraten,

lJ.r(x) =0, wenn x durch eine rte Potenz (ausser 1) theilbar ist, und gleich 1 in allen anderen Fällen,

pi{x) die Summe der Ateu Potenzen der Theiler der ganzen Zahl x,

a(l) == 0, a(x) =: 0, wenn x eine Primzahl in einer höheren als der zweiten, oder mehr als eine Primzahl in

einer höheren als der ersten Potenz enthält,

ix(x) = (— l)*^'-^', wenn x einen Primfactor in der zweiten, die anderen aber nur in der ersten Potenz enthält,

a(x) = (— r)"'('^)+' S>(x), wenn x durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist,

X(a;) gleich +1 oder — 1, je nachdem x aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von gleichen oder ver-

schiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist,

!^i(x) die Summe der Aten Potenzen derjenigen Divisoren der ganzen Zahl x, welche durch kein Quadrat

(ausser 1) tiieilbar sind,

Xu.u-i{x) der Überschuss der Anzahl derjenigen ungeraden Divisoren von x, welche die Form 4/i:s+
+ X Q,^2k— 1) haben, über die Anzahl der übrigen ungeraden Theiler,

— j das Legendre-Jacobi'sche Symbol,

X(A, x) die Anzahl der Lösungen der Congruenz //^ ^ A (mod. 4 x),

•j{x) gleich 0, wenn x keine Primzahlpotenz ist und gleich log x in allen anderen Fällen

0(ic) die Anzahl der x nicht überschreitenden Primzahlen

•/„(x) gleich der über alle Divisoren der ganzen Zahl n ausgedehnten Summe ) y. f
—

-j Ca i^x)

d

und setzt man

1

so bestehen die Gleichungen:

0, /x(l), /j.(2),..., fx(«)

Ci' (i/, ), X, (</, ), X2 (y, ), • • • , y.n iVl)

Cn (u/n). X, (y„), Xz (.!/"), .., X» (y«)

0, f,{l), f,(2),...,f in)

^2 ii/t, , X, [yzl xt ii/i)-, xAyi)

Gl (j/n) , xi i'j-), X2 (i/")) • • •
; X" yn)

|Cx(y.)k.=i,. »,fl](l-i/l) ' dy^^A,.

|C,:(y,)|(x,,=M ..|T](l-i/;0 ' dy,.

— A
«*+' 1 k\ B,

k+1 2

(6)A^*"---)

2Jk=i
k\ B,
4y^=3'
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478

'+1 v'+l

7-1 J-i

"+i /*+'

•+1 r+^

-+i r+i

+1 /"'+1

'+1

Leopold Gegenbauer,

, ^(l,w),y (2, «),..., ?(",«)

cUi/i), y.i(i/i), 7A'J\)i >/."(>/,)

Ci (t/z), Va (Mi), 'L-i (>/i)> ' y." (ih)

•+1

Gl (yn), xi (y»). y.i ii/'^ •> v.» (i/«)

,lhi^),'l^i^^\---'N(>^)

^'1 (yi)> Xl (.'/|)> "/.2 ( ^i). • • • ' X" (^l)

^2 (^2); Xi ( /A^ y.i dhX • • •
' X" 1^/2)

Cl(y,,)|()., [..=),

2

"ijTjl.l—yl) ' f^y^:
ihi^A

"iloff«-

2 C— 1
1 + £ .-1J 2;/ (log- /«)^+ «, log wf5C+ '^)+ 2 log n

- 2 0(2 C— 1 ) //+ 2 (2 r—n+ — «^

^ V— 1

I

Cx (2/i.)| ()„ ,..= 1.2, .... «)|7| (1— //i) ' '/yj- = A„ y oj (a;)

-+i

"+1

"4-1

<^« (2/'0; Xi (y«). X2 (i/")> • V X» (!/'<)

, l'--
,

2* ,...,«'

cUyi)>xi(y.). X2(i/i)>---rx«(yi)

^2 (i/2^> Xl (y«)' X2 (^2^ • > X" (i/2)

C« («/«)' Xt (//«)' X2 (i/")7 • • > X« (i/»)

0,1,1 ,...,1

(^1(2/1), xi(yi\x2(yi)>---,X"(i/i)

^2 ^2)» Xl (i/2), X2 < ^2) j • • ) Z" (,^2)

Gl (yn), Xt (^«), X2 (//»)> • •

»

X" (i/")

, «(1), c<(2),...,aC«)

^'I (yih Xl (i/i)) X2 (^2)» • • •
' X" (yi

)

<^2 [yz)> Xl (>2)> X2 (i/2)> • • • , X" (i/2 )

c« {y->)^ Xl ( y»), X2 (i/«), • • • , X" < i/")

ü ^„ w 12g
2

)IOg« 2 .
2C-1^

-.A 1(1^+5+3 6'+21og2)v/« + 2} ^)

oi((/p.)i(,.,p.=i,2 »)|7[
(1— (/x)

' dij-,, — A„y ^k(x)

= J„/j*+' C(7<'+1)+ ^Ä,»** ^(^-±^
'(«+1)*

CI (2/p,)| (X, p.=i, 2 „, |7|
(,1—yl) ' %A- = Ä>

Y^
-lo (•^)

1 .£=1

= Ä„n (log«+ 2 6'— 1)+ 4« s/«A

lal[y,)\o..v=i.^- «i|^ ('—.'/') ' dyi: = Ä„S[^n)

Ann
log H 1

A.,^ n

ij C'= 0'ö772156ü. . . ist die bekannte Eulei'sche Constante de.s Integrallogaritlimus; [£|<1-

X=CX3

-^ = 0-9375482543...

!'=2

n 1
ä) ?(«)=

_^ T^; Kl<i

n=l

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



/»^i ,.-+1 r+i

ff

Function Cl(x

,,6(1), /3(2),...,/K«)

<^i(^i"|>/.i(.'/i', 7.2(^1), • • •,y.»i.yi)

^2 (//2I •/, f//2\ Zü (//2\ • . , X,A,!/i)

479

Ci (y/p.)l (X. p.=i, 2 „, |7| ( l—i/iy ' fZ/y* = .4,, y /3+, (x)

^+1

, Ä(^r)cj(ri, x(2)t/j(2), . . ., ä(«)üj(h)

^"^ *>i), Xt (^iX 7.2 (//i^, • • , 7" (^1)

'^2 (!/i\ Zl (//2\- 7.2 (.!/2\ • • •
, Z» (//2)

ic;'(//|,)ic.„u.=i,2.

-1 r+i /•+!

<^« (</"), Zl [!/"), Z2 (y-.), •
, z» (yO

,A(l-)x(^,l),/(2)z(A,2),...,X(«)x(A,n)

<^i(2/i)' Xit^iH Z2<,'/i\- • ' z»(yi)

^2 (!/i)> Xi (^2), Z2 {l/i\ • • > Z«(i/2)

I

= A,. y i ix)

C-I(y„.)|().,^=i,2 »)|7JC1—i/l) ' ihjk

aVh.)(^)

+1 /•+' /'*+i

, /x(l), , ,..., i>.{2\ ,..., u. (3 ),..., u^v'm])

Ci(*/i)>Xi(»/i),7.2(yi)>Z3t.yi)'- • •'7.2'(yi),7.2'-+i(i/i)'- • •'X3'(!/i)>- -jX, ',-,.• (^i)

^2 {yz), Xi (i/2\ 7,2 C/aX X:i 0/2^ • ) 7.2 - ^Mz\ yy+i (1/2), r/s (i/t), ,-/., >-,_,, (2/2)

<^»(y"), Xi(i/"),7.2(i/"),X3'.'A- • •,X2'-(y«~)>x-i'-+i(</"V • r/.3'(.!/"\- mX- '._,.(«/")

.|Cl(*/,)|,x,,=
>,2...,„„f7[

(l-i/I^^r///.= AV,a,.(x')=^ 4 .J„(l+ C(r))«"

•"+1 r+t r+'

"+I /'4-< /'+1

Z— i J—' J—l

, v(l), v(2),..., v(n)

Ci(yi),Xi(2/i),X2(2/i)>---,X„(«/i)

<^2 (2/2\ /^ (^2), 7.2 (i/2X • • , 7.„ (;!/2)

C« («/»\ Xi (yn), yjyn), -,/„ il/r,)

0,1,0,-1,0,.. ,sin 2-,...,sm —

^Ui^i ), 7.1 (i/i ), 7.2 (i/i), 7.3(^1 \X4 1^1 ),• • •,Xi(yi),- • -X^^i)

C2{i/z)'Xi{!/i),Xi{!/2),y.3i!/ilXk{yz},' •,x*(y2),- • Xr.Oji)

Cx(2/H-)ia.F=i.2
")|4J(1—

yl) '' dyt = A„\ogn{n)

ci («/.), xi (i/'O, X2 ( y»), 7.3 (i/"), x» («/-). •
, Xi- (y™), • • • , y.n (yn)

^„wnr
4sA„\/n
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