
ZAHLENTHEORETISCHE SÄTZE

VON

LEOPOLD GEGENBAI ER,

C. M. K. AKAD.

(VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 17. APKIL 1890.)

Ich werde im ersten Abschnitte der vorliegenden Mittheilung eine Reihe von Sätzen ermitteln, welche

sich auf solche ganze Zahlen oder Divisoren einer ganzen Zahl beziehen, die zu einer gegebenen ganzen

Zahl theilerfremd sind und überdies eine vorgeschriebene Eigenschaft besitzen, und eine neue Herleitung des

asymptotischen Ausdruckes für die Anzahl der Lösungen derCongruenz zweiten Grades x*^D (mod4w) (Ö^O, 1

[mod.4]), sowie für die Anzahl der Darstellungen einer ganzen Zahl durch das System der quadratischen

Formen einer Fundamentaldiscriminante angeben, sodann im zweiten Abschnitte mehrere Eelationen, asymp-

totische Gesetze und Theoreme aus der Theorie des grössten gemeinsamen Theilers im Allgemeinen und für

das Gebiet der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen im Besonderen beweisen, endlich

im dritten Abschnitte einen von Herrn A. Schönflies durch geometrische Betrachtungen gewonnenen zahlen-

theoretischen Satz über ein System von gewissen ganzen Zahlen auf rein arithmetischem Wege ableiten und

vervollständigen und scliliesslieh auf Grund einer bekannten Formel aus der Theorie der binären quadrati-

schen Formen aus der Detinition eines bestimmten Integrales eine allgemeine Integralrelation nebst einigen

besonders interessanten speciellen Fällen derselben herleiten.

1. Ist

und die über alle Theiler tir der ganzen Zaiü n, deren complementärer Divisor eine r" Potenz ist, erstreckte

Summe

so besitzt in dem Ausdrucke

Y^F(x)

Doukschrirtoa dar matliem. n.ilurw. Gl. LVll. lij. 63
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498 Leopold Gegenhauer

,

das Glied f—j /"(«/) offenbar den Factor

2:^.(»)=^.(L"]
j= i

und man hat daher die Gleichung

2) 2^w= V M[^])(7)''''-

Aus dieser Formel folgt eine Reihe von interessanten Theoremen, von denen nun mehrere aufgestellt

werden sollen.

a) Es sei zunächst

dann sind

hWr)\--\f[^)=(^)lf[^y^)FM

und es iist -f
', f
—

f)
gleich der Anzahl derjenigen ganzen Zahlen des Intervalles 1 . . . — , welche zu m

theilerfremd sind. Nun ist aber bekanntlich die Anzahl dieser Zahlen gleich der über alle Theiler (/ der ganzen

Zahl m ausgedehnten Summe

d ^ ^ d d

und demnach ist

f(rV.(.)=„fqc-i)"v(^yf..,

wo

gesetzt wurde. Die auf der rechten Seite der letzten Gleichung stehende Summe

d

ist offenbar dem absoluten Betrage nach kleiner, als die Anzahl ^^(w) derjenigen Theiler der ganzen Zahl m,

welche durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar sind.

Setzt man in der Gleichung 3) speciell

f{x) = i,.(x),
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Zahlentheoretische Sätze. 499

so wird

F-i{x) — l>.r{x)

v = l

y/ r

wo das Siwi p bezügliche Product im Zähler über alle Primzahlen zu erstrecken ist, und dalier hat man die

Formel
1

2- = TZ

/ . V X
X= 1 1

1—
PI

'=[^7"]

^= = -!«Fl('-^)2 (7)^-2-«Z (?)^("Z^
rf

Nun ist

y = OO

2 (7)y) r
< Z

1 ^C(r)

[;/«]+'

2/^

und demnach wird

\-\ /m\ ,
,

'' n P'- . A '

wo ,4, eine für alle Werthe von n endliche Zahl bezeichnet.

Den speciellen Fall r = 2 dieser Formel hat Herr Alexander Berger in seiner interessanten Abhand-

lung „Om rötternas antal tili kongriienser af andra graden" ' gefunden.

Aus dieser Formel ergeben sich die Theoreme:

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige ganze Zahl zu den Primzahlen j),, p^, •,p<j theilerfremd

und dur
-i1 p

ich keine ;-te Potenz (ausser 1) theilbav ist, beträgt im Mittel —r x[ p
I 1—^—

r

PI

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige ganze Zahl weder durch eine der Primzahlen ^_),, j)^, . . ., p,

1--
. „ ,

2r(2r+l") t\ Px
noch durch eine (2»-)te Potenz (ausser 1) theilbar ist, beträgt im Mittel ^s^^TTT^ ' f

/ ' ' ^~W
1 Öfversigt af Koiigl. Vetenskaps-Akademiens Förhaiulliiiaai-. 44. Ärgängeu. Ar 1887. Stockholm. S. 127—151.

63*
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500 Leojiold G egenbauer,

Die Anzahl derjenigen durch keine rte Potenz (ausser 1) theilbaren ganzen Zahlen, welche zu einer

gegebenen Primzahl^ theilerfremd sind, verhält sich zur Anzahl der übrigen, wie /»''-'
(j)— 1) zu jf-^— 1.

Beiläufig von allen ganzen Zahlen sind weder durch eine der Primzahlen ^j,, ^2? • -iP^,

noch durch ein Quadrat (ausser 1) (heilbar.

9U
Ungefähr von allen ganzen Zahlen sind weder durch eine der Primzalilen p^,

Ml '^p,^
pI'^ pV

p.^, . . ., pa noch durch »in Biquadrat (ausser 1) tlieilbar.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebig gezogene Zahl ungerade und durch keine rte Potenz (ausser 1)

2'—'

theilbar ist, beträgt im Mittel _ ^- ^ , > •

' (2'-—l)C(r)

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebig gezogene Zahl ungerade und ohne quadratischen Theiler ist,

4
beträgt im Mittel -^

Es sei ferner

f{x)^\(x),

dann hat F^ix) den Werth 1 oder 0, je nachdem sämmtliche Exponenten der die ganze Zahl x zusammen-

setzenden Primzahlpotenzen nach dem Modul rp einer unterhalb r befindlichen ganzen Zahl congrueut sind,

oder nicht und es stellt daher

my'('>

in diesem Falle die Anzahl A{n, m) derjenigen zu w; theilerfremden ganzen Zahlen des Intervalles 1. . .« dar,

bei deren Darstellung durch ein Product von Primzahlpotenzen kein Exponent nach dem Modul rp grösser als

r— 1 ist. Da ferner

1 . 1
^ 1

/W^^Xp («/)_
»=00 ,,,v '1 1

-T(öIt
1 1

1

y = 00

<
i-i

n r

y= 1

(v)''*'^

ist, so erhält man die Relation

..(„,,»)=»y^^n

(l_±)(l_±)
prV/ i

1—
PI

wo A, für keinen Werth von « eine bestimmte endliche Zahl übersteigen kann.
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Zahlentheoretische Sätze. 501

Diese Gleichung liefert die Theoreme:

Die Wabrscheinlicbkeit, dass eine beliebige ganze Zabl zu den Pritnzablcn p^, ^j^, • • ., p, tbeilerfVemd

ist und dass bei ihrer Darstellung als ein Product von Prinizahipotenzen nur Exponenten auftreten, welche

nach dem Modul ri, einer ganzen Zahl unterhalb r congruent sind, beträgt im Mittellxl£i T7| ^ ^_-

.

~pi.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige ganze Zahl durch keine der Primzahlen p„ j}^, , p<i

theilbar ist, und dass bei ihrer Darstellung als ein Product von Primzahlpotenzen nur Exponenten auf-

treten, welche nach dem Modul 2rp einer ganzen Zahl unterhalb /• congruent sind, beträgt im Mittel

. ('l-iVl IA
{2 ny'-<'Br, |7f V Pj^ Px')

2r(2rp+l)C(r)IJ ^_\_
f,

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige ganze Zahl durch keine der Primzahlen /;,, p^. ..., p,

theilbar ist, und dass bei ihrer Darstellung als ein Product von Primzahlpotenzen nur Exponenten auf-

treten, welche nach dem Modul 2rp einer ganzen Zahl unterhalb 2r congruent sind, beträ,i;t im Mittel

/i-iVi-J-'
(2;r)^-(P-')r(2r+l)£.pAI pj\ pl'^)

\\2rp+ \)Br l'l i
I 1 —

r:
Die Anzahl der zu einer Primzahl ^j theilerfremden ganzen Zahlen, bei deren Darstellung als ein Product

von Primzahlpotenzen nur Exponenten auftreten, welche nach dem Modul /-p einer Zahl unterhalb /• congru-

ent sind, verhält sich zur Anzahl der übrigen ganzen Zahlen derselben Beschaifenheit wie^'"!'+'—p""?

—

p+\
zu p'-P+jj^p'-Cp-O+i— 1.

Unter den ganzen Zahlen von 1. . .«, bei deren Darstellung als ein Product von Primzahlpotenzen nur

Exponenten auftreten, welche nacii dem Modul 4 einer Zahl unterhalb 2 congruent sind, gibt es im Mittel

^ n ungerade und j- n gerade Zahlen.

Unter den ganzen Zahlen des Intervalles \. . .n, bei deren Darstellung als ein Product von Primzahl-

potenzen nur Exponenten auftreten, welche nach dem Modul 6 einer der Zahlen 1 oder congruent sind,

21 ;r* j o 11 'T*

5Ö4Ö " ""^•''"'^•^ '^"'^
5Ö40

Unter den ganzen Zahlen des Intervalles l...w, bei deren Darstellung als ein Product von Primzahl-

potenzen nur Exponenten auftreten, welche nach dem Modul 8 einer der Zahlen 1 oder congruent sind,

gibt es im Mittel n ungerade und n gerade.
4UoJU 2UlbUÜ

Unter den ganzen Zahlen des Intervalles 1 . . . « , bei deren Darstellung als ein Product von Primzahl-

841 7r®M
potenzen nur Exponenten von der Form 12s oder 12s-t-l auftreten, gibt es im Mittel ungerade und

798336Ö
^^'^'^^-

Unter den ganzen Zahlen des Intervalles 1. . .n, bei deren Darstellung als ein Product von Primzahl-

potenzen nur Exponenten von der Form 24s oder 24s+l auftreten, gibt es im Mittel ,„,„„
'

,,.„^ ungerade
'
° 43o89 145600

, 465043 ;t'»«
""•^

217945728000 S^™*^'-

gibt es im Mittel ^^^^ n ungerade und ^-^77; n gerade.
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502 Leopold Gegenbauer,

/5) Es sei ferner

daun wird

und es stellt F{n) die Summe F^{h) derjenigen Wertlie vor, welclie die Function f(x) annimmt, wenn ihr

Argument die rten Wurzeln aus allen Tlieilern von n durcbläuf't, welche rte Potenzen und zu m theilerfremd

sind. Man hat daher die Relation

^ \y ) if ^'

WO

y = oo

A3 = - ^ W

ist.

Setzt man zunächst speciell

f{x) = xr-'"; iJ.^{x)ocr-'"-

so wird F^(n) beziehungsweise gleich: der Summe PLk,r{n) der reciproken Arten Potenzen derjenigen Theiler

der ganzen Zahl n , welche rte Potenzen und durch keine der Prim-

zahlen^,,
Pj,,

. . ., 2}<7 theilbar sind,

der Summe rLi,^, r der reciproken kten Potenzen derjenigen Theiler

der ganzen Zahl n, welche rte Potenzen und weder durch eine der

Primzahlen^,, ^g, . , jta noch durch eine (Tr)te Potenz theilbar sind,

und man hat daher die Gleichungen

-« = «> ,

x = l y= t

x = n y=oo

y 'f
y = i

Ml V X\M^, V /»tS f^ (y)
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Zahlentheoretische Sätze. 503

Nun ist aber

= c(.[A-+i])|T|(i-^-^

o 1-y = oo

V
•'=' 1 -l-TTT ' 1-

^.,

?('-[^-+l])

(i+l) •crW+ f)

t{Tr[l-+ l]-)\'-\ . 1

1
i— -7777:

n
«>•(*+ 1)

,T '•(<•+ <)

,m\ix,{y)

./ =1 ' ,—
I + i

m\ iJ-Ay)

y ' V
l/Ki+l)

<

2/'

K

1 ^C(r[Ä;+l])
,r(*+l)

z
rn?-\ 1

y -^y'
r(t-t-i)

w*+'

<tXv\k+\\)

und daher hat man die Relationen

V F_,,.(x) = ..C(r[i-+l])]T](l-^) +J3,r-*+i?,

x= 1

V.u.,.(.)-!iM^^
IT) Fl

i^r
(*+":'

C(rr[Ä-+l])ri 1

i i—
+ .J,«".'*+ /^, (/+A->1)

pTr(A+l)

WO die Zahlen A^, A^, B^, 1\ für jeden Werth von n endlich bleiben.

Diese Formeln liefern die Theoreme:

Die Summe der reciproken Hen Potenzen derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den Frim-

zahlen ^j,^j, . . ., ^, theilerfremde rte Potenzen sind, ist im Mittel gleich C(;-[A:+1]) jxT (1 n*+i))-

Die Summe der reciproken (2A:— l)ten Potenzen derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den

Primzahlen jj, ,^2, . . ., p^ theilerfremde »-te Potenzen sind, ist im Mittel gleich
^ _ ''n M (

^
^Tx)-

1

Die Summe der reciproken fcten Potenzen derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den Primzahlen

l\,Pi, , ih theilerfremde (2r)te Potenzen sind, ist im Mittel gleich
2r%rrfc+ll'"-+"l) Fl

(^~/^f*+'')"
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504 Leopold Gegenbauer,

a

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel C('') Yi\{^ ;:) Theiler, welche zu den Primzahlen p^, p^, , Po

theilerfremde rte Potenzen sind.

n^
Jede ganze Zahl besitzt im Mittel — ungerade und gerade quadratische Theiler.

Die Anzahl derjenigen, zu einer Primzahl p theilerfreraden Theiler einer ganzen Zahl, welche rte

Potenzen sind, verhält sich zur Anzahl der durch p theilbaren Divisoren derselben Beschaffenheit im Mittel

wie p''— 1 zu 1.

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel ^ ungerade und gerade biquadratische Theiler.

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel - ungerade und nonn gerade Theiler, welche achte Poten-

zen sind.

Die Summe der reciproken kten Potenzen derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den Prim-

zahlen ^, , 2*2 j • -tPi theilerfremde rte Potenzen und durch keine (rrjte Potenz (ausser 1) theilbar sind, ist

. 1 L_
im Mittel gleich M^+3) U ^l'*""'

pzr(k+^)

Die Summe der reciproken A-ten Potenzen derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den Prim-

zahlen^, ,^j, ...,p^ theilerfremde rte Potenzen und durch keine (2Tr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind,

. 2T {2-cr{k+l]-h\)C{r[k+\\) ^^^ «'•<*+•)

.st .m Mittel gleich ^^[^J^^.ĵ ^-;^^ [T]—A_
I 1

^^r-7.piZT{lc+U

Die Summe der reciproken (2A:— l)ten Potenzen derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den

Primzahlen j), , ^2 j , Jic theilerfremde rte Potenzen und durch keine (Tr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind

1
a 1 —

2 7-4

ist im Mittel gleich
Vj^rrk+DB., ri P^

[27:y'-i^-*n\2rk+l)B„ v\-\
'

. 1 pUr,

Die Summe der reciproken Aten Potenzen derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den Prim-

zahlen ^j, , j;^ , . . .. pa theilerfremde (2r)te Potenzen und durch keine 2Tr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind,

1
1-

2t(4-)-1)

ist im Mittel gleich
l'(2->-[A-+ l]-t-l)i3'r«+i) Tl ^

(2;:)3.(*+.)(.-i)r(2^[A:+l] + !)£,,,,+J I _ 1

p2xr(k+i)

Jede ganze Zahl hat im Mittel -li!2T71—^ ('•>1) Theiler, welche zu den Primzahlen i\, p^, , p^
C(rr)l1^_ 1_

PY
theilerfremde rte Potenzen und durch keine (Tr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

. l_i '

Jede ganze Zahl hat im Mittel
2r(2rr+l) CCOo h_ (r >1) Theiler, welche zu den Primzahlen

Pi^Pi) -iP« theilerfremde rte Potenzen und durch keine (2Tr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.
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Zahlentheoretische Sätze. 505

Jede ganze Zahl bat im Mittel
r(2T/--4-lj J?. r^ 1\_ Theiler, welche zu den Prinizahlen

(2ff)2'-(—')r(2r+l)£,J I 1

Fr
Pi, Pi, , p7 theilevfremde (2/')te Potenzen und durch keine (2Tr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Die Anzahl der durch eine Primzahl jj nicht theilbaren Divisoren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen

und durch keine (T/')te Potenz (ausser 1) theilbar sind, verhält sich zur Anzahl der durch p theilbaren Divi-

soren derselben Beschaffenheit, im Mittel wie^'"~''''(7;— 1) zu^j''-'^'"— 1.

12 3
Jede ganze Zahl hat im Mittel -5- ungerade und —^ gerade quadratische Theiler, welche durcli keine

TZ 71

vierte Potenz (ausser 1) theilbar sind.

120 75
Jede ganze Zaid hat im Mittel -^ ungerade und ^r—^ gerade quadratische Divisoren, welche durch

TT ^ TZ

keine sechste Potenz (ausser 1) theilbar sind.

19264 6321
Jede ganze Zald hat im Mittel J'^^,, ungerade und .-y~« gerade quadratische Divisoren, welche durch

keine achte Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Jede ganze Zahl hat im Mittel -^^——g- ungerade und '

„ g
gerade quadratische Divisoren, welche

durcli keine zehnte Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Jede ganze Zahl hat im Mittel
^
ungerade und .-s—, gerade biquadratische Theiler, welche durch

keine achte Potenz (ausser 1) theilbar sind.

181G214400 241215975
Jede gauze Zahl hat im Mittel .,o^,'^ir:r^- ungerade und „„„,-,," . gerade biquadratisehe Divisoren,

Joou4o;r OM2oD7r
welche durch keine zwölfte Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Schreibt man in der Gleichung

— multiplicirt sodann mit (— ] und summirt bezüglich x von 1 bis [ ';^] , so erhält man

x= t d 3:. y = 1

l^ m^'^miii^iM

und daher schliesslich

üenkschriften der mathem.-naturw. Cl. LVII. Bd. 04
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506

Wird ferner in der Gleichung

Leopold Gegenhav er

,

n 1 /m\ 1

.Ifjyy^y

«durch — ersetzt, sodann mit (— ) ^-^z^ multiplicirt und von .t- = 1 bis .« = [\'/~] summirt, so entsteht

die Kelation

a:, y = 1

'=[^v]

z mi^x-kvi^Jr^0_i vV d,.

und daher nach der oben aufgestellten Gleichung endlich

f-4[i:-j)©^'=----w-

Aus dieser Gleichung könnte man ebenfalls den eben abgeleiteten asymptotischen Ausdruck für die

Function T'_j,^^^r{n) ermitteln.

Man hat ferner

^=[v'»] -m]
1 «0&)-=Zm^o y L^J£>'"<^>

\

wo sich die Summation bezüglich d' über alle Theiler von * zu erstrecken hat, und daher schliesslich

"''^"«([~])(=')-"=Z'"<"'(t,'\.-jcT)^w:
d

und speciel für A- =:

5)

= = [('ir]

s ^'([^j)(^)=y[T]^^'^'-?(-»).
1=1

—X multiplicirt mit </''•( -^
I
,a. (;/) und summirt

bezüglich y von 1 bis [v'"^], so entsteht die Formel

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Zahlentheoretische Sätze. 507

i,y=l <' \ ' = ! J

= y^mn^im)-

Nun ist aber die Summe auf der rechten Seite bleich

'"1^
Ct) °'.ei) fi:

"''
^-^-''''i

=

""i
"'
°= ([^]) Ct)'• (^)

und daher hat man die Rehition

: o;e,])('^).,.,,„(.)=2:'^«"«-^K])-

Ersetzt man endlich in 5) n durch —
,

multiplicirt mit ij.('j) und summirt von // = 1 bis y^n so ergibt

sich die Gleichung

cJ \ J/ = l:,.v = l

oder, da

^^tl-J fO (w>l)

2
"i^i'

y

und
y I
—=\fx((^,.) gleich der Differenz a'f^) aus der Anzahl derjenigen Theiler von z ist, welche zu den

Primzahlen 1?,,^^, . . .,^j, theilerfremde /-te Potenzen sind und deren complementärer Divisor aus einer geraden

Anzahl von nur verschiedenen Primfactoren zusammengesetzt ist, und der Anzahl der übrigen Theiler der-

selben Beschaffenheit, deren complementärer Divisor keinen quadratischen Factor enthält,

(1 (m= l)

.t^
^

(O (>« > 1)

Setzt man in 4) ferner

ny) = My)

so wird F^(ji) gleich der Differenz B()i,r,p) aus der Anzahl derjenigen Theiler der ganzen Zahl n, welche

;-te Potenzen von solchen zu den Primzahlen ^y, ,7*2) ••ji^^ thcilerfremden ganzen Zahlen sind, bei deren Dar-

64*
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5^8 Leopold Gegenhauer,

Stellung durch Primzahlpotenzen nur Exponenten von der Form Ap und Ap + 1 Jiuftretcn, und zwar die letzteren

in gerader Anzahl, über die Anzahl der übrigen Theiler derselben Beschaffenheit, bei denen die Anzahl der

Exponenten von der Form kp + 1 ungerade ist, und es entsteht daher die Relation

wo

;/ = oo -[C^^J

/_

ist. Da nun

2 ^"(7)^^^^)
y

i

ist, so hat man auch

I--L

x=l 1 1

pl

wo A^ für alle Werthe von « unterhalb einer bestimmten endlichen Grenze bleibt.

Diese Gleichung liefert die Theoreme:

Unter denjenigen Theilern einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen von solchen, zu den Primzahlen

i'ui'a» • • • >iJ^ theilerfremden ganzen Zalilen sind, bei deren Darstellung als Producte von Primzahlpotenzen

nur Exponenten von der Form Ap und Ap + 1 auftreten, giltt es im Mittel um —V ITT
^- mehr solche, bei

denen die Anzahl der letzteren Exponenten gerade ist, als solche, bei denen diese Anzahl ungerade ist.

Unter denjenigen Theilern einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen von solchen, zu den Primzahlen

PvPi^ -iPz theilerfremden ganzen Zahlen sind, bei deren Darstellung als Producte von Primzahlpotenzen nur

.1—

^

Exponenten von der Form 2Ap und 2A-p + l auftreten, gibt es im Mittel um 171 ^ „^
\^^"

T?—

r

' ^ r

mehr solche, bei denen die Anzahl der Exponenten der zweiten Form gerade ist, als solche, bei denen diese

Anzahl ungerade ist.

Unter denjenigen Theilern einer ganzen Zahl, welche (2r)tc Potenzen von solchen zu den Primzahlen

PuPz) • • -iPr: theilerfremden ganzen Zahlen sind, bei deren Darstellung als Producte von Primzahlpotenzen nur

1
1-

i'r''(2;r)^'-(P-*)r(2r+l)5,..,Exponenten von der Form Ap und U + 1 auftreten, gibt es im xMittel ]7T ^'^ ^^^'
.. ^ ^"^ ,!' aiehr^ '^ 11,1 r{2rp+l)Br

solche, bei denen die Anzahl der Exponenten von der Form kp + 1 gerade ist, als solche, bei denen diese

Anzahl ungerade ist.
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Zahlentheoretische Sätze. 509

Unter denjenigen ungeraden Theilern einer ganzen Zahl, welclie Quadrate von solchen ganzen Zahlen

sind, bei deren Darstellung als Producte von Frimzahlpoteuzen nur Exponenten von der Form 3yfc und S/fc + 1

auftreten, gibt es im Mittel mehr solche, bei denen die Anzahl der zuletzt genannten Exponenten gerade

ist, also solche, bei denen diese Anzahl ungerade ist.

Unter denjenigen ungeraden Theilern einer ganzen Zahl, welche Quadrate von solchen ganzen Zahlen

sind, bei deren Darstellung als Producte von Primzahlpotenzen nur Exponenten von der Form 4A; und 4A; + 1

17 tt"

auftreten, gibt es im Mitttel mehr solche, bei denen die Anzahl der zweiten Exponenten gerade ist, als

solche, bei denen dieselbe ungerade ist.

Unter denjenigen ungeraden Theilern einer ganzen Zahl, vs^elche Quadrate von solchen ganzen Zahlen sind,

bei deren Darstellung als Producte von Primzahlpotenzeu nur Exponenten von der Form bk und 5^ + 1 auf-

341 ;r*

treten, gibt es im Mittel mehr solche, bei denen die Anzahl der Exponenten der zweiten Art gerade,

als solche, bei denen diese Anzahl ungerade ist.

Unter denjenigen ungeraden Theilern einer ganzen Zalil, welche zweite Potenzen von solchen ganzen

Zahlen sind, bei deren Darstellung durch Producte von Primzahlpotenzen nur Exponenten von der Form 6Ä;

188643 tt'"
und <ok + l auftreten, gibt es im Mittel

t^i^joAPSTot^oo
™'^^'" solche, bei denen die Anzahl der Exponenten der

zweiten Form gerade, als solche, bei denen dieselbe ungerade ist.

7) Es sei ferner

f\ (^) = f^ (x)

dann ist

^,(P=V „(.) = .», ([^J

und es stellt F{ti) die Summe 1\{h) derjenigen Werthe der Function f'(x) dar, welche dieselbe annimmt, wenn
ihr Argument die rten Wurzeln aus allen jenen Theilern der ganzen Zahl n durchläuft, welche zu den Prim-

zahlen ijj,^^, •• .j^^c ^''^üerfremde rte Potenzen sind und einen coraplementäreu Divisor besitzen, der durch

keine /te Potenz theilbar ist. Man hat daher die Eelation

oder, da wie ich gezeigt habe')

^x(v)=^ + ^v' (K|<1)

ist

l'^'^ = ^l!\^^r<^4'T"'$f^^\^ *'!< '>•

1=1

') „ Asymptotiaclie Gesetze der /-ahleutlieoiii;". JJoukschiit'teu der kais. Akademie der Wissenschaften, mathcmatiseh-natur-

wisscnschaftliche Classe. 49. Band.
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510 Leopold Gegenbauer

,

Man hat daher die Relation

7)

wo

A. = —( »

cw

x=l

t/ = oo

[v/t]

i^Sfiy)

J) f
5^ m'

)rt.)[^]

+ 1

ist.

Setzt man in dieser Gleichung speciell

'• = 'C, fit/) — l;r = rp, f\y) = p.{i/)

SO wild F^{n) bezw. gleich: der Anzahl «'.^(w) derjenigen Theiler der ganzen Zahl n, welche zu den Prim-

zahlen Pi,Pi,. -iP^ theilerfremde (7p)te Potenzen sind und deren complementärer

Divisor durch keine rte Potenz (ausser 1) theilbar ist,

der Differenz y^^^,. (ii) aus der Anzahl derjenigen unter den Theilern der ganzen

Zahl n mit durch keine (pr)te Potenz (ausser 1 ) theilbaren complementären Divi-

soren, welche rte Potenzen von Producten einer geraden Anzahl untereinander und

von p^, p^, . , p^ verschiedener Primzahlen sind, über die Anzahl der übrigen zu

P\! Pi> -iPa theilerfremden Theiler mit complementärem Divisor von derselben

Beschaifenheit, welche rte Potenzen von ganzen Zahlen ohne quadratischen

Factor sind,

und man hat daher die Gleichungen

Nun ist aber

2j x'p,- (a-) = + a;'

:(rp)c(r)[ri(]

[(/ „ ]

(

W) ,^, IPF"^^ ^ '"[JAfl

[ y = oo

?l'?) ,^_, ^y) f
A"5= 5

" = [\/ ».]

2 'ij)^m-

.-K-d

'(j)'^<-'m
und 2 "^my=i
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Zahlentheoretische Sätze. 511

kleiner als

und daher lassen sich diese zwei Gleichungen auch in folgender Form schreiben

: 1

-- — " I I

y x'?,T (*) = 7 h ^7 «
'• log «, + £;./*' + G'j

wo ^4g, A^, B^, B., C'g, C, für alle Werthe von « unterhalb einer angebbaren endlichen Zahl bleiben.

Diese Formein liefern die Theoreme:

Die Anzahl derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den Primzahlen j?,, p^, •, P theilerfremde

(f
r)te Potenzen sind und einen complementären Divisor besitzen, der durch keine rte Potenz (ausser 1) theilbar

3

ist, ist im Mittel gleich ^—- h (1—

—

(r) I IV »f^

Die Anzahl derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den Prinizalden p^, p^, . . .,p^ theilerfremde

(2pT)t»^ Potenzen sind und einen complementären Divisor besitzen, welcher durch keine rtf Potenz (ausser 1)

'3

theilbar ist, ist im Mittel gleich „^^^"^'5;'—^R fl ]-^ 2r(2p+l)C(r)l IV p^px

Die Anzahl derjenigen Theiler einer ganzen Zahl, welche zu den Primzahlen j;,, ^j^, .,p^ theilerfremde

(2fiT)te Potenzen sind und einen complementären Divisor besitzen, der durch keine (2T)te Potenz (ausser 1)

theilbar ist, ist im Mittel gleich ^^"^?""^^^:t'^-^R (l-^)-

Die Anzahl derjenigen zu einer Primzahl p theilerfremden Divisoren einer ganzen Zahl, welche (/5T)te

Potenzen sind und einen complementären Divisor besitzen, welcher durch keine rtf Potenz (ausser 1) theilbar

ist, verhält sieh zur Anzahl der übrigen Theiler derselben Beschaffenheit, wieyj'"'— 1 zu 1.

-i _ 2

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel ^ ungerade und -^^ gerade Theiler, welche vierte Potenzen sind und

deren complementärer Divisor durch kein Quadrat (ausser 1 ) theilbar ist.

~* ;:*

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel —— ungerade und gerade Theiler, welche sechste Potenzen
Ibü lOUoU

sind und einen durch kein Quadrat (ausser 1) theiibaren complementären Divisor besitzen.

17-" r"
Jede ganze Zahl liat im Mittel ungerade und .'^.^^^ gerade Theiler, welche achte Potenzen sind

und einen durch kein Quadrat (ausser 1) theiibaren complementären Divisor besitzen.

341 r,^
-^

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel v-„„^„,^ ungerade und .-
^'' „^^ gerade Theiler, welche zehnte

Do22240 159t)O(20

Potenzen sind und einen durch kein Quadrat (ausser 1) theiibaren complementären Divisor besitzen.

Jede ganze Zahl hat im Mittel „^0^ .„, v' tttt ungerade und ,.,,„^, ..„^->^ gerade Theiler, welche zwölfte
9Döb47b8U0 43r)8ni4o6000

Potenzen sind und einen durch kein Quadrat (ausser 1) theiibaren complementären Divisor besitzen.
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512 Leopold Gegenhauer

,

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel um solche Theiler mit durch keiue (r/i)tc Potenz

^(r)^(rp)pl(l-^)
1

*

(ausser 1) theilbarem complementärcm Divisor, welche >-te Potenzen eines Productes einer geraden Anzahl von

unter einander und von den Primzahlen ^j,,^^^, . .,i\ verschiedenen Primzahlen sind, mehr, als solche, welche

rte Potenzen eines Productes einer ungeraden Anzahl von unter einander und von p,, p^, . . ., ^j^ verschiedenen

Primzahlen sind.

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel um ^ ^^"^ solche zu den Primzahlen^,, ^j^, . . .,p^

theilerfremde Divisoren mit durch keine (2rp)te Potenz (ausser 1) theilbarem complementärcm Divisor, welche

rte Potenzen eines Productes einer geraden Anzahl von unter einander verscliiedenen Primzahlen sind, mehr,

als solche, welche rte Potenzen eines Produktes einer ungeraden Anzahl verschiedener Primzahlen sind.

4r(2rp+ l)r(2r+l)
, , , „ . ,,

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel um ^

—

^- ^—

^

—- solche zu den Primzahlen j?,,^^» • • -dK

1

theilerfremde Divisoren mit durch keine (2rp)te Potenz (ausser 1) theilbarem eomplementärem Divisor, welche

(2r)te Potenzen eines Productes einer geraden Anzahl von unter einander verschiedenen Primzahlen sind,

mehr als solche, welche (2r)te Potenzen eines Productes einer ungeraden Anzahl verschiedener Primzahlen sind.

48
Jede ganze Zahl besitzt im Mittel um —^ solche ungerade Divisoren mit durch kein Quadrat (ausser 1)

theilbarem eomplementärem Divisor, welche Quadrate eines Productes einer geraden Anzahl von unter einander

verschiedenen Primzahlen sind, mehr, als solche, welche Quadrate eines Productes einer ungeraden Anzahl

verschiedener Primzahlen sind.

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel um -^ solche ungerade Divisoren mit durch kein Biquadrat (ausser 1)

theilbarem eomplementärem Divisor, welctie Quadrate eines Productes einer geraden Anzahl von unter einander

verschiedenen Primzahlen sind, mehr, als solche, welche Quadrate eines Productes einer ungeraden Anzaiil

verschiedener Primzahlen sind.

Jede ganze Zahl besitzt im Mittel um
,^

solche ungerade Divisoren mit durch keine achte Potenz

(ausser 1) theilbarem eomplementärem Divisor, welche Biquadrate eines Productes einer geraden Anzahl von

unter einander verschiedenen Primzahlen sind, mehr, als solche, welche Biquadrate eines Productes einer

ungeraden Anzahl verschiedener Primzahlen sind.

S) Es soll nun zunächst die Anzahl y„,(«) jener ganzen Zahlen des Intervalles 1. . .w ermittelt werden,

welche sowohl zu n als auch zu den Primzahlen jJ,,;-)^, . .,p^ theilerfremd sind. Die Primfactoren von >i mögen

1v %! • ) 2,- s^'i^j ^0" denen selbstverständlich einige oder alle unter den Primzahlen ^j,j;j, •••,?', enthalten

sein können. Von den ganzen Zahlen des genannten Intervalles besitzen die folgenden den Primtheiler q^.

\.q„ 2.q^, 3.q^,...,-—.q^.
h

Unter diesen ist, wenn q, zu den Zahlen i),,^;^) • • >1\ gehört, selbstverständlich keine zu m theilerfremde

Zahl enthalten, ist aber 5, von sämmtliclien Primzahlen
i?,, p^, . . ., p^ verschieden, so ist die Anzahl der zu m

theileriVemden Vielfachen von q^ des Intervalles 1...« gleich der Anzahl der zu m theilerfremden ganzen

Zahlen des Intervalles 1 . . . -~, also ist diese Anzahl allgemein gleich

©Z[^]^«.q^/ L^\-q^d
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Zahlentheoretische Sätze. 513

und daher die Anzahl der zu q^ und m theilerfreraden ganzen Zahlen des betrachteten Intervalles gleich

d

Von diesen Zahlen sind durch die Primzahl q^

a

theilbar und daher ist die Anzahl der zu w^, q^ theilerfremden ganzen Zahlen des Intervalles 1 . . .« gleich

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhält man schliesslich die Gleichung

WO die Summation bezllglich d über alle Divisoren von m, bezüglich o aber über alle Divisoren von n zu

erstrecken ist.

Setzt man nun in den Gleichungen 1) und 2)

/, ix) - ? {x, m)

f\x) = [X (x)

so erhält man die Relation

»=i

oder, weil bekanntlich

V 5 (z, m) = —=- 4- ^v V log V + i?, V

wo 14,1 und |5y| für alle Werthe von // unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze A bleiben.

Berücksichtigt man, dass

1 <

Döükscbriften der matbem.-uaturw. Gl. LVII. Bd. 65
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514 Leopold Gegenbauer,

ist, so erhält man die Formel

o _ . V 36 w
> fm (x) = -^ Ag n^ + A^n {\ognf+ Aj^nhgti -h A^^ u

wo ylg, ^g, Ay^j, ^jj für alle Werthe von w endlich bleiben.

Aus dieser Gleichung folgt das Theorem:

Ist:

lim^,„=oo— =0
n

,. V —
limr,,n=oo ^

72
so gibt es für jede ganze Zahl des Intervalles n— -n . . . n + r, im Mittel n zu ihr und zu den

Primzahlen ^jj^^j, ., p^ theilerfremde, sie nicht übertreffende ganze Zahlen.

Die Gleichung 8) lässt sich auch noch in folgender Weise ableiten.

Die Function fm{n) geutigt, wie man sofort sieht, der Relation

5

welche eine Verallgemeinerung der bekannten Gaussischen Gleichung für die Anzahl derjenigen n nicht über-

treffenden Zahlen ist, welche zu dieser Zahl theilerfremd sind. Aus dieser Relation folgt

X ^ u— J
'
^/ ^"' ^^'^ ~ / ? ^^^> ^^ ~ * ^"' '"^"

1=1 x=i

2

Schreibt man in dieser Formel für n: \—1, multiplicirt sodann mit (' 'j jnfy) und summirt bezüglich i/ von

1 bis n, so erhält man

*•=1

Nun ist

und

.«=1 d \ '/=! /

= l'(|)fV(T)''W]

J/^1 ,V.2^1
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Zahlentheoretische Sätze. 515

oder, da, wie man sofort sieht,

ZC"""' (.TJf»

den Werth 1 oder hat, je nachdem sämmtliche Primfactoreu von z zu den Zahlen Pi, j^t,
• , 1\ gehören

oder nicht

WO 91, (/) die Anzahl derjenigen ganzen Zahlen des Intervalles l...s bedeutet, welche nur aus den Prim-

zahlen /jj, p^, , p zusammengesetzt sind, und daher hat man die Gleichung

Z?([i].»')(7)M») = I«,([-.])M<0.

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Summe stellt oflPenbar die Anzahl aller Zahlen des

Intervalles !.../• dar, welche durch keine Primzahl theilbar sind, ist also gleich 1 und demnach ist

E? ([f].
»)("%(,)=

1

welche Relation eine Verallgemeinerung der bekannten Gleichung

mu>^='

angibt. Mit Hilfe der eben abgeleiteten Relation kann man nun sofort die Gleichung 9) in 8) überführen.

e) Für die durch die Gleichung

^W(I>,«) = «*y(y)o>-V.(y)
s

definirte Function bestehen die Gleichungen

A'=[-]

.r=l x=i \ >l= l

oder uach den oben angegebenen Relationen

x—1 a;=l x=:l a:=l

05*
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516 I Leopold Gegenbauer,

1*^(1)=^) Fl r^i:©-'[T]-i-^-ii)--[Tf=
1 1 7 x=\

=m^I^")"-'
1 1 7 n=\

Px

WO

1=1 x=i

(,0^4<1)

ist.

1—
^7=-

PI

xi--- Z^-©-*[t1^

Es sei nun D kein vollständiges Quadrat und congruent oder 1 nach dem Modul 4 und

fx—k<0,

alsdann ergeben sieli, da bekanntlich nach einem allgemeinen Di ric hl et 'sehen Satze

I
D\ 1

X ' X i-ii+i
<

12 D

und wie man sofort sieht

D\ 1 r «IT

1=1

/ ; ^X ' X"
x=i

<n' V
„;,-(.+-

- <r
n^^k+i

l—k+ ii-

—v-ixi
<^»'- )

f-
< r-

r

fc— ;jH <:1

x=l

x=l

w"" log«+ (7-

(logi<:^» ' ( log n+ C

k—is.+'

/ I
^ X

x=l

D\ 1

; / a;*-!-' L a; -I

:C(A-— ,a+—j W

x=n
/Z>\ 1 rw

1=1

<:Ai:[k—i^+—]n'-

k— (xH >1
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Zahlentheoretische Sätze. ö 1

7

ist, aus diesen Gleichungen die Relationen

1=1 1 i x=l

1/ l^ 1
, den drei angeführten Fällen entsprechend A^ und A'^ die Werthe «, /ji*-*+', a^n' ^^logw+ C-f--—j, «gW*"wo,

1

bez. (3, wi^-*+*, j3j rt^ (log « -f- C H ), /Sj«' besitzen und die Grössen « und /3 für alle Werthe von n endlich

bleiben.

Ist nun

Z) = A(?«

wo A eine Fundamentaldiscriminante ist und sind e[^,(i^, . -jf/^ die sämmtlichenPrimfactoren von ^, bezeichnet

man ferner die Bernoullische Function mter Ordnung mit f{z,')n), so ergeben sich aus diesen Gleichungen

nach Theoremen, die man Herrn A. Berger*) verdankt, die folgenden Relationen:

V nUsJI^,-) ^ _^_iy-^H2^r-^n O (i _ (A) 1 )

"
V"' (^) J'2s+ 1) + a;. (A<0)

^^1^.(2^.. nfl-fAl 1 V'^V \il,fA.2.-.lUA'6

1 1

2n(2s+ l)|\/—Aj C(»-)l 1^ V/S/+^N^ ]_ £j Wc'^—A

PI

1 _?_ - r
—^—

'

1

(_iy4-i (2;rV.+i M ' / /A\ 1 \-A ~J^''~ sr^' /An /ä
, ,\ ,,

y44-U-.(Ax) (-1). (2.,,^.^^. rT(i_(A) M^V"' r4^),(l,2.+2)-.A« (a>o)
2n(2s+2)|N/A|^(r)n^ %^9^

Ä = i

(-l)'(2;ry-^^p./ /A>, 1 n y (^\^(^' 9,^2Wa'
nf2s+2V

1) „Sur une sommatiou de quelques series." Nova Acta regiae societatis scientiaruin Upsalensis. .Seriei tertiae. Vol. XII.

Fase. I. 1884
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518 Leopold Gegenhauer

,

X ' 3^

1
1

^
1^

^
_ rA—

n

-
II(2s+ 2) |V/Ä| C(r) l;l ^ y/ <^^^^

';' l_i
X

\'''' " /A\ /Ä

S lT>li'2^+^i-^^'

Vi

Vou den speciellen Fällen derselben mögen die folgenden angeführt werden

^ a;* 343 v/t C(r) ^

(r-l)C(r)

121n/11C(»-)
6

^ W / a;'^ (ir-l)C(r)
'

v" ^tU3(5>^) _ 8;r^n
A,.

/-j aj* 375 s^h ^ (^,,.^

/25\ ^tl-3 ^5, a;) _ 32;r*

^ ^a;/ a;* 3 ,5'—lUlrl3i5-l)C(r)

Zj aJ* 729 s/^ U»-) '

L^^xl x" ^3'-_i)^(^)
'

Um den Fall A- =: \x zu erledigen, beachte man, dass aus der Definitionsgleichung der Functionen

^W^Ci),^) folgt:

1=1 K=l

10) "v ^tV(A>^)^"y wy c(s-ib)

K= l

»^ 00 .^

7»= 1 «:= 1
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Zahlentheoretische Sätze. 519

wo

y„,(A«) = «"^(^)*-''

ist, und dass demnach

^VAD,n)=y^f,.,{,D,<h)l.{'h)[
n\i'

ist.

tLM (D.x)
Da nun '"'^ = ^<^l(D,x) ist, so folgen aus der eben aufgestellten Relation die Gleichungen

xi^

X = 1 1=1 \ ;/ = i

Nun ist aber, wie ich gezeigt habe*)

und

y i)=

^0,0 {D, If) = 2_^P- (f'^
_ V
L
d

f.v=[i] \

V /D^ 1

Z_j \ X I X Z[|]"""--*'Z''^*v'[t]

1 ^ vT /Z)> 1

fi(>-]::)i:(t)7-*^'
1 j: = 1

und daher lassen sich diese Formeln auch in folgender Form schreiben

X

:=1 i 1=1 ;/=! y = l

1) „Über die biuiireri quadratischen Formen." Sitziuig-Hberichte der k. Akad. der Wissensi^liaften, uiathematisch-naturw.

Clasae, 96. Band, II. Abth., S. i7Ü— 488.
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520

oder

Leopold Gegenbauer,

D\ 1

y«,vA--)=-,f:i
V(-)- + i.

^ 1

Fl-
i 1—

wo

-_ V
X I X

" = [\/'>] ..v=oo
, ^ [v «

]

y ^."/^w\/[y] (0^4 <i)

1

l^/v~//>^ 1

;/ = l

und daher nach den froheren Erörterungen

Aj
[

< 7 w r (r > 2) und
|

A,
]
< 7, \/ n

/logw

l 2

A,J< 0>«r (»- > 2) und
I

A,o
I

< 0, \/ n
— /log: w

C'

C-

1

1

(. = 2)

(r=2)

ist. Fttr ein gerades r bat man

x=\

^tl (^' '^)

2r(2>-+ l)n ^y /I>\ 1

Zj V iC/ xi2 7:Y^B^
Ai

1-1

i l-^) *» « ^^' ^-'^ =
1:2.r^. ' Fl

;—r Z W ^ + ^'-

Beachtet man den bekannten Zusammenhang zwischen ^^^\ {D,n) und der Anzahl der Lösungen der Con-

gruenz zweiten Grades

.r^ — D (med. 4 n]

wo, falls I) keine Fundamentaldiscriminante ist, D und w als theilerfremd vorausgesetzt werden, so liefern

diese Gleichungen für »• = 1 die von Herrn A. Berger am zuerst angeführten Orte auf anderem Wege abge-

leiteten Gleichungen für diese zahlentheoretische Function. Die hier mitgetheilte Form der Herleitung habe ich

im Jahre 1883 in meinen Vorlesungen über Zahlentheorie an der Innsbrucker Universität angewendet, um den

Zusammenhang, der zwischen der Anzahl der Lösungen der erwähnten Congruenz und der Anzahl der Dar-

stellungen einer ganzen Zahl durch das System der quadratischen Formen der Determinante D besteht auch

bei dieser Ermittlung hervortreten zu lassen.

Man kann auch umgekehrt aus dem asj'mptotischen Ausdrucke der zahlentheoretischen Function ^^1^^ (A^)
den asymptotischen Werth von y^, ^ {IJ, x) ableiten.
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Zahlentheoretische Sätze. 521

Aus der Gleichung 10) folgt nämlich

y ^^^>^{D,.lr) = <f,,,{D,n)

und demnach ist

=^=[(/^]

Vy^,,(i;,,r,= V •^l'V(A[^]). (^<;;(A^)= V^<^.^(Z),^))

Nimmt man nun speciell r= 2, A=/j.=:0, was zulässig ist, da für diesen Fall eine von der obigen ver-

schiedene Herleitung des asymptotischen Werthes der zahlentheoretischen Function <|<w (A,.r) von Herrn Berger

angegeben wurde, so erhält man

1=1 x=i

,,..,....= »,v(^)t 2 [?]-'T-4?l
6 vn /A\ 1 '

i:(l)i-^

wo

X= OO |'X= [\/ 7! i = oo ) x= [\/k] 2

"=^^za^ Z •'*•' Z ?* Z ^-&]
x = [\/"l + l

und demnach

ist.

dy'"

Für die Function f (A, r) kann man aus Formeln, welclie ich früher mitgetheilt habe '), leicht eine grosse

Reihe von Eelationen ableiten, von denen hier die folgenden angeführt werden mögen:

v.u,.)*.e)=2;*(A,[|])nw=/f..([|])(^)=/f«.|"v''^
x=\ x=i ^ y=l

4>(A,m)=
2^

5p(:A,a:)

y„v-)»0=X*(Ma"(-='Z(THTj)='Z*'''' Z(7',
/:=! 1=1 j;=l x—\ \ y=\ j

¥(m) = J|-Hx')

Z'''^'«^"'0= Z^'«'''(^'[,^])=' Z(T)"(ra)=^ Z"(^) Z (7
y=i

1) „Zahlentheoretische Studieu." Sitzim<?3bericlite der k. Ak;id. drr Wissenschaften, mathem.-naturw. Classc. 90. Band.

II. Abth. S. 395-459.

Denkschriften der mathem.-natMrw. Cl. LVII, Bd. 60
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52: Leopold Gegenhauer,

ve m
1=1
m ^'A-= Z^'*(MI])='Z(T)''.ra)='I^.(^) 2 (7)

-)
x = \

und daher

- 2

x= |iA

Z^*'^*(Ma=Z^(^'^)Ml]= y

und demnach

l:H»)*(i.[^]
|A|V^»

\y^ -=[\/»]

V [ii] ,(.„) = , V (|)f„(fj]

2. Ich habe uuhnngst') gezeigt, dass sich Summen von der Form

z 3t

'-((-'TT)

^ (a;P)
f(^)

bez. für das Gebiet der reellen Zahlen

'-[;/;r]

auf andere zuiückführen lassen, in denen die zahlentheoretische Function y^ (x) auftritt, welche durch die

Gleichung

definirt ist. Die a. a. 0. aufgestellte allgemeine Relation, von welcher vorher meines Wissens nur sieben

specielle Fälle für das reelle Gebiet von Bngajef, Cesaro und mir und eine speeielle Relation für das Gebiet

der aus den vierten Einlieitswurzeln gebildeten complexen Zahlen von mir ermittelt worden ist, ist in einer

anderen enthalten, welche sieh nicht auf eine Zahl, sondern auf den grössten gemeinsamen Divisor von r

1) „Einige arithmetische Sätze". Monatshefte für Mathematik und Physik von G. v. Escherich und E. Weyr. I.Jahr-

gang. 1890. S. 39—48.
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Zdhlentheoretische Sätze. 523

(gleichen oder verscliiedenen) ganzen Zahlen des betretfenden Gebietes bezieht. Diese erweiterte Formel,

welche selbstverständlich für r—l in die eben erwähnte specielle Relation übergeht, will ich nun ableiten und

aus ihr sodann mehrere specielle Fälle nebst einigen aus ihnen sich ergebenden Theoremen und asymptotischen

Gesetzen erschliessen.

Es ist

wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass jedem Werthsysteme z^,^^,. . .,Sr nur jene Zahlen x des f'om-

plexcs ((/ir) zuzuordnen sind, für welche

ist. Nach dieser Bestimmung gehören offenbar zu einem bestimmten Werthsysteme ^dZ^,- . .,•3', alle und nur

jene Werthe von x, deren pte Potenzen Divisoren des grössten gemeinsamen Theilers [z^,z^,. . .,Zr] desselben

sind, und demnach ist

wo die Summation bezüglich d„ über alle jene Theiler der ganzen complexen Zahl [2,,^,,. . .,z,] zu erstrecken

ist, deren complementärer Divisor eine pte Potenz ist.

Existirt nun eine Function / (x) von der Beschaffenheit, dass die über alle der Gleichung

N (x'f) —N(n) {'^°)

genügenden ganzzahligen Werthepaare x, y ausgedehnte Summe

den Werth f{n) oder hat, je nachdem n eine rM Potenz ist oder nicht, so ist, wie ich a. a. 0. bewiesen habe,

y f
I J [Z„Z^.... ,Z,]\ _ i X iSlA^V^2^ ••' ^r]))

je nachdem sämmtliche Exponenten der die ganze Zahl [^,, j^,. . .,2r] zusammensetzenden Prirazahlpoteuzen

nach dem Modul r einer ganzen Zahl unterhalb rj congruent sind oder niciit, und daher verwandelt sich die

letzte Relation in

1) Z '^"iNh))f^-'^= Z yj9A^vh,---'^r]r)

bez. für das reelle Gebiet

»l.Sf. '-=>>-[(/ir]

2) 2 [:^]Vw= Z' 5C(^Ak,^.,---,^-]))

•i.'j =, = '

66*
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524 Leopold Gegenbauer,

wo die Marke am Summenzeicbeu anzeigt, dass nur jene Werthsysteme ZpZ^, .. .,3, zu nehmen sind, deren

grösster gemeinsamer Divisor nur solche Primzahlpotenzen enthält, deren Exponent nach dem Modul t einer

ganzen Zahl unterhalb a congruent ist.

Wird speciell a =: t =z p, dann verwandeln sich diese Relationen in

X=l Z,,2j, . . .,2^= I

WO

d

ist.

Von den speciellen Fällen dieser Formeln mögen die folgenden angeführt werden:

V ./ n A (-l)(^+')^W;r^(x)y,(x) _ y r, (g^([z^,z„ . . .,z.]))

/^ ""yNix'^y Nixy^
- ^ _, N{g,([z„z,,...,zr\))

T z Ery= ^ ?(A,?p(h,^»,---,^r]))

x=l ^1.^2 2r = '

-i'"-'' • •' -r
-

z'^[^r^--^^#^*= 2' »(.([-„.„. ..,-.iv,(-,-^^:,.r- ,,„.....,..])

^1. ^s V = '
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Zahlentheoretische Sätze. 525

'1)

lY)

^: 'r^"

X^ i 5,,2;, . . ., J^ ^ 1

(A tUeilerfremd zu allen ganze Zahlen [z^, z^, . . .,Zr])

z 91
r / w ^ /^_2 (a;) tf/ (ic^ ;rP-» (x) ) __

^^^j ^ l^') = >^ "^^
1,6'p ([^. , ^E, • . • , Zr]) )

Z ^'(iV7^)"(^)"^ I i(gn[z„z„...,z.]))

2. ^ W{^)) (ß-l^W
^"^^ ^ ^i'J:A[^v^^,--->^r]))nig,{[z^,z„...,z^]))

_(P,_) ...... .... = (")

y 2i'f_!^)„(..)/^)_ V S,{g,[z„z„...,z.])

wo a(w) den Werth 1 oder hat, je nachdem sämmtliche Exponenten der die ganze Zahl n zusammen-

setzenden Pi'imzahlpotenzen nach dem Modul rp einer unterhalb p befindlichen Zahl congruent sind oder nicht,

und die Marke am Summenzeichen in der achten Gleichung anzeigt, dass nur jene ganzen Zahlen x des

betracliteten Gebietes zu nehmen sind, bei deren Darstellung durch ein Product von Primzalilpotenzen ein

Exponent unterhalb 2p und nicht unterhalb p liegt, während alle anderen kleiner als p sind.
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526 Leopold Gegenbauer,

Da für das Gebiet der aus deu vierten Einheitswurzeln gebildeten primären complexen Zahlen, wie ich

unlängst angegeben habe, *) die Beziehung

1 ''(^)«')=("4^)' Z '<"

besteht, wo der absolute Betrag von A' der Ungleichung

V A^)

x = {oo)
N{X'^f)

\^'\<2N(ti)-^

=W7)N{xr

fK N{n)Y { ar,+ ßr, log Nju)
)

(

N(n)T
)

genligt, falls

x.= (oo)-(^-) N(n) p

+ 7,^ (H>0)

ist, so erhält man aus den angeführten Gleichungen unter Berücksichtigung der bekannten Relationen

y ^7^ < j ^'^

,

1^ (g)+iog iy (») H- c+ „, ^ j (^s>i)

z = (oo)— (»)

Zj iV(/0
7:\ogNi;n)+nC + 4m

folgende asymptotische Gesetze:

V
'vH 'r= (")

nN{n)Y

l„ä„...,Zr=(n)

4 I (r(rp) C('-, P»-)i^rpirpr,

..,z^=(n)

V
Z_j

!,,üj,...,r^ = (n)

WO

Ia; I,
ia; I, |a;i < 2 iV(« r ^ c (f) ^

^ + (y) ? 0?) |c ('?) + log i^(«) + c+
^^^^^_J

iv («) p (rp > 2)

[a;
I,

!a;i, |a;i < 2 is^(«.. -^ Ot log N(n) + r r+49K)+-J- [^)
[-g-+iog iv(» > + r.'+^^^-L_}71 N+ (71''

(r=l p = 2)

|A^I

i

2NCn)''~'^ d~+kp)Lr;^+ip l_l

c(.f|-+Ä-p))L^^(. ,

+ — C (rp) je (rp) + log N{n) + g+ _^ |
i\r(«) »

( p> 1)

ist.

1) „Wahrscheinlichkeiten im Gebiete der aus den vierten Einheitswnrz.eln gebildeten complexen Zahlen." Sitzungsberichte

der k. Akad. der Wissenschaften, mathem.-naturw. Classe. 98. Band. Abtheilung IIa. S. 635—646.
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Zahlentheoretische Sätze. b21

Die siebente der aufgestellten Gleichungen lässt sich in folgender Form schreiben

WO

und demnach

\A"\<Aii'-*+B>i^f

ist. Ist ;•£/ rz: 2s-f-l uud A<0, so wird diese Gleichung n;ich früher erwähnten Sätzen von Berger

ist aber rp = 2s+ 2 und Ar>0, so hat man

n(2s+ 2)|\/A| Z^ U/^VA'

"

"

y'
y (A,,,([..,.^,,... ,.,])) =(^^';^^-^ y (fjy(_^,2.+2j+A".

4 = 1

Die auf den rechten Seiten der Gleichungen 1) bis 4) stehenden Summen lassen sich leicht durch

folgende Betrachtungen in andere umformen. Da offenbar

\z^,z^,. . .,z,.] — [[^1,-2,. . . , zi^i], zi, z,,^t.

ist, so muss [zi,z^,. . .Zr] unter den Theilern d von [z^,z^, . . ., ^),_i] enthalten sein und zwar hat derselbe genau

den Werth d, wenn zi,zi^,,. . .,z^ Vielfache von d und so beschaffen sind, dass — ,
-'y',- . ., -^ ein zu {z^,z^,

. . ..2x-i] theilerfremdes System von r— X+ 1 ganzen Zahlen bilden. Bezeichnet man nun die Anzahl von je k

der Systeme Zahlen des Complexes («), welche ein zua; theilerfremdes Werthsystem bilden, mit y, (.r, «), so ist

V
F{[z,,z,,...,zr])= y (]]Fid)<p.^,^,{

^'-'--y'"'-'\
n)]

und speciell

wo die Summationen bezüglich d über alle Theiler von [^,, i^, . . ., cx-i] bez. z^ auszudehnen sind.

Die letzte Gleichung lässt sich offenbar auch in folgender Weise schreiben:

z_

^(t)

y F{z,^i y y.^.a,«)

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



528 Leopold Gegenhauer,

Die zahlentheoretische Function fic{x,n) besitzt eine Reibe von bemeikensweithen Eigenscbaften, die

ich bei einer nächsten Gelegenheit mifzutheilen gedenke.

3) a) Herr A. Schönflies hat in seiner interessanten Abhandlung „Über eine specielle Classe von Con-
figurationen auf den elliptischen Normalcurven wter Ordnung" ') durch geometrische Betraciituugen folgenden

zahlentheoretischen Satz erschlossen:

Es seien durch die Gleichung

«^ r= «> — ti'—' -)- H'~'' — ...+(— !)'

für Ä = 0, 1, 2, 3, . . ., 5' die ganzen Zahlen

1, «,, lU, «3. .... //,

definirt. Ist dann «r_, die kleinste unter diesen Zahlen, welche mit »^ einen gemeinsamen Theiler hat so ist

r ein Theiler von q+ 1 und es besteht für jeden Index / die Relation

m Hi^ m «r_i_,- (vaoA. n,j).

Dieser Satz soll nun arithmetisch bewiesen und auch etwas vervollständigt werden.

Aus der Definition der ganzen Zahlen nx folgen die zwei Relationen

1) Hl = n >h_t + i—lf

2) «X = % «x-i + n %_, wx_i_i

deren Vereinigung die Beziehung

3\ «x = (,— 1)'' «x-4- + n %_! (Mx-i + wx_4— i)

= (—!)' «x-i + «>•-*+* «i_i

liefert. Nach 2) ist nicht nur jeder gemeinsame Theiler von «>,-* und w^., auch Theiler von n^, sondern auch

da nach 1^ wj. und %_! theilerfremd sind, jeder gemeinsame Theiler von % und n^^t auch Theiler von «x-*-i

und demnach besteht die Gleichung

aus welcher unmittelbar die allgemeinere

folgt, so dass also, falls

/^ 7 Ä- + — 1 {1 ^ p ^k)

ist, auch die Beziehung

*) [«X, «*- 1
J
= [Wp_ 1 , Wi- 1 ]

besteht.

Diese Gleichung zeigt zunächst, dass jedesmal, wenn k ein Theiler von X + 1 ist, wx durch Wi_i theilbar ist.

Es sei nun k nicht unter den Theilern von X+ 1 enthalten, so dass also p<:k ist. Ist pz=k— 1, so ist

nach 4) % und ;u-i theilerfremd, ist aber p <k— 1, so hat man nach 2)

und demnach liefert das eben angewendete Verfahren die Relation

[Mi_i, Hp_,] = [?>p,_i,Wp_,j

wenn

k =: r, p + p, (1 ^ p, < p')

1) Mathematische Annaleu von F. Klein, 35. Band. .S. .')26—540.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Zahlentheoretiache Sätze. 529

ist. In der letzten Gleichung kann offenbar p^ nicht gleich p werden, weil sonst p ein Theiler von A+ 1 wäre,

was ja jetzt ansgeschlossen ist. Da man nun, wenn p, > 1 ist, dieselbe Schlussweise wiederholen kann, so

gelangt man schliesslich zu der Gleichung

Man kann demnach unter Benützung von 3) das Seh önflies'sche Theorem in folgen der Weise aussprechen:

„Jede von den durch die Gleichung

«), = oi^ — M>— ' + tP-^ — ... + (— 1)^

definirten ganzen Zahlen, welche mit einer vorhergehenden einen Theiler gemeinsam hat, ist durch dieselbe

theilbar, es ist ferner der um eine Einheit vermehrte Index (k— 1) der ersteren ein Theiler des um eine Einheit

vermehrten Index q der zweiton und es bestehen für jeden Werth von l die Congruenzen

wx+i= (— !)'' >h (mod. m^., )

r wx+i^ r »X (mod. «,)."

Die kleinste der Zahlen «x, welche mit «j einen gemeinsamen Theiler hat, hat demnach zum Index den

um eine Einheit verminderten kleinsten Primfactor von q +1.

ß) Sind [f% &i, Ci] {k — 1,2, ...,K{^)) die Repräsentanten der verschiedenen Classen quadratischer

Formen der negativen Fundamentaldiscriminante A, so wird in der Summe auf der rechten Seite der Gleichung

i = A'(A) ^^oo ^^oo i = A-(A) ).,,x=+oo

y / / /(«* x^ + h,i X ij + Ci y^) d X d y — lime=o V £ V /\£ («/, l^ + b^'A jx + c,, fx*))

das Glied f(j ii) so oft auftreten, als es Darstellungen der Zahl « durch das System der quadratischen Formen

der Discriminante A gibt. Da nun diese Anzahl bekanntlich gleich

d

ist, so hat man

y I I

/' (% x^ + bt xy + Ci //^) dxd y — r lim,=o V (—\ \ f{yt n)

4=1 J—co J-oo „_1 y— i

n=l >
oder endlich

y I (
/ (/'/.

.'' + ''/.• ' 1/
-+- cic y^) d xdy= f^7==-f 1 / (y) '^ y-

Von den specielleu Fällen dieser Relation mögen die folgenden erwähnt werden:

2n
'+00 r +00 ip /'oo

-OO ^— CO

'oo /•+(»

-OO J—oo

^-HOO /'-l-OO

-OO J—ca

'-I-00 r-\-oa

\f(,c^ + xy + iy'') + fißx' + -6xy + 2y^)\ dxdy = -^ l f\y) dy

A. f'°°

1 /'U-' + 3y') + /( 2a;^ + ^x y + 2y*)| dxdy-—^ 1 /'(i/) rf
i/

I
e-a=(x=+x.,+3y=)= (•_^2 + X' (/ + 3 (/')^+' J" («, (.c" + ;f y + 3//*)) dx dy = ^"'"'^_ e~&

-ooj_oo (2a^)Vll

Denksckriiteu der matbem.-naturw. VA. LVU. i3d. (J7
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530

+00 r+oo

-oo ^— oo

Leopold Gegenbauer, Zahlentheoretische Sätze.

g-a'(x'+x!, + 3y'')'
^x^ ^ x 1/ -+- 3 f/*) J' («, (x^ + X y -\- 3«/*)) J' («2 (x'- -^ X ij + 2y^)) dx d 1/ ^

e 1.a' J

J—oo J-
{x^+xy+ 'dyy-^-'

'

TZ n iii—i) 2P-'

•+00 '^°° r-" {x'^+ x y+Sy^) J'-' {z(x^+xy+ 3y^))

a*\/ll

F{l^,^,p,^^) (l-!<i)

0-1

dxdy=z
/— oo ^—oo

' +00 /"-t-oo

/— oo J— aa

{x^+xy+ Syy'-''

(l^l>l)

(pi

—

V und p
— 1 nicht negativ gauzzahlig; a und p — ju.—v+1 > 0).

\jin+z-, (^x^^x y+ 4:y^)J~^ ((x^+xy+ 4y^)siü^]{x^+xy+ 4y^) 2 +

+J2"+2v(3a,.2+ 3.T;y4.2«/'') J^((3a;^+ 3a;«/+ 2j^«)sinyV3a;^+ 3*-</+2y«)^j dxdy —

2v+3 2v— 1 2;

2"~n(2v— l)7rsin^~ 2"

c;(cos2;) r > - y

• + 00 /•+00

-00 ^—00
i(a;'' + .x2/+ 4i/^)'^-' J"-*-^«(a;''+ a;i/+42/«)) J-"-7a^'+*- y+ 4//)+ (3^-H 3.r (/+ 2^«V-'-' .

.J"'"^''(<:(,3x«+ 3xy+ 2</«;)) J-""\3x''+3.c^+ 2(/2)| dxdy=

C:{x,) (l>v,C+ r'=2.'r„|C| >1)
22v+i[n(v—1)]«;:

n (—w-v) n (w+v— 1) c' v/i5

+00 r+00

/— 00 ^—00
(x^+ x«/+ 4«/^)' J '"'"'

(a:^+a;»/+ 4j'*) cos (^s(a-*+^y/+ 4(/^))+ (3j-^+ 3x ^+ 2//^)' .

.j"+\3a;^+ 3a:(/+ 2//^)cos(0(3a;''+ 3,);^+2^^))j dxdy =

_ {—ly 2"+' n (v— 1) ff

V/l5
CL (2) (

j 2
1
< 1, V < 7,)

' + 00 Z'+oo

-00 ^—00
.j"'+'+*

(3.r''+ 3a-i/+ 2(/'')sin(^(3j;'^+ 3.r</+ 2//''))| dxdy —

\7l5

4-00 /•+OO , tV

00 ^
'+ 00

— 00

/•+00

j
r(a,(.-r'+ 3/\) J-(2«,0.'+ .ry+a^')) > 4^

{ J'(a, (x*+ 3t/*))+J'(2a, (a;*+a; </+ «/*))} r/icrfi/ =

v/3

4ff

-00 ^—00 a, v/3'
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