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ZUR 

TIIEORIE DER REGULAREN KETTENBRUCHE 
VON 

LEOPOLD GEGENBAUEIt, 
C. M. K. AKAD. 

VORGELEGT   IN   DER   S1TZUNG   AM   18.   DECEMBER   1890. 

Im erstcn Hefte  des 107. Bandes des Journales fiir die reine und angewandte Mathematik hat Herr 
Charles Hermite1 gezeigt, dass die vte Ableitung der wten Kugelfunction erster Art Pn(x) sich von dem 
, \ -X~x 
(v— »)ten Nftherungsnenner der regulfiren Kettenbruchentwickiung der Function (as*—l)vlog- nur durch 

J, •   oc 

einen constanten Factor unterscbeidct, aus welchcm Umstande sicb unmittelbar die Eicbtigkeit der bekannten 
von Jacobi" in seiner schOnen Abhandlung „Uber eine bcsondere Gattimg algebraischer Functionen, die aus 

der Entwicklung der Function (1—'2xz+z%)~~2  entstehen" angegebenen bemerkenswerthen Eolation 

(a*-IK,  1 
[iJ»l (') [ (x* -!)"](«- 

(n+v)! r»\~'i (M-V)! 

©rgibt, und sodann als cine Fortsctzung des ilun von Herrn Beltrami brieflicb mitgetheilten, zuerst wohl 
von Herrn F. Neumann in seinen „Beitragen zurTbeorie der Kugelfunctionen" (1878) bewiesenen Gleicbung 

die Formel 

2w + l 
n(n+V) 

(x*-l)P,^) = Pn+l(x)-Pn-i{x) 

^-l)^+i)(S."S)8) ^-iyp''^ = ^n-l)Pn+^)-2(2n+l)Pn{x)+(2n+3)Pn.i(x) 

aufgestellt,   Herr F. Caspary 3 hat lderauf in dem am 2. October d. J. ausgegebenen zweiten Hefte  des- 
selbcn Bandes der angci'uhrten Zcitschrift die zwei zuletzt erwiibnten Eelationen in einfacherWcise abgcleitet, 

,        l  »Snr les polynomes do Legcudre."   Extrait  d'uno  lettre adressee a Mr. F. Caspary par Mr. Charles Hermite 
14 paris. A. a. 0. S. 80-83. 

2 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik von Crelle. 2. Bd., S. 223 ff. 
.        '   BSIIT qnelques fonuules relatives aux fonetions sph6riques.u   Extrait d'une lettre adressee a Mr. Charles Hermite 
il laris par Mr. F. Caspary.   A. a. 0. S. 137-140. 

Uenkschriften der mathem.-naturw. CI. LVIII. Bd. 23 
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178 Leopold Gegenbauer, 

die Giltigkeit desselben ftir die Kugelfunctionen zweitev Art erwiesen, was ftir die erste von ibnen sclion 

Herr F. Neumann in dem eben citirten Werke und Heir E. Beltrami in dem Bricfe an Herrn Hermite 

gethan, und aus seinen Formeln cinerseits die Christoffel'scbe Reihe 

x = [~-J] 
P'r(x) ~    V " (2r- 41-1) P,._2X-i (*> 

A i 
x = o 

anderseits die F. Neumann'sche Relation 

^-KM^MiH^i if 
\=0 

2r-4A—1 
(r—2A)(r—2A-1) PJ-iwi(«) 

erscblossen. 
Die N cumann-Beltrami'sebe und die Hermite'scbe Relation ftir die Kugclfunctionen erster Art sind 

eine unmittclbare Folgc der von Herrn Hermite aufgedeckten Bezichung der Zugeordneten der Kugel- 
1 ~^-x 

functionen erster Art zur regularen Kettcnbrucbentwicklung der Function  (a;*—l)vlog-j .    Diese  und 
J. ——JO 

mancbe andere Relationen im Gebicte der Kugclfunctionen erster und zweiter Art, von denen icb bier nur 
die von Herrn F. Neumann im §. 8 der zweiten Abtbeilung des friiber erwabnten Bucbes aufgestellten 
interessanten Integrale 

f+1P,(«)P,(«) 
dz=Qp{a)Pq(c) CP^S) 

p-^y# _ (1_ ff») Ql{a) P,{g)   {mq) 
lPp(z)P'q(z)dz_ 

a—z ftWA'W (p^s) 
2er 

2 

(j» + 2 ungerade) 

(i>>30 
(^+2 gerade) 

hervorheben will, aus deren ersterem von Herrn C. Neumann ' die boebst bemerkenswertbc Entwicklung 

X =00 

(m «• &*-) = »"+'+' Z a4r * (F) °-W (F)    («•> 2, 

abgeleitet wurde, sind demnach als ganz specielle Fiille in allgcmeinen, anf gewisse regulare Kettenbrucb- 

entwicklungeu beziiglicben Formeln entbalten, und treten namentlich in der Theorie der Functionen Cl(x) 

und Dl(x) ebenfalls auf. Dies zu zeigen, ist der Hauptzweck der vorliegenden Mittbeilung, in deren eistem 

Paragrapho die oben erwiihnten allgemeinen Relationen fiir die Naherungszahler, Na'berungsnenner und Rest- 

functionen regularer Kettenbrtiche aufgestellt werden, welche sodann im zweiten auf specielle Falle, ins- 

besondere anf die Functionen On(x) und Dv
n(x) augewendet werden und dadurch zu einigen interessanten 

Relationen ftir die Bessel'schen Functionen erster und zweiter Art ftibrcn. Znm Schlusse werden sodann 

einige Relationen ftir die Functionen I>l(x) ermittelt, welcbe zeigen, dass die von den Herren F. Neumann, 

E. Beltrami   und F. Caspary   bervorgebobenen Relationen fiir die Kugelfunctionen   zweiter Art  dem 

1 Hydrodynamischc Untersuchungen, nebst eincm Anhange iiber die, Problems der Elektrostatik und der magnetischen 
Induction.   Leipzig 1883, S. 311. 
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Zur Theorie der regularen Kettenbriiche. 179 

Umstande ihre Entstehnng vcrdanken, dass einerseits zwischcn drei aufeinanderfolgcnden Kiigelfimctionen 
zwcitcr Art dieselbe lincarc Relation besteht, wie zwischen den entsprechendeii Kugelfunctioneii erster Art, 
und dass anderseits beide Arten von Kugclfunctionen particulate Integrate derselben linearen Differential- 
gleicbung zweitcr Ordnung sind. 

§• 1. 

Die nacli ganzen negativen Potenzen der Veranderlichen x fortscbreitende Function f(x) moge sich in 
einen regularen Kettenbruch entwickeln lassen, (lessen /c-ter NRherungszahler, Mherungsnenner und k-te 
Restfunction beziehungsweise mit ?k(x),  ^k(x) und/*(») bezeiclmet werden soil.  Da nacli einer bekannfen 

bestimmenden Eigenscbaft der Naherungsbriichc die Entwicklung der rationalen Function -|^T-T nach steigen- 

den Potenzen von — mit der in derselben Weise fortsclireitenden Entwicklung von f(x) bis zu den Gliedern 

von der Ordnung 2/c+l exlusive Ubereinstimmt, so ist 

AH-I • I k | 3 

a) Die Function fix), wclcbe innerhalb eines bestimmten Bereicbes in eine nacli den Naherungsncnner 
*Pi(x) fortscbreitende Rcilie 

f(x) = V  BxfyKz) 
x=o 

entwickelbar sein moge,  soil so beschaffen sein,   dass  in  der Entwicklung des Productes <p(x)f(x) nacli 

fehlen, wahrend das GUied mit—n vorhanden ist. /rm+i 
i 

steigenden Potenzen von — die Glieder mit 
Da nun 

x   x" 
i     i 

• • • > xm xm+l 

f(x)f(x)=Yi^Ux)f{x) 
X=0 

B0A<p + B{AW   _  BpA^+B^+B^p 

JS.ii0, + Blii
i)+£1ii" 4 

.(«) ,(i) m A•) 

i 
B0Am+i-i-BiAm'+l + B2Am+^.. . +BmA

{mj-i 
v.m-J-1 

v.m-f-2 j.m+3 + . 
lst, so muss nacli der eben gemacbtcn Voraussetzung 

Bo = Bl=... = Bm-i = 0 

Bm^0 

sein, und demnach hat man den Satz: 
1st die innerhalb eines gewissen Bereiches nacli den Naherungsncnnern fc(«) der regularen Kettenbruch- 

entwicklung der nacli ganzen negativen Potenzen der veranderlichen x fortsclireitenden Function f(x) ent- 
wickelbare Function ?(x)  so bescbaifen, dass in dor Entwicklung des Productes  ?{x)f(x)  die Glieder mit 

I ..., ~ fehlen, wahrend das Glied mit i vorhanden ist, so boginnt die Entwicklung von ?(x) nach X   x 
>      ) 

den Niiherungsnennern tyk(x) mit tym(x). 
23* 
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180 Leopold Gegenbauer, 

Es sei nun fk(x), tyk(x), fk(x) beziehungsweise der k-tc Naherungszahler, Nalierungsnenncr, die k-tc 
Restfunction der regulJiren Kettenbruchcntwicklung des Productes (x—x^^x—x^y- ...(x—xr)''r f(x) (v,+ve + 
... -f vr = m). 

Als dann 1st. 

(X— Xi)^{x — X2)
v-. . • (* — Xryrtyh(x)f(x) — <fk(x)+fk{x) 

und daher hat man die Relation 
\=k+m 

(x-xiy<(x—xi)^ . . .{x—xr)-'r$k(x) — y     C^x(x) 
\=k 

aus welchcr sofort die zwei weiteren 

ys(a;)=y      Cx<pi(x) 
X=* 

X— k-hm 

folgen. Setzt man in der ersten von diescn Gleichungen und den successivcn vk—1 Ableitungen dcrsclben nach 
x, x=xk fiir k= 1, 2, 3, . ., r, so erhalt man die m Beziehungen 

X=&+m 

O^^     0^V(*v) (*i» = 0,l,2,...,v|l-ljfi = l,8l8;...fr) 
X=* 

deren Verbindung mit der urspriinglichcn Relation die folgendc Formel liefert: 

(1.)    (ae—£C,)V" (»-<&,)*»... (»-*>4n(«) = 
(-l)»Ci+n 

^xV W 

**(*)    1 *s+i(av) »  ^+3(av) »  • • • > +*+m(«r) 

*rV) .+ijr1)w,*J5d)(*)» • • • ,fcV) 
(*=£,&+1, ...,&+»»—1}^=0, 1,2, ..., v— 1;/A=1>2, 3, ...,r) 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Zur Theorie der regularen Kettenbrilche. 181 

Bezeicbnet man mit ar beziebungsweiso ar den Coef'Iicienten von x im r-ten Partialnenner der Ketten- 

bruchcntwickluiig von f(x) beziehungsweise f(x)f(x), so ist offenbar 

Q k-\-m • z, a2 ... a/c-|-„ 

Mit Hilfe der bekannten Formel 

1 
x—y 

<KO) >  My) 
«n-*,rv(a,)'rv(y) 

kann man die letzte Gleicbung in die folgende verwandeln: 

(2.) 

Den speciellen Fall 

'.(*P) ^Ux"Wx) a. a, ... ak     ^~i 

a, «j .. • a*+i  Z_J y.s+ii^ixWiw^) 

(A = 1,2,3, ...,m—l,^;p = 1,2,8, ...,r;*,= 0,1,2, ...,VP-1;T = 1,2, ...,m—1,A). 

v1=v, ... =vr=l;    /•(«): 'x(y)dy 
x—y 

dieser Entwieklung babe icb vor 12 Jahren in meincr Arbeitl „Zur Theorie der mecbanischen Quadraturen" 
mitgcthcilt. 

Aus der Gleichung (1.) folgen sofort die zwei weiteren Relationen 

?»(«)  » ?>+i(*) > ?*+*<#> > • • • ' ?*+»» 

(3-) ?*(#) = 
(-i)ma >/e+m 

*y w 

^»-1)(»l)i%l1,(«i)»*ft71,(»i)» 

>   %+Jxz) 

r'w.fw^'W" • • •> *ivw 

(X=&,fc+1, ...,4+m—l;ftp. = 0,1,2, ...jV^—1; (* = 1,2,8,.,.,r) 

1 Sitzungsberlohte der kais  Akademie der Wiasensohaften,  mathomatisch-naturwissenscliaftliehe Classe, LXXVIII. Bd. 
H. Abth. 
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(4.) fi(x) = (-1)" C,+r, 

•f^W 

**(**)      ,    **+! (ft)   ,     *4+iS(ft)    » 

+i(ft)   i **+i(ft). **+»(ft) 1 

I **+«{ft) 

•   K+Jft) 

r"W, +&7l}(ft)> feJ)(ft), • • - , WtfKft) 

• 1 *»+.(*•) 

(X = ib,& + 1, ...,&-t-»—l;ft, = 0,l,8, ...,vf-ljjiss 1,2,3, 

Mit Hilfe der Gleichung (2.) leitet man leicht die folgende Entwicklnng der Functionen tyk(x) nach den Naherungsnennern fk(x) ab: 

«1«I •••«*+! |T(*p)    /      N| T     f   x I . (*p) /     N| I .<*p) /     vl I. <V   /     Nl I . C*p)   /     )\ 
a,«,...«*   |*4x4W|^W     1   |**-H*_iW|   1   |V4+>.4_2W|  f  •   •   •  1     k*+>,W|  1    |V^.W| 

(5.)       «^«PJ|*K,(«S)|««) = 

"'_"»_* !*£>       (*P)|$   (*),!*£>,    (^)U^U  (ft)| 
«tait. ..aA—1 iT(i ) 

a, cct. .. a4_2 
Kd+^w^w.     °     . |*£W>>|. • • •. |#£4w.w|» |*£Uw 

*1 K2   (,!,(*„ •W-t)   *,(») 

U<M iNWM*) 

0 

0 

0 

0 

. |*K,w|. |*K.w| 

0    . WJtol 

wahrend aus der Formel (1.) die Beziehung 

00 

•,') 

TO 
o 

ha 
o 

TO 
Ob 

s 

s 

(it = l,2,3,...,»-l,r;&(1 = 0,l,2,...,v!)_l;p = l,2,3,...,r) 
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(i+i) (i+2m) 

(6.)(-l)        •     ' fjj^J^Jx) 

(-iM*5L .(*).  (-DlraLW 

= (~l)m(a;-a;1)
v.(a;-a;2)

v=(a;-a;r)v 

(-irk<v^p) p;     > 

r.(*J 

0 0 ,    «,«,...«„ f/(a;p)U0(>) 

ai«|-.-«m+l|,(*0) 
«+«»- i+»-W 

,..., 

(-iM*&L ,(^)U-iM*SL ,M -    (-iH*&Lto) 

n—2 I J,(* (—i)—»l^v   >?),(-IM*&>  >P) •  (-i)-1 *i5L_,^) 

r2+j 

-i L<*P> 

a L 

21 a2. • <*m+2 

*i «, 

*1 «I" ^+3 

*rx'(*p) •?.(*) 

*£& (*P) * 0*0 

i.<V 
3+ a, a0 a, Kl,>P) *»(*) 

(-iM*au(*4(-i)B,~*+ti«,m_4>4(-i)ro-*+2icu+2(^)|-(-i)mi'e„(-?)|, 
i,r:..yi^>)i^ ax <xt... «4 

(-i)»e^p) 2(-i)xKp)(^)|^(^) 
X=m—2 

 -|Y»-i|.[/V (-1) <+*»>- (*p)    ' (-1)" *&_.&) 
,r,(V   /^l 

—8I.I.W (_1)F-. ujv      (a.p)   p     (-1), t(*p) 

y (-IJWLC^^W +V   PT J+X 

>p)l ,    C-1)W, >p) 

X=m—3 

r.(*0) 

»—2   .'    ''. 

2 + 3 

(*») 

X=0 

(-Wr+;(*p)k+>) 

HrWLW.   (-^"TO >P)   '   <r-Vr*\W^J*) Z (-^ICMw 

r—i)m-*kfi'    (*p)|, (-i),"-4+1|^      (*P)L (—i)m-i+2k?f      (xA,     r—iy»k<v fe)|     ...., V (—I^I^ (»0)|*   (*) 
X=0 

&$ 

3 

S5- 

^S 

S: 

^ 

Ox = 0,1, 2, ...,A—l,X+l, ...,«i;p = l,2,3,...,r;ip = 0, 1,2, ...,vp—1) 

folgt, wo alle jene Determinanten, in denen der Index von o negativ wiirde und alle Summen, in denen X einen negativen Werth erhielte, durch 
Nnll zu ersetzen sind. GO 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



(3) Die ganze Function F(x) vom Grade ju. sei so beschaffen, dass 
X=n+£ 

CO 

<?•) F(x)U*)=Y   DM*) 

ist. Multiplicirt^man diese Gleichung mit f(x), so ergibt sich die Beziehung 

X=|i+* 

F(x) \fi(x) +fk(x)} = V    Dk fax) +Mx)\ 

X=u+4 X=u+4 

X=v 

aus  welcher  unter Beriicksichtigung des Umstandes,  dass F(x) <fk{x) und y    Dx<?x(x) keine negativen, V    D\f\{x) aber nur negative Potenzen 
X=v 

von aj enthalt, die Beziehungen 

(8.) ^%i(a;)+6f{^(a!)/i(a;)} = ^    Jhfk(*) 

(9.) 

X=v 

X=|i+t 

^*)A(*)    =2   AA(^)+^^)^)I 
X=v 

folgen, wo G-{x(x)} das Aggregat der Glieder mit nicht negativen Potenzen von x in der Entwicklung der Function yjx) nach Potenzen von x ist 
Enthalt die Entwicklung des Productes F(x)fk(x) nur negative Potenzen von x, was namentlich der stets Fall ist, wenn der Grad von F(x) nicht 
grosser als k ist, so ergeben sich demnach die speciellen Relationen 

j^*)fl(*)=y D1?1(X) 

o 

© 

3 

X=v 

X=[A-f-k 

F(x)fk(x)=y    Dxfx(x) 
X=v 

Verbindet man diese Resultate mit den obigen Entwicklungen, so erkennt man, dass aus der Relation 

(10) 

sich die Relationen 

X=i+m+|j. 

(as—x,)^*—xtY*...,(x—XrfrBXx)?*(*)= V Extyx(x) 
X = J 

(11) 

).=£-{-m-|-|jL 

i^(a;)yj(a;) = V Excpx(a;) — A 
X=o 
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(12) 

ergeben, wo 

•l)mCk. -\->n 

^v wl 

Zur Theorie der regularen Kettenbrilche. 

Fix)fh{x)-Y Exf\(x) + A 

G{F(x)fk(x)} , G{F(x)fk+i(x)} ,  G{F(x)fk+*(x)} , 

185 

, Q{F(x)fi+m(z} 

, ^A + TB^l) 

*£.  --)(;,l) 

^'^J       , €t«')W > ^fe^,) fc4)(^) 

<M«r) fa+i(xr) 

ist. 

(X = A, fc+1, ..., fc+m—1; fx = 1, 2,3, ..., r; kv. = 0,1,2,..., v^—1) 

Aus den Gleichungen (7.) imd (10.) entsteben die Kelationen 

M4) y+'>(.xO Md)-F(x) Mx) vn    'P -    '^,«) — %(x)_ 4>a(xx) 

X=l 
«X X •yv.+k{x'\) <fv+*-i (A) 

Df 
Ks=i,  p=V 

x'x—x '     ^;+4(aj[)^+li_i (4) 
jr(a<[x + k) 

\=lc+m+ 

z 
X=i 

Vsy-a, y, (xf—a;,)v3... (4—x„) W'K) ^(xj^ — fx-x^ (x-x£» • • • (x-x^r F(x) frfr) 

M*D 

x'x—x 

X=m+|j.+i, p=m+H*. 
\ 1 v.  ipMhriiW 

4-4+m + ,,(*'[') (/;A+m+(l_l(fl3i/) Zj 
X=i,   }:  = 3 

K <KK) 
X'l X i>'v.+lcj-m{xL') ^1J.+i+m_1 (*!') (<71<^ + /C + W) 

wo die Grosse «£,«£' die Wurzeln der Gleichung ^(a) = 0, beziehungsweise <^+m+^(a;) =0 sind. 

Nun ist aber, wieicli gezeigt babe,1 

i=P-i 

*P(y)—^vOO _ v 
y—x 

lc-0 ?*(y), ??(y) 
«k±ltylt(x) 

X=T 
fc(gx)^T-a(gx) _ **, y^^^==^^(^0;^)==0;^x = 0,^X;§M==l) 

X=l 

' „tJbcr Kottonbriiclie"  Sitzungsberiohte   d.   kais. Akad.   d. Wissensoli. Mathem.-naturwissensch. CI. LXXX. Band, 
II. Abt.h 

24 

Abth. 1^^^^^^^^ ^^^^ 

Dankschrifton der math8m.-naturw. Gl. LVIU. Bd. 
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186 Leopold Gegenbauer, 

und demnach verwandeln sich die letzten Gleichungen in die folgendcn: 

\-\
L+

"F(X[)U^)-F(X)U^) MA) 

X=l 
x[~-x 

p=H+* 

K+* (*£) "P^+i-lC^) ^ 
p=v 

<pa(x) , ff(x) 

X=m-|-]-i.-f-& 

Z 
X=l 

x"—x 

'(gg—^i)v- (4—«,>... (4-^'^K) $k(x'-i)—(x—xxy> (x—xty*... (x—xryr F(x) j>!c(x) 

^(i+i+m (4) ^^+44-m+l(af) 
5. -Z *> 

p=a 
SP „,(*), yP(aO 

und speciell fttr o = ffj == 0 

y + V(xQ Md) -F(X)MX) 
p=|i+7e 

X\ X 
\=l 

^(4)W-*(4)~Z   ^^ 
p=v 

(xg—x,)*^"—s,)»».. • {a%—xryrF(a%)^(xg) — (x—xt)" (a—a?t>... (x—xJvi'^^W z %—* 
p=:J:-\-m-h\i. 

tyk+m+\i.(%\ A.jy/C+OT + P.—1^%J Z_J 
p=a 

Verbindet man  die erste von diesen Gleichungen mit (8.), die zweite mit (1 1.) und beriicksichtigt die Rela- 
tionen 

X=IJ.+4 

'ft< 
_ v   fo(rt)—4>k(x) «=Z 

X=l 
4—*     <K+F.(4) <P*+p.-i(a;0 

i - (x) = V +m+"(^~xi)V' O^'-^)"'• • • (aff-Sr)*'- ^(id/)-(a,-g, )"• (a;-x2>.,. (x-x.Qv t^(x)  

so erhalt man die Beziehungen 

G{F(x)f/c{x)\ . V-T+V(4) -i<>) M*'x) 

x=i 
4 — * U+V- (4) ^+H-l(*0 

),=|j,H-m-f-4 

=Z Fjx'D—Fjx) (x('-xt)*< (x»—xj>*•.. (xf—x„)v ^(x[Q 
1' « ^i+l»+p.(«l) <Kf •+P—f(40 

Aus den bisher entwickelten Foimeln folgen aucli die Ubrigcns unmittelbar klaren Kelationcn 

X=l v x=t X=l 

X=pL+m-(-& 
\\      (x['—x.y<(x'{-x.iy--...{x?~xryrF(x'i)$,c{x'/.)        _ T 

X=l 

X=p.- 

•«')-Z 
X=|j.-|-&~}-»* 

(a;—as!7) ^+H.+m(xlO ^/£+[J.+m_i(xA
/) 
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Zur Theorie der reguluren Ketlenbriiche. 

welelie, falls 

187 

X=|i.+i 

f(x) — _/      ln>    j^AX ^   (J[ s_i    ix-x'))^k+v.{x'x)^kjrV.^i{x'k) 

bezielmngsweise 

f(x) 
' L-i        (p—xi!) <l>!c+[,+m{x'{) ^,e+l,+rn_i{xi') 

odcr x cine Wurzel der Gleichung h(x) = 0 bezielmngsweise 

(as—xiy< (as—a?8)
v»... (x—xryr$h(x) = 0 

ist, in die speciellen Relationen 

X=y.+* 

X=l 

7 jy^ffi rr, = F(x)fk(x) + G \l\x)fk(x)} (x-xl)i>{+t,{x'k)ip/l+v.-i{x[) t   w;  WJ 

\=v+m+k 

(a—x{f)U+,+m{^!)h+^+^)       ' ~    W'*W+A 2 
x=i 

ubergehen, in denen als ganz specielle Falle die Analoga der F. Nenmanu'schen Integrale 

if\,\{")f„n\X/^ii\ 

^_, (as—as^i+H-^O^iH-^W " 
x=i 

^+,,:     ... ,^ xW^/ ^ ,i,, (fd 

,/j    (as—4)yi+i*Wr*+it-iW 
x=i 

entlialten sind, wo r den Grad der ganzen Function w (a;) vorstellt. 
Aus der Gleichung (2.) erhalt man ferner die Formcl 

\—lc 

L(^x'k)^(x{)^^(x[) 
u*o 

[i.=A 

|l=0 

X=4 

(A = 1, 2,3, ...,m—l,f*; p = 1, 2,3, ...,r; fc„ = 0,1, 2, ..., Vp—1; ^(xQ = 0) 

24* 
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w&hrend aus (5.) und (6.) sich die Beziehungen 

^^ fi c*)|*K,w|    , I *S,_,w | • |C„w| • 

(*p) 
(*P)   ,   •   •   •   ,     €^-H,M   .   ffi+x.W 

I       ' "1 i 
0 

o 

o 

o 

>    •    •    •    ' Wi+\\XP)\      >     Wi+;\X!) 

0 

oo 
00 

(X = 1,2,3, ..., m—l, r; p = 1,2,3, ..., r; fcf = 0,1, 2, ..., vr—1; ^i+.(^) = 0)     b< 

>.=i 

+ 

),=m-|-£ 
Y1   (^—^i)'1 (^~x*v'• • • (:g>-~a;'-)VrMa:>-) ) 
ZJ (X X})-ym+i(x,)-l/m+k_i(X;) I 

(-l)H^(xp)     , 

/- 1V—l|.|.(V        /~\\ ( l>>k(V   (r \\ 

0 

0 

,   ettat...am\f-af
)(xr)\f(x) 

glae8-"g"+M.r.W   ^\|/?- !     •     •     •    ; 1+". (»p) /;(«) 

a a r2+ 1 "*2 

a, a2 ... a„,+3 i f (4 

i&L&)|/»(*) 

-CV^/a^) 

(_ n~-* |#P)      (-))   (_i)m-i+i Ley (a;0)|, (—1)—*+a WV (ad , . •, c-irkftUd, %V'^M)i.(*)lfl») *+<>• 

o 
<:—I 

Si. 

TO 

8 
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(-1)» |#V(*P)| 
).= »!—i 

(-r'^M,    (-i)fx>) I<L
(
V 

[—1)"—* jy2+jm_2W|»     V     k)      \r2+am_lK
xt)\     ;         I     ^    ]**+<•„ W| ' 

_iy>—si.r/V        /r\|        / n»-i („\\ ( iw- il,r/V        (v \\ 

, V   (-iy|tfVfr)|fi(*) 

,J_ (-i?\i>?^)\n+x(?) 
}.=0 

>. = !»— 3 

x=o 

, y (-i)xi^wif3+x(^) 

X=m—& 

x=o 

(t+l) (i+'m) 

= (-1) * 

(ax = 0,l,2,...,X-l,A+l, ...,w;i0=l,2,3, ...   r; A, =0,1, 2, ...,vp—1) 

ergeben, wo alle Determinanten, in denen der Index von a negativ wiirde, und alle Summen, in welchen X einen negativen Werth erhielte, durch Null 
zu ersetzen sind. 

Dieselben Vereinfachungen, welche eintreten, wenn fix) die oben erwahnte rationale Function vorstellt, treten auch bei den, den abge- 
leiteten Formeln entsprechenden Integralrelationen fiir die Naherungszahler, Naherungsnenner und Restfunctionen der Kettenbruchentwicklung der 
bestimmten Integrate. 

'P yiz)dz r X(?)d 
la X 2 

^ 8 

§ 

B- 

<3- 

S: 

ein, welche, wie Herr E. Heine langst gezeigt hat, stets regular ist, wenn die Function /(x) so beschaffen ist, dass das wfache Integral 

• /   X(*l) vXxz) • • • xW \ dxi dxi • • • dx« 

wo A, die Discriminante der Function (x—arj (x—xz)...(x—xn) ist, fiir keinen Werth von n verschwindet, eine Bedingung, welche bekanntlich 
stets erfiillt ist, wenn x und /3 reell sind und die integrable Function %(x) innerhalb der Integrationsgrenzen reell und von unveranderlichem Zeiehen 
ist. Da in diesem Falle 

?&)=r 
X — z -x(«)<b OD 
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190 Leopold Gegenbauer, 

•P .i.w „» rv  ,iw vw 
/*(*) = /   JUL- 

Ji        X—z dz 

ist, so bat man die giosstentheils unmittelbar cinleucbtenden Beziehungen 

•P (z — ^ )v< (g—x,)* • •. (z—xryr §k(z) x(a) <fo 
X — 2! 

?'<(X) 
'P (a;—a;,> (a;—032>,.. (3—xryr$»(») — (0—a;,)', (g—«,)"»... (g— ay)vrfo(g) 

a;—2 x(«)«fe 

iZ_i 
/>W*WM- ^yVMl^(,P)k^(^l,2)3)..,m-l,,;P=l,2,3;..,,;^=;0,l,2)...,v-l) 

«A- 
fTU<V fall  f" (g-^i)V| (g-^V» • • • {e—xryr fr(g) x(g) rfg _ 

'+' r| |**4V 'lJ\Ja x—z 

1    ii" *"    * — * 

«t«2 ...«A+1 

at a2... ak 

a, «,... 
5 

a, a2 ... «A_ (V 
a1a!8...ai_2 MO,     0     Jffi+^x • • •, cv.w, c%+x.(«p) i.W 

7i(*) 

/oO) 

0 

0 

0 

0 

, . . .,  Cw) . Kilw 
0     . W(*,)\ 

(X,*B1,2,8,...,»I—1,T;P = 1,2,8,...,»•; ftp —0,1,2,...,vp — l) 

ifl*)M*)x(*) 
x—z 

•dz = F(x)fk(x) 

r? (g—gl)y, (g—g,V» • • • (g—x,)"r F(z) ^jz)yjz) dz = ma\fJa\ 

Jo. &      £ 

X tF(x)Mx) — F(s)M*) 
X—z 

X(z)dz = F(x)<pk(x) 

f? (^-^l)V| (X-Xty* • • • {X—Xr)*rF(x\ M*) ~ (g-«t)V> (g ~ ^> • • • (g-^)Vf F¥) M*)     rz) (h _ F(^ = /^ 

wenn der Grad von J^JC) die ganze Zahl ft nicht tibersteigt, go dass also speciell 

f. 
P . - ^ .l,W {z)^{z)^k{z)X(z)dz 

X—z 
o)(x) %\x)f,c (x)       (a + lc—r ^ p) 

(s—a,)*' (g-^> -. • (a—sQMg) 4^00 **(*) X(«y* 
03 Z 

(*D+}>)&(») (a + ft-r^p) 

./« 03 g 

ist, wo r den Grad der ganzen Function to (a;) vorstellt. Diese Formeln sind die Verallgemeinerungen der 

ersten drei F. Ncumann'schen lutegrale. Von den aus dcnselben durch Differentiation ableitbaren Relationen 

mogen die folgenden, welcheErweiterungen uiidVerallgemeinerungen des vierten F. Ne umann'sclienlntegrales 

bilden, besondeis angefuhrt werdem 
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Zur Tkeorie der regularen Kettenbrilche. 19 

(»V„\-i»=P r <*)WWU*M*)]'d* = *(x)tfXx)Ux) + [M*)x(*M*)^(*)1 
J"- x—z L X—z J 

[i "(«)$XZ) 1 (g-^)v' (*-^>- • • (*-^)v''MX(g)]^ - "(«)#0*0/'£(•*) 
/ SB—2 

(s—aQ* (g-aQX- {z-xr)'rX{z)^{z)i 
X—z 

•^^('V«M*-3 

Schliesslich mogen in diesem Paragraphe noch die folgenden  vier aus (1.) und (2.) sich ergebenden 
Formeln angcfiihrt werden: 

(a\—a;,)!*' (xx—a;2)fa.. • (> — avfrftfoQ^fo)      y     (^~a;i)'t'(&—xt)^...(£>— xr)v-r$l(xx) 

x=i 
^i+m(a;>.)'l;*+•-1(a:;0 

x=i <K+m(^)<J'*+w-l(«0 

(^x ^ vT; Y (JAX_ V),) j> ft) 
X=l 

X=t 

«M»0 «1«,...«t    I'ffiOp) 
^(a{)^_i(x[)        a,a2...a/c+1     UjV(ajp)| 

(A = 0,1, 2,..., m—1; <J = 1, 2, 3,..., m—1, ft; ftp = 0,1, 2,..., vp—1; p a 1, 2, 3,..., r) 

/    (x—xx)to(a^)to...(tB-^)*h(x)Mx)f(x)dxwmj   (x—xi)K(x—x^..,(x-Xryr$(x)f(x)dx 

X=r 

X=i 

/•», 5, 5g...SA       1^(^)1 

•^ [ ' A-f-a >p) 

wo 

(X—0,1,2,..., w—lj « —1,2,8,...,fM—l,ft; ^ = 0,1,2, ...,vp—ljp = 1,2,8,...,r) 

^x) = g(x)(x—x^-v-'ix—aj2)
v»-^»...(a5—a>,)vr— n-r + h(x) 

ist. Aus dcnsclben ergeben sich u. A. die Tlieoreme: 
Hat das Product  (x—xt)^ (x—x^... {x—xr)Vr fiir alle Wurzeln xf

k der Gleichung   ^>k+m(x)—0 das- 
solbe Zeichen, so ist die Sumnie 

\=m-\-k 

1   (S ^ T (x,
k—xlY' (xj—xjv• • • {x'x—x,)vrh(x{) yt(g&) 

^i+v.(xi)^+m-i(x[) 

wo h(x) der Rest der Division von tyk(x) durch (x~xl)'''^''(x—x.i)^-^(x—x^r—v* ist, positiv. 
Andert das Product (x—x^(x—x$*... (x—xr)v-r innerhalb der Grenzen a, (3 das Zeichen nicht, so hat 

das Integral 

/3 
(X—Xty> (X—Xi)to...(x—Xryrh(x)$b(x)%(x) dx 

Wo h(x) der Rest der Division von fa(x)  durch (x—xi)^~^(x—a?g)
v»-'P*(a;—Xr)^-^ ist, das Zeichen dieses 

Productes. 
In dem letzten Satze sind zwei von Herrn C. Poss6 ' aufgcstellte Theoremc liber die Naherungsnenner 

der regularen Kettenbruchentwicklungen der Integrale 

1 „Sur quoiqucs applications dos fractions continues algebriques." St. Petersbourg  1880. 
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192 Leopold Gegenbauer, 

%$(z—a) yfz) dz     /"P fe— a) (|3—0) ^(2) dz p{z—a)yjz)dz     r< 
Jet. %        Z J V. OC       £ fix OC       Z 

als ganz specielle Falle cnthalten, welclie in der von Tchebychef gescnaffenen Tlieorie der Grenzwertlie 

der Intcgrale, ciner der schOnsten Anweiidungcn der Theorie der Kettcnbriiche, cine niclit iinwesentliehe 
Rolle spielen. 

%.2. 

Die entwickcltcn Formeln sollen nun auf einigc besonders interessante specielle Falle angewendet werden, 

a). Die ganzen Functionen 

lag 
•n— X 

i:(x) =£ (- ly nm(n_mm+n_x) irn > -1) 
(X)YL(n—X)R(m+n—X) 

sind, wie ich friiher * gezeigt habe, abgesehen von einem constantcn Factor, die Niihenmgsnenner der regu- 

laren Kettenbruchentwicklung des Intergrales 

•00 e-'zmdz 

/: X—z 

und es ist 

Nach den im vorigen Paragraph entwickelten Relationen ist demnach 
r— 1) 

'     2  (-l)T     » ( ir(w)|[(w> + r) 
af T%+rW — II(m)il(w + r)ll(w)lI(m + l)...II(m + r— 1) I 

II [n—ju.-4-A) 

1 1 1 

• • .   T;;+XX) 

1 

1 
11(M—1)    '"" l'I(n)       '    II(»+1)    '       '   '  ' Il(w + r— 1) 

n(n)    '   n(n+i)  '   n(«+2) 

1 1 1 

H(w_r+1)' n(«—r + 2)'ll(w— r + 3) '   '   '   *   '     ll(w-t-l) 

(X,j. = 0,l,2,...,r-1) 

+,/\_vv   i>-    n(r+w—p—l) n(w+p) _    , v 

p-0 

p=« 

l(r—1) II(«—p) H(m-f-« + r) 

II (V) II(m+r+o) .  , . 
lnK '     £jll(n— p)a(m+n)Il(r+n—p) X

P    
W 

Multiplicirt man die erste von diescn Gleichungen mit xm~~^ ^ (?* V xy) e~x dx, integrirt nach x von 0 bis 00 

und bertlcksichtigt, dass, wie ich a. e. a, 0. gezeigt habe 

1 „Uber die Functionen T%(x).u  Sitzungsbcr. der kais. Akad. d. Wissensch. Mathem.-naturw. CI. Bd. XCV, II. Abtli., 
S. 274—290. 
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i»s/»+« 
J«(2i \Jyx) e-*a*   2 T%x) dx =        l^f'p       f f/i-f-ra+1, v+»+l,y) 

n(«)n(«+v) 

5  ist7 wo f (a, ft, x) die von Herrn E. E. Kummer eingefllhrte Function 

5 
s - 

1 K 1 + ^^a; 
(«+l)     m       «(«+!) («+2) 

a;* + 1!0    "   2!/3(i3 + l)a'  "1-3!i3(/3+l)f|3+2) ar+ ... 

?   vorstellt, so erhalt man die interessante Eelation 

?    , , ,  , (—lyb—r] n(n) 2n(w+r)n(w+v) 
o  a(m+n + r+l,?i + v + l y) — x '       ^^ ,/     „7 —TT - 

- — f(m+n+ l,n + v+l, y)tff(m+n-i-2, «+v-t-2,y)y*f(m+n+3,n+v+3,y)     yr^(m+n+r+l,n + -J+-+\,y) 

n(«)n(n+v)      '  n(«+i)(n»+v+i) '   n(n+2)n(«+v+2) 

1 1 1 
II (») 

1 

n(«—1) 

1 
II (w—r+l) 

n(w+i) 
1 

n(«) 

n(«—r+2) 

n(w.+2) 
_i  

n(»—r+3) 

n («+r) n(w+v+)•) 

1 
II(w+r) 

1 
il(n+r—1) 

1 
n('»+i) 

&/t = 0,l,2,...,i 

;3.) Fiir die von Jacobi' untersuchten, durch die Gleichung 

s/l—2hz+h* 
-V   22—pn(«+^+2n-2) 
_

ZJ 2»n(»)n(«+s+»—2)   ^••"W 

TO 

s 
SS: 
-i TO 
§ 

TO1 

1        TO 
S *^ 
-4 
S: 

TO 

definirten ganzen Functionen Tn,«, p(«), fiir welche bekanntlich die Beziehungen 

[2I»,o,p(a)]/ = »3rT„_i,a+i,p+i(a;) 

., iw2»n(p+w-i)n(«+j3+»—2) 

T«,a,p(—1) = 
(—2)"n(«H-«—i)n(«+/3+w-2) 

n(«)ri(«+i3+2w—2) 

1 nUntersuchuDgen iiber die Differentialgleiehung der hypergeometrischen Eeihe." Journal f. d. reine und angewandte Alathematik, von Boichardt, 56. Bd. ^ 
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bestehen, ergeben sich aus den im vorigen Paragraphe abgeleitenden Formeln die Eelationen: 

J-n, a, $(%) 

2»n(j3 + »—l)n(«+|3+n—2) 
n(f3)n(«+p + 2«—2) 

2"-inU(fi + n—l)ll(>+3+n—1) 
n(p+l)n(«+|3+2n—2) 

2"-3 H(H-I) n(^+«-i)n(«+p+w) 
IIliB + 2)II(«+i3 + 2»-2) 

2"+'ri(p+w)n(«+p+w—l) 
n(P)n(«+p+2») 

2"(w+l)n(P+n)II(«+P+n) 

2"+T+8n(j3+7 + o+w—l)n(« + j3+y+^+w—2) 
' n(|3)n(a + p + 2» + 27 + 2J—2) 

2^f+s-1(« + 7 + o)n(15 + 7 + oN + w-l)n(« + ^ + 7 + o+w-l) 
n(^+l)n(«+^+2n) n(|3+l)n(a+P+2w+27+2d—2) 

2"-1(«+l)»n(P + H)n(« + {3 + w+l)     2"+T+s-2(« + 7 + i?)(w + 7 + g-l)n(ae + j3 + 7 + ^ + w^n(^+7 + g+M-l) 
n(^+2)n(«+p+2«) n(]3+2jn(«+p + 2rt+27 + 2oN—2) 

2"-5+1n(;An!|5+^—i)n(g+3+M+a—3)    2"-8+-n->+i)n^+jQn(«+i3+w+d—2)     2»+Tr+in(»i-7+d)ii(p+7+$+«—i)n(«+0+7+»+2$—3) 
n(w—d+l)Illj5 + o-_i)il(a + j3 + 2M— 2) '      n(n—$+2)11(0+*—l)II(a+{3+2»)      '""" 

(—2) TI («+•»—i)n(«+j5+»—2) 
II(a)II(a+J3+2n—2) 

(—2)"-1wni>+«—nni;»+3+w—i) 
n(a+l)n(a+2+2«—2) 

(—2)"-*»(n - 1) n(« + M—1) n(a + 3 + n) 

(- 2)»+1n(«+n)II(a+|3+n—1) 

II(w+7 +l)II(S + o—l)n(a+S + 2«+27 + 25-2) 

(_2)"+T+sn(« + 7+o+«—l)II(« + ^ + 7 + ^+w—2) 
n(«)n(a+p+2») '""' n(a)n(« + ]3+2n+27+2§-2) 

(_2)» (« +1) n(« + n) Il(a + <3+ ») (—2Y'+?+8-^(rt + 7 + °)n(g: + 7 + ° +n-l)n(x + p + -/ + &+n-l) 
II(a+l)n(a+f3+2n) II(«+l)lI(a + 3 + 2« + 27 + 2S—2) 

(—2)"-1w(M+l)n(« + w)n(g+j3 + w+l) (—2V+f+5-3n(g + 7 + o+«—nri(« + 3 + 7 + o+n—1) 
n(«+2)n(«+^+2n—2) n(«+2)n(«+p+2n) n(a + 2)n(a + j5 + 2»+27 + 2d— 2) 

(—2>-f+1n(ra)n(a+n—l)n(a + ^+»+7-3)(-2)"-T+2n(» + l)n(g+M)n(gc+3+w-7 + 2)     (-2)"+8+1 n(n+7+ff)n(«+7+^+n-l) n(«+p+g+n+27-3) 
" ""' ~li(H+dTi)ir(a+-f^Tyaia+-5+2«+27+2J—2) H(n—7 + 2)n(«+7—l)II(a + 3 + 2;0 n(w—7 + l)n(« + 7—l)II(a+0+2n—2) 

= A(x— 1)T (rc+1)6 TB) a+5, P+T(x) 

wo A die Adjuncte des Elementes T^i+g, a, j(aj) in der Determinante auf der linken Seite vorstellt. 

7) Ftlr die Fimctionen C*Jx), welche sich von denNaherungsnennern der regularenKettenbruchentwieklung der Function *_v F(l,^}v + \}xr-r) 
2" II (n + '•> 1) 

bekanntlich nur durch den constanten Factor  —r-r—; ^  unterscheiden und iibrigens audi ein specieller besonders bemerkenswerther Fall der 
n(n)n(v—1) & l 

eben erwahnten Fimctionen sind, bestehen die Gleichungen 

n C'n{x)—2 (n+v—1) x (Z-i(x) + (»+2v—2) C',^,{x) = 0 

2v(l-«2) Cl±\(x) = (n+2v—1) CJU(*)—« Cn(x) 

+ 

o 

S 
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Durch Vereinigung der ersten und zweifen von ihnen entsteht die Eelation 

(13.) ur2— 1) CltUx) = -. r \n{n+l) (g+l(x) — (n + 2v-l)(n+2v) Cl^(x)} • 
4v(»+v) V

 
n 

Schreibt man in derselben fur w:v+l, fiir n:n—1 und multiplicirt die dadurch entstehende Relation mit (a;2—1), so erhalt man unter Beriicksichti- 

gung der eben aufgeschriebenen Relation die neue Gleichung 

(V-l)2 „v+v ,        1 ((w—l)<M + l)(n-h2)   , 2(»—nn(n+v)(» + 2v)(» + 2v + l) 
Cn^X) ~ 16v(v + l)(«+v) ^TT "+2W ~ (»+*-l)(»+v+l) G« ;«)• 

(w+2v-2)(n+2v-l)(n+2v)(»+2v+l) 
^ -* 

in welcher die Hermite'sehe Relation fur die Kugelfunctionen erster Art als specieller Fall enthalten ist. 

Aus den eben abgeleiteten Gleichungen ersieht man, dass in der Entwicklung des Productes 

(**-l)m <£%*) = 2"U(m+t-l) (**-l W(*)f° 

nach den Functionen G'n(x) diejenigen Functionen, deren Index kleiner als n—m ist, fehlen und dass demnach, wie im ersten Paragraph gezeigt 

wurde, dieselben sich von den Naherungsnennern der Kettenbruchentwicklung der Function (x2—l)mxr-iF (1, ^, v+l,x~2) nur   durch einen con- 

stanten Factor unterscheiden, was Iibrigens auch aus den unmittelbar yorhergehenden Entwicklungen und dem Integralausdrucke fiir x~iF(l, ^, 
V     2 

V+l,X~A folgt. 

TO o 

a, 

TO 
^5 

TO 
s 

TO 

Berucksichtigt man die Gleichungen 

Cf(+1) 
n(r+2ja—1) 
n(r)n(2fx-i) 

to 

* <?(_!) = (_!)' n(r + 2,a—1) 
n(r)n(i>—i) 

so erkennt man sofort aus der Betrachtung von (1.), dass in der eben erwahnten Entwicklung die Functionen G^m^ix), Cl^m+S(x),. . ., C£+m_i(a;) 

nicht vorkommen, und man hat daher die auch durch Specialisirung aus der in /3.) angegebenen Formel folgende Gleichung: CO 
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v+m       n(v—i)(s»—iy   v        n(tt+w)n(w+v—i)n(v—i) 
(a;2- l)m C„_m(x) _   2ran(m+v—1) t0^)] " — 2*»II(n—m) n(m+v—1) ri(« + m + v—1) 

^n—m (^ J 

n(n—m+2v—1) 
Uwi—m)U(2v—l) 

n(n—m+2v) 

Il(re—m + 2v + l) 
n(ra—m+2)II(2v—1) 

n(»—JM+2V+2) 

II(ra —w+2v + 3') 
n(n—»»+4)II(2y—1) 

II(n—»w+2v+4) 

2X n(A + v—l)n(w—?ra+2v + 2,a+A— 1) 
n(2i+2w—l)n(v—l)n(n—»+2(t—X) 

o 
05 

n(n—m—l)(2v+l)n(2v—1)   '      H(n—i»+l)(2v+l)n(2v—1)    '      n(«—i»+3)(2v+l)n(2v— 1) 

II(«—m+2v+l) II(«—m+2v+3) II(»—m+2v+5") 

n(»+»+2v—l) 
n(«+m)n(2v—i) 

II(«+m + 2v) 
n(»+i»)(2v+i)n(2v+i) 

IIu+m+2v+l) 
n(n-m_2)(2v+l)(2v+3)n(2v-l)'    n(n—JM)(2VH-1)(2V+3)II(2V-1)   

,H(»_«H-4)(2«+l)(2v+3)n(2v-l),'"'n(»+m—2)(2v+l)(2v+3)II(2v—1) 

2m~1n(w+v—2) niM+2v—2) 2m-in(w + v—2) n(w + 2v) 2m-1n(m + y—2)n(n+2v+2) 2m-1II(M + 2»i-f-2v—2)n(m + v—2) 
n(»_2«»+i)n(v_i)n(2w»+2v-2)' n(n—2«+3) n(v—i) n(2i»+2v—2)' n(»—2m+5) n<v-i) n(2i»+2v—2) '"•'   n(«+i) n(v—i) n(2»»+2v—2) 

(i,^ = 0,l,2, ...,m-l) 

Weil die Functionen C'n(x) und D^(ic) ein Fundamentalsystem von Integralen der linearen Diiferentialgleiehung zweiter Ordnung 

(1— xz)y"—(2v+l)xy' + n(n+2v)y — 0 

sind, so besteht zwischen ihnen die Relation 

n(n+2v—1) 

o 

S5 

S 

[Cl(x)]'Dlix) - [Dl{x))' C'n(x) = 
n(»)(a;*— 1)~T" 

und weil zwischen je drei unmittelbar aufeinander folgenden von ihnen dieselbe lineare Beziehung besteht, so hat man, wie ich friiher hervor- 
gehoben habe, * die Gleichung 

n(2v—i) 
Cl(x) Dl^i(x)—D'n(x) Cl^i(x) =• 2v+l 

Verbindet man diese zwei Relationen mit (13.), so erhalt man die neue Beziehung 

(a*—l)[l%z)Y = _^__ |(n+2v-l)(»+2v) DUi(*)—»(»+!) Dl+i(x)} 

1 „Zur Theorie der Functionen C'^(x)u. Diese Denksehriften, Bd. XLVIII. 
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welche sofort zu der folgenden Grleichung fiihrt: 

-](m)   

(14.) 
(—l)",n(»+j»+2v—l)n(«—m+v) 

xt—i)'a[Dl(x)fm' = 2m n(n+v) H(w. -«»+2v—1) 2xn(X+v—1)11 (n—*w-f-2v+2/x+A—1) 

n(»—w+2v—i) 
n(w—m)n(2v—i) 

n(«—f»+2v)  

-i'n—M+aC35) 

II(W l»+2v+l) 
n(w—w+2)n(2v—i) 

II(B—«B+2V+3) 

n(2A+2v—i)n(v—i)n(»—«+2/t—X)| 

D'n—m+tix) !—! Dn+m{x) 

n(«—»»+2v+3) n(w+w+2v—i) 
n(«—»»+4)n(2v—i) 

II(w—m + 2 v + 4) 

n(w+m)n(2v—1) 

U(n+m+2v) 
n(»—»—l)(2v+l)n(2v-l)           n(w—m+l)(2v + l)n(2v—1)    '       II(B—iw+3)(2v+l)II(2v—1)       ''"        n(w+j»—l)(2v+l)H(2v—1) 

II(M—m+2v+l)  II(»—*»+2v+3) U(n—m + 2v+b) H'in+n + 2v + l) 
n(«_m_2)(2v+l)(2v+3)n(2v—1)' n^»—m)(2v+l)(2v+3)n(2v—1) 'n(w—m+2)(2v+l)(2v+3)II(2v—l)'"Tl(n-!-m—2)II(2v—l)(2v+l)(2v+3) 

2m-1n(m+v—2)II(»+2v—2) 2"-1n(»i+v—2)n(»+2v) 2"1-1 n(m+v-2)n(w+2v+2) 2m-1n(m+v—2)n(w+2w+2v—2) 
n(»-2f»+i)n(v_i)n(2»»+2v_2)'n(»-2»»+3)n(v-i)n(2w+2v-2)' n(n—2»»-+-5)ii(v—i)ii(2»»+2v—2)v"    n(»+i)n(v—i)n(2«n-2v—2) 

Q.,p.-=l,2,...,m) 

Diese Formel bildet die Verallgememerung der von den Herren F. Neumann, E. Beltrami und F. Caspary bewiesenen speciellen Gleichungen 

fur die Kugelfunctionen zweiter Art. 

Die Gleichung (2.) liefert die von mir a. e. a. 0. schon auf einem anderen Wege abgeleitete Formel 

[Cn(x)f   ' — n(i«—l) 
_ ~~*~W(l+m—l)n(w+v—A—1) 
V  TTmn^ ._„„_•_„    v^ (n—i»4-w- n(X)n( n—m+v -*) 

-2 A) c;_m_2>. (*) 

wahrend aus (6.) und (14.) die speciellen Kelationen 

II(B)      rmt N   rs—li . r»i . tr»i    r»+i =[•-?] 

n(2 

v ' x=»o 

= 4v(s*-l)Y    "       n(n-2A-2j     (w+v_2A-1) [j);_2,_t (a,)]' 
k 7Z^        n(n + 2v—2X— 1)V 

I5 

TO 

TO 

a: 
TO s 

2= TO 
TO 

to 
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folgen, von denen die erste die Verallgemeinerung der im Anfange erwahnten, von Herrn F. Caspary neuerdings bewiesenen F. Neumann'schen 

Relation ist. 

Aus den eben abgeleiteten Formeln ergeben sich unmittelbar die Gleichungen: 

O 
CO 

(15.) 

n(»—w+2v—i) c'r
+1z'n~m(?) n(»-m+2v+l) C'+*'n-m+'2(x) n(w+w+2v-i) c^i'"+-(*) 

Il(w—m)Yl(r + n—w)II(r+re—»»+2v)   W(n—m+2)Yl(r + n—m + 2)II(/-+M—»+2v+2) n(n+«*)II(r+M+m)II(r+»+»*+2v) 

n(w—»+2v— 1) I1(M—m+2v+l) n(n+w+2v—1) 
n(n—»»)n(2v—i) 

H(»—>»+2v) 

H(n—w+2)n(2v—1) 

II(n—m+2v+2) 
H(H—/»+1) (2v+ l)n(2v—1) 

II(n—«t+2v+3) 
n(»-»t—2) (2v+l)(2v+3) n(2v—1) ' n(n—»»)(2v + l)(2v+3)II(2v—1) 

n(n+«)n(2v—i) 

II(n+»»4-2v) 
n(n—»»—l)(2v+l)n(2v—1) 

n(n— m+2v+l) 

nu+m—l)(2v+l)II(2v—1) 

II(» + TO+2V + 1) 

'n(« + »i—2)(2v+l)(2v+3)II(2v—1) 

2—4n(»»+v—2)II(n+2v—2) 2"-»III m + v—2) n(M + 2v) 
H(n—2J»+1)II(V—l)II(2»»+2v—2) ' H(n— 2TO+3)II(V— l)II(2»»+2v—2) 

L 1 
(_4)«n/r+v+m—_jn(»»+v—l)n(m+»+v—l)n(2v—l)nfw+v—-JII(»*+M+2V— 1) 

2»-1n(«i+v—2)n(»+2«n-2v—2) 
'*"'      H(n+l)n(v—l)n(2m+2v—2)~ 

n(2X+2v-l)2xn(X+v-l)n(n-m+2fji-X)| 
II(n—m+2v+2JUL+A—1) n(v—1) 

(6 
o 

o 

t 

I(v— -Wr+v—-)n(»+m)II(M+v-l)n(2»»+2v—l)II(r+m—»)n(»+*+r+2v) 

nf»-m+v-5Jn(3H-»-m-l)n(v+»-w-l)Z»v+*' "_m(x) 42H( »-»i-M.+s)n(»-fn+2H-1)n()i-m+v+l)J>v
r
+"2," m+2(:c)      -P^Ilf«+*,+*_- jn(«+m+2v-l)n(*+m+>-:l)2)r 2>       (*) 

(16.) 

-i)n(2v 

cr»-H»+j,»-»(a5)     q^ 
r TO 

TO 
s 
a 
s 
TO 
*5 

(A,,u = 0,l,2,...,m-1) 

-v+4   n-m+2-   -'         f *"\—- —        ... _v+t   I 

H(2n—2*»+2v—1) H(n - m) 

II(»—*»+2v—1) 
n(n—m)IL(2>j — l) 

U(n—m+2v) 
n(w—m— 1) (2v + l)n(2v—f) 

Win—J»+2V+1") 

II(2M—2m+2v + 3)II(»—j»+2) 

n(w—j»+2v+i) 
n(«—m+2)n(2v—1) 

n(«—m+2v+2) 
n(w—»»+1) (27+ i)n(2v—i) 

n(»—»»+2v+3) 
n(«—»»—2)(2v+l)(2v+3)n(2v—1)      ' n(»—m)(2v+ l)(2v+3)n(2v—1) 

n(2« + 2m + 2v — 1) II(«+m) 

n(w+w+2v—1) 
n(w+m)n(2v—1) 

n(w+m+2v) 
1%+m— l)(2v + l)n(2v—1) 

Yl(n—m + 2v+l) 
n(n + OT-2)(2v + l)(2v + 3);n(2v_l) 

2—'n(wi+v—i)n(w+2v—2) 
n(w—2m+l)II(v—l)n(2m+2v—2) 

2"-1n(»?+v — l)n(re+2v) 
n(ra—2m+3)n(v—l)n(2m+2v —2) 

2m-in(w+v—2)n(»+2m+2v—2) 
—n(w+i)ii(v—i)n(2m+2v—2)~ 
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U(m+n+2v—l)Il(m+n+v—l)Ilfv-hr+-) Il(n+v — ^ 

nfr+v+m+y) H(n+») H(2»+2v—1) 

n(w—m + 2v + 2,g+/—l)2>-n(A + v—1) 
n(2v+2X—i)n(v—i)n(»—»»+2fA—i) 

'+«+">, M—Mf' D:+2 (*) 

(A, ,1 = 0,1,2, ...,»»—1) 

"eos *cos * J -V (« sin © sin $) Cl±2 (cosy) 8in~*~ wl cp = 

_i«-»n(v—l)sin 
n(w—i)n(m+v—i) 

<*__(«» *)J"~"*'(«) 
H(«—m+2v—1) 
n(»—»»)n(2v—i) 

n(»—w+2v) 

9u 1\ ,        fn—ml 

n(2v—i) 

2  X^L -     II(A+M2—l)II(n+v—X—l)(w—TO+V—2A)   ., M_m+v_2X •N - £(-iy-  c-"-a (cos w'J 

>.=0 

 <?     _^o(cos 6) J'"-m+''+2(a) 

nfo—OT+2V+I) 

n(«—m + 2)II(2v—1) 

II(»—»j+2v+2) 

n(A)n(w—m+v—X) 

Cl_m+4(COS^)^~m+V+4(«) 

II(w—«i+2v+3) 
ni w—m+4) n(2v—i) 

n(»—m+2v+4) 

(-i)»c:+m(cosi)^+«+^«) 

n(re+m+2v—i) 
n(w+TO)n(2v—i) 

n(w+m+2v) 
n(w—TO—l)(2v + l)n(2v—1)    '    U(n—w+l)(2v+l)n(2v— 1)     '       n(»—m + 3)(2v + l)n(2v—1)       '""'       U(n+m~ l)(2v + l)n(2v—1) 

H(»—«»+2v+l) II(»—m+2v+3) U(n—m+2v + 5)  II(W+TO+2V + 1) 

n(»_»8-2)(2v + l)(2v+3)n(2v_l)' n(w—TO)(2v+l)(2v + 3)n(2v-l)'n(w—m+2)(2v + l)(2v+3)n(2v—iy'",'n(w+OT-2)(2v+l)(2v + 3)n(2v—1) 

2"—1 n(TO+v—2) n(»+2v—2) 2»-1n(w+v—2)n(w+2v) 2"
8
-'II(TO+V—2)n(« + 2v+3) 2"-1n(m+v—2)n(?? + 2OT+2v —2) 

n(w-2m+l)n^_l)n(2»i+2v_2)'n(w-2TO + 3)n(v_l)n(2m+2v—2)'n(»—2TO+5)II(V—l)n(2m + 2v—2)'"*'     n(w+l)n(v—l)n(2w+2v—2)" 

= (-1'VT 
n(2v—i) 

2—nfc±)n(v-i) 
n(w—TO) II(TO+v—i) II(W+TO+v—i) 

2v—i 
-mU(n-hm)Yl(n + v—l)II(v—1) sin-^ ii 

2)n(A+v—l)n(w—TO+2v + 2,a+X—1), 
n(2X+2v_i)n(«-m+2/A_x)n(v_i) 

•X 3ai cos o cos 7 
2v+2m+l 

J—g- (asm cosing) ^Klm(cos cp) (siny) |—dy 

(A, 11=0,1, ,m- •1) 

Beriicksichtigt man die bekannte Stirling'sche Formel 

^ 

S3 

-i 

s 
§r 
3 s 

S: 

nu <=\/27: ,CL+ 7H ti+O (limK=oocK = 0) 
CO 
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und die von mir aufgestellten Relationen t>0 
o 
o 

lim 
2"       / 

n=oo — Cl'? cos n'   n  \     n. 
2v—1 . 2v—i 

i- \JK {25)-'-^ Jp+"*   (3) x 

n(o)ii(2P+2v—2)n 
2v—3 

^M      x   w/ 2^n(v+p-i)no+2v-2)n(,6+^)> 

wo in dem Integrate auf der rechtcn Seite der Integrationsweg von 0 bis — ^ auf der Axe des Imaginaren tmd von dort parallel der reellen Axe 

ins Unendliche lauft, so leitet man aus (15.) und (16.) leicht die neuen Gleichnngen ab: 

n(n—m+2v + l) n(»—m+2v+3) T     _,_ .., . (—l)"n(n+»H-2v—1) T ,   ,  , 
II(«—1») v 7 II(«—m+2)    J W     '       n(n—J»+4) n/-«-i_w\ *> 

n(»—m+2v—i) T 

n(«—m+2v—1) 
n(n-w»)II(2v-l) 

n(»—»»+2v) 
n(»—m— l)(2v+1) n(2v—1) 

U(n—m+2v + l) 

II(n—«t+2v+3) 
' n(n—m+4)n(2v+l) 

n(w—m+2v+4) 
H(n—m+1) (2v +1) II(2v— 1)      '    n^»—w + 3;) (2v +1) II< 2v — 1) 

II(»— w + 2v + 3) II(n—«»+2v+5) 

n(«—m+2v+l) 
n(n—m+2)n(2v—1) 

n(n—m+2v+2) 

II(w+m) 

II(n+m+2v—1) 
n(«+m)n(2v—1) 

n(w+>»+2v) 
n(«+m—l)(2v + l)II(2v—1) 

n(w+w+2v+i)       
n(»—»—2)(2v+l)(2v+3)n(2v—1)'   n(n—m)(2v+l)(2v+3)n(2v—1) 'n(n-»»+2)(2v+l)(2v+3)n(2v_i),"''n(»+f»_2)(2v + l)(2v+3)n(2v_l) 

2—in(m+v—2)H(«+2v—2) 2"-1n(w+v—2)II(n-|-2v) 2m-'n(m+v—2)n(??+2v + 2) 2m-1n(m+v-2)n(w+2m+2v-l) 
n(n_2«i+l)n(v_l)n(2m+2v_2) 'II(«— 2»»+3)n(v— l)II(2i»+2v—2)' n(n-2w+5)n(v_l)n(2i»+2v_2)r*'  n(»+l)n(v—l)n(2»»+2v—2) 

© 

© 

(6 

TO 
s 

a 
s 
TO 

(—2)»n(t»+v-i)n(w+»i+v—i)n(2v—i)n(«t+v~-^n(m+«+2^-i) _.__       ,.„, _   _    ,   1A v      J     v J   v >   \ )   \ 2)    • '   2xH(X+v—l)II(n—m+2v+2fjn-X—1)  T ,   . . 

n(v—i)n(v-5)n(n+»»)n(w+v—i)n(2»»+2v—i)af 
•|n(2X+2v—i)n(v—i)n(n—i»+2(i-i)| (*) 

(/,,u = 0,l,2,...,m-l) 

1 nDas Additionstheorem derjenigen Functionen,  welehe bei der Entwicklung von e**' nach den Naterungsnennern regnlarer Kettenbriiche auftreten."  Sitzungs- 
berichte der kais. Akad. d. Wissensch., mathem.-naturw. CI. 85. Bd. II. Abth. 

2 „Uber das Additionstheorem der Functionen Y»(a:)."  Sitzungsberichte der kais. Akad. d. Wissensch., mathem.-naturw. CI. 91. Bd. II. Abth. 
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c   nf»_»»+v—g)ll(»-»i+2v-l)n(*-j»+v—1) j;'+\, n~mfx\ 42II 3\ )n(jj_»»+2ii+l)n(»-»t-h»+l)^+g"»- -(») V 4?•U\ )!+»i+v-s]n(n+OT+v-l)n()!+»i+2v-l)^''+2,•+•(x) 

f 
n 
- 

n(«—w)n(2»+2v—2»»—i) 

II(w—m+2v—1) 
n(«—w)n(2v—i) 

n(w—»»+2v) 
n(«—w—i)(2v+i)n(2v—i) 

n(»—»»+2v+i) 
n(«—*»—2)(2v + l)(2v+3)n(2v—1) 

II(w—m+2) n(2»—2m+2v+3) 

II(w—w»+2v+l) 
n(w—m+2)n(2v—i) 

II(«—w+2v + 2) 
n(«—w+l)(2v+l)H(2v— 1) 

 n(»—m + 2v + 3~)  
n(w—m)(2v+l)(2v + 3)II(2v—1) 

n(»+w)n(2w+2v—i) 

n(w+w+2v— ) 
n(«+w)n(2v—l) 

n(w+»»+2v) 
n(w+m— 1) (2v+1) II(2v—1) 

R(n+m+2v+l) 
U(n+m—2) (2v +1) (2v + 3) H(2v—1) 

£ 
•s 

o 

"4 

s 
sr 
1 

§ 
Ox 
-4 
S: 

TO 

2"'-1n(w+v—2)n(n+2v—2) 
D(»—2w-f-l)n(2«+2v—2)2n(v—1) 

2"-1n(w+v—2)n(»+2v) 
n(n—2f»+3)n(v—l)n(2«t+2v—2) 

2«-i n(«i+v—2)n(» + 2w+2v—2) 
n(w+l)n(v—l)n(2m+2v—2) 

n(j»+»+2v—l)Jl(m+n+v—l)n(«+v— D   |n(2A+2v—l)2''-II(A+y — l)pl(w—w+2p.—        T|,!«,« , 
n(»—w+2v+2jx+x—i)n(v—i)     ~ 4 0*0 

(X,ji=0,1,2,...,«-!) n(»+m)n(2«+2v—1) 
Setzt man in der letzten Gleichnng v= 1 und beriicksichtigt die von mir a. e. a. 0. abgeleitete Relation 

wo Fc+?(a;) die von Herrn E. Lommel emgefiihrte Bessel 'sche Function zweiter Art ist, so erbalt man sofort die bemerkenswerthe Gleichung 

2 (—2)nU(n)xm 

Y'+^x) •      '    —  

IS 

in—m+1)Yn-m+i(x)> —(n—m+3)YH-»+%x),  (n—m+5) Yn-m+%x) ,. . .,(—l)m(n+m) Yn+m(x) 

n—m+1 , n—m+3 } n—m+5 ,..., M+J» 

II(w—m+2) H(n—m+1) n(w—OT+6) II(W+W+2) 

3 n(n—w—1)       ' 

II(w—m+3) 

3n(w—w+i) 

n(n—m+5) 

3II(»—w+3) 

II(»—m+7) 

3n(«+w—i) 

n(»+i»+3) 
3.5n^»—m—2)     ' 3.5n(ra—m) 3.5n(«—m+2)     '"''     'd.bUin+m—2) 

2»-1n(»w—l)n(«)        2»-1n(m—l)n(re+2)       2"-1n(m—l)n(n+4) 2»'-1n(OT-l)n(/t+2m) 
II(2m)n(w—2«t+l) '    n(2«i)n(n—2»»+3)    '    n(2w)n(«—2m+5)   '"'      n(2m)II(ft+l) 

(X,^i=0,l,2,...,«-1) 
to 
o 
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Von den aus den allgemeinen Formeln des Paragraphes 1. folgenden Integralen mogen folgende zwei besonders angefiihrt werden: 

i: 
2v—1 

*>(z) <%(z) (%?)(!-fy-rda _ /,• 

r 
X—2 

»(«)C!:(ar)[CS;(a)(l-^)?TLV<fa- 

2II(v— 1)II(—w) 

2*+*n(&+v—i) - 
(x) C£(a;) D4+2'<-2(x) 

o 
to 

n(i) 

2*+'n(ifc+v—i) 
n(A) •(*) Cf (*) [Dl+2,_2(;r)]' 

(i^r + p) 

') 2n(y-l)n(-y) 

wo T der Grad der ganzen Function &>(#) ist. 

Aus (4.) folgt endlich die Relation 

U\n—m+y -1) -D'~;i+.2v_2(V) 2* II2 fa - »t+ v + D J^.+oyQ) 28 n2 (»—w + v + 3) j'~L+2v+2 (a;) _   ^'(w+w + v-l)Z^+v
M+2v-a(jQ 

II fa—m)ll(ti—m—1) II(n—m+2)II(n—m+1) II(n—»»+4)II(n—m+3) II(M+J»)II(»+»I—1) 

Ilfa—-m+2v— 1) Ilfa—m+2y+l) Ilfa—m+2v + 3) nfa + w+2v—1) 
II(n—w)II(2v—1) 

II(w—?ra + 2v) 

n(n—wt+2)n(2v—1) 

n(n—m+2v+2) 

l\(n—m + 4)n(2v — 1) 

Ilfa—m+2y+4) 

n(w+»»)(2v—i) 

n(»+»»+2v) 
n(»—»—l)(2v+l)n(2v—1)    '      n(n-»»+])(2v+l)n(2v-l)     '     H(n—»»H-3)(2v+l)n(2v—1)    '""'    U(n+m— l)(2v+l)n(2v—1) 

II(»—»»+2v+l) Ilfa—m+2v + 3) Ilfa—»»+2v-+-5) IIfa+fM + 2y+l)  
n(n_«-2)(2v+])(2v+3)n(2v-iyn(n—«i)(2v+l)(2v+3)n(2v—l),n(n-w+2)(2v+l)(2v+3)n(2v-l)""'n(n+«i_2)(2v+l)(2v+3)n(2v-l) 

2"-1n(w + v—2)IIfa + 2y—2) 2—*n(»t+v—2)n(n+2v) 2'"~iII(m+v—2)II(»+2v+2) 2"'-1 II (TO + v—2) IIfa + 2TO + 2v—2) 
n(n_2»t+l)n(v-l)n(2M»+2v-2)'n(»-2»»+3)n(v-l)n(2m+2v-2)'n(n-2m+5)n(v-l)n(2»»+2v- 2)''"'    n(»+l)n(v—l)n(2w+2v—2) 

22mnfa + y— l)nfa—m+v— 1)  2'II(/, + v —1)11 fa — I»+2JX+2V+X— 1)     , 
 ; J         1      ; •  J      -r\l—v—i/i /    \ 

nfa+m—i)n(w—m)      n(2X+2v- i)n(v—i)nfa—m+2p.-tyJJ'>+m+*-s[-x) 

TO 
o 

© 

Si 
TO 

TO 

8 
TO 

5^ TO 

«5 
a 

&ji= 1,2,3,. ..,m)     s 
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