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Vorbemerkungen.

Gauss hat für die Methoden zur Bestimmung einer elliptischen Bahn aus drei Beobachtungen einen

Weg vorgezeichnet, der mit der Berechnung des Winkels am Planeten (im Dreiecke Sonne, Planet, Erde)

zur Zeit der zweiten Beobachtung beginnt.

Schon in der Tatsache, daß das Problem so auf die Ermittlung einer einzigen Unbekannten zurück-

geführt wird, dürfte (auch ganz abgesehen von der Bequemlichkeit der Form der transzendenten Grund-

gleichung) ein großer Vorteil liegen. Seine Methode hat nun im Laufe der Zeit eine Reihe von Abän-

derungen erfahren, die indessen doch nicht recht den Bedürfnissen der praktischen Anwendung zu ge-

Denkscliriften der mathem.-naturw. KI. Bd. LXW'III. 85
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646 W. Ebcri,

nügen scheinen. Daher hat man in neuerer Zeit mehr und mehr\^erfahren ausgebildet, bei denen zwei oder

gar drei Unbekannte bestimmt werden müssen. Je unübersichtlicher und unbrauchbarer die Rechnungs-

vorschriften infolge der bis zu Dutzenden zählenden Glieder höherer Ordnung wurden, um so weniger

hat man sich gefragt, wann die Berücksichtigung derselben überhaupt nötig ist.

Aber auch die Gauss'sche Methode und die ihr nachgebildeten leiden daran, daß man die Einwirkung

der begangenen Vernachlässigungen auf das Resultat nicht überblicken kann. Ist ja doch der Begriff, Ord-

nung der Zwischenzeiten, nach dem gewöhnlich die Größe einer Vernachlässigung bemessen wird, ein

recht unbestimmter. Eingehende Untersuchungen in dieser Richtung hat bisher nur Prof Weiss in einer

sehr inreressanten und inhaltsreichen Abhandlung angestellt.

^

Denkt man sich die rechtwinkeligen heliozentrischen Koordinaten des Planeten und der Erde von

einer bestimmten Epoche an nach Potenzen der Zwischenzeiten entwickelt, so sind diese Entwicklungen

für den Planeten von viel stärkerer Konvergenz als für die Erde, da der heliozentrische Radius-Vektor

hier im Mittel etwa 2'5mal größer ist. Wenn man also z. B. ein Glied als von der vierten Ordnung der

Zwischenzeit (man sollte richtiger sagen: der Zwischenwinkel) bezeichnet, so ist es sehr wesentlich, ob

es aus der Bewegung des Planeten oder der Erde entspringt. Es empfiehlt sich also jedenfalls, über die

Bewegung der Erde keinerlei Annahme unter irgend welcher Form zu machen und die ganze Bahn-

bestimmung nur auf die Potenzreihen der Koordinaten des Planeten nach der Zeit zu stützen. Aber auch

dann ist wieder ein Glied durch die Ordnung der Zwischenzeiten nur mangelhaft gekennzeichnet. Die

Glieder, welche mit der Bahnexzentrizität verschwinden, sind nämlich im allgemeinen weniger einfluß-

reich als die anderen. Man sollte also stets nicht nur die Ordnung der Zwischenzeit (immer bloß auf

die Planetenbewegung bezogen) angeben, sondern auch die der Exzentrizität.

Auch in anderer Hinsicht leiden die Methoden zur Bestimmung elliptischer Bahnen an prinzipiellen

Mängeln. Nachdem man sich in den Grundlagen der Rechnung bedenkliche Vernachlässigungen gestattet

hat, glaubt man das Versäumte teilweise dadurch wieder einholen zu können, daß man die beiden äußeren

Orte mit einem nicht zu unterschätzenden Arbeitsaufwande strenge darstellt. In keinem anderen Teile der

Astronomie vernachlässiget man in der ersten Hälfte einer Rechnung gewisse Größen, um sie dann in

der zweiten Hälfte derselben Rechnung zu berücksichtigen. So ist es auch hier leicht, eines der phoro-

nomischen Bahnelemente, z. B. den Parameter, in einfacher Weise so zu bestimmen, daß die -drei Orte

hierunter weniger leiden, als unter den schon vorhergegangenen Vernachlässigungen.

Wir nehmen als Grundlage für unsere Methode an, daß für jede beliebige heliozentrische Koor-

dinatenrichtung X die Gleichung:

xJ^-\-x^T^ =x.,

besteht. Hierbei wollen wir für die Dreiecksflächen-Verhältnisse T^ und Tg möglichst geeignete Funktionen

des zweiten heliozentrischen Radius-Vektors und der Zwischenzeiten wählen und führen dann diese

Annahme konsequent und ohne irgend welche weitere Vernachlässigueg durch. Man kann so den im mitt-

leren heliozentrischen Orte zu erwartenden Fehler, welcher durch die Annahmen über Jj und T^ bedingt

wird, voraussagen und hieraus auf die zu erwartende Darstellung der mittleren Beobachtung schließen.

Die Diskussion ergibt, daß man für größere Radien, wie r =: 3 etwa bis zu 2 Monaten Gesamtintervall

mit einer Hypothese auskommen kann. (Siehe das Loreleybeispiel, § 1 1.) Umsomehr lassen sich die aller-

meisten heutzutage vorkommenden Fälle innerhalb der Genauigkeitsgrenzen sechsstelliger Rechnung

durch eine Annäherung lösen.

Sollte aber doch einmal ausnahmsweise die Bildung einer zweiten Hypothese erforderlich werden,

so kann der Übergang auf dieselbe mit wenigen Zeilen Rechnung bewerkstelligt werden. (Siehe das

Beispiel des § 12.)

1 Prof. E. Weiss: Über die Bestimmung der Bahn eines Himmelskörpers aus drei Beobachtungen. Denkschr. d. k.iis. .Akaci. d.

Wissensch., mathem.-natuiw. KL, LX. Bd., p. 345 ff.
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Bestimmung eUiptisdier Büluieu. 647

§ 1. Eine einfache Ableitung" des Olbers'sclien Grundprinzips.

Um geeignete Gesichtspunkte für die Aufstellung einer Methode zur Bestimmung elliptischer Bahnen

zu gewinnen, gehen wir von einer Betrachtung über das Olbers'sche Grundprinzip aus.

Es seien t^, t., und ig die drei Beobachtungszeiten. Wir setzen ferner:

(1)
Ö-j = kv^. a-3 = kz.^, » = kz=:

ö-i
+ t^.

Wir betrachten nun die Bewegung des Kometen in einer beliebigen, heliozentrischen Koordinaten-

richtung z und bezeichnen mit z^, z,, und z^ die c-Koordinate des Kometen zu den drei Beobachtungszeiten

Man hat dann

:

<),2

~3 — ~2 ^ *'i~.)T^ ".) T^
2 -

6 "

•t ^iv

6

1 „11/

2

24 " 120

24 120

(2)

wobei Zg, c" etc. die Ableitungen von z., nach der Zeit, gemessen in Laplace'schen Zeiteinheiten. Dem-

nach ist:

„ _ „r ^-2 1 _ ^~2.
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648 W.Eheit,

Es bleibt daher hier kaum etwas anderes übrig, als den Term in z'" in erster Annäherung zu vernach-

lässigen, was insofern begründet ist, als er für gleiche Zwischenzeiten verschwindet.

Aus der Gleichung (3) läßt sich sehr leicht das Olber'sche Grundprinzip gewinnen.

Hierzu legen wir die s-Richtung, die bisher noch unbestimmt war, senkrecht zu dem größten Kreise

durch den zweiten Sonnenort und den zweiten Kometenort. Demgemäß sindc^ sowie ^2 (die entsprechende,

geozentrische Sonnenkoordinate) gleich Null. Man hat also für beide Körper:

iy ' & ' 6^ ' ' ' '
'

l

f
(4)

i> ») 6 J

Die rechte Seite der ersten Gleichung setzen wir aus den soeben angeführten Gründen gleich Null.

Da die Kometen im Durchschnitt etwa in der Entfernung 1 von der Sonne entdeckt werden, so ist

für sie ^'" von derselben Größenordnung wie z'" und kann daher in (4) vernachlässigt werden. Der Über-

sichtlichkeit halber behalten wir aber diese Glieder vorläufig noch bei und addieren (die beiden Gleichun-

gen (4). Dann ergibt sich

:

^(^>+3.)+ ^(^3+33) =^ ^».(^~*3)(=r+3f)- •
• (5)

IT \f b

Nun sind aber ~i+.3i '-'nd ^g+Q^ die geozentrischen Koordinaten des Kometen zur Zeit der ersten

und dritten Beobachtung senkrecht zu obigem größten Kreise. Bezeichnen wir daher mit pj und pg die

geozentrischen Distanzen des Kometen für diese Zeiten und die zugehörigen sphärischen Abstände von

dem größten Kreise mit /^^ und !i^ (beide nach derselben Seite positiv gerechnet), so ist allgemein;

Zi+ 3i = Pi sin/«i 23-4-33 = p3 sin /?3, (6)

wobei übrigens //j und Ji^ stets \-on entgegengesetztem Vorzeichen sind.

Man hat dann aus (ä) und (6)

:

_1
^.^ sHl h, + ^ P3 Sin h, = ~'^^ &,&3 (»j -^3)

oder

P3 ^ ^, s\nh,
^

z'^'+S'^' &»,{^,^i},)
^^^

pj Ö3 sin A3 6 p^ sin h.^

pj und P3 sind, wie gesagt, die wirklichen geozentrischen Distanzen des Kometen. Setzt man den

zweiten Term der rechten Seite gleich Null und drückt sin h^ und sin h^ durch die geozentrischen Polar-

koordinaten des Kometen und der Sonne aus, so erhält man das Olbers'sche Prinzip. Der vernachlässigte

Term der rechten Seite annulliert sich für gleiche Zwischenzeiten und ist von der zweiten Ordnung der-

selben. Denn die Größe sin A3 verschwindet für unendlich kleine Zwischenzeiten und ist, wie man sich

leicht überzeugt, von der ersten Ordnung.

Aus dieser Ableitung geht hervor, daß das Olbers'sche Prinzip keinerlei Voraussetzungen über die

Dreiecksflächen, sondern nur über eine spezielle Koordinatenrichtung (die Richtung senkrecht zum größten

Kreise dj"^ G\) enthält. Für diese einzige Richtung wird \'orausgesetzt, daß

~A +"3*3=0

Mit anderen Worten: man betrachtet die Bewegung in diesen Koordinaten als der Zeit proportional,

sowohl für die Sonne als für den Kometen,
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Bcstinunniig elliptischer Bahnen. 649

§ 2. Eine naheliegende Methode zur Bestimmung elliptischer Bahnen.

Das im vorigen Paragraphen Gesagte führt unmittelbar zu einer einfachen Methode, elhptische

Bahnen zu bestimmen. Zu diesem Zwecke denken wir uns die Gleichung (3) als für jede beliebige Koor-

dinatenrichtung gültig und haben nun zunächst nachzuweisen, wie unter dieser Voraussetzung der helio-

zentrische Radius-\'ektor r^ zur Zeit der zweiten Beobachtung bestimmt werden kann.

Dazu legen wir die c-Richtung senkrecht zu dem größten Kreise P, Pg (siehe Fig. 1), der durch

die erste und dritte Beobachtung des Planeten hindurchgeht. Bezeichnet man dann die entsprechenden

terrestrischen Koordinaten des Planeten mit C,, C, und C3, diejenigen der Sonne mit 3i, ^2 '-'"'^ Sa» so ist

nach der Definition der ;: Richtung:

(3)

wobei [j.j die geozentrische Distanz zur Zeit der zweiten Beobachtung und h.^ — P^N (siehe Fig. 1) der

entsprechende sphärische Abstand des Planeten von dem größten Kreise ist (positiv gerechnet im Sinne

der wachsenden z).

Wenn wir die Werte, die sich für z aus (9) ergeben, in (3) substituieren, so folgt:

33= 1 ''^'^«*(p.2sm//,-a)- ->i<N(f>i-*3)<'- (10)

Diese Gleichung enthält, von dem letzten Gliede abgesehen, zwei Unbekannte: r.^ und pg. Zwischen

diesen beiden Größen besteht aber bekanntlich eine Gleichung, weil man für die zweite Beobachtung in

Fig. 1. FiK. 2.

dem Dreiecke Erde (£) — Sonne (S) — Planet (P) (Fig. 2) den Winkel -{i an der Erde und die Distanz

Sonne— Erde R^ kennt.

Es ist nämlich:
r^ = p^+ p2_2P,p, cos-;;. (11)

Aus (10) und (11) können demnach p.j und r, bestimmt werden.

Einfacher erhält man dieselben durch Einführen des Winkels / am Planeten zur Zeit der zweiten

Beobachtung. Man sieht, daß:

sin tj)

R.'2 —
.

"•2
sm /_

_sinJX+i)r,
Pa — :

^2-
sm /_

(12)
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650 W. Ebert,

Wir setzen diese Werte in (10) ein und lassen auf der recliten Seite den Term in z'.'J weg. Dann folgt

leicht:

sin / --3i V -'83V + 32-^^'2 sin h., cos '\

sin'yiKi)-„
- ^ ^

\ Ro—Ro sin /;, cos 4 \ +cos vä'., sin -L sin //„

2(2?2 sin (1^)3

f.
.

r (13)

Wir setzen nun zunächst:

und weiter:

./" cos A" - E"

a" sin A" zu R., sin h., sin
'Jj

Dann wird (13):

wobei:

. „ sin 'h sin ]t.,R.^d-,\)-„— sin^'y cos y =

—

"
.

2 (A', sin '{-)3

— = V,, -^ = V3,

£^' =: ^o— -^2 ^'^"^
^'l'

^*^^ 4^

C-" cos C" = E"~E"

c" sin C" = R2 sin /z^ sin -i*-

(14)

(15)

sin (/— C") = h" sin^x sin (/— ^4"), (16)

2t-"(/?3sin'}.)ä 2c"(R,sm<!^y

Die Gleichung (16) ist kaum schwerer aufzulösen'als dieGauss'sche, aber wesentlich genauer. Denn

A", das Gauss vernachlässigt, ist nach (15) und (14) von derselben Größenordnung wie h.^, also von der

zweiten Ordnung der Zwischenzeiten und kann, wie aus den weiterhin gegebenen Beispielen hervorgeht,

auf mehr als 1
° anwachsen.

Kennt man nun einmal •/_, so ergeben sich aus (12) zunächst r„ und p.^. Zur Bestimmung von p^ und

P3 folgen dann aus (3) (auf alle Koordinatenrichtungen angewandt) und den übrigen Beobachtungsdaten

lineare Gleichungen, deren Auflösung keine weitere Schwierigkeit bietet.

Wir könnten also bereits bei dieser Methode zur Bestimmung elliptischer Bahnen stehen^bleiben.

Indessen wird man durch die Kleinheit der Bahnexzentrizitäten der Asteroiden darauf hingewiesen,

noch weiter zu gehen.

Wesentlich unterstützt wird man hierbei durch eine merkwürdige Eigenschaft der Gleichung (16)

die wir später kennen lernen werden. Sie kann, ohne ihre Form zu ändern, Terme wesentlich höherer

Ordnung in sich aufnehmen.

§ 3. Über die Zusammensetzung des dritten und vierten Differentialquotienten

einer Koordinate.

Bei Kometenbahnen kann man, wie wir schon oben sagten, die Annäherung nicht weiter treiben,

weil der dritte Differentialquotient einer Koordinate aus zwei Teilen besteht, über deren gegenseitige

Größe man in diesem Falle im voraus nichts weiß. Für die kleinen Planeten verhält sich das aber anders,

weil hier die Bahn immer mit einer gewissen Annäherung als kreisförmig angesehen werden kann.

Betrachten wir also hier den Ausdruck:

so kann man den Term in r' im allgemeinen als kleiner betrachten, als den in z'.,.
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Bestimmung ellipUscher Bahnen. 651

In der Tat, das äußerste Maximum, das c^ erreichen kann, ist bis auf Glieder von der Größenord-

nung der Exzentrizität:

4 ->-.-•
. (18.)

Anderseits ist:

dr, . rl dl'.,—
-- =: e sin V., -^ . (18Zj)

d^ p d\\

Das Maximum, das z.^ erreichen kann, ist (wiederum bis auf GUeder von der Größenordnung der

Exzentrizität) r.^.

Man hat also immer innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze:

4 1 dv.,

rl ri d»
',

(19)
30, , 3 dlK, .—- r„ < — e —- sm v.,.

ii - rl d^

Also nur, wenn e> — , kann der Maximalbetrag des Terms in r', denjenigen des andern Terms in

o

—^übersteigen; indessen ist dies auch nur dann möglich, wenn t'„ = 90° oder 270°.

Für t'j = oder 180° ist der Term in r' für jede beliebige Koordinatenrichtung Null. Darum

d^z,
empfiehlt es sich, den ersten Term in—-^ zu berücksichtigen, auch wenn man den zweiten mit r[^ ver-

d^^

nachlässigen will.

Ähnliches gilt auch von dem vierten Differentialquotienten z]^'. Man hat nach (2') p. 3:

aJ.J Q « .,11 io ~ .,12

^iv ^ li. + ^2 _^ 3v^ _ 12^^_
^20)

A A ^ ^2

Das letzte Glied ist von der zweiten Ordnung der Exzentrizität und wir lassen es daher beiseite.

Mit Rücksicht darauf, daß -4!"
= '^Z- folgt aus (18 Z^):

aar T'n
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652 TT' Ebcrl,

Für die folgenden Glieder hat man:

?>a'e
{ 2 sin u, cos {A'+ i'„)+ cos v., sin {A'+'v.^) ]

.

4
" ' ' '

3 1

Die Klammer nimmt bei Einführung von 2v., statt v., die Form: — sin (2v.j+ A') sin^l' mit dem

offenbaren Maximum zwei an.

Da anderseits a' die Einheit nicht übersteigen kann, so ist also das Maximum der Glieder erster

Ordnung m ^: —

.

rl

Demnach ist das zweite Glied in z]}' im allgemeinen weniger wichtig als das erste, solange e < —
6

§ 4. Verbesserung" der Iti § 2 gegebenen Methode.

Die im vorigen Paragraphen erhaltenen Resultate legen es nahe, eine weitere Verbesserung der in

§ 2 dargelegten Methode anzustreben.

Man kann zunächst in den Reihen (2) c' schon mit Rücksicht auf die Terme dritter Ordnung der

Zwischenzeiten eliminieren und findet so:

Diese Gleichung kann wieder als Ausgangspunkt einer Bahnbestimmungsmethode verwendet

werden.

Auch hier nimmt dieGleichung in •/ wieder die Form (16) an und derTerm mit r', in c'" verschwindet

bei gleichen Zwischenzeiten, für Perihel und Aphel und schließlich für e i= 0. Man kann also trotz der

Vernachlässigung des zweiten Termes in c'" die Berücksichtigung des von der Exzentrizität unabhängigen

Termes in z}^ in Erwägung ziehen.

Bei Unterdrückung der Glieder in r'„ r" etc. lassen sich die Reihen (2) bis auf sechste Potenzen der

Zwischenzeiten schreiben

:

^i *n ,. f. n ^ ^t

2rl 24r«/ \ Qrl \20riJ
) (23)

^ + -^)+z'.,\ 1 -^ + ^-^
2rl 24r'J/ ' V ßr^ 120^

Durch Elimination von c' ergibt sich hieraus, indem wir gleich durch §• = l^^^-\>3 dividieren:

Diese Gleichung hätte auch direkt durch Betrachtung einer Kreisbahn mit dem Radius n abgeleitet

werden können, was ja auf die Vernachlässigung von r'.„ r" u. s. w. hinausläuft. Sie unterscheidet sich von

(22) durch die Terme vierter Potenz in der Klammer. Indessen würden wir durch Beibehalten derselben die

zur Bestimmung von / so günstige Gleichungsform (16) verlieren, welche für (22) noch besteht. Wir

können aber (22) unter Beibehaltung seiner Form wesentlich verschärfen.

Wir betrachten die Gleichung (24) für gleiche Zwischenzeiten. Dann ist: ^^ = 8-j und d' ^^ 2^^.
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Bestimmung elliptischer Bahnen. 653

Die Terme vierter Ordnung in den Klammern sind dann:

dt *t . 2dt
-1— , —1— und ^

120^8 \20rl 15 r|

cd*
Wären diese Terme alle unter sich gleich, z. B. gleich —-, so könnte man in diesem Falle die

rl

ganze Gleichung durch 1 H -' dividieren und würde so eine (22) analoge Form erhalten.

Nun ist (22) durch die Elimination der Terme dritter Ordnung aus den Reihen (2) erhalten worden,

während in (24) die Terme fünfter Ordnung der Zwischenzeiten eliminiert sind. Wenn sich also (24) bei

gleichen Zwischenreihen durch iH 5. teilen ließe, so würde man hieraus schließen können, daß in

2

diesem Falle (22) die Terme vierter und fünfter Ordnung aus (2) eliminiert. Nun hat, wie gesagt, (22)

diese Eigenschaft nicht.

Multipliziert man aber (24) mit dem Faktor 1 + —^, wo X eine später zu bestimmende Zahl bedeutet, so
rl

erhält man:

* V Qrl r\ 120 r^ 6r^

3_3 f 1 3_
.^ ,

3 3 ^ s 1 1
1

* V 6r^ rl 120r« Qrl J V Qrl rl \20rl Qrl-

Setzt man nun wieder:

dg = »j, d- = 2d„

so ergeben sich als Terme vierter Ordnung in den beiden ersten Klammern:

d* 4Xdt

(25)

120r?, Qrl

und in der letzten Klammer:

16** 16X&I

120 rl Qrl

Durch Gleichsetzung beider Ausdrücke ergibt sich X = — und wir schließen daraus, daß die Glei-

16
chung:

"^^ ^n'Vl6 QJ
.

^^^g^

r\\ 1 fr- df\} i . 5 *-

ein Restglied F hat, in dem der Hauptterm in z}^' und cY für gleiche Zwischenzeiten verschwindet. Bei

Weglassung von F nimmt die Bestimmungsgleichung für den Winkel am Planeten wieder die Form

(16) an.

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVIII. 86
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654 W. Ebert,

§ 5. Das Restg-lied F der Gleichung (26) und seine geometrische Bedeutung.

Bevor wir Gleichung (26) der Bahnbestimmung zu Grunde legen, wollen wir untersuchen, welchen

Einfluß die Vernachlässigung von F auf das Resultat haben kann. Hierzu leiten wir zunächst analytische

Ausdrücke für die hauptsächlichsten Glieder ab, aus denen sich i^ zusammensetzt.

Wir beginnen mit F^, dem Hauptterm vierter Ordnung der Zwischenzeiten, der sich nach dem vorigen

für gleiche Zwischenzeiten wegheben muß.

Indem man (24) von (26) abzieht, ergibt sich zunächst:
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Besliinmnug clliplischcr Bahnen. 655

Hieraus resultiert bei gleichen äußeren heliozentrischen Orten ein anderer mittlerer heliozentrischer

Ort (.Vj), (Vg), (c.j) mit dem Radius-Vektor {r^.

Bei Berechnung dieser Größen ist die mittlere Beobachtung benutzt und man könnte sie also

gewissermaßen als den beobachteten heliozentrischen Ort bezeichnen, im Gegensatze zu dem aus den

äußeren Orten mittels der Kepler'schen Gesetze berechneten mittleren Ort x,,y.^ und ~.,.

Die Differenzen:

repräsentieren also heliozentrisch die Darstellung des mittleren Ortes im Sinne Beobachtung minus

Rechnung.

Der Gleichung (26) steht nach dem Vorhergehenden die folgende gegenüber:

48 {r,Y

Die Klammern beider Gleichungen unterscheiden sich nur durch Terme zweiter Potenz der

Zwischenzeiten, multipliziert in die Differenz von {r.-,) und r^, also nur Glieder höherer Ordnung. Man
kann daher die Klammern in beiden Gleichungen als gleich betrachten und findet dann durch Subtraktion

derselben für eine beliebige Koordinatenrichtung:

• = {c.,-(^.3)i(l--;-^^)+ i'- (30a)

oder genähert:

{z,)-z, = F=z,A'+4 A". (30 b)

F ist also bis auf Glieder höherer Ordnung die heliozentrische Darstellung des mittleren Ortes.

Legt man die ^-Richtung in den Radius-Vektor, so hat man im Sinne Beobachtung minus Rechnung:

^r = r.^N+r[N'. {Z\a)

Legt man sie hingegen senkrecht zum zweiten Radius-Vektor, so folgt:

r^^v^ = r^v',N'. (31*)

Nun sind bei unserer Methode die wichtigsten Glieder in A^undA'' von der ersten Ordnung der

Exzentrizität.

Man kann daher in den vorstehenden Gleichungen mit Vernachlässigung zweiter Potenzen der

Exzentrizität setzen:

< = 0, v', = 4-

und findet dann:

A r = Tg A''

N' \
(32)

Diese beiden Größen gehen in verschiedener Weise in den geozentrischen Ort ein.

86*
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656 W. Eben,

Unter der Annahme, daß zur Zeit der zweiten Beobachtung Sonne, Erde und Planet genau in einer

geraden Linie stehen, ergibt sich für den aus ^.Vo resultierenden Fehler im geozentrischen Ort (AX):

(A X)" = -^^^ =—=
. (33)

• (r^-l) sin 1" s^r, (r,-l) sin 1"

Der Fehler in u, geht also vergrößert in den geozentrischen Ort ein. Anderseits findet man leicht aus

dem Dreiecke Sonne—Erde— Planet zur zweiten Beobachtung (siehe Fig. 2). unter Konstanthaltung

des Winkels an der Sonne (da ja der Einfluß eines Fehlers in v für sich betrachtet wird):

Ar
A<Jj = — sin /, (34 a)

P

wofür man überschlagsweise setzen kann:

m"=^^r (34)
r, — 1 sm 1"

Der Winkel -/ würde Null sein, wenn zur Zeit der zweiten Beobachtung Sonne, Erde und Planet

auf einer geraden Linie stehen.

Diese Bedingung ist nun immer näherungsweise erfüllt, so daß der Fehler in rg nur mit verhältnis-

mäßig geringen Beträgen in den mittleren Ort eingeht. Ich habe in der Literatur kein Beispiel finden

können, in welchem / 14° übersteigt. Setzt man also in (34) sin /_ = — (/ — 14° 29'), so ist das jedenfalls

hoch gegriffen. Man hat unter dieser Annahme:

mr = ^, "]^ . ,„
(35)

4 (^2—1) sm 1"

§ 6. Die zu erwartende Darstellung des mittleren Ortes.

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen erlauben, die bei Anwendung unserer Methode zu

erwartende Darstellung des zweiten geozentrischen Ortes voraus zu sagen.

Stellt man A^ und N' aus F^, F., und F^ nach (28) und (28 a) zusammen, so ergibt sich:

96r« 2 '
'' ' ''

+ ^in-^\+n)W ) (36)
O

worin wir nach (2') mit Vernachlässigung zweiter Potenzen der Exzentrizität setzen:

Wir betrachten zunächst A^' unter der Annahme: e sin fg 3=0.1, was etwa dem großen Durch-

schnitt aller Fälle entsprechen dürfte.

Der Einfluß eines Gliedes ändert sich sehr, je nach der Entfernung des Planetoiden von der Sonne, ein

Umstand, auf den wohl zuerst Herr Prof. Weiss in der in der Einleitung zitierten Arbeit mit gebührendem
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Bestiiinnnng elliptischer Baluieu. 657

Nachdrucke hingewiesen hat. Wir berechnen also (AX"), den durch A" verursachten Fehler im zweiten

geozentrischen Ort, für r =r 2.0, 2.5 und 3.0, entsprechend dem inneren, mittleren und äußeren Teile

des Asteroidenringes.

Man findet für gleiche Zwischenzeiten nach dem Gesagten aus A^':

AX"
640 sin l"r^(r3— 1)

= [5.45058] (37)

wobei T das Gesamtintervall in mittleren Sonnentagen. Für etwas ungleiche Zwischenzeiten würde dieses

Resultat nur unwesentlich geändert werden.

Aus (37) ergibt sich für AX" geozentrisch folgende Zusammenstellung:

Gesamt-

intervall
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658 .

'

W. Ebert,

Durch Anwendung dieser Formel ergibt sich für A-p" geozentrisch folgende Zusammenstellung;

GesamtinteiT/all
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Bestimmtmg eJJiptiscJier Bahnen. 659

Auch hier erscheinen nennenswerte Schwierigkeiten erst bei 40 oder 45 Tagen Gesamt-

intervall.

Man kann übrigens im voraus nicht wissen, ob die in dieser Zusammenstellung enthaltenen Größen

denen in der vorhergehenden entgegenwirken oder ob sie sich ihnen hinzufügen. Das hängt von den

geometrischen Verhältnissen des Problems ab.

Der hier vorausgesetzte Mittelwert r sin r., = 0.1 ist insofern jedenfalls nicht zu klein, weil die

kleinen Planeten meistens in der Nähe des Perihels entdeckt werden, und dann liegt die zweite Beob-

achtung in der Nähe derselben.

Auch wenn sin/ < — , was meistens der Fall ist, gestaltet sich die vorstehende Zusammenstellung
4

günstiger.

Der noch nicht betrachtete Term in A'^:

96 r«

ist völlig einflußlos. Er ergibt:

^^'^''') = jy'^7, J'^-\,r (40)
384(r2— l)n sm 1"

Setzen wir in dieser Formel:

r—2, v^— 18^ Tg = 42^ t = 60''

(ein Fall, auf den nach der \-origen Zusammenstellung unsere Methode in einer Hypothese überhaupt

nicht mehr anwendbar ist), so folgt:

A'\>" = 0"6.

Dieses Glied ist also für unsere Diskussion völlig bedeutungslos.

Das Gelingen einer Bahnbestimmung in einer Näherung mit unserer Methode hängt nach dem Vor-

hergehenden eigentlich am wenigsten von Bahnexzentrizität ab. Wichtiger ist die Gleichheit der Zwischen-

zeiten und vor allem der Radius-Vektor.

§ 7. Ableitung der Gleichimg- zur Bestimmung des Winkels x am
Planeten.

Nachdem wir uns nun ein Urteil über die Leistungsfähigkeit unserer Methode gebildet haben, gehen

wir dazu über, für die Aufstellung der Gleichung zur Bestimmung des Winkels / am Planeten (zur Zeit

der zweiten Beobachtung) möglichst einfache Rechnungsvorschriften abzuleiten.

Wir setzen zur Abkürzung:

V =^ = -^

n = — r-z-,

48

\ = kz„Di
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660 W. Ebert,

Dann läßt sich (26) wie folgt schreiben:

' '
^ (42)

Wendet man diese Gleichung auf diejenige Koordinatenrichtung an, welche auf dem durch erste

und dritte Beobachtung hindurchgehenden größten Kreise senkrecht steht, so ergibt sich mittels der

Formeln (9) p. 5 [— ]:

Rv ln-"^^} avll + nÖ3(

—
(Pa sin /;,—3,) 1

(42 a)

rt

Führen wir nun mittels der Gleichungen (12) p. 5 [— .] den Winkel )( am Planeten ein und setzen

außerdem zur Abkürzung:

E := ^2— -^2 sin '^2 '^OS
(J)

^=(3,Vi)+ (33V3) (43)

so ergibt sich:

(E—F) sin /_— i?2 sin h.^ sin
^Jj
cos -/

_ U(E+G) . ,_ ni?, sin /z^ sin ^ • 3 . [

'^"^'^^

suT*-/ ^—

—

^-^ ~ sin^ y cos */,

ie^sin».}. A^sin^tl;

Setzt man schließlich:

a"cos^" = £+G
a" sin .4" =: R^ sin /«g sin

»Jj

r" cos C' =: E—F

c" sin C" = i?.j sin Ä., sin

/." «" n
(45)

c" (i?2 sin
<J))3

so folgt:

sin (y—C") = li" sin^-/ sin {y—A").

Ein Vergleich mit p. 6 [— .] zeigt, daß die Mehrarbeit gegenüber der dort auseinandergesetzten

Methode bei bedeutend erhöhter Genauigkeit eine ganz unbeträchtliche ist. Ähnliches gilt auch von der

Auflösung der linearen Gleichungen zur Bestimmung der äußeren Vektoren.

Da /_ immer nahezu C" ist, so setzt man mit Vorteil:

/ = C"+&" B" - C"-A" (47 rt)

und hat dann y aus folgender Gleichung zu bestimmen:

sin y = h" sin3(C"+d") sin (B"+&"). (47)
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Bestimmung elliptischer Bahnen. 661

§ 8. Die Bestimmung des Parameters.

I Mit der Bestimmung des Winkels /_ am Planeten zur Zeit der zweiten Beobachtung ist der trans-

zendente Teil der Aufgabe erschöpft. Man findet hieraus nach (12), p. 5 [— ], p^ und den zweiten helio-

zentrischen Ort.

Hieraus ergeben sich dann unter Anwendung der Grundgleichung (26) auf alle Koordinaten-

richtungen bei Heranziehung der übrigen Beobachtungsdaten die äußeren heliozentrischen Orte durch

lineare Gleichungen. Wie diese in einfacher Weise aufzulösen sind, werden wir später sehen. Wir

betrachten also vorläufig die äußeren heliozentrischen Orte als

gegeben und suchen aus demselben und der Zwischenzeit den

Parameter zu bestimmen.

Die im § 6 erhaltenen Resultate bleiben im wesentlichen

auch dann noch bestehen, wenn die beiden äußeren Orte nicht

vollständig strenge dargestellt sind, wenn nur ihre Darstellung

erheblich genauer ist, als der nach der Theorie zu erwartende

Fehler des mittleren Ortes.

Um also bei Bestimmung des Parameters keine unnütze

Genauigkeit anzustreben, müssen wir untersuchen, in welcher

Weise ein bei Bestimmung des Parameters begangener Fehler

auf die drei Orte einwirkt.

Seien also Pj, P^ und P., die drei Stellungen des Planeten

in seiner Bahnebene, wie sie am Schlüsse der Bahnbestimmung

erhalten werden.

Berechnet man dann aus den beiden äußeren Orten I\ und P^ und der Zwischenzeit die Bahn-

elemente strenge, wie das gewöhnlich geschieht, würde man eine andere Bahn P^P'.^P.^ erhalten, welche

im allgemeinen nicht durch P., hindurchgeht.

Pg soll in derselben auf der Linie SP, liegen.

PoP'o ist dann die in § 5, Forme! (31 a) abgeleitete Größe A;-.

Übrigens würde P[^ in der so erhaltenen Kepler'schen Bewegung nicht genau der Zeit f., ent-

sprechen.

Hätte man hingegen ;' aus den beiden äußeren Orten und der Zwischenzeit nur näherungsweise

berechnet (wie wir das in der Folge tun wollen), so würde man noch einen anderen Bahnbogen PiP^Pg

erhalten, welcher nicht genau in der Zeit t^^—ty durchlaufen wird.

P'!, soll wieder auf der Geraden SP.^ liegen.

Wir wollen nun untersuchen, welcher Wert von P[,P'!, einem Fehler op von p entspricht.

Zwischen dem Parameter, den drei Radii-Vektoren und ihren Zwischenwinkeln besteht in jeder ellip-

tischen Bewegung die leicht abzuleitende Relation:-

= ^-1 sin (i'3-i'2)+ (

— -1 sin (t\-v.,)P
^r.

P+ [^~\ ]sm{v.^— Vy)

(48)

oder:

sin {v^—v^+ s\n (t^j— t>3)+ sin (t-'g— f,)

sin (Vj— fg) sin(^;^— fg) sin {v^— Vi)

r, r., r^

(48 a)

BenliSchriFten der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVIII. 87
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662 W. Ebcrt,

woraus sich durch Differenzierung ergibt:

g, _^g. sin (v^—v.^)+ s\n (t;^— t;3)+ sin {v^—Vy)

p^ sin (fi

—

v._^)

,^ . v.-,—v^ . v^ — v^ ) (49)
2 sm -= i-sin^^ '

r' 2^ ^ ;'

•^ cos —
2

Hieraus geht hervor, daß ein Fehler in /;, nur mit der zweiten Potenz der Zwischenzeiten oder

Zwischenwinkel multipliziert, in r^ eingeht.

Wenn wir in dieser Formel die ersten Potenzen der Exzentrizität und die zweiten Potenzen der

Zwischenzeiten vernachlässigen, so ergibt sich näherungsweise:

hU — --^--^^. (49</)

'^2

Wir können jetzt auch den Einfluß eines Fehlers in /' auf die Winkel leicht feststellen.

Zu der Bewegung: I\P.iP.^ braucht der Planet die Zeit f^— fi-

Einem etwas fehlerhaften Werte von p entspricht der Bogen P^Pi'P.^, der in einer etwas anderen

Zeit durchlaufen wird. Wir wollen die Differenz beider Zeiten ermitteln.

Es ist für jede dieser Bewegungen die doppelte Dreiecksfläche n = PiPgS gemeinsam.

Nach einer bekannten FormeP ist nun für jede Kepler'sche Bewegung die doppelte Dreiecksfläche:

»- »^ -Ö-'

i\r^ sin (v.—v^) — iy\/p 1-— +-^ +— ^^
Cr» 120r« 80

(50)

wo ¥ dieselbe Bedeutung hat wie in (2') und r der Radius-Vektor, der dem Mittel der Zeiten der

beiden äußeren Orte entspricht, ö' schließlich die Zwischenzeit, in Laplace'schen Zeiteinheiten gemessen.

Differenziert man (50) logarithmisch, so ergibt sich:

oi> So S/v ,.^ ,

» '2p K
wo A' die Klammer.

Nun ist näherungsweise:

o7v= 1 (51)

oder, indem man in der Näherungsformel (49 «) {^^ =; iK; ^ — setzt:

IK— i--. (51 er)

3r3 16ri»

Durch .Substitution dieses Wertes in (50a) ergibt sich schließlich:

_oJ>/ _^"^o>/ __^ (52)

wo /v seiner Definition nach in erster Nähei'ung gleich Eins ist. Man schließt hieraus mit genügender

Annäherung:

n&— —^-^». (53)
2p

1 Siehe Prof. E. Weiß. Über die Bestimmung lier Bahn eines Himmelskörpers .lus drei Beobachtungen. Denlischr. der kais.

.'\kad. der Wissensch., mathem.-naturw. Kl., I.X. Bd, p. 352, die zweite der Formeln (10).
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bewegung:

Bcsfiiiiinuiig elliptischer Baliucu. 663

Dieser Zeitdifferenz zwischen den beiden Bewegungen entspricht nun nahezu folgende Winkel-

3/7. {)

5(i'3-f'i) =
2rf

(54)

Kurz gesagt: ein Fehler in p multipliziert sich in den Radius-Vektoren mit der zweiten Potenz der

Zwischenzeiten, in den Winkeln mit der ersten Potenz derselben.

(50) kann zunächst wie folgt geschrieben werden:

«'i''3 sin(i^3-t'i)
^P

& 1

^3 ^1

6^3 120^"

1

80
W (55)

Da Wg— f, und \\ von der ( )rdnung der Zwischenzeiten sind, so vernachlässigt man in p ein (llicd

von der Form et^, wenn man diesen letzten Faktor wegläßt und diese Vernachlässigung gibt nach dem

soeben Gesagten in den Winkeln und Radius-\'ektoren Geringeres, als wir bei unserer Methode schon

ohnehin vernachlässigt haben. Das übrige kann mit Vorteil geschrieben werden:

,— r, ;'o sin (i'„

—

v.)

S/p = ^
'

(56)

wo:

Wz=:

r- sin W

Hierbei ist also r der Radius-Vektor für das Mittel der beiden äußeren Zeiten. Wir müssen für diese

Größe nun eine geeignete Näherung einführen.

Man hat allgemein:

1
.

2 8 48

(57)

8 48

wo r', r". . . die sukzessiven .Ableitungen von r nach der Zeit. Durch Multiplikation beider Gleichungen

ergibt sich:

4 V r r''

(58)

wobei sich in der Klammer die dritte Potenz von !> vollständig weghebt.

Setzt man also:

r ^ \Av^!' (58a)

so vernachlässigt man in r ein Glied von der Form: et'-. Hieraus resultiert im Nenner von (55) ein Glied

von der Form ct^ und ebenso in \/p und p selbst.

Hieraus ergibt sich also in den Winkeln ein Glied von der Form ct-\ in den Radien ef^, also Ver-

nachlässigungen, die kleiner sind als die schon begangenen, und man kann somit p einfach wie folgt

berechnen:

IV— '^"(.t.-h)

{r,r,Y
(59)

V /' = (''i^'a)

\sm{v^—v^)

sin W
87*
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664 W. Ebert,

Die drei am Ende dieser Arbeit gegebenen B.eispiele bestätigen dieses Resultat.

Wenn man die bei der von mir gewählten Anordnung am Schlüsse der Rechnung erhaltenen

mittleren Anomalien mit der vorher erhaltenen mittleren Bewegung auf eine und dieselbe Epoche

reduziert, so fällt 71/g stets außerhalb des Raumes zwischen M^ und M^. BeiVanadis wiederholt sich diese

Erscheinung auch in der zweiten Hypothese. Wäre die Formel (59) für j? ganz strenge, so müßten Afj

und A/g, auf dieselbe Epoche reduziert, zusammenfallen.

Der Umstand, daß M.^ bei allen Beispielen außerhalb des zwischen M^ und M^ eingeschlossenen

Raumes fällt, beweist, daß auch rechnerisch die in (59) begangenen Vernachlässigungen von geringerem

Einfluß auf das Resultat der Bahnbestimmung sind als die übrigen in unserer Methode enthaltenen.

9. Ableitung der zur Rechnung erforderliehen Hilfsformeln.

Zur rechnerischen Anwendung ist jetzt vor allem noch zweierlei erforderlich: die Aufstellung

geeigneter sphärischer Formeln für die geometrischen Hilfsgrößen und ein möglichst einfaches Verfahren

zur Bestimmung der äußeren heliozentrischen Orte aus dem mittleren.

Wir behandeln diese Aufgaben gleichzeitig für Äquator und Ekliptik als FundanTentalebenen, um
nicht wesentlich dasselbe zweimal vorbringen zu müssen. Wir bezeichnen wie bisher jede Größe mit dem

Index 1, 2 oder 3, je nachdem sie der ersten, zweiten oder dritten Beobachtung entspricht.

Für den Äquator seien X, Y und Z die rechtwinkeligen Koordinaten der Sonne. Für die Ekliptik

seien die Sonnenlängen, L ^ 0+180 die Erdlängen, R die Abstände Sonne— Erde. Ferner seien p die

Abstände Planet— Erde und r die heliozentrischen Radii-Vektoren des Planeten. Mit a und 8 bezeichnen

wir die Rektaszension und Deklination des Planeten, mit X imd ß seine Länge und Breite.

In unserer Methode werden nur sieben geometrische Hülfsgrößen gebraucht: Zunächst muß der

durch erste und dritte Beobachtung hindurchgehende größte Kreis definiert werden. Dies erfordert zwei

Hülfsgrößen: / die Neigung und K den Knoten desselben (siehe Fig. 4). Diese Größen werden bekanntlich

für die Ekliptik durch folgende Formeln definiert:

tg/sin(Xj-A') = tgß, \

tg /cos iK-K) =
tgß.cos(X X) tgß3

sm (Xj— X3) l

Kontrolle: tg ßg = tg/sin {\—K). 1

Für den Äquator haben a und 5 statt X und ß einzutreten.

Hierdurch sind auch die Richtungscosinus der Normalen senkrecht zu diesem Kreise bestimmt. Wir

beziehen dieselben auf ein rechtwinkeliges Koordinatensystem, deren +.ir-Achse nach dem Frühlingspunkt

zeigt und dessen +j'-Achse senkrecht hierzu in der betreffenden Fundamentalebene liegt, und zwar nach

der Seite der wachsenden Rektaszensionen oder Längen.

Die z rechnen wir positiv nach Norden. Die nördliche Normale zu dem soeben definierten größten

Kreise bildet mit der +3-Richtung offenbar den Winkel /, da / andererseits die Neigung dieses größten

Kreises gegen die Fundamentalebene xy (Äquator oder Ekliptik) ist. Demnach ist der Richtungscosinus
j

zwischen der nördlichen Normalen A' und der +r-Achse:

cos (sA/^j 1= 5 ^ cos /.

Ferner ist die Projektion der Normalen auf die ,r_v-Ebene (Äquator oder Ekliptik) gleich sin /(ihre

Länge gleich Eins vorausgesetzt).

Die Projektion des Endes der Normalen auf die .rjv'-Ebene A'' steht aber vom Mittelpunkte der

Himmelskugel um sin /ab. Fällt A' in den ersten Quadranten, so liegt A" im vierten (vergleiche die
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BesHmmmig elliptischer Baliiieu. 665

P'igiiren 4 und 5), und zwar so, daß die Linie N' mit der +,v- Achse den Winkel 00— A" bildet. Demnach

sind die Projektionen j; und 1) von +/V auf die +.v- und +j'-Achse oder ihre Richtimgscosinus gegen

diese Achsen:
cos (Nx) =

i'
= +sin /cos (90— A') ^ +sin / sin K

cos (Xj) =: 1] = —sin / sin (90— A') = —sin /cos A
)

(61)

cos (A^^) = 3 = + cos /.

Fig. 4. Fig. 5.

i'

Da diese Normale ihrer Definition nach auf den Richtungen nach dem ersten und dritten Ort senk-

recht stehen muß, so hat man

:

cos(l,A?) = 0, cos(3, A') =
oder

j cos «j cos öj+l) sin o(j cos Oj+j sin o^

und ähnlich für den dritten Ort.

Dividiert man durch cos o^, so erhält man schließlich folgende wichtige Kontrollgleichungen:

Für den Äquator:

= j; cos otj +t) sin a^ +3 tg 8^

= j cos «3 + 1) sin «3+ 3 tg §3

und ähnlich für die Ekliptik

:

= jcosXj+t) sinXj+3 tgß^

= 1 cos Xs+ t) sin X3+ 3 tg ßg.

Hierdurch können die Größen cos a^, sin a^ tg o^ und cos a^, sin 7.3, tg 83, welche dann später nach

Bestimmung der geozentrischen, curtierten Distanzen zum Übergang auf die heliozentrischen Koordinaten

dienen, gleich von vornherein mitkontrolliert werden.

Aus den Größen v, l) und 3 ergeben sich die nördlichen Abstände der Sonne von obigem größten

Kreise (in Erdbahnradien):

(62)

(620

3^=A',j;+yil)+ Z,3

3, = ^j:+nt)+ Z,3 (63)
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666 W. Ebert,

Für den Äquator kann man die Summe dieser drei Gleichungen als Kontrolle verwenden:

S^^jSA'+tjSy+äSZ. (63'-)

Für die Ekliptik lassen sich die Fornieln (63) wesentlich einfacher gestalten.

Man hat für diese Fundamentalebene:

X— RcosG= —R cos L

i' = ie sin O =: —R sin L
}

(64)

2 = 0.

Setzt man diese Größen in (63) ein, so ergibt sich mit Rücksicht auf (61):

|3i
= ^1 sin /sin (L^—K)

g^ = i?2 sin /sin {L,— K)
\

(65)

^3 ^= -^3 sin /sin (L.,— A').

Diese Ausdrücke sind so einfach, daß eine Kontrolle nach Art von (63') eher ein Umweg wäre.

Der Sinus des nördlichen sphärischen Abstandes h.^ des Planeten in der zweiten Beobachtung von

obigem größten Kreise ist offenbar inklusive Vorzeichen gleich dem Kosinus des VV^inkels zwischen der

zweiten Beobachtung und der Normalen +N; also nach Division mit cosS^:

sin h.

cos 0,

j cos y.o +1) sin y.., +,^ tg Sg. (66)

Diese Formel gestattet auch, sin h.^ in symmetrischer Weise mit den Kontrollen (62) gleichzeitig

zu rechnen.

Setzt man anderseits in (66) für j;, t) und 3 ihre Werte (61) ein, so folgt:

sin Äg = sin /cos 83 sin (/i— aj+ cos /sin o^. (67)

Durch gleichzeitige Anwendung der Formeln (67) und (66) werden die Größen cos y^, sin 7.^ und tg Sg

kontrolliert.

Für die Ekliptik als Fundamentalebene ergibt sich entsprechend (67):

sin Ä.3 = sin ßg cos /—cos % sin /sin {\—K). (68)

Es erübrigt nun noch, den Winkel
-Jj
Sonne— Planet zur Zeit der zweiten Beobachtung zu

bestimmen.

Für die Ekliptik kann das, wie bekannt,' durch folgende Formeln geschehen:

tg.^ :^_Jii^„ o<x< yu°
sin (Xg—Lg) I

^gg^

tg ,1; = 'gJk^a) 90° < -j» < 180°

cos y.

Kontrolle: cos ']j = cos ß, cos (Xj— Lj).

Für den Äquator hingegen ist hierzu die Kenntnis der Rektaszension A.^ und der Deklination D.^ der

Sonne erforderlich.

1 Tietjen, Berl. Jahrbuch 1879, Anliang, p. 8.
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Besfiiniiuiiig ellipfischcr Bahnen. 667

Da anderseits auch R., gebraucht wird, so berechnet man am besten diese drei Größen aus den

recht\\'ini<eUgen Sonnenkoordinaten A'^, Y., und Z., mittels der Formein:

i?2 cos D., cos A^ =: X.,

R., cos £»3 sin A.^ — Y.^
)

(70)

R.^ sin D., ^ Zj,

welche Operation nur für den zweiten Ort auszuführen ist.

Man hat dann:

cos 'i r= ^ cos a^ cos §3 + TT ^'" '-' '-°^ ^a + TT ^'" ^i (*"-)

oder:

X Y Z— cos a, cos So + —^ sin a., cos 0., H
R, - R,_ -

- R,

cos A Xo Y„ . Z., ^ ^ _,,^
:= —- COS «., H sm 7., H

—

-- tg Oj, (( r)
cos Sj i?, -^2

" ^2

wobei also wieder cos a^, sin a^ und tg 0., mitverwendet werden.

Die Bestimmung von ']) aus cos -j- könnte bedenkhch erscheinen, wenn -{j nahe gleich 180° (wenn

die zweite Beobachtung in die Nähe der Opposition fällt). Dann wird <h am sichersten aus cos- —
bestimmt.

Man findet aus (70) und (71):

cos ']; = cos \ cos Dj cos (oc,— 74,)+ sin 5^ sin D., (72)

oder:

COS- -!- = sm-^ =^ 4-cos 0., cos L*., cos--^ - (<o)

2 2
" "

2

Diese Formel erlaubt unter allen Umständen eine sehr strenge Berechnung \'on -j;.

(71^ kann als Kontrolle verwendet werden.

Die sieben Größen K. I, ßp Ba» Ss' ^^^ ''2 '"""^ '!' ^''"''^ *^'*^ einzigen, in dieser Methode ertorderlichen,

geometrischen Hülfsgrößen.

Man erhält sie für die Ekliptik als Fundamentalebene etwas schneller, doch bleiben hier 3i; 32- Sa

und sin h^ unkontrolliert.

Hat man den Äquator als Fundamentalebene gewählt, so ist die Rechnung vielleicht etwas länger,

hingegen sind dann alle diese Größen unter sich und mit den wichtigen cos a, sin a und tgo durch

Kontrollen verbunden.

Die äußeren heliozentrischen Orte ergeben sich, indem wir die Gleichung (26) in der Form (42) auf

alle Koordinatenrichtungen ausdehnen.

Wir nehmen also an, daß in jeder beliebigen Koordinatenrichtung:

xj,+xj^-x.^, (74a)

wo nach (42), p. 16 [— ]:

na
'.l-'^l

T, = -^—, n =
'

rl '
_ (74)

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



668 W. Ehcrt,

Ist der Winkel / am Planeten bestimmt, so sind T^ und T^ (die Dreiecksnächenverhältnisse) voll-

ständig bekannte Größen. Auch der zweite heliozentrische Ort ist dann bekannt.

Durch Anwendung von (74«) auf die Richtung senkrecht zum größten Kreise durch erste und dritte

Beobachtung ergibt sich folgende Kontrollgleichung für die T:

a^äi^'i + äs^a+ PaSin/z,, (74 Z;)

wobei p2 die wirkliche terrestrische Distanz zur Zeit der zweiten Beobachtung.

Die curtierten Distanzen bezeichnen wir mit [p], so daß also je nach der Fundamentalebene:

[p] =: p cos ß oder [p] = p cos 8. (75)

Wir wollen nun zunächst mittels (74(7) die auf den Äquator curtierten terrestrischen Abstände

[pj] und [pg] zur Zeit der ersten und dritten Beobachtung bestimmen.

Wir haben für die heliozentrischen Äquatorialkoordinaten:

.T, =:
[pi]

cos 0(j— A",

J>'i
=

[pi]
sin aj-Vj

} (76)

^3 — [Ps] cos «3—A3

.i's = [P3] sin «3—^3.

Durch Anwendung der Gleichung (74a) auf die x- und j'-Richtung ergibt sich demnach:

[Pi]
r, cos «1+ [pg] 7-3 cos or.3 = X,+ Ai Ji+ A3 73 -mcosM

[PilTj sin aj+[p3]r3 sm a.^ =y.^+^ J^+Y.J.^ = ;;/ sm M,

wobei also m und M völlig bekannt sind.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt dann:

[Pijr, sin (aj— «3) — m sin {M— a^) )

(
(")

[pgjTg sin (aj— ag) ^ 111 sin («j— M), ]

woraus sich [pJ und [pg] ergeben.

Die Bestimmung dieser Größen ist rechnerisch eine um so schärfere, je größer a^— ol^. Die günstigste

Bestimmung würde also dann stattfinden, wenn man den größten Kreis durch die erste und dritte Beob-

achtung an Stelle des Äquators verwendet hätte. Doch wiegt der hieraus entstehende Vorteil die hiermit

verbundene Komplikation keineswegs auf.

Aus [pj] und [pg] erhält man sodann die rechtwinkeligen heliozentrischen Äquatorialkoordinaten der

äußeren Orte: x^,^^, c^ und x^,yg und ^g.

Man kann von diesen Werten aus in bequemster Weise auf die Ekliptik als Fundamentalebene über-

gehen. Bezeichnen wir die rechtwinkeligen Ekliptikalkoordinaten mit xe,y^ und Ce, so ist bekanntlich:

x'' =z X

y'^ ^^ y cos £-t-c sin s := s cos (a— s) \
(78)^

c^ := —y sin z-\-z cos s = 5 sin (a— s).

wobei

:

und £ die Schiefe der Ekliptik.

_j' = s cos (J

s := s sin n

1 In Oppolzer's Lehrbuch der Bahnbe.stimmung. I. Bd., 2. Aufl., p. 12, stehen die Formeln (78) mit dem Texte im Wider-

spruche.
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Bestimmung elliptischer Bahueii. 669

Sowohl x,y, z als auch .v"=, jv"^ und z'^ müssen den Gleichungen (74a) genügen.

Hiei-auf ergeben sich die heliozentrischen Längen und Breiten aus den Formeln:

A'e ^ r cos b cos / \

jV'e ^ r cos Z? sin / > (79)

3e ^ r sin /7. )

Ist die Ekliptik von vornherein Fundamentalebene, so hat man in den Gleichungen (74*7) zu setzen:

X =: [r] cos / ^ [p] cos l+R cos I,
]

y — [r] sin / — [p] sin Ä+i? sin L > (80)

= [r] tg Z. = [p] tg ß, )

wobei [r] der curtierte heliozentrische Radius-Vektor (r cos /') ist. Für den zweiten Ort sind die helio-

zentrischen Pularkoordinaten bekannt.

Die Gleichungen (74tz) lassen sich dann schreiben:

[pjjTj cos Äi4-[i03]73 cos \ =: [r,] cos /,

—

Ji^^x '^os L^—R^T^ cos L.j

[pJTj sin Xi-h[p3]r3 sin \ = [r,] sin l^—RJ-, sin L^—R^T^ sin Lg.

Aus diesen Gleichungen folgt sofort:

[Pi]7"i sin {\—\) — [r,] sin {l,^\)+ RJ^ sin (X.j-L,)-!-;?.,^, sin (X.,—Lg)

[pgJJg sin (Xj— Xg) = [ ('j ] sIh (Xj— /^)-i-i?, r, sin (Lj— Xj)+ ä'.j7'3 sin (L^^X,)

oder, wenn wir zur Abkürzung setzen:

Gx — T,Rx sin (K^-L^)^T.,R., sin {\^-L.,)+ [i\^ sin (/3-X3)

G3 = Tji?! sin (Lj— X/i-f-Tg^Pg sin (L.^— X,)+ [r,] sin {\—h)

(81)

(82)

T^ sin (Xj— Xg) Jg sin (X,— X3)

(83)

Auch hier muß wieder für jede Koordinatenrichtung die Gleichung (74a) bestehen. Wendet man die-

selbe auf die Richtung senkrecht zur Ekliptik an, so ergibt sich eine besonders einfache Kontrolle. In

dieser Richtung sind nämlich die Sonnenkoordinaten gleich Null und die heliozentrischen Koordinaten

sind infolgedessen gleich den terrestrischen:

[Pi]tg?i, [p2]tgß2 und Mtgßg.

Setzt man diese Werte in (74 üf) ein, so folgt:

Up,] tg ßj + T, [P3] tg ß3 = [p,] tg ?,, (84)

oder mit Rücksicht auf (83) als Kontrollgleichung:

G, tg ß, -1- G3 tg ßg = [p.,] tg ß. Sin (X^ -X3). (85)

Mittels
[pi] und [pg] werden nun auch hier wieder die heliozentrischen Koordinaten der äußeren

Orte in bekannter Weise erhalten.

Nach den in diesem Paragraphen gegebenen Ergänzungen zim: vorhergehenden können wir nun zu

rechnerischen Anwendungen unserer Methode übergehen.

Denkschriften der mathem.-naturw. KI. Bd. LXX\'III. 88
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670 TT: Ebcrf,

§10. FormelzLisammenstellimgen für Ekliptik und Äquator als Fundamental-

ebenen.

Wir beginnen damit, die erhaltenen Formeln für die beiden Fundamentalebenen in übersichtlicher

Weise zusammenzustellen. Wir nehmen an, daß Parallaxe (und Sonnenbreiten, wenn man dieselben über-

haupt berücksichtigen will) in den Grundlagen der Rechnung angebracht sind.

Für den Äquator kann dies geschehen, indem man an A', Y und Z die folgenden Korrektionen

anbringt:

§X ^ — tl sin 1" cos '£ cos i>
'i

§y ^ — n sin 1" cos 'i sin

8Z 3= — z sin 1" sin er,

(86)>

wo
'f

die Breite, die Ortssternzeit und r. die Sonnenparallaxe (nach Gill 8''80). Uner Annahme dieses

Wertes ergibt sich, um die Korrektionen sogleich in Einheiten der letzten Dezimale zu erhalten:

7i sin 1" in Einheiten der siebenten Dezimale [2.63005]

:t sin 1" in Einheiten der sechsten Dezimale [1 .63005].

Statt f kann man die geographische Breite verwenden, da für Planetenbahnen die Erde bei Anbringung

der Parallaxe als Kugel betrachtet werden kann.

Für die eigentliche Bahnbestimmung ergeben sich auf Grund des Vorhergehenden folgende Formel-

zusammenstellungen:

Ekliptik.

Grundlagen

:

f^ \ ßj lg 7?, L, = 180+©!

/, K ßo \gR, L., = 180+0,

t, \, ß3 lg/?3 L3 =180+03
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6)

W. Ebcrt,

E =: 3-2— -^2 sin //, cos '\i

Ha"
//' =

c"(R, sin
(P)3

a" cos A" = E+G ^

a" sin A" =: Ä^ sin h^ sin (jj

cos C" = £— i^

sin C" ^ A'g sin h.^ sin -];

5" =1 C"-A".

7) Bestimmung von i>" aus der Gleichung: ^

sin ^' — /?" sin3(y+C'") sin (.V'+ />"').

8)
-^2 s'"

l' ^ _ J?2 sinCx+tp)

sm •/

1 + V0„ 7i =

sin -/

X,. y

l-F

F =

"3^3

i—V'

n

Probe:

äs =3i^i+33^3 + p2sin//,.

Ekliptik.
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Bcstitnmnug cUiptiscIur Biiliiicii. 673

Ekliptik. Äquator.

1 1) i\ cos l\ cos (!^—Lj)
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13)
'

W. Ebcrt,

sin »j = sec / cos l\ sin (/^—ß) =: sin ^^ cosec /

sin 11.^ = sec / cos b.^ sin (/^—ß) = sin fcg cosec i

sin 7/., = sec / cos b., sin (/g— il) =i sin b^ cosec /

cos ftj ^ cos ^j cos (/j

—

Sl)

cos 7^2 = cos b^ cos (/j—ß)

cos /fg == cos Z'g cos (/g ft).

Kontrollen

14a)

Ekliptik.

[P,]

cos ßi

[P3]

cos ßg

14 a)

Äquator.

cos 0, cos 8.,

14)

Für alle drei Indices:

A(' = 6-p = [7. 76128] p

15)^' t" = li" {tl-~i\)

,

k" = [3 . 550 0066], Ti-

(n^s)

\/P
_ (^i^3)* sin(M3-nJ

sin T^F

o,=i^-i,

''s

e cos fj = Oj,

Oj cos (»3 Jlj) Og

sin («g— u^)
e sin V,

Kontrolle:

e cos fg = Og,

sin
'f
= e, 4> ^ ÜO—

!f

,

a =z p sec-
'f,

^2

1 Da iij, », und Hg die Grundlage für das ganze Folgende bilden, so empfiehlt es sieh, als Kontrolle ihre Sinus und Kosinus

getrennt zu berechnen.

2 Der Winkel W" wird zunächst in Bogensekunden gefunden und muß in ganz grober Annäherung mit (»3

—

11 1) übereinstimmen.

Man könnte übrigens ohne Nachteil die Formel für \/p auf die beiden Teilintervalle anwenden.
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Bestiuuunng elliptischer Bahnen. 675

16)

^iw alle drei Orte;

sin —
l . E 2—-= sin — :=

v/r 2

cos
1 E 2

S/r 2
V2i/ cos— ^ \/2a sin

2 2

7l/=£—e"sin£i
M{E,) — M+n" {Ep—f') Schlußkontrolle.

Die Darstellung des mittleren Ortes wird einerseits durch die Übereinstimmung der drei auf dieselbe

Epoche reduzierten, mittleren Anomalien garantiert. Ferner durch die Kontrolle tg Z'.,=:tgi sin (/^

—

sC) in 12).

Anderseits muß der in (16) gefundeneWert von r.^ nahezu mit denen aus(8) und (0) übereinstimmen.-

Bei Benutzung des Äquators als Fundamentalebene kann man die Gauss'schen Konstanten mit Vor-

teil aus folgenden Foimeln berechnen:

a' sin .4'+ — (v.^ + i\)
1 Ix.

l ^r.

sec
1

(t'3--^l)

iV cos .4'+ - {v., + v,) — (— — ^ cosec --(i;.,-i<,)
2 -r^ rj 2

(87)

mit der Kontrolle:

x.y = a' t:^ sin (.4'+ !'.,) {^~ <>)

und ähnlich in den anderen Koordinatenrichtungen. (Siehe Klinkerfues, Theoretische Astronomie,

2. Ann., p. 232.)

§ 11. Beispiele für die beiden Fundamentalebenen.

Im Berliner Jahrbuch 1870 hat 4'ietjen ein Beispiel in zwei Näherungen gerechnet, das sich auf den

Planeten ('«MLoreley bezieht und sich bei Anwendung unserer Methode in einer Näherung erledigen läßt.

Die Grundlagen der Rechnung sind:

1876 L Erdliinae \sR tgß

August 9.68726

41.43906

69.44922

317° 47' 6'.'So

34S 28 20. 10

375 57 22.50

0.005 55°°

0.002 5520

9-999 17S0

J-' j 5j '5

3'5 29 3.47

314 24 31.40

8. 917 1719

9.029 2790

9.061 9601

wobei statt ß sogleich tg ß gegeben ist.

Die sukzessiven Resultate der Rechnung sind nun die folgenden (die Nummern kenn

betreffende Operation in der Formelzusammenstellung):

1) .{. . .

2) /. .

3) sin /;.,

4) 3,

3.

3,

4) T, .

146'

16

124

30' 52'.'60

37 26.97

59 49.57

7.480 1349,,

8.982 2670

8.752 7030,,

9.252 9018,,

1.447 3156

X

V,

6)

n

num E

nnzeichnen die
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676 TT". Ebcrt,

7)

8)

10)

11)

12)

13)

num F
num G

a"

c"

h"

A"

C"

B"

/.

P2

V
y

T,

9) [Pä] .

L, .

tg K
''2

•

G, .

G,

tgZ'3

r, .

i .

11,

TK

14«) p,

P3

+

- 0.050 11989

- 0.002 92772

8.792 8813,,

7.961 6584,,

0.640 1419

r 32' 51 "93

10 33 8.96

9 17.03

15 59.71

10 49 8.67

0.470 7906

0.3149392

7.629 3695

0.000 4595

0.000 2743

9.673 2041

9.727 4717

0.312 4684

326° 11' 21"22*

8.872 1587

0.470 7906

9.022 4758

9.162 2547

8.733 9817

8.961 8351

0.468 9826

0.472 6057

319° 56' 7'.'68

331 40 29.58

11 8 29.190

303 57 42.64

16 15 51.76

22 36 42.19

28 9 51.34

0.286 6333

0.373 5364

14)

15)

16)

num A/j

num A/^

num A /,

num t\

num /"

num /Ij

0.01117

0.01192

0.01364

9.67609

41.42714

. 69.43558

t" 5.326 4135

TT 11° 35' 8'.'27

S/J 0.246 8570

O

^-'3

^3

4>

a sm -ä-

2

2

V

\y2a cos

' 1

^2

AL

M,

M
Oktober 8.5

8
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Besfimmintg elliptischer Bahnen.

Wir stellen schließlich Tietjen's Bahnelemente den von uns gefundenen gegenüber:

677

Epoche 1876, Oktober 8.5.

M

ß

lg a

Tietjen (zweite Hypothese)

37°
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678 TT'. Ebert,

c" 7.533 7739,,

h" 1.603 7424

7) *" 0° 24' 43'.'10

8) X ^ 42 24.27

r^ 0.311 8771

^., 0.031 1960

V 7.410 1105

Sj 9.999 9565

\ 0.000 4278

Ti ..... 9.801 7552

9.567 4563

+ 1.353 6269

+ 1.431 7566

+ 0.568 0251

r.

9) num x,

nnmy,

num c,

10) M 53° 20' 2'.'23

in 0.0215481

0.026 9999

0.010 3083

11) num.Ti + 1.446 6836

numj'i + 1.357 0587

num z.

num x.

numj'g

num z.,.

\2a)yl . .

y\

yl

,-.e

I2b) r,

/.

b,

b.

+ 0.543 3366

+ 1.183 4751

+ 1.548 7179

+ 0.605 9432

0.164 7080

....... 0.1873932

0.2206147

8.619 4095,,

8.687 6154,,

8.781 5565,,

0.313 1556

0.3118771

0-309 8757

/j
45° 17' 9'.'29

/., 48 40 36.79

. 54 32 42.40

— 1 9 35.502

— 1 21 40.093

— 1 41 51.806

12)

13)

t . . .

ft • •

"i •
•

«.3 . .

n., . .

h •
•

num A/j

num \/.,

num A/.,

14)

15)

16)

num
/J

num /"

num f.
i)

t" .

IV .

0, ,

0. .

e .

"1

f.

?

*

n"

w .

E.,

•
1

M.,

M,

M
Oktober 52.5

3'

206

198

202

207

37' 27'.'826

38 42.93

40 31.53

4 17.57

56 50.33

0.047 5986

0.024 9512

0.006 440

0.006 201

0.006 113

25.560 145

35.430 800

52.378 390

'4.978 4370

9° 0' 46'/18

0.167 9603

8.7309155

8.791 0264

8.881 9591

4' 10'.'71

40 24.67

47 51.91

22 12.778

37 47.222

0.338 4498

3.042 3319

.
243° 44' 42'.'24

— 42 3 21-94

-^ 38 50 51.14

— 33 19 2.68

0.313 1558

0.3118794

0.309 8758

— 39° 7' 53'/43

— 36 6 32.32

— 30 55 9.41

— 30 52 55.43

— 30 52 55.55

— 30 52 55.35

— 45

— .41

— 35

. 4

. 85

Ig r.^ aus der Schlußrechnung unterscheidet sich von dem aus der Regula falsi folgenden Werte um

23 Einheiten der siebenten Dezimale, während die drei Schlußwerte von M unter sich um 0'.'20 diffe-

rieren. Trotzdem wird aber der mittlere Ort auf zirka ein Zehntel Bogensekunde dargestellt.

Wir stellen unser Elementensystem einem von Herrn Berberich aus denselben Beobachtungen

gefundenen gegenüber.
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Bestinimuiig elliptischer Bahnen. 679

Epoche 1902, November 21.5, Berlin.

Berberich

10

ü
i

f

II
"

240 35

206

0.6

0.0

9.8

29.6

iio3'.'453

o.338/.'i68

3S

37

15

329°
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680 IV. Eberi,

Bezeichnen wir die heliozentrische Koordinate des Punktes P" in einer beliebigen Richtung mit z.^,

so ist:

' =^- = N, (89)

also eine bekannte Größe.

Führt man in (88) z.^ und r> (die also der Kepler'schen Bewegung P^P'!,P^ entsprechen) an Stelle

von (Cj) und (r,) ein, so erhalt man:

.,v,A
j

1 + --^^
\
+z,.,A'

\
1 + -—^1 = c,

j
1 -—

I

. (90)

Die Gleichung (90) wird also durch die Kepler'sche Bewegung P^P'lP^ tatsächlich erfüllt. Hingegen

werden die Bogen P^P'l und P'!,Pa nicht genau in den beobachteten Zwischenzeiten durchlaufen.

Wir behalten für die zweite Hypothese die Klammern in (90) vollständig bei und beschränken uns

darauf, die Größen v^A^'und VgA'^ mit den Verhältnissen der Zwischenzeiten in der Kepler'schen Bewegung

P^P'!,F.^ in Verbindung zu setzen. Diese aber sind gegeben durch die mittleren Anomalien, die am Schluß

der ersten Hypothese gefunden werden. Wir setzen also:

Vi A^ = [J-,
-^ ?

,
V, A^ — [A3

-^ i

.

(91)
71/3- Ml 71/3-^1

Sind so
[j-i

und [j.j bestimmt, so setzt man in zweiter Hypothese:

n'

r:; ' ' rl

won' = nA^3und
- i i

^^2^

f—f f—f
v; = u,, -—=- , v' = [j...

-— '

,

':i '1 '•i ^1

WO /", /!] und /" die reduzierten Beobachtungszeiten.

In der zweiten Hypothese treten also einfach die Größen Vj, v^ und II' an die Stelle von v^ Vg und FI,

alles übrige bleibt erhalten.

Auch die Formel für \Jp bedarf einer Verbesserung, die aus der ersten Hypothese abgeleitet

werden kann.

Wir setzen veiallgemeinernd:

wo also P in erster Hypothese gleich Eins ist.

Auf Grund der am Schluß der Rechnung erhaltenen Resultate ist nun aber P leicht zu bestimmen.

Um von Pj über P'!^ nach P.^ zu gelangen, braucht der Planet die Zeit:

Diese Größe hätte, mit P multipliziert, in obige P'ormel eingesetzt werden müssen.

Statt dessen hat man P = 1 gesetzt und statt /jj
— /" die Differenz der reduzierten Beobachtungs-

zeiten genommen. Hieraus resultiert für die zweite Hypothese:

^ ' P =/"-/? oder: P= (tf-/?) :
^ '

*3 1

(/o^/»)
: 1^^^J_. (94)
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Bestiniiunug elliptischer Baluicii.

Man hat also folgende Formeln zur Vorbereitung der zweiten Hypothese:

r^ (Schlußrechnung)

[h

N:

M.—M,

(r^) (Regula falsi)

\ o i V

.M,-M,

wo .1/j, M., und .1/3 aus der .Schlußrechnung der ersten Hypothese zu entnehmen sind:

'2 '1

1^1
H 2

t"—f
' Ih

n' = UN\
t"—t"

WO /',', /!,', und /" die reduzierten Beobachtungszeiten der ersten Hypothese sind.

,0 M.^^^-^^A
(fl -0

GSl

Vj, VgUndll' treten also bei der zweiten Hypothese in F, G, T,, T^^ u. s. w. an Stelle von \\, Vg und IT.

Bei Berechnung des Parameters ist die Zwischenzeit zwischen erster und dritter Beobachtung mit

P zu multiplizieren.

Als Beispiel für die Bahnbestimmung in zwei Hypothesen wähle ich das von Tietjcn im Berliner

Jahrbuche 1887 gegebene Vanadisbeispiel. Die Grundlagen der Rechnung sind:

1S84 .August
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682 Ii: Ebevt,

6) num G

num E .

num E .

a" . . .

c" . . .

h" . . .

A" . . .

C . . .

B" . . .

7) {V . . .

8) X • • •

r., . . .

?2

V . . .

V
^1 • •

V
-'s • • •

9) [p,] . .

l-i

^sh
''2 •

10) G,. . .

G3. . .

11) tg^ . .

''1
• • •

r., . . .

/, . . .

/^ . . .

12) i . . .

Sl

13) 7^1...

»2 • •

»3 • • •

14cO p, . . .

P3 • •

14) num A/j

num A/j

num A/g

num t\ .

num ^2 .

num /g .

Erste Hypothese

— 0.003 849 593

— 0.050 133 723

— 0.036 167 796

8.733 0365,,

8.156 3968,,

0.611 9708

3° 25' 33'.'54

13 1 44.90

9 36 11.36

31 54.99

13 33 39.89

0.374 9802

0.167 8961

8.145 6587

9.999 9658

0.002 2000

9.795 1282

9.593 5041

0.167 4627

— 15° 54' 21'.'32

8.442 9263,,

0.374 9803

8.758 8174

8.676 8550

8.380 9476,,

8.514 4305,,

0.386 1752

. 358 2825

335° 55' 38'.'08

358 2 30.46

2 5 58.24

114 56 54.51

220 59 52.14

229 9 52.58

243 6 31.84

0.153 5886

0.273 2273

0.00822

0.00850

0.01083

27.51859

57.44381

105.29345

Zweite Hypothese

0.003 852 309

0.036 174 276

8.733 0583,,

8.156 2056,,

0.612 4925

3° 25' 32'.'92

13 2 5.92

9 36 33.00

32 2.04

13 34 7.96

0.374 7354

0.167 4902

8.146 7018

9.999 9657

0.002 2053

9.795 1259

9.593 8191

0.167 0568

15° 53' 53'.'34

8.442 7652,,

0.374 7354

8.757 1393

8.678 0306

8.380 2513,,

8.514 6508,,

0.385 1953

0.358 9230

335° 55' 32'/94

358 7. 55

2 6 19.31

115 9 52.89

220 46 48.92

228 57 22-73

242 51 11.21

0.151 9128

0.274 0879

0.00819

0.00849

0.01085

27.51862

57.44382

105.29343
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Bestimmung elliptischer Bahnen. 683

15) t"

W
s/-p . . . .

O, . . . .

0, . . . .

c

i'i

^2

i'3

'P

4>

«

u"

\/2a sin—
2

/- *V 2 a cos —^
2

16) CO

Tj

r.,

^3

^>

E,

M, . . . .

M, . . . .

M, . . . .

M
Auoust 27.5

Erste Hypothese

5.440 8458

21° 11' 36'.'14

0.203 6387

8.697 1369

9.077 0942

9.303 1847

75° 39' 27'.'59

67 29 27.15

53 32 47.89

11 35 42.49

78 24 17.51

0.425 1868

2.912 2264

0.163 8682

0.252 3639

296° 39' 19'.'73

0.386 1754

0.375 0832

0.358 2826

64° 41' 4-3'f94

57 10 21.04

44 44 17.10

54 17 3.74

47 29 43.49

36 37 56.09

54 17 18.93

54 17 27.82

54 17 13.97

Zweite Hypothese

5.4408116

21° 12' 14'.'86

0.202 6308

8.674 7546

9.051 5334

9.276 5317

75° 30' 46'^26

67 20 12.45

53 26 23.97

10 53 46.34

79 6 13.66

0.421 0640

2.9184106

0.165 0343

0.248 1285

296° 17' 35" 18

0.385 1952

0.374 7280

0.358 9230

65° 12' 2Q"38

57 37 56.16

45 8 51.88

55 22 24.23

48 29 3.78

37 28 10.56

55 22 39-66

55 22 38.98

55 22 39.94

Um diese Zusammenstellung zu vervollständigen, gebe ich noch die kurze Übergangsrech-

nung von der ersten Hypothese auf die zweite in extenso. Nach Abschluß der ersten Hypothese

hat man:
(r.j) (Schlußrechnung) 0.375 0832

(r,) (Regula falsi) 0.374 9803

N 0.000 1029

\g{M^—Mj' 4.803 0995

n" 2.912 2264
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684 W. Ell er t.

9 . 789 0460

\g{M^—MJ' 4.592 2589

Vg 9.585 1877

lg (Afg—M,)" 4.388 1057

Vi:(7li3-M,)" 5.196 7871

N {M.^—MJ' 4.803 2024

Vg : (M,,—Mj)" 5.197 0820

ti,, 9.999 9895

tl—t1 1.890 8392

(JL3 0.000 2844

/»— /« 1.679 8787

[jii:(/«-0 8.109 1503

il—t1 1.476 0374

[i^-.iil-i'l) 8.109 4452

9.789 0290

9.585 4826

A'3 0.000 3087

n 9.270 5993

n' 9.270 9080

/!;-/'; 1.890 8392

(Mg—Ml)":«" 1.890 8731

P 9.999 9661

Man hat also bei Berechnung von y/;» vom Logarithmus der reduzierten Zwischenzeit 339 Ein-

heiten der siebenten Dezimale abzuziehen.

In der ersten Hypothese beträgt die Differenz zwischen den beiden Werten von lg r^ aus der Regula

falsi und der Schlußrechnung zirka 1000 Einheiten der siebenten Dezimale, in der zweiten 74 Einheiten

mit entgegengesetztem Vorzeichen.

Die Differenz von M^ und M.^, auf dieselbe Epoche reduziert, beträgt in der ersten Hypothese

zirka 14", in der zweiten zirka 1"0 mit entgegengesetztem Vorzeichen.

Die Fehler sind also infolge der Rechnung der zweiten Hypothese zirka auf den 14. Teil ihres

Betrages herabgesunken.

Bei sechstelliger Rechnung könnten die Residua der zweiten Hypothese zur Not auf das Konto der

Unsicherheit der Rechnung 'gesetzt werden. Da wir aber siebenstellig gerechnet haben, so wäre, streng

genommen, noch eine dritte Hypothese erforderlich.

Jedenfalls zeigt aber dieses schwierige und durchaus ungünstige Beispiel, daß bei Anwendung

meiner Methode zwei Annäherungen stets genügen dürften, wenn sich die Beobachtungen nicht über

mehr als zirka zwei Monate erstrecken.

Über diese Grenze hinaus würde ich dieselbe überhaupt kaum anwenden, weil dann nach § 6 jede

Hoffnung aufhört, mit einer Näherung auszukommen.

Ich stelle nun noch die vonTietjen im Berliner Jahrbuch 1887 gefundenen Elemente den Resultaten

unserer beiden Hypothesen zum Vergleich gegenüber.

Epoche 1884, August 27.5.

Erste Hypothese Zweite Hypothese

M

]ga

305° 42' 39''7Ö

296 39 19.73

5Ö 54-51

5 58.24

35 42-49

817.00S1

0.425 i8(>8

114

2

1

1

304

296

"5

2

37

17

9

6

o"47

35-'S

52.89

19-31

46-34

S28.7253

0.421 0640

10 53

Tietjen

304° 41 24'.' I

296 18 32.0

115 q 7.7

2 6 18.2

10 56 II. 9

828.0021

0.421 317
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