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Die Elemente der vierdimensionalen Geometrie mit
r hesonderer Beriicksichtigung der Polytope.
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Einleitung.

der menrfach ansgedehnten Mannigfaltigkeiten oder der
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jiingsten Vergangenheit mit grosser Energie zuge-
wndt, und das Interesse an diesen [Fr”‘.['F‘I.l"‘]lf_]_fj_l__'_'t,']l 15t von Jahr zu

| ahr I. =0 I heute ¢]i|- Li!ft‘l‘:’l[lil‘ ﬁ|H:1' 1“!:?.‘4{-‘[1 {':l"'_t'f'%“ll.‘%f-“l[!f].
ereits eine sehr umfangreiche geworden ist Wenn ich im folgen-

1 es unternehme, die Elemente dieser Theorie in alleemein verstind-

licher Weise, auf die vierdimensionale Geometrie beschrinkt, in kurzen

A darzustellen, so sind hierfiir 1n erster Linie die Interessen des
Veeremns, in dessem Jahresberichte die Arbeit erscheint, masscebend.l)

ich darum, emne 1m grossen und ganzen fiir Diejenigen,
lenen mathematische Spezialstudien auns verschiedenen Griinden fern
iissen, doch ziemlich schwierige Materie, die aber einen

nteressanten Ausblick auf die neueste Entwickelune der Geometrie
et, 1 moghehst iibersichtlicher, und. so weit es ;111_"-3rc:illf-"i.‘-‘_l' 15t,
ntarer Weise dem Verstindnis des Nicht-Fachmanns niiher zu

bringen.  Hierzu 1st zuforderst nithig, auf einen Begriff, wie den des
alen Raumes*, der zu so mannigfachen falschen Auf-
ren seitens derer, die nicht inmitten mathematischer Wissenschafl

tehen, Veranlassung gegeben hat, immer von neuem hinzuweisen?).
Al st auch lohnend, allen denen, die geometrischen Dingen ein

isses  Interesse entgegenbringen, ohne doch das Studium der
(reometrie sich gerade zur Aufgabe zu machen, zu zeigen, wie die

) Diese linleitung, einige Abschnitte des § 3, und der Schlussparagraph,
velcher sich mit den reguliren }_'HI_HHFI!‘.JJ befasst, I:-_','{.'ll,'t.'il im wesentlichen den
Ut eimes am 6. Februar 1894 vom Verf. im Verein gehaltenen Vortrages
eder, Die Projektionsmodelle der reg. Polytope, nach dem bei L. Brill in
Da adt erschienenen Schlegel’schen Netzen (Verlagskatalog S, 89. No. 208
) getertigt, wurden dabei vorgefiihrt.
) = aunch: V, Schlegel, Ueber den sog, vierdimensionalen Raum,
\llgem. verstindl., naturwissensch, Abhandlungen, Heft 1, Berlin 1389; und
! C. Cranz, Gemeinverstindliches iiber die sog. vierte Dimension, Hamburg 1890,
(Sammlung gemeinv. wissensch, Vortriece von Virchow und Holtzendorft

Heft 112/115.)
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thnen in den Elementen bekannte Wissenschaft in neuester Zeit ein
ergenartige Ausbildung gefunden und frither nicht ceahnte Wewe ein-
geschlagen hat. Wenn also die folgende Arbeit im wesentlichen ein
zusammenhingendes Referat iiber ll]l..t‘ in der Ueberschrifi angezelot

Materie darstellt, so bringt dieselbe doch hoffentlich auch denjenigen,
die bereits mit den Resultaten der mehbrdimensionalen Geometrie ver-
traut sind, eine nicht iiberfliissic erscheinende TUebersicht des Ge-
leisteten, und in dem sich bes, auf die Klassifikation der Polytope
beziehenden vorletzten Paragraphen einige, wie mir scheint, nicht un-
interessante Awusfithrungen. — Wenn es dabei néthic wird, einio
Sitze der (Geometrie des dreidimensionalen Raumes, besonders aus de
Liehre von den Polyedern, anzufiihren, so mac diese Abschweifun:
1\r+*l‘.~41;'iH!.“i:.‘hli‘i'i’f. und die wohl ]th‘('n*ilTll__:rr ;\[11:&]1“”_-, dass auf e1mem
so schwierigen Gebiete dem nicht ziinftigen Mathematiker Klarheit an

sichersten durch Anlehnung an die ihm gelidufize Stereometrie gewiihr-

vom Thema entschuldigt werden durch das Streben nach méclichsts

leistet wird. Dabei ist, wie spiter des weiteren ausgefiihrt wird,
allerdings zu beachten, dass gerade dasjenige, was der cemeine:
reometrie so wesentlich ist, die fortwiihrende Kontrolle ihrer Resultat
in den anschaulichen Figuren, hier bei Seite zu lassen ist, und dass
die (Geometrie einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, als eine rei
logische Wissenschaft, mit der Anschauung nichts zu thun hat. Doel
lassen sich die Resultate, wenigstens der Geometrie des vierdimensionale:
Raumes noch in gewisser Weise und in einigen Fiillen anschaulich
interpretiren, und hierin liegt die Beschriinkung auf einen "

Raum begriindet, wenn auch nicht verschwiegen werden darf, dass
andrerseits eben diese Beschriinkung leicht dazu verfiihrt, falschen A uf-
tassungen wieder Eingang zu verschaffen., Es muss daher, wie schon
bemerkt, die erste Aufgabe sein, in den folgenden einleitenden Worten
Klarheit iiber den Begriff der in Rede stehenden Geometrie mehr-
facher Ausdehnungen zu verbreiten, besonders zu zeigen, wie di
Geometer der jiingsten Vergangenheit mit Nothwendickeit dazn

gefiihrt wurden, eine solche ,ausserriumliche Geometrie® zu er-

finden, und dadurch iiber die seit 2 Jahrtansenden, seit den Zeiten
Kuklid's gelaufigen Anschauungen hinauszugehen.

Gegen die erste wissenschaftliche Darstellung der Geometrie, wie

sie bekanntlich Euklid gegeben hat, sind, soviel Bewunderung ihr auc

von allen Seiten gezollt wurde, doch schwerwiegende Bedenken er-
hoben worden. Lassen wir solche iiber die rein dogmatische Dar-

:t(‘“l_ll'l{_{'.‘j\'fl"i."iﬂ hier ber Seite, so sind es besonders die gegen die

Hundamente, auf denen Euklid das stolze Gebiinde der Geometrie auf-
gebaut hatte, gerichteten Vorwiirfe, welche von einschneidendster Be-
deutung fiir die Weiterentwickelung der Ranmwissenschaft geworden
sind, Huklid basirt bekanntlich seine Darstellung auf die Nominal-
definitionen der einfachsten Konstruktionsbegriffe im Raume, auf welch:
dann die sog. Axiome bezogen werden. Verlangt man aber von de
Fundamenten einer Wissenschaft, dass sie die nothwendigen und hin
]

reichenden Grundlagen fiir dieselbe sind, und dass sie mit einander zu
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einem einheitlichen systematischen Ganzen verbunden erscheinen®), so
zeiot sich, dass die Zusammenstellung der Axiome der Geometrie hei
Euklid gerade die Erfiilllung dieser zwei wesentlichen HErfordernisse
vermissen lisst. Diese Grundsiitze sagen nicht, wie sie thun sollten,
lie Grundeigenschaften des Raumes aus, wie sie unsrer urspriinglichen
Vorstellong mitgegeben sind, sondern vielmehr nur die Eigenschaften

oapz bestimmter einzelner Gebilde, wie der geraden Linie und des
Winkels, und treten so in Verbindung mit den Definitionen der ein-
fachsten Konstruktionen*)., Dahingegen sind Grundsiitze tiber Pridi-
kate, die der Raumvorstellung spezifisch eigenthiimlich sind, von Euklid
ibergangen, spiiter aber stillschweigend gebraucht worden, so die Aus-
gedehntheit des Raumes nach 3 Dimensionen. Andrerseits sind ferner
Lehrsitze aufeoestellt worden, die mm Wirklichkeit keine sind, wie sich
ofort zeigen wird. Xs lisst sich als Entschuldigung Euklids sagen,
dass er nicht im geringsten im Raume selbst ein Objekt geometrischer
Forschung gesehen hat, sondern nur das nothige Gebiet fiir alle Kon-
truktionen; wiihrend sich gerade aus einem scharf festgestellten Be-
oriffe des Raumes die Axiome entwickeln lassen. IDer Vorwurf, dass
lie Axiome Kuklids in keinem systematischen Zusammenhange stehen,
st schon in sehr friiher Zeit gemacht worden, und man glaubte, 1hm
vorbeungen 2zu konnen, indem man sie auf die einfachsten und
clementarsten Anschauungsverhiltnisse zuriickzufithren suchte, wobel
ich ergeben musste, ob diese Siitze wirkliche Grundsiitze seien, d. h.
kemes Bewelses weder bediirftig, noch fiahig.
Besonders richteten sich die Bemiihungen auf das vielgenannte
ftte Axiom?), da schon Proklus, der Kommentator Euklids bemerkt
hatte, dass dasselbe identisch sei mit dem Satze, wonach die Winkel-

:umme 1m Dreleck 2 Rechte betrage. Man versuchte dieses Axiom

uriickzufithren auf die andern, es auf andre einfachere Sitze zu
reduciren; aber die Bemiithuneen dieser Art, es zu bewelsen, blieben

) A. Donath, Das mathematische Haumproblem und die geometrischen
Axiome, Inssertation, Leipzig 1881. pag. 7 und f.
) B. Erdmann, Die Axiome der (Geometrie; eine philosophische Unter-
chung der Riemann-Helmholtz'schen Ranumtheorie. Leipzig 1877. pag. 33 u. 34.
') wWenn eine gerade Linie, die zwel Gerade schneidet, bewirkt, dass die
innern aut derselben Seite liegenden Winkel kleiner als 2 Rechte sind, so treffen
sich die belden Geraden, hinreichend verlingert, auf der Seite, wo die beiden
Winkel sind, die zusammen kleiner sind als 2 Rechte.” — Neuere historische
Untersuchungen (s, Hankel, Vorlesungen iiber complexe Zahlen und ihre
Funktionen, 8. 52) neigen zu der Ansicht, dass der fragliche Satz irrthiim-
licher Weise von den Abschreibern zu den Axiomen geschrieben sei, wihrend
er 1m Uriginale unter den Postulaten gestanden hatte. — ,,Der Grund, weshalb
von Jeher anstissig gewesen, liegt einfach darin, dass er nicht logiseh wie
die (arithmetisechen) Axiome 1—7 ist, und nicht anschaulich, wie die andern,
denn das Schneiden kann bei einiger Anniherung an 2 Rechte nicht beobachtet
werden und das Nichtschneiden nie.”* s. M. Simon, Zu den Grundlagen der
nicht-euklidisehen Geometrie. Strassburg 1891. 8. 5.



erfolglos. Seine Ersetzung durch das andere: .. Durch einen Punkt

ausserhalb einer (zeraden lidsst sich zu derselben nur emne ein:

Parallele ziehen® fiihrte nicht vorwiirts. Am scharfsinn iosten befasst
sich mit der Frage der franziésische Mathematiker Lt""-'illi.l-'.

r 1 - -
Zusammenhang des Harallelenaxioms mit dem Satze iiber die W kK

summe 1m Dreiecke klar nachwies, und zeiote., dass erstens die Wi
summe 1m Dreiecke. wenn man die gerade Linie unendlich ] -

e = ; - : ;
SetZt, nicnt grosser sein ]{LI!HI, .'l1..‘~ ) “1'L'.'|.[|-_ I]Tl.ll UasSs Zwelten:

Summe In jedem Dreiecke 2 Rechte betrage. wenn sie in
|“|"-'r']h \h"n"t*l'l]t IHI'[ |'.'+~_[t'~ut'!| },_"‘-'Jil!l: es auch *l|1 e‘ilt'||‘-, .
in befriedigender Weise zu demonstriren, wenn es auch keinem A

“.Ii;l?i:-;u-t' I.”JJ1I-] Ili"r-]i;llli an “‘I'iH!'I' h L]|I "]-..L'[ Z U ;fu':-]';'r-in, l'| (]

war es, wie Rosanes®) sich ausdriickt, eine stérende, ja beschimend

Thatsache, dass in der Geometrie, so weit sie sich seit 2000 Jahr
='||T'-,'-.; '1!'1-;:_T HT]'|. '__:'iférl}“.l'l.'ljlr‘ Ht'r-lli'..lh_' ’-_"I".«’.":.fi'_'-'. }:Z:il". ';:t'* 1 i

tz der Fundamente unbewiesen, und doch. wie es schien. ni
]lu.-1=.'|=!.u.|f;':t'. dastand., Ja d’Alembert nennt ithn unmuthi:
et le scandale des éléments de la céométries,

]*:._- War zZuerst '[};|='[_=;~;_ 'i'_"‘*‘“'q.'ll :|:'1fl|a_t:_.[|_ i~.'!=,--|' L""-"'_I_"il-j' 1 8rKa
dass das sogen. 11. Axiom unbeweisbar sei, dass alle Bemiihui
es aul die anderen zuriickzufiithren. daran scheitern
|[1I1't'1l l]llr'rl’.‘r' .""L‘w.'l-l_b]l] elﬂ']] I-i.lr]'i'.:'r_'Jl ju 1I='|' !J‘EII? ;-i.-;r- el -,-.:;.i 15
hinzugetiiet wurde, die mit ithnen nicht thwendiger Welse ve

hunden sein musste. Er schloss darau: .~-!.|_~.- és nur

rechtifertigte (zewbhnung sei, die Euklidische Geomets

fiir streng wahr zu halten®, und dass es moglich sei. mit ]
lassen dieses Axioms und unter der Annahme. dass die Wink
im Dreileck kleiner seir als 2 Rechte?). eine in sich widerspruchslo
und son it vom rein |
freie sog.  Nicht-Euklidische Geometrie zu begriinden. Obgleich Gaun

ber lLiebzeiten iber diese die ganze Raumwissenschaft umwiilzend

—
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Ideen nichts veriffentlichte, weiss man doch aus seinem spiter herau
cegebenen Briefwechsel mit Schumacher, wie sehr i1thn diese Din
bewegten und wie vollkommen er das fracliche Gebiet beherrschi
Wie weit er sich iibrigens dabei, wenn er im Raume nichts sieht

einen von der Empirie abstrahirten Begriff ?), von der geliuficen, dur

°) J. Rosanes, Ueber die neuesten Untersuchuncen in Betreff un:
Anschannng vom Raume, Breslau 1881. S, 8,
Die Apnahme des Grisserseins war vorliufie durel
Legendre unmoglich gemacht worden.

") S. Briefwechsel zwischen C. F. Gauss und H. C. Schuhmacher, her:
cegeben von Peters. Altona 1860—63. Bd. II p. 268 und 431. Bd. \ p. 24
") ,Nach meiner innigsten Ueberzeugung hat die Raumlehre zu uns
Wissen der selbstverstiindlichen Walirheiten eine ganz andere Stellune a

reine (Grossenlehre; es geht unsrer Kenntniss von jener durchaus diejenige voll

standige Ueberzengung von ihrer Nothwendigkeit (also auch von ihrer abso

Wahrheit) ab, welche der letzteren eigen ist: wir miissen in Demuth zueel

|
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rriindeten Liehre, dass der Raum kein empirischer Begriff
<¢i, sondern eine nothwendige Vorstellung a priori, die allen dusseren

.1-.\'

\ nschanungen als Form zu Grunde liegt, entfernte, soll hier nur an-

regeutet wi Iraen.
,i F..I. ".L 0 |.| |!|'|:] 7 -I.'ill'_"]l :l.:i‘,i][ X F..Ill":]h-{i?'-“';lilt-.[] {'}[J[’”l-“_‘tril_l. j.l] -“,"'}‘L.}H.l].
lie Winkelsumme des Dreiecks kleiner ist als 2 Rechte, und zwar um so

Bolyai'!) her, Der iltere, Wolfgang Bolyai, kannte als
Jugendfreund von Gauss dessen Ansichten iiber die Nicht-Euklidische
(Geometrie und hat ohne Zweifel Einfluss auf Joh. Bolyai in dieser

13° 1_d |_ I"‘.
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orpsser das Dreieck ist, riihrt von Lobatschewsky'") und

Lobatschewsky aber berechnete sogar, in der
\leinune, die Frace, ob die |':|l]~;“|“~_~t'||1' oder Nicht-KEuklidische {..:'!_‘.[:"
netrie fiir den Erfahrungsraum gelte, in dieser Weise entscheiden zu
konnen, die Winkelsumme der grosstmiglichen auf astronomischen

Messuneen beruhenden Dreiecke, wober sich natiirlich herausstellte,
lass eine Abweichung von 1809 (welche sich nicht durch Beobachtungs-
ler erkldren liess) mnicht stattfand. Er bemerkt hierzu sofort:

’hypothése de la somme des angles d'un triangle moindre que deux
wgles droites ne peut avoir d’application que dans l'analyse, puisque
mesures directes ne mous montrent pas dans la somme des angles

un triangle la moindre déviation de deux angles droites,*
Man kann mnicht sagen, dass die Ideen von (Grauss, Bolyai und
batschewsky sofort von nachhalticem Einfluss auf die Geometrie
gewesen selen; denn es lag doch nun zunidchst die Aufgabe vor, die
Vermuthung (oder sagen wir Ueberzeugung) von Gauss, dass, wie
rher bemerkt, durch das Parallelenaxiom den iibrigen eine neue
V oraussetzung hinzugefiigt sei, zu bestiiticen, und besonders klar zu
egen, welcher Art denn diese Voraussetzung sei. Diesen ganz wesent-
hen Schritt verdankt die Raumwissenschaft erst Bernhard Rie-

mann, 1 dessen Habilitationsvorlesung) am 10. Juni 1854, welche

nn die Zahl bloss unsres Geistes Produkt ist, der Raum auch ausser
rem Geiste eine Realitdt hat, der wir a priori ihre Gesetze nicht voll-
iben konnen.” (Brief an Bessel, 9. April 1830.) Der Stand-
punkt von Gauss lisst sich wohl als empiriseh bezeichnen. 8. Simon, Zu den
Grundlagen ete. p. 8 und Simon, Die Elemente der Geometrie mit Riicksicht
f die absolute Geometrie. 1240,
") Neue Anfangsgriinde der Geom, mit einer vollst. Theorie der Parallelen
vasanscher Bote 1829, und Schriften d, Upiv, Kasan 1836—38). Géométrie

lInacsinalre 183 |1'_|'|-]||-_x ] 17. P '._“--'.-1.:] (raom, ['JIT':'I'.‘-?].U_*

mungen zur Theorie
er Parallellinien, Berlin 1840. Pangéometrie, Kasan 1855,
) Appendix zu dem Werke W, Bolyai's: Tentamen in elementa matheseos ete.
\laros Vasarhely 1832, in franz. Uebers. La science absolue del'espace ete, Paris 1868,
Bolyal pennt diese Art der Geometrie ,absolute’, Lobatschewsky
imaginaire, F, Klein spiter suyperbolische®, 8. Frischauf, Ele-
mente der absoluten Geometrie. Leipzig 1876, 8, 3i
") Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen,
Bernh, Riemanns Ges, Math, Werke. 2. Aunfl, 1829, 8, 272,
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(Gauss 1n das griosste Erstaunen versetzte, Wie Dedekind in Rie-
mann s Lebenslauf!) berichtet, sprach er sich gegen Weber mit hich-

ster .-"uwrku.-uuln_l,_;‘ und mit einer bei ihm seltenen Erregune iiber die

)
T . i - ]
iefe der vorgetragenen Gedanken aus. Es ist bemerkt worden )

i{‘.h :“r' “:\.'Iiu”ll’.ﬂ:_ 1-{:113:_-'. 1{:1L_‘. ."'LYEHJI-LII?‘H]I]II*' It='_|
Dreleck auch grosser als 2 Rechte sein konne, oder. was dasselbe

dass ez wohl |t:Lll£=i.~'ii1:]u

sagen will, dals der Raum endlich sei. cewesen 1st, was (Gauss al
neu und iiberraschend in Riemann’s Vortrag gefunden habe: denn die
|':1'writt~1'un_r,: und \'._-r.-uH;_gml.-im.t-m,_ﬂ des Raumbegriffes iiber die Drei
dimensionalitit hinaus kann fiir ihn nicht frappirend gewesen sein,
er, wie Sartorius von Waltershausen berichtet, eine Anschauune mif
beliebig viel Dimensionen, wenn auch nicht fiir uns Menschen,

Iutul;';]il_'h hielt. 1%

(xeben wir aller Kiirze den (redankencane Riemann’s, fiir unser
Ziweecke 1in moglichster Einfachheit, wieder. FEs handelt sich
alle Eigenschaften des Raumes aus der Erkenntniss seines Wesens
d. h. den zu seiner Definition geeloneten Merkmalen, herzuleiten, Es
I-:-.i :I]::ic_:l 1"illt’ I.[}.'EH‘.IT.]H*.*H' HHj.}{ll.‘lTl'Hl’!.l, “"'ii'ill‘ restattet, aus !l"'l'_;i:.-']:f
wenlg Voraussetzungen solche Folgerungen zusammenzusetzen, welch
mit unserer eigenthiimlichen Anschauung im Einklang stehen. Die
|L"r'llu'r.h+--.~'ﬂ 1st die Ebenheit des Raumes. Um dahin zu ce-

langen ist es nithie, den Raum als besonderen Fall unter einem all-
gememnen Begriff zu subsummiren, und dies ist der Beoriff der
»Mannigfaltigkeit*, und zwar der (mehrfach, 5-fach) ausgedehnten.
als deren wesentliches Kennzeichen cefunden wird. dass die Ortshe
stimmung in derselben auf n Griéssenbestimmunegen sich zuriiekfiithren
lisst. ') Wodurch unterscheiden sich nun die Manniefaltickeiten der-
'*) Ebendas, S, 549,

:'-‘l ."-:l'mnjfh :-":n |!4'[| 1;1’[|[[I||j'l'-_"'r_‘]] ete, .'":. -l.

“) S. v. Waltershausen, (Gauss zum Gedichtnis, 1856 8. 81: .G
nach seiner ofters ILI_lr'.:‘l‘-*]*I'Hl.']JI"!J:_'tl innersten Ansicht betrachtete die 3 Dime
sionen des Raumes als eine spezifische Eigenthiimlichkeit der menschlichen
Seele; Leute, welche dieses nicht einsehen kinuten bezeichnete er ein Mal
seiner humoristischen Laune mit dem Namen Bootier, Wir kinnen uns., sa
er, etwa In Wesen hineindenken, die sich nur zweier Dimensionen hewnsst
sind ; hoher iiber uns stehende wiirden vielleicht in dhnlicher Weise auf un
EIt*I'Il]rllli‘.'

ven, und er habe, fuhr er scherzend fort, cewisse Probleme hier zur
Seite gelegt, die er in einem hishern Zustande spater geometrisch zu behandeln
gedichte.

') 5. Rosanes, a. a. 0. 8. 18: ,Zieht man in einer Ebene eine Gerade,
so bildet diese eine (stetige) einfache Mannigfaltigkeit, deren Elemente die
Punkte in ihr sind. Denkt man sich in der Fhene parallele Geraden zu der
ersten gezogen, so bilden sie eine (stetige) einfach ansgedehnte Mannigfaltig-
keit, deren Elemente die Geraden sind. In Bezug auf das Element der ersten
Mannigfaltigkeit bildet das jetzige Feld eine (stetice) zweifach ausgedehnte
Mannigfaltigkeit. Das FElement (der Punkt) ist zweifacher Bestimmungsart
fihig; es kann erstens auf einer Geraden variiren, und dann von einer Geraden

Pl




selben Vielheit von einander, besonders der Raum von anderen Mannig-
faltickeiten dritter Stufe? ° ,,Welche Merkmale zeichnen den Raum
wus. wenn er dadurch., dass er sich uns ganz urspriinglich als eine
Mannicfaltickeit von 3 Dimensionen erweist, noch nicht derart charak-

terisivt ist. dasse alles, was wir ihm zuzuschreiben gewohnt sind, mit
Nothwendigkeit daraus hervorgeht?* Dieses Merkmal des Raumes,
welches sich nicht aus dem Begriffe der dreifachen Ausdehnung
llein foleern lisst, also als eine der Erfahrung entlehnte Thatsache
mneesehen werden muss, ist die Eigenthiimlichkeit unserer A nschauung,
e Figur iiberall hin lt‘;llir.é}r{,lt'ti;]‘utl kann, d. h, die einfache
Thatsache der Koneruenz des Raumes in sich. Erldutern wir dies

| < . T
_.!'-:"\- 'l R | g !

an zweldimensionalen (3ebilden. Man kann aus ll‘il'ﬂ‘l‘ ].{llgtﬁl”i.i':.'-ll‘_‘ ein

1

heliebiges Stiick irgendwo ausschneiden und an emner anderen Stelle
derselben Fliche aufleven: ebenso verhilt es sich mit der Ebene. Bex
einer beliebigen Fliche jedoch, z. B. einem Ellipsoid, st dies nicht
nbelich. Ebensowenig kann man beliebige Flichen auf einander ab-
wickeln, Der hier in Frage kommende Begriff der Kriimmung der
Fliche ist von Grauss in der berithmten Abhandlung ,Digquisitiones
cenerales circa superficies curvas® eingehend behandelt worden, %) Das

Kriimmunesmaass® einer Fliche ist nach ihm eine von Punkt zu
Punkt variirende Zahl, derart, dass Flichen und Fléchenstiicke,
velche sich auf einander abwickeln lassen, in den Punkten, welche
dabei zur Deckung kommen miissen, denselben Werth des Kriimmungs-
maasses haben. Soll also irgend ein Stiick einer Fliche an irgend
einer Stelle aufgelest werden konnen (sich, wie bei der Kugel, dort-
hin verschieben lassen) so muss ihr Kriimmungsmaass emen kon-
stanten Werth haben. Solche Flichen konstanten Kriimmungsmaasses
sind also z. B. Kugel und Ebene. Bei letzterer 1ist der Werth
der Konstanten Null. Riemann gelangte zu dem analytischen A 18-
druck des Kriimmungsmaasses, ndem er zunichst von der Annahme
nsging, dass die Linien unabhiingie von der Lage eine Liinge haben —
d. h. durch einander messbar sein sollen — und daraus nachwies, dass
der Linge durch eine Quadratwurzel aus einem Diiie-
rential-Ausdruck zweiten Grades in den Coordinaten darstellbar sei.
Fiir eine hiohere als die zweite Mannigfaltigkeit lisst sich der Begriif
des Kriimmungsmaasses entsprechend erweitern, indem ein analoger

das Ihitterentia

Ausdruck des Liingendifferentiales zu Grunde gelegt wird.'”) Im all-

zur andern. Doeh ¢
auseedehnte Mannigfaltickeit*, nicht verleiten, bei dem allgemeinen Begrifte
immer an (Gegenstinde der Anschauung zu denken; vielmehr ist die ausserste
Abstraktion von der letzteren die Hauptsache bei der allgemeinen Untersuchung.
Ueberhaupt reprisentirt jede beliebige Linie eine einfach, jede bel. Fliche eine
weifach, der Raum eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit.

") Riemann ist seiner eignen Aussage nach (a.a.0.8. 276) hiervon ausgegangen.

"y 8. jedoch hieritber: Kronecker, Monatsber. der Berliner Akad, vom
Jahre 1869, Beez Ueber das Kriimmungsmaass von Mannigfaltigkeiten hoherer
Ordpune. Math, Ann, VI §. 381, Donath, a. a. O. 5. 84.

arf dieses Beigpiel, sowie die Aunsdrocksweise ,,mehrfach




;--mr-im-u wird ﬁ]:llj!l f.lel..a l{l'Ilen|i]1=_r'-'tn;|:|.-.- ‘,'it{].-y glne von i ¢
zu Element variable Zahl sein. Die Hypothese, dass die Theile des
dreidimensionalen Raumes in diesem ohne Aenderune vers hiebka
seten, d. h, dass der Raum von derselben Art sei, wie etwa die I\ ngel-
fldche, formulirt sich dann analytisch dahin, dass das K riimm

maass des -}{HHHIIJH z-iru- I{n”,[;”‘.f,. EaT_ ";"._:-E.-:u.g Werth |14 i
11

]"JH]]:rT:l]:ilf ]1:|T. 181 Zunachst 1';;};_-:_1;'i]|~|i.1. offten cel: 101 o
lisst sich nun zeicen, dass der Inhalt des Euklid’schen 11 A [10ms,
wonach die H\l1i|j[{|'|:~11]|"j“|r im Dreieck 2 Rechte betrict. auf die An
nahme ]151:;:|1r~.|1;u11|]u’r. dass das konstante Krimmuno: Naass di
Raumes Null ist. d h, dass der Raum ein soo. ebener ist
lllit.' I:ilrﬁllj_:'lil.';.'[ l“:'hd-!‘ ;"a]a!lu].':ljl:' iH: .'|!’-|'5' .I;|1-u_-|__ volle (3

Z1 r.'I'i;t]J_;;'!']J. u'u-i[ i]J!':‘ 1[1'1'I'51I'I;|11-_hI ![Il'i[.'_ |1|:!';-]:; die r[",f.-.u,rf_-._ .-=|,.E-

die Erfahrune geschehen muss. Es leuchtet aber lerner ein, dass da
[]. -\H]Hlu rJil‘FI[ 1'i11+' J‘1r.bfl_g+.* -{vl' :Ilil[u't‘:‘l i~u‘. 'i"iil e :i.T
Form Euklid’s eben nur fiir einen ebenen Raum.

ITl -‘PH.“|.l.ll||1'lil.'hr.']‘1’l' 1\'\'|'E-!" noch :||~ .H!-I.'LJI.I!III diskutiri
holtz diese Fragen in seinen 3 berithmten Abhandlungen: _Ueh
'“I_' 1]|:ltﬁgil'}lli"1]l'll Hl’ill!ll.“.‘lf_{li'].l L]-.'IE‘ !;L.'rll.':-'lt'iq" HI' ]'.l L=
hiicher fiir 1868, No. 46 und t7), .Ueber die T] itsachen,
(xeometrie zu Grunde llegen* (Gottinger Nachr, fiir 1868. No.
, Ueber den Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axion
'l.j”i“i!_ "i‘-*-‘l'il'fl-lld_"!'. Heft 1II. S, 21)., Wir wollen aber auf 4 Al
h."iﬂ_i;iu'lu-if der einzelnen Arten méolicher (reometrien von
“llEJiL'f]fflli'll “‘i't‘filr'll |1r_‘=~i H]‘I”]HII!HIr]i-_-'.='|r|.|.'1'-=|-.-' cles ]':'-I.i:"'“ L1]
Parallelentheorien hier nicht weiter eingehen. verweise
die '.‘!til'fl.'__".'llillitJ[l.'!'I. ’4J‘I'i_f_iitj.'l]ul‘]H'Ht'!l. sowie auf Anm. 20 und di
selbst ancefiihrten Schriften.

Es ist gezeigt worden, wie Riemann dazu gelangte, den B
der wvielfachen Mannigfaltigkeit aufzustellen, indem er zum dreidimen-

sionalen Raum den allgem. Begriff suchte, dem er sich subsummir:

=) 1st das ]{t'itHJIriIHJ_'__L'.u]II;lEIHF positly, der Raum endlich, so hat die G
als Linie endlicher Linge, 2 nicht reelle unendlich terne Punkte: es ciebt k
f':il‘.‘l”n‘[:']l. I:]:Er_'ﬂl.'iI|JJ".*~'=.'!JL‘]' “;Li.im.J Bel necativen I{JIlir.rin!:_'a'_"r-."-.':
sich die absolute Geometrie Bolyai's, in welcher die (Gerade 2 unendlich fern

reelle Punkte hat, und in welcher es durch einen Punkt zu einer Gerade:

s ]’.‘t!';l.”r]l_'u _:'i"h!', (Lrauss’seher [taum, nach HJ.‘]I-'I'i:r;'. LxOttineer Nachr, | 58I ;-
No. 15.) Fallen die beiden unendlich fernen reellen Punkte in einen
men, so ergiebt sich die Eunklidische Geometrie mit einer Parallelen. (Euklid-
scher Raum,) >, Baltzer, Elemente der Math,II. S. 18 u.8. w. Frice
lElemente der absoluten (reometrie, Leipzig 1876. F. Klein. Ueber die Niehi
fuklidiseche Geometrie. (rottinger Nachrichten. 1871. No. 17. Math. Ann.

Pasch, Neuere Geometrie, 1832, 5 20. Beez, Ueber Euklidische und Nic

L TS S
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I':HL“L“H{'J.H,' 1i|:|rr!tr_=Li‘i|_4_ i'1'ut__=;‘t'_ _['[;lm_-n | B=s H. ;-::.»ll.,; ten. Inhalt nnd M 1
thode des planimetrischen Unterrichts. Bd. l. Leipzig 1890, S. 117 u. s. w f

= ~ 3 : i : - ” ; |
Dimon. S, Anm. 5. Donath, 8. Anm. 3. U, A. m. In recht alleeme

verstandlicher Weise bes, bej U. Cranz a. a, 0, 8. 5—14. 1




aber selbstverstiindlich, dass man eine 4-fache Mannig-
fnltickeit nicht als Raum in dem gebriuchlichen Sinne mehr bezeichnen
darf. Man kann also wohl von einem vierdimensionalen Raum
sprechen®!), aber nicht von einer vierten Dimension des Rau-

mes, denn dieser unser Weltraum (,Der Raum, welchen unser lieber
Herrgott fiir uns erschaffen hat. Kummer in einer Vorlesung. 8.
Cranz a. a. O. 8. 15) ist fiir uns eben dreidimensional. Das Haupt-
hinderniss fiir jeden Fortschritt in der Richtung, zu einer Erweiterung

mbeoriffes zu gelangen, lag gerade, wie Schlegel sehr
ffend bemerkt, in dem Umstande, dass man von jeher den rein mathe-
| ecriff des kriimmungslosen dreidimensionalen Raumes
it dem empirischen des Weltraumes identificirte. . Nun war man
freilich lingst gewohnt, mathematische Punkte, Gerade und Ebenen
von den Ecken, Kanten und Flidchen eines realen Korpers wohl zu
nterscheiden, und als rein abstrakte Gebilde aufzufassen. Aber diese
Abstraktion auch auf den Weltraum anzuwenden, und aus ihm den
Beoriff des rein geometrischen dreidimensionalen Raumes abzuleiten,
wzu fehlte es an jeder Veranlassung, weill man den Raum nicht selbst
ls Objekt geometrischer Forschung, sondern nur als Gebiet fiir alle
Konstruktionen und Bewegungen anzusehen gewohnt war. So lange
ber der Begriff des geometrischen Raumes sich noch nicht von
n des Weltraumes geschieden hatte. war auch eme Erweiterung
des Raumbegriffes auf das mehrdimensionale Gebiet unmoglich,* *%)
[n dem Augenblicke schon, wo man den Begriff des dreidimensio-
nalen, endlichen Raumes, des Raumes positiver, wenn auch noch so
iklemer Kriimmung, einfiithrte, war man iibrigens gentthigt, sofort eine
lerte Dimension mit in den Kauf zu nehmen, denn ein solcher, der
zweldimensionalen Kugelfliche analog gebauter Raum braucht ein vier-
limensionales ebenes Gebilde, in dem er sich befinden muss **2), ganz
cbenso, wie die Kugel des dreidimensionalen ebhenen Raumes bedarf,
wiithrend fiir emme Ebene dazu kein zwingender Grund vorliegt. Alle
digjenigen, welche der Meinung sind (wie Zobllner), dass dem realen

117 : . - - e (T .
'.I".u. rdulll ein L]:'H'.-i'.‘ l'f'“‘l‘i]"l.'lf'i'- I"ﬁ.l'lllIJlI]1l]i:l_J_"':*-H'i:h"L."31':'- EIII{{JIHHH‘, El't!d E'L]:":'.H

') Wenn man eben kein neues Wort einfithren will, wie Lotze thut, der
| dieses Gebilde der Mathematiker ,,Raumoid® nennt, Lotze machte
diesen Namen ,semnen Gegnern zum (eschenk, als das Einzige, was er fiir ihre
ache thun konne* 8. Cranz a. a. (0. 8. 53.
)V, Schlegel, Ueber Entwickelung und Stand der n-dimensionalen
(reometrie, mit bes, Beriicksichtigung der vierdimensionalen. Leopoldina XXII.
nab, INo, 9—18, Sonderdruck, . 2.
) Dies wiirde auch fir einen gekriimmten Weltraum gelten, nach DBeez
a. a4, U. ». 31, Dagegen der Ref. in Ohrtmann’s Jahrbuech 1E88. ». 815:
JJdn der Meinune, dass die sphirische Form des Weltraumes ein reales ebenes
vierdimensionales Gebiet zur Voraussetzung habe, konnen wir dem Verl. nicht
beiptlichten; denn gedankliche Voraussetzungen und Konstruktionsmiglichkeiten
ranchen nieht immer realisirt zu sein,*




10)

genithigt, auch eine reale vierte Dimension zuzulassen resp. zu for-
dern.*”) Wir sind aber der Meinung, dass wir uns. so lange nieht
zwingende Thatsachen 24) vorliegen, eine neue Hypothese aufzu-
stellen, mit der Annahme der Ehenheit unseres Weltranmes beruhigen
konnen. KEs verbietet uns aber unsere Erfahrung iiber die Existenz
eines einzigen kriimmungslosen Raumes nicht, in den gekriimmten und
mehrdimensionalen Riumen abstrakte Produkte mathematischer Tebe:
legung zu sehen, wie in so manchen Gebilden, die die Forschuna

=

auige-
deckt hat, z. B. den complexen Zahlen. Anschaulich sind diese Riume
nicht mehr, es sind mathematische Becriffe.

Schon vor Riemann war ein anderer, lange Zeit wenio wekannter
und kaum gewiirdigter Gelehrter,” Hermann Grassmann, in seine
~Ausdehnuneslehre*?) dazn celangt, ebene Riume mit heliebi
vielen Dimensionen zu diskutiren. FEr stellte in diesem Werke ein:
vollkommen neue geometrische Analysis auf, die sich sofort auf héhere
Gi*his-h' E't_’]‘;t“;_{t'mr'i1:|1.‘J:'I1 l1ess. ”:mli’[ :{n'iuh.' er, :l.'l.ﬂ .Eﬂ. resaminte
1‘1*:1]1;: ':;llullii-*l'.i‘:.lt.' ..L]iti' IMan :{]:-_1 1_'[]:1' I'JIU 111'!' _'Hi'i[ljlnl':‘]i'-t ant '1
Stufe stehende reine Geisteswissenschaft anzusehen gewohnt war, eine
angewandte Wissenschaft sei, nimlich eben die Anwendune der rein
abstrakten :xllhllE‘]‘lllllIl‘_f:*h’ill"f‘ aut die ;I_t|.-'+_'[|;|11|il.‘]u'll (ebiete des Raumes
und der Ebene. Er emancipirte also die geometrische Forschung

dem durch die Grenze des Anschaulichen ihr auferleo en Ziwangoe, ‘=0

— —

7
Unerwiihnt darf allerdings nicht bleiben, dass, bei der langen Zeit

die Grassmann’s Werk brauchte. um zur Wiirdigune zu gelancen, di
meisten Resultate der mehrdimensionalen Geometrie anf anderem. thei
analytischem, theils synthetischem, Wege gefunden worden sind Wir

kénnen auf die Geschichte der Geometrie von n 1Dimensionen: hier

unmoglich im Zusammenhange zuriickkommen, verweisen vielmehr auf
die mehrfach (>. Anm. E'ﬁ") citirte _L'L]rh:lm“tln_;{ von Schlegel, welche

zugleich ausfiihrliche Litteraturangaben enthiilt. Ueberdies wird sich

in den folgenden §§ geniigend Gelegenheit bieten, bei Anfiihrung der

L & -

Resultate beildufig historische Daten zu beriicksichticen. Wohlbemerki

sel, dass wir iiberall, wo nicht gerade anderes bemerkt ist, nur ven

enen, RKRinmen

der Kriimmung Null; das vierdimensionale in Rede stehende nur ein-
e T1
1

ebenen Mannigfaltigkeiten sprechen: Von Geraden, E

e

fach vorhandene Gebiet ist in dem gedachten Sinne ebenfalls ein ebenes
|

*") Unter der Annahme eines endlichen Raumes konstruirt Most die Ele- |
mente der Mechanik in ,,Neue Darlegung der absoluten Geometrie und Mechanik, l
mit Beriicksichtiguug der Frage nach den Grenzen des Weltenranmes.* Proor !!
(Coblenz 1883, i
*1) 8. Riemann a. a. 0. 8. 286, — Der Spiritismus scheint uns jeden- ‘r’

falls eine solehe Thatsache nicht zu sein. |
*’) Die Ausdehnungslehre von 1844 oder die lineale Ausdehnuneslehre. Il

) Schlegel a. a. O. (Anm. 22) S. 8. S. auch Sehlegel, Hermann

ein neuer Zweig der Mathematik. 2. Aufl. Leipzie 1878. '
]

Grassmann, sein Leben und seine Werke, Leipzig 1878, S. 17 u. ff |
|
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Auf einen Punkt mochten wir jedoch zum Schlusse der Einleitung
rochmals zuriickkommen. Bezeichnet man alle geometrischen Theorien,
die nicht mit der Buklidischen Geometrie iibereinstimmen, wie es von
Beez ceschehen ist, als Metageometrie, so darf man sagen, dass
Tiese die Mathematiker und Philosophen in getrennte Parteien gespal-
tan hat. Die schaffenden Mathematiker stehen, wie Simon bemerkt,

ceit Gauss zum orossen Theile??) auf der Seite derer, die die Be-
rechticune der Metageometrie anerkennen, — wohlgemerkt in dem
oben skizzirten Sinne — wiihrend die Philosophen wvon Fach zum

suten Theil ihr feindselic gesinnt sind (so bes. Liotze und Diihring,
ber auch Wundt), wiewohl allerdings einige, wie Erdmann, [iieb-
mann, Kerry sie giinstig beurtheilen, Den richtigsten Standpunkt scheint
ans Kerry einzunehmen, wenn er sagt=®): ,Es lisst sich nicht lengnen,
dass unter den Vertretern metageometrischer Untersuchungen, manche
gesiindiet haben, indem sie cine allzu crosse Geneigtheit bekundeten,
den doch nur hypothetischen Ausgangspunkt ihrer Deduktionen auf
ie Wirklichkeit zu iibertragen. Sie musterten den Raum . . .. In
den die moderne Physik wenigstens jene abgeblassten Dinge hinein-

coreetzt. von denen sie annimmt, dass sie als Reize erst in empfinden-
den Subijekten eine farbige und tonende Welt wachrufen; den uns so
ertrauten Raum, der iiberdies mit unserem Phantasieraume genau
ihereinstimmt. arowohnisch darauf hin, ob er nicht doch vielleicht
Anwandlunocen besitze, welche den Resultaten der Metageometrie als-
hald eine ]'l';llf.'u;r-i']t I.ll_x'rili;llim:.iui- Anwendbarkeit verschafft hiitte.*")
Diese Haltung fand heftige Gegner, welche ein Misstrauen der be-
schriebenen Art nicht nur darum fiir viollig unzeitgemiiss erklirten, weil
hisher nirvends ein ernst zu nehmender Anlass®?) vorliege, bei physi-
kalischen Erklirungsversuchen auch den Raumcharakter anzuriihrev,
condern hieriiber weit hinausgehend den Euklidischen Raum als den
einzig moglichen unparteiischen Hintergrund alles Geschehens ein
fiir allemal in Permanenz erklirten.* Und spiiter: ,Ich glaube nun

) 8. aber Schmitz-Dumont, die math. Elemente der Erkenntniss-
theorie. Berlin 1878. Hier wird der Nicht-Euklidischen Geometrie nicht nur die
\nschaulichkeit, resp. die Vorstellbarkeit abgesprochen, sondern sogar jede
Miglichkeit einer logischen Deutung, (Vergl. Schotten a. a. O. 8. 157) —
md J. C. Beeker, Abhandlungen ans dem Grenzgebiete der Mathematik und
Philosophie. Ziirich 1870, Abh. 1 u. II. (Vergl. Schotten a. a. O. S. 154.)
Simon (Die Elemente der Geometrie. 8. 46) sagt: ,,Es ist im Grunde traung,
lasg 100 Ja

Wdem Gauss die Resultate der absoluten Geometrie bis zu
hrer letzten Konsequenz gezogen, die absolute Geometrie noch als Verirrung

lEE., LHEC
hezeichnet werden kann , . *f

) B, Kerry, System einer Theorie der Grenzbegriffe; Ein Beitrag zur
Frkenntnigstheorie. Leipzig und Wien, 1890. 8, 121 und 5. 125.

"N 8, Zéllner, Natur der Kometen.

%y Das Bestreben der Vertreter des Spiritismus, die 4. Dimension zu ihren
Gunsten nuszubeuten, beleuchtet in recht humoristischer Weise Schlegel (s.
Anm. 2) 8. 29 und anch Cranz a. a, O.
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liber verriickt zu werden. .]F-mm von dem (Glauben, .!--~ ler Raum,
dem es |F'1!"[. l'i!l _I':I]]ijiﬂ.]i~*_'ljl']’ H';L. :|.|I:.:|r='~l..'.| ]-.:I“i-'”_“Tl"_ aut sich
lassen, bis 1hm einmal ein unzweifelbarer Anlass gebote | H
.I'.';I'}I c“i.'.ﬂ-i‘ ”irlrii']If bt'][lL' _;ri*ﬁl_,':' j‘:-l;1.‘~‘.]."i-':'|-‘ Z1 i'['i.'l‘lr.iv'!-. Jed
]nilHH S lil?t'l;‘ ant |.t'LlEr' '“I' II;LI'!':i [IUr ]| “'"Jl-l" n auch 1hre Kindes-
|~.i]-fl:']‘ ]I"Ll"llr{"l] nur |-'l1|i]l|i"*|'|l "n‘lmlh wenrtn ,~:_|- =i-.| '
dass auch bei V erwirklichung jener immerhin recht unwahy
lichen Mb6glichkeit in den oystemen der Metageometrie Mj -
gelegt sein werden, vermébge deren man auch des N o leen . Rau
moids“, das dann zum Raum avanecirt sein wird wird Herr wi
kOnnen. . Bereit sein® ist zwar nicht ,Alles*, wie Haml ot, ab
doch wiel.®
5 1. Die Elemente der vierdimensionalen Geometrie i
synthetischer Behandlung.?!)
Es bedeute P einen Punkt. G eine Gerade, J eine Ebene. R
einen Raum. Die 4-fache Mannigfaltickeit oder der vierdimensional.
,“:FIEHI“ ‘.H.'E fr‘_i. IJir“ﬂ 1'EI| 11I11||~:'3 u-lr'l' e1ne (rerade 111 ifl.l*' ]
50 sagt man, die Ebene geht durch den Punkt oder die Gerade
st durch sie gelegt. Liegt ein Punkt. Gerade oder Ebene in ein
“lilm, 80 sagt man, der Raum _:'1'1t:1 durch den Punkt, di (rel
oder ]':]H']Jl" H{lt‘!‘ 1I-"[ l!lli't']l ,‘-iu- -__-ri:-l_‘-.", Hine 1;'1-r_--,:i. 1-.,_';.[ dureh
] 1! ”J]‘ llL‘“HJJ-:l-." :I'H]l]i[ %r| . H:I5|r:r']':|':|-' |""'“1|.§IL|' rethellr, [ E
Ebene durch eine in ihr liezende (xerade in 2 Hall i, b I
durch eine in ihm liegende E In zwel getrennt ii|--i_=- und als
welteres Axiom wird ]Jirl;ﬂrlg__{--i'aiﬂ:
Axiom I: Ein Raum theilt die vierfache Manniefaltio
keit in zwei getrennte Theile (congruente Hiilften) Zin den b
kannten Axiomen der dreidimensionalen (Geometrie”®) treten dann noch
die folgenden: Axiom II: Durch 4 Punkte einer ,, die nichi
in einer und derselben Ebene liegen, ist ein und nur ein
Raum mnllul Axiom III: Eine E welche mit ein
H.‘l[li[] ; l’LllIl Le f_:‘i.*]t]:*i[l ]l;tl. Lli!_‘ Him"i!T i|1 ltr'l'.HE‘Elll_'J: l?--_".lulll !
liegen, iH-‘;_:'i ganz 1n 1thm. Axiom IV: Eine Gerade. welch {
mit einem Raum nur einen Punkt cemein hat, wird dur i
i
*') Siehe hierzu: K. Rudel, Von den Elementen und Grundeebilden de
synthetischen Geometrie. Bamberr 1877. 8. 15 ff. bes, M, Simon (8. Ein- !
leitung, Anm. 5) a. a. 0. S 23—20, — K. Rudel, Ueber eine Gattune vo 4
Kirpern hiherer Dimension, Niirnbere 1837. Ders. - Sich kreuzende Eben 5
zweler Raume. Bl fiir das Bayr. Gymn.- u. Realschulwesen. 13. Bd. 7. H. it 'I
S, 319. Weitere Litteratur auch In Gino Loria, Die hauptsiichlichsten |
rf'jw-_ll']:'il ih_*r“l_‘lrhh,‘f_'-l'iu' ete. i_Ur_‘1:|1.*~'l_‘]i von F, f":!_':LliITI-.'.} I.-'il-.-ii:' Iss8, & 115 fi it
-;:_? Dureh 2. ]I]chtl' 1st nur eine liu_'!‘ﬁlli_' !Hi":qll'l.'zi. I'H_'-«'Tirrlllll‘..'::: der Ebei ;
durch eine (GGerade und einen ausser ihr liegenden Punkt: Die anderen Be- I
r-[]!1|I]J-‘H:_*__:':~'£Jl'1I.’lJ ill.r];_"t'u hieraus, :
|




9 oetrennte Theile cetheilt. Hat sie 2 Punkte mit dem

thn 1n 2 O 0
aum gemein, so liegt sie ganz in ihm, Es ergiebt sich ferner als
P-i.!;u-;'l! X . ?{E' - }':|u']1l' I;: \K'E?t_]kﬂ !llIi' 1}]]1[“TH ,f:;; nur tilltf { }L'llllik: ( ;
emein hat. wird durch diese Gerade in 2 getrennte Thelle (zu beiden

Seiten des Raumes) g theilt. Denn ir;ft't1{1 eine zweite (Gerade ('
n /7 trifft (G in einem Punkte P; (2 Gerade derselben Ebene haben
tots einen Punkt cemein) durch diesen Punkt wird (' in 2 getrennte
Theile getheilt (Axiom IV). Irgend 2 ihrer Punkte auf den beiden
Theilen liesen auf verschiedenen Seiten von £, und da sie zugleich

Punkte von J sind, so ist JJ durch R, in 2 Theile (Halbebenen) cetheilt.
lehrsatz I. Zwei Riume haben stets eine lbene ge-
mein (schneiden sich in einer Ebene).??) Beweis. K, und R’; seien

lie beiden Ridume. Nehmen wir an, sie hiitten nur den Punkt A ge-
mein®%), d. h. A lieze sowohl in R. als in R, Wir legen durch
7 zwei Gerade (G und @Y, Diese werden nach Axiom IV
R' in 2 getrennte Theile getheilt, G in G, und G,, G’ In
_ | - und (, auf derselben Seite von R‘; liegen

en. Verbinden wir dann einen Punkt von (r, mit einem Punkte von
. durch eine Gerade, so liegt diese ganz in R, denn ( und (+
legen ganz in [{,, also auch die durch sie bestimmte Ebene, welche

‘. und G‘,, wobelr G

ehen die Gerade enthiilt. Diese Gerade muss aber durch R’, gehen,
| 9 Punkte auf verschiedenen Seiten desselben verbindet, Sie hat
Jso mit R‘, einen Punkt B gemeinsam, welcher, da er auch m R,

eot. ein weiterer gemeinsamer Punkt der beiden Riume ist. Mat A

md B liegt aber auch die Gerade AB in beiden Riiumen. (Axiom LV.)
Fe ist nun weiter zu zeigen: Haben 2 Riume eine Gerade (F gemeln,

haben sie auch eine Ebene gemein. Legen wir niémlich durch G
wei Ebenen in R, so liegen diese ganz in ihm, und werden nach
\xiom IV (Folgerung) durch £°, 1n 2 getrennte Theile getheilt, Ver-

snden wir einen Punkt der einen Ebene mit einem Punkte des Theiles

| ’d

ler andern {':i-'l-_k', welcher von jl.‘nt':ll :_lllt’t‘]l b o I;t!tl'f_:rlllt i:ai'-. t].!l':*i.']l

Gerade, so liegt diese ganz in /2, und geht durch R‘; hindurch,
. h. hat mit ‘. einen weitern Punlkt ;_'4_-|11|-In.~511111, H;} und /£’

haben also 3 Punkte, somit eine Ebene, die sich durch diese legen
250, emelilsalll wW. 4. ]I. W.

Lehrsatz II. Ein Raum und eine Ebene haben stets eine
Gerade gemein. DBeweis. Die Ebene F liege in R,. Die Riume
12. und R’ haben eine Ebene F‘ gemein. (Lehrsatz I.) E° und E
.chneiden sich in einer Geraden (7, da sie in demselben Raume £/,
jegen., HKs liegt nun (& in F‘, dieses in R, also G in RY; d. h.

[ und R‘, haben die Gerade (r gemein,

1) Fs werden im zunfichst Folgenden die Gebilde immer in allgemeiner

oo vorausgesetzt, Zwei Ebenen eines Raumes schuneiden sich dann stets in
siner GGeraden.  Unendlich ferne gemeinsame reelle Elemente (sog. uneigentliche
Elemente) bei parallelen Lagen bleiben zundchst unberiicksichtigt. (Zwei

sarallele Gerade haben einen unendlich fernen Punkt, ete.; Euklidische Geometrie.)
) Dass sie nicht ,Niehts* gemein haben kinnen, folgt aus Axiom I
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Liehrsatz III. Bin Raum und irgend eine Gerade (di
nicht ganz in ihm liegt) haben stets einen Punki gemelnsanm.
Beweis. Es liege ( in R s und es 1ist zu zeigen, dass irsend ein
Raum R‘; von (G in einem Punkte A geschnitten wird,. A, und R’
haben die Ebene FE gemeinsam. (Lehrsatz I.) Dann liegen F und &

in demselben Raum K., haben also einen Punkt A gemein. Dieser

-

3

Punkt liegt auf F, r]m auch in R',. Er ist das einzize cemeis
schaftliche von (¢ und R‘. Denn hitte ¢ mit £ zwei Punkte we-
mein, so lige sie ganz 1n JJ, und also auch in R'., was gegen die
Vn:n'mlﬂsi_*txlmg' 15t

Liehrsatz IV, Zwei Ebenen zweier verschiedener Riume

haben stets einen Punkt gemeinsam. Beweis. F liece in K

-

:

}';.' i]t f.”l:. J-'jt' Hl.’]lllitt(‘}}ﬂlli* ilt'ic]wl‘ _H.'“Hl]ltl' r~1'i f‘_, l-'-lli.". "-Il

sich /X und ¥ in einer l'.-i-'ur.-ulu-n da sie in demselben Raume R
“"'_t*‘il- ebenso f':' und j' Is Hbenen desselben Raumes ;’r ). h
I und F' schneiden F“ in (wr:ulu-n. welche, da sie beide auf J"
lhegen, sich in einem Punkte auf E" schneiden. Dieser Punkt gehir

beiden Ebenen [ und FE gemeinsam an, und ist das einzice cemein-
same beider Ebenen. Der Schnittpunkt zweier Ebenen zweier wver-
schiedener Riiume liest also in der Schnittebene beider Riume, Ii
diesem Punkte geht die Ebene des einen Raumes durch die. sie nicht
in einer Geraden schneidenden. Ebene des andern Raumes,

Schneiden sich 2 Ebenen in einer Geraden. so lisst sich durch si
ein Raum F?; legen. 2 Ebenen, durch die sich kein Raum &. lee:
];'|.=='.-f_. \"-'L'iL'[lt_‘ ll]::U Hur !_’it]t‘:l _II_IHI}JH _-'_{I.'IJH'EJJFFL]II I!I::!!n."."._ Kaln man als
sich kreuzende®) bezeichnen.

Liehrsatz V. Eine Ebene und eine (rerade, welche nicht
1n demselben Raume llegen, haben (im allgemeinen) nichts
gemeln. Beweis. J liege in R,, G in R‘.. (G schneidet die ge-
nn:ill:r:!'[rlt' ]‘:ln_'lu.‘ ."_" YOI f.’_: und .{':_ jl; einem I'tlrllif_n.-. 1] ehrsatz 111,
i '-'rf..'hl“'il.[l.'t .f: ill elner [.._}l_']‘.'l[EIjll (r‘, weil beide 1m H:ll]l-!n_- .-”. lleren.
1}'1 (7 {lllt't h f, n 2 o trennte Ti'i!v I'_[l.'l]l#'ilt i."':. so trifit es (+* nicht,

—

T4

. . 1 : + e | | k
denn es hat eben mit /' nur einen (im allcemeinen) ausserhalb vo

) Doch muss man den Begriff des Kreuzens der Stereometrie dann dahi
='!'wciTr..-m. dass man 2 Gebilde sich kreuzende nennt, wenn sie kein Gebilde
nichst niederer Stufe gemeinsam haben. 8. G. Veronese. Behandlung
der projektivischen Verhiltnisse der Riume von verschiedenen Dimensionen
durch das Prineip des Projicirens und Sechneidens, Math, Anm. XIX (1881)
Daselbst 8. 163 der Satz: Ein R und ein R haben in R » einen K. gemein-
Sam, wenn a@a=m-+m’'—mn, lIst a =0, so haben sie den Punkt R. oam elln-
sam. (Dieser Punkt kann natiirlich eigentlich oder nneigentlic
jeder andere R..) Ist a negativ, so haben sie kein E Ir'ml nt gemeinsam —

I =

Denselben Satz HI]I'ifht- (xrassmann {"-.Hml mnungeslehre, S, 278) so auzs: Ei

sein, ebenso wi

(rebiet von a-ter und eins von b-ter Stul e, wenn sie in einem Gebiete von
c-ter Stufe, aber aueh in keinem GGebiete von niederer Stufe vereiniet sind.
haben ein Gebiet (@ - b — c)-ter Stufe gemeinschaftlich, 8. auch Rudel a. a. O
(Anm. 31. Bayr, Bl,)

— —

=

1l
1
i
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(3! liegenden Punkt f_{i"l'!'l{'ill: d. h. aber, es trifftt auch K nicht: denn
oin wemeinsamer Punkt von G und E konnte nur auf (' liegen, weil
er zuoleich auf F und E‘ liegen muss. D. h. eine Ebene und eme
Gerade in K, von ganz allgemeiner Lage kreuzen sich. (S. den
Satz von Veronese, Anm, 9.)

ehrsatz VI. Zwei Gerade in R, haben 1m allgemeinen
nichts gemeinsam. Beweis. J und ' seien 2 Kbenen in 2 ver-
ohiedenen Riumen. welche nach Lehrsatz V nur einen Punkt A ge-
mein haben. Lege in jeder Ebene eine Gerade, welche nicht durch
A oeht. (G in E und G' in E’) Diese Geraden haben dann nichts
semein. Nennen wir 2 solche Gerade sich kreuzende, so fragt es sich,
obh diese Art der Kremzung zweier Geraden eine andre ist, als die
weier (Geraden in demselben Raume. Hieriiber giebt Liehrsatz VII
Aunslunft: Durech 2 sich kreuzende Gerade Zzweler ver-
schiedenen Riume ist stets ein Raum méglich., Beweis. Die
sich kreuzenden Geraden G und G mogen in R‘; bez. R, legen,
s ist durch ' und G ein Raum R“; zu legen. Die gemeinsame
Fbene F von R, und R‘, wird sowohl von (7 als (' in je elnem
Punkte. P und ‘. geschnitten, weil die Ebene und je eine (Fe-
rade in demselben Raume liegen. Legen wir in R‘; durch (' und
P cine Ebene E'. so hat diese also mit G nur den Punkt PP gemein.
Durch eine Ebene und eine sie schneidende Gerade ist aber ein RY,
hestimmt. In diesem Raume R“; liegt also G und die Kbene £,
and mit dieser die Gerade G, d. h. der Raum R", ist der gesuchte. —
Leoen wir ebenso in R, durch G und P’ eine Ebene [°, so hat
diese mit G nur den Punkt 7 gemein, also ist durch E* und G
ein Raum R, bestimmt, in welchem beide Gerade (G und (' liegen.
Dieser Raum R™; 1st aber identisch mit A", denn sie haben 4
Punkte cemeinsam, d. h. durch 2 sich kreuzende Gerade in R, ist

in und nur ein Raum bestimmt.*%)

Ein Raum R, ist also in R, bestimmt a) durch 4 nicht in einer
Mbene liecende Punkte. b) Durch eine Ebene und einen ausser ihr
liegenden Punkt. ¢) Durch eine Ebene und eine sie schneidende
Gerade. d) Durch 2 sich schneidende Ebenen. e) Durch 2 sich
kreuzende (Gerade. oder, was dasselbe ist, durch eine Gerade und 2
ausser ihr liegende Punkte (doch darf der 2. Punkt micht in der Ebene
durch die Gerade und den ersten Punkt liegen.)

Schneiden sich 2 Gerade ( und G* zweier verschiedener Riume,
‘0 kann dies nur in einem Punkte P ihrer Schnittebene E geschehen??),
Durch diese beiden Geraden ist nicht nur ein Raum, sondern emne

3) Pine Ebene F und eine sie kreuzende Gerade G+ seien gegeben. Diese
kbnnen nie in demselben Raume liegen. (Gleichwohl ist durch jede Gerade G
in F und durch G ein Rawm leghar. Dieser Raum hat eben mit E pur die
Gerade G* gemein. Die Ebene J scheidet die co? Riume dureh G in je einer
der o0® Geraden G* von K.

7}, Schneiden sich 2 Gerade zweier verschiedenen Ebenen eines R,, 80
kann dies nur in einem Punkte ibrer Schnittgeraden geschehen.”
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Ebene E‘ bestimmt. Diese Ebene £ hatmit R, die Gerade (3. mit B
die Gerade (' gemein. mif I+ nur den Punkt P Duarch & und 74, 4
durch die Ebene J* geht dann ein oanzes Biischel von Riumen 2 “
welche .l’.’_: In einem Biischel von KEbenen durch &

liehrsatz Y11l Drei Riume schneiden
einer Ebene und diese 3 Ebenen gehen durch eine (rerad
];1."'.".'t_’ir'. |':iHI‘ .Hi”_"tl!' f',l llilll n-.irn- ‘:I-'_":ull' F; ;’.‘«‘n'ér'!' Ve
Riume ft'_: und ', haben im alleemeinen Nichts cemeln, (]

schneiden

2lCNn Zu je ¥

=y

i | %

Haben sie einen Punkt P gemein, so liect dieser in der Schnif
!F',-' i'i'l'_'ilit"]" “ii:l]r]r'_ ]}III'I'[I f',.' 11]1&1 fr 1st I|"z]}!i e1n lil.'i‘.u‘--!' * [
|I!.'r:1iE|HtH. ]__'-"El*rﬂ‘t‘ :.ii.’]lih-‘fl[i*f .“'r:‘.; ir1 f Iéljnl . ;_1_. f'i.':-'i' |r .f
welche die Gerade (3 enthilt., F und fv" liegen in demselbe; au
,l"rg“': nnd ]r;:}wn :lE:cH t-"Eirf'!l H!'ll.'lih‘:l[‘;l]!f f3r ™ 'ﬁ"-'}l'.r-i.fl. |‘I| LI
(r“ liegt also in den 3 Réumen, er liest in der Schnittebe
und ‘. und enthilt den Punkt P Die 8 Riume o len A |
den gefundenen Schnittstrahl (34 und schneiden sich in 3 Eb
tig und R in E', R, und [ty n K, R und RY, in E
diesen Strahl G* gemeinsam haben,8)

Lehrsatz IX. Vier Riume haben stets einen Pun
meinsam, Beweis. Nennen wir die Riume R R’ R“ R | -

‘ . 50 ha
z. B. B und R' eine Ebene F gemeinsam, (Lehrsatz I.) & und

" ha

i

en eme Gerade (7 gemein (Lehrsaty [1.) G und R“ }

emmen Punkt P gemeinsam. Dieser Punki £ 1st das einzice cemeis

Ll

=alne :l.lln'[' I }'l:.'-i;IIJ!H'_ I]EI‘EI_‘ il:lirl'].’ ili1.‘--!1 ;Iir :""‘:-._‘||?|]I[T_5|'f=“li:'j | |-'

I':]H'Ilr'h: )'rffri“. fIJ.IJrI'“- {’1’;‘"4“”. |‘J‘|“J|rJ r"luhn"[.h'. I f'llu:m. ) ['.! L (e

]Iﬂ.'-]t'“: ‘lf‘! lIIi’r.'.l l'f‘.l' “.. Jf..l thl.l l..l -Hr JI;"‘.I ._|'|r4i id .|'I|Ir““4 JI."d.'l JI.I'I.l 'F] _,Irlllllu_ ) |I ), . E:. ',

RR‘R"R". Oder in Worten: 4 Riiume haben 8 Kbenen d
Punktes gemeinsam. von denen je 3 durch denselben Strahl oeher
Da ein Punkt in einem Raume i, liegen kann, oder auf einer oder der

andern Seite desselben in i, (welche durch diesen Raum nach Axiom
In 2 getrennte Theile oetheilt wird) so haben wir also an iede
Raume 2 Seiten zu unterscheiden, (ebenso wie 2 Ufer einer Crerad

oder die 2, in bek. Weise durch Fiirbung unterschiedenen Seiten ein

Fliche), weleche der Kiirze wegen durch -1 (plus) und — (minus) be
zeichnet seien. Ein Punkt in ft; wird dann gegen die 4 sich i ;

Punkte schneidenden Riume im woanzen 16 Moglichkeiten der ILao

darbieten., (Da sich die 4 ].I“-’]'i’t'-tlﬂf..'llt‘]h']l . 1 7 = i 18 Fille

.'__‘:'i]I!J!Ji]'.iI'{'II: ]:l.r-r-'vul, Das gdanze 'i-'llil?lll'lj.‘r[iii!:IJi_' l'lHlfi['."' biet

welche, vom Scheitel des 4-dehnigen Winkels ausgehend, ihn im 0
wissen Sinne begrenzen, heissen seine Seiten oder Schenkelriiume. 59 —

") »Von 3 Ebenen eines A. schneiden sich je 2 in einer Geraden: dies
3 Geraden gehen durch einen Punlkt,
=
*) In der Ebene das entsprechende der Winkel mit seinen 2 Schenkel

(Geraden). Im Raum die kérperliche Ecke (3-dehniger Winkel) mit 3 Seiten

fL".'*'"flt'JI]f.l.'ii'|H'IiL‘II~J. tlit' .*-ift_']i ilx 3 '”l_"l'.'l"ii_'ll Hi."]liir_'].'h‘ll.

wird also
durch die 4 durch einen Punkt gehenden Riume in 16 (vebiete oe-
theilt, von denen jedes ein ~J-ifff]1]ti_‘-l'l't' Winkel heisst. Die 4 Riume,

[E—
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Wir wollen nun uneigentliche Elemente mit einfiihren, und wieder-
len zu dem Zwecke einige Erkliruneen.*") Zwel Gerade, welche 1n
rselben Ebene [7 liegen. ohne sich im endlichen zu schneiden, heissen

arallel. I wendlich weites Element (der Punkt) heisst ein un-

1t \ sagt, die Geraden haben die Richtung gemein.
Man nennt eine Richtung (die Richtung einer (Geraden) in einem
rebilde ent lten, wenn irgend eine Gerade dieses Gebildes

Richtung hat, d. h. jener Geraden parallel ist. Zwei sich
dende Ebenen eines Raumes enthalten also nur eine gemeinsame
chtung, ndmlich die threr Schnittgeraden. 2 Ebenen heissen parallel,
enn s1e 2 Richtuncen cemeinschaftlich haben: sie haben dann alle
Richtunge remeinschaftlich, und man sagt: si1e haben die Hi‘-'““”‘—l
Tine Stellune ist also dureh 2 Richtungen bestimmt (und

h 2 otellungen emne ['“I']III]J'.-EJ I ys'ﬂ.'l‘i ]":‘li‘:l”r]n- .[":]IE‘]H!II ]nl]wn als

lich fernes Element eine uneigentliche Gerade gemein. Man
finirt nun weiter: KEine Stellung (die Stellung einer Ebene) 1st in
{rebilde enthalten, wenn ill'j_'"l.l..'; eine Kbene dieses (vebildes diese
ing hat, d. h. jener Ebene !|;|1';:||e_'i oeht. Ziwel lﬂ‘llﬂ‘hi.ﬂt' Riume
[i', stimmen 1n emer .L"“'z[ﬁ'”llh'_h'_' liberen, nimlich 1n der der
Sehnittebene Rind 2 Ebenen zweier versehiedener sich schneidender
' (121 ~c Dene Iu-}llrl' Hf[lmu' !_I:H"rl]]l’i. S0 5~'i]::1 Hi{_' unter
ler parallel Die Schnittebene der Ridume R‘, und RY, se1 K.
Durch jeden Punkt von [2‘, geht eine Ebene parallel £*‘; irgend eine
| &1 ben heisse Y. Ebenso geht durch Iit‘E]t.'[I Punkt wvon ;i;“:-r eine
parallel £ z B, B". Dann gt B Y. Durch E‘ und
t sich emm Raum A, legen, welcher also ""‘“:'. in K, ‘F"“ﬂ n
[ chneldet [Jie 3 Rinme schneiden sich somit in 3 Kbenen, welche
2 parallel sind.1)

tis mogen sich /., und F/, ein und desselben Raumes 1n der (re-

(7 schneiden. Durch eine Ebene ist ein Raumbiischel maglich.
Legt man durch J, einen Raum, welcher F/. nicht enthilt, so
chneidet JJ, diesen Raum in der Geraden (. e Legt man durch
men Raum, welcher J/, nicht enthilt, durch /4, einen Raum,
welcher J5, nicht enthiilt, so geht die gemeinsame Ebene dieser beiden
Riume durch den Schnittstrahl ¢ von K, und E,. Daraus folgt:

Chenen J. und F, parallel, d. i.f schneiden sich in einem

iocentlichen Strahl, so bestimmen sie Riume, deren Schnittebenen
immtlich durch diesen uneigentlichen Strahl gehen, d. h. den Ebenen
/ und ,u"_. ]l'll':‘.l_i'} gind, |

Ziwer Riume sind parallel, wenn sie in 2 Stellungen iiberein-

nmen, d. h., wenn sie in 3 Richtungen iibereinstimmen, die nicht

5 derselben Stellung angehtren. Lehrsatz X. Stimmen 2

Riume 1n 3 ]:i1'|;1lillfl_'_-'1'll ﬁ]]u'l‘t'li‘ri. 1{i[ﬂ II:i.L'l}lf E].i'.‘l":_iEliJL'Il Stell-

¢ angehtren, so stimmen sie in allen Richtungen iiberein.
Dewels. lus enthalte 2., die Richtungen h:t, ,, (G, (durch einen

S, ve Staudt, Geometrie der Lage, Niirnberg 1847.
) 8. den entsprechenden Beweis in der Stereometrie.
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Punkt gelegt), die nicht derselben Hit’HHHi:' angehoren (in einer Eben:
iEI-!-I--’!L:l mul J,J'.‘-'.__ I'Ii,i' Hir]]t”“g“” frr‘]* I'r_-;"_JI_ '“”;'.- a0 ,[;1:7‘ r‘I": I‘F._,
l':"'_, fr',:, f;'”. f'l::._, |- i.":-1 AN ?.PElu"t']a._:]'l.:r_é :-jl||:‘ ]H_‘H-'.l-]'_':' E'{in'i|tl:!_l_5
h"_\'ntl i, auch in [, enthalten ist., (wobei (r, 1In keiner dei
Stellungen |G, G,), (G, G,), |G, G,| liegt.) Die Ebene [@. (z,
H; schneidet die Ebene :."rf'J ”‘..i in einer Greraden !'":'I_ Die Richtuno
Il'Jrr.L st also In  der H!vl[uug‘ ll'_r_;rl 1";':!. also auch 0 |.|f,'-i |r ent
halten, denn 2 Ebenen, die in 2 Richtungen iibereinstimmen, stimmen
in allen Richtungen iiberein. Hier heisse diese Richtuno GL. i
'}“:]r-"m'* [f:"; hr:::| ﬁtimmf ;L|:-«'H lJ]if Il'_'-fl: F;.| 1N 2 Hin'I!‘-‘-L'.;I";. .], |
allen Richtunegen iiberein. d. h  sie enthilt die Richtuno G,. Jed
H-ii'lJHlllL{' Ir1:_I In fij.; 1st also atuch 1n .'r;'“_._ enthalten. i
}.n‘!i!'r‘it!j—’. 1{1— Hi]!i' [}:.‘!‘;Hli', ‘i.'l.'r.']f'}l!' .I‘ulTl -'1 E-rt'.f":-ir'.*; 2] i
Raumes, die sich in einem Punkte schneiden (und nicht einer
Stellung angehoren) senkrecht steht. steht auf allen durel
diesen Punkt gehenden Geraden des Raumes senkrecht
ewels: Hs selen & g, G, drei beliebige sich in Punki A
schneidende (Gerade des Raumes ft;. Es sei 7 G,, G,, . und
(r, sel irgend eine andere Gerade durch Am R, Dann bestimmes
(r, (z, und G, einen Raum ., (dessen Schnittebene mit R §
-f':]|1h11|~.| (r, (7,| ist). In diesem Raum steht 3 senkreht auf der Eben
(r, H;:]- well sie auf (. und (r, senkrecht steht (nach bel
HI!';‘E.‘H]HP“‘. :“‘:él’[';rir‘fl_ T]i:_' E':FH:]H' Iirrl_: I'r;l:.__; *I'}IHI'iIE"' [l .]':ITH']'i f,. r,l
[]. 4_'i111'1' l-hj-l‘.'ulrll 1’::__‘, ]-}:1 I'r; FI‘FI!-L]'“I‘E” .*[L‘]!f' .'H]f. :l-.-I‘ [‘:'r.“!ll- "'1'_, {7
steht sie senkrecht auf der in Lhr ]c'_qr']a:le'n (reraden G -I;'._i_i (2
steht senkrecht auf den beiden Geraden r; und (7, der Kbene | (, &,
sie steht somit senkrecht auf allen Geraden djeser Ebene, auch anf
Gy, W.z b, w. Man nennt eine solche Gerade. welche auf allen
(reraden eines Raumes die durch einen Punkt ogehen, in diesem Punlkte
senkrecht steht, die Senkrechte (Normale) zu dem Raum. In einem
Punkte giebt es auf einen Raum nur eine Senkrechte,4?)
Aus Lehrsatz XTI folgt: Eine Ebene ausserhalb eines Raumes,
welche auf 2 sich schneidenden Ebenen des Raumes senkrecht steht. i
steht auf allen Ebenen des Raumes senkrecht. 4
Lehrsatz XII. Zwei Riume. welche aut derselben Ge-
raden senkrecht stehen, sind parallel. Demn ist G | R, so if!
heisst dies, es steht senkrecht auf allen Stellungen dieses Raumes t
*) In einem Punkte einer Geraden giebt es in einer Ebene nur
?':r:nkl‘t*f'hi'!.‘. Dureh die (rerade oeht in demselben H: eln Biischel von Ebenen. |
von denen jede eine andere Senkrechte der Geraden (1n dems, Punkt) enthili .
Auf einer Ebene giebt es in einem R, nur eine Senkrechte. Dureh diese E T
st ein Biischel von Réumen legbar, und jeder Raum enthilt eine Senkr: |
in dem betr. Punkte auf der Ebene d. h. in einem Punkte einer Ebene ist el ?
Biindel von Senkrechten miglich, von denen Je eine einem der Rinme - |
hirt, welche die Ebene als Femeinsames Schnittgebilde haben. Von allen Ge- :
raden der R, die mit einem R, einen bestimmten Punkt gemein haben. ist :
nur eine senkrecht zn dem R.. |

e
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ibenso steht (r senkrecht auf allen Stellungen von R‘,. Dann kommt
i---i-.= Stellung von R, auch in R‘, vor, d. h. die Réume sind parallel.
Die Ebenen zweier Winkel mit parallelen Schenkeln sind parallel.
Winkel mit parallelen, gleichgerichteten, Schenkeln sind gleich.)
If--h.'---.u‘f XIII. Ist von 2 parallelen Geraden die eine
elne Senkrechte auf einen Raum, so ir«"[ es auch die andre,

Bewels. KEs seil (7 G h'r, (z, durch 4 mn R,. (' gehe durch
.-r-' ':I'.'[ =2 | I’i'. Zii“ilh lltr h jr} fr fr fri", f_r'._“ fr 2 II"T

Dann 15t . Sand S gl r_;l (7. uu] nw !nm]] Je Schenkel ha n{,n,
U (., Ebenso ist G’ 'y und (‘5 d. h. senkrecht
ut o Geraden i A., also auf K. selbst, Umoekehrt sind alle Senk-

echten auf einen Raum parallel. 1 )a -1L'-F in einem Raume on® Punkte
efinden, so giebt es auf ithm «® Senkrechte (in jedem Punkte eine,
Anm. 42) durch welche A, eindeutig erfiillt wird. Ein Punkt in
[l 1st also zweideutig bestimmt durch einen Punkt im /. und durch
: in diesem Punkte auf /., denn er kann noch auf den
den Strahlen lieren, in welche die Senkrechte in diesem Punkte
lurch den K, getheilt wird. Er ist eindeutizg bestimmt, wenn die
chtung anf diesem Strahle angegeben ist und die Strecke zwischen
und dem Durchstosspunkte durch den Raum. Von einem Punkte
erhalb eines A, giebt es auf diesen nur ein Loth, welches bis
Durchstosspunkte mit dem Raume eine bestimmte Liinge hat. Es
15st der Abstand des Punktes von dem Raume. Alle Punkte,
he von einem Raume £, denselben Abstand @ haben, liegen in
"' !I«-]|. ersteren ].:.:H'.Jl]i.' E-:H‘:LHI-EL'I] “Ll-’.l!llt'.
Wir betrachten nun 5 (dreidimensionale) Riume, welche nicht
h denselben Punkt gehen und von denen keiner einem andern

paraliel 1st: es Sc1en l:llie_'-'-._' H'illilll' .I'r|’]. -I'fl’]l~ !L}”]. !"F‘jl".'.' !‘1'_1.‘-. Jl-'_' 1— i_{ﬁllt!lt'

inelden sich 1o emnem ijll!ll~.|l'_ Diese Punkte Hi-‘lfﬂl (1 fi_j“ -'H'll]_

v Liv, b Ri B Riw Ry, e Ry Rn oy Ry, d = !’ljj[{”
[l Ry und RiRpg KR Ryy. Je 3 Riume gehen durch den-
Strahl,  Bezeichnen wir den” Strahl zwischen den Punkten g

ind 4 durch ab, so lesen wir leicht aus den vorstehenden Ausdriicken
fiir die Punkte die Riume ab, welche durch ab n-huu- ab wird ge-
bildet von den 3 Riumen, welche in ¢ und } | gemeinschaftlich ent-
halten sind. Es ergeben sich als Schnittstrahlen der 5 Riume die
1 U I;i"|'-l1"||f a () -I'Fij.h ."rf]\,,' f"ilﬁ,,'- (LC .HJ[ L’H' JH\', ””J' H”
-"r'IEJi -'f*j'-.- L ¢ u" L[J[:’:LEH gk .rrlj|1'r|,“'fl}\'. .'F”f flj[fl‘lu IIJT-
() I-| :"r+| | u"rtn edd L H” Jr'i_}'-,,'-. cé HJ HII H]\,', de = Hl
iy Ry, Jeder Raum schneidet jeden andern in einer Ebene, FEs
rgeben sich also die 10 Ebenen, welche durch je 3 der Punkte q,
s ¢ iy ¢ bestimmt sind, die in ihnen liegen, und durch welche wir
¢ bezeichnen. Es ist dann abe Riv Rv, abd R Ry, abe

-’“ .J"I'Jl-- ac !;-JH !Ifa,-. (LCE - Hlf .Hn', r_rr_hr : ;T.f“ h}[l[.- Lr'r.f —
i1 Ry, be iy Ry, bde RiRu, ede =— RiRp. Je 4 der
Punkte a, b, ¢, d, ¢ liegen in einem der 5 Riume, und wir kinnen

:I'||'|-.i-|||'|j: .-."l'llrlrll-'!l|I flj '-.'_: (1 FII‘:'P" - - f"l:‘]lli.l r_{f,{i'l!-.r - - ffJ.IE_" Ir_TI"I'_f{J e iju’_
||II"'-'||I.| l|r'|_Jlj.



!l'!l|'x_'i': :li-' i l]‘||!|]{1|' (1. ."lrl ,,n'i ;|_:_--;| e I; "".|'.' |_ R

i diesem Raume gehen dureh die 4 Punkte t Kbenen (je 3 durch

) |
einen Punkt) nand b (xerade (ebenfalls L= o durch Clern 1). . [)1es
(xebilde stellen ein Tetraeder (im alloemeinsten Sinne) dar n
ticken a, b, ¢, d. Es wird also der Raum Ry durch die 4
Riume in einem Tetraeder geschnitten. Ebenso erciebt sicl
der anderen Rédume ein durch die iibricen Riume erzeuotes 1
T\.--IH -15|'*~|':| 5 ’]‘1.;1-;“.,},.3-“ il:l1 _i*"ll'r Hl;ll _i*'l]l'll; '-!.-:.I*'l
I':Il'i!l-‘ll‘l]. “h ]_.;."~|';||L-';| :I[wrI SANES _i"ll!'lil .|~"|.".=‘-'-.=:' 1 1) €0 | [
langen, indem wir eine der Grenzflichen iiberschreiten Na
'Iil']lE il: '__'I'E':Iul;l‘:' ],illlr*‘. Il='!|]l =0 i.;."-]"i.--;i ] Elu :!-';I !!; . '@
5 T"’['il"'{"l .!';.|'?r‘l rlﬂlj;.f :.'iil 'l!'l';lé:.II.I":-i||||:|.-'- vontinu -
viertachen Manniefaltiokeit ";'JI' Durch dieses drerdimi ' .
tinnum  wird ein Theil der vierfachen Manniofaltiokeit |

llegt,

von der librigen f"I-J_L “'"'-‘"_'L'H-':'!I:i?'v!|, Von k nem FPun
welcher dem emnen Theile aneehirt. knnen wir zn ircend emnem Pu
des andern Theils gelangen, ohne das dreidimensionale Tet;
continuum zu durchbrechen. Verbinden wir ireend einen Pu
emmen 1'heiles von "F"I mif i.l‘__[l*ﬂ-lt etmem Punkte in ande ]
durch eine (erade, so durchstosst diese im allcemeinen einen (G
raum (das darin liegende Tetraeder) in einem Punkte A
dieser (Greraden, mit Ausnahme des einen, welcher im Grenzraum
gehoren dem Tetraedercontinuum nicht an. Das in R,
111114 ‘l.‘-.'r‘1.l'-r|r‘.=~ von l%!'J'; 2) PJ~1'[:'\'1|'|5--'.‘|| |!"_'-J-"1'|..f." .-.5!'-5_!
]’ul}.'hI[- (Vielraum, Vielzell) und bezeichnen nun mit P
m [/, durch ein Continnum von dreidimensionalen ]

der tibrigen [/, ausgeschnittenen 'l

ell. Das oben niher
[.il.l_ﬁ'.-'_lllil -].“*‘.' IE-I.‘*- -I=E|||_.;|_|_‘i|;-51' ;||!|;_'1_' |i|'.:"_'|:.";I'_'|i_ (1, I'I_ || vOon , I -II;..

l’,i1lli VOl }rl.1|l"-'l'I|.I‘I'1l |-|"_'r‘-_'l,',f-"_T|-_ |i|-,!|| li.lil".'ll 4 ]u: wume (also du

I’H]._’-.'L'lil'l'l 15t L;wi.‘] I'_,['”.‘-L'[I||'|.'-C“-t']'.-"l' |||lI VOIl .-“ .'!."-_'-.",;I-I_.'." W11

|{|FJE|]I:1_‘H ant Illiwl'rw' emntachste Ii.||l'«\'1-']l spater zurucl

'r'.lih:llllrf Z1 I-|5|5=_'|-i| '1r!;l]h'riari;r-[1 Hl‘r‘;h_';!lr:II!:'.‘."..

S 2. Analytische Geometrie.*%)

Wie die Lage eines Punktes 4 in einer Ebene bestimm

mmdem wir ithn auf 2 in dieser Ebene celecenen Coordinatenachsen ¢
) Kbenso wie das im dreidimensionalen Raume lierende Tetrae

b Dreiecken beerenzt wird,

) Dies folgt auch daraus, dass das Tetraeder das einfachste Pol
an jede seiner 4 Flichen muss dann ein weiteres Polyeder (Tetraede

') Die n-dimensionale analytische Geometrie, wie sie. beschri
n=41n diesem § vorliegt, riithrt (zum Theil) von Hoppe und istin den {
Arbeiten niedergelegt: a) Einfachste Sitze aus der Theorie der m: fachen A
dehnungen, Hoppe's Archiv LXIV 189 (1879). b) Ueber den Winkel von
Dimensionen, ibid. LXVI 448, ¢) Berechnung einiger 4-dehnicer Winks

LXVIL 269 (1381). ) Ueber die Stellung der Ebene in der Vierd

T S EE—— W
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a7 ziehen *Y), 1st be kannt, Ebenso wird s bekannt \'lll‘:ltl:ﬁ_u_a'w"['.-‘.f

b1 : lem  wir

Bestimmung eines beliebigen Punktes B im Raume, 1nd
[ S 1 ¢F & !I ';:l'rll'l"[‘ -I'H]-Ll't.'l.'!‘li_l'. 1'IJ_’I-rl‘Il.Iltllli*.'I]:i.-._'[lrh'.'l'l fl.',.", f“l.',.',
)z beziehen. tehen wir in g von (0 aus um die Strecke —+a
- dem erhaltenen Punkte parallel der Achsso Oy (in der

ene g - . s0 erhalten wir einen bestimmten Punkt A der
(4 n wir von /A parallel der (Jz-achse aut einer (eraden
vorwirts, so erhalten wir einen bestimmten Punkt

VALIMES 2y 2 Fis sel nun ()¢ eine 4. Achse, welche 1n () aul

(7 -I-i" 11 teht, d. h. -.-11§c1~.-c-.111 steht anf dem T 2-

Wir gehen auf einer Geraden parallel (¢ durch B von B
lie Liince -1 weiter. Diese (Gerade ist senkrecht anf dem

lten emen bestimmten Punkt C 1n .l’.’_!. |H_",-{¢_;|;{_'||

W il er'ild
t das System @, #, z, ¢ und wir bezeichnen die Liingen gz, v, z, !
Coordinaten.”) r U =y T sind nichts andres, als die Normalen
( if die 4 Rinme 9 _':",I Bzl TUL, DUZ. Diese 4 Ri
len Punkt () gehen, nnd von denen jeder aut den 3 andern

theilen /2, in 16 gleiche 4-dehnige Winkel. In

heile ein Punkt. dessen Coordinaten die absoluten

ume., welche

"L 1 e : f I."il. |:.|';I. il:ilz_g1 YV Or] tin'.‘l YLH'}’.I'-H'EII_'PI :il‘l‘ l HlﬂﬁH.‘JJ

| 51 der Uonordinaten "\||| i s “. =, =0 ]n-]:.ﬂ r]lli".m |tl'-*t‘

\ st . lem Haume y2f verschwindet: der Punkt liect 1n diesem
L1 e Punkt | o+ und —g2 liegen zu verschiedenen Seiten
aumes ¢, Thre Verbindunesstrecke steht senkrecht auf diesem

ird durch ihn halbirt. HEs giebt also m A, 16 Punkte,

bsolut genommen, gleiche Coordinaten haben, und sich nur
verschiedene Combination der Vorzeichen unterscheiden. Die
iterune des i'._~~|'-['L.|]|1|-||.-l*,'.~l|~:1|=. 1 ‘“i 1|_.-~"[ |llt]'L'1] Ilit- ,-1,![5_-‘-
Lehrsatz IX oceceben. Is 1st gebildet von den 4
001 patenacnsen ., Uy 24 [, vyon b {'|H_:]'lhlh:ﬂ1-']|.=']_|-1'1!=']i Ly T2, L. Ix_,-':',
on 4 Coordinatenriumen LYz, ayt, o2l I-'_.-::f'- Aus der

Anfa: reoebenen Construktion des Punktes (' in ,".’4 erhellt nun
ndes Die gleichzeiticen Gleichuncen x=a, ‘x;r.‘rJ, »—¢, welche

fimmt lassen, geben il';_‘--]ut einen Punkt auf der (zeraden

trie.  ibid, LXVILIL 278 (1882). e) Dre1 Siatze fir Inhaltshberechnunge in
Mehrdimensionenceometrie.  ibid, LXIX 385, f) Numerische DBerechnung
el von 4 Dimensionen, ibid, LXIX 278. U,a.m. 8. ferner: Mehmke,
\usdehnune einicer elementarer Satze iiber das ebene Dreieck autf Riume von
viel Dimensionen. Hoppe's Arch, LXX 210 (1883). Schlegel, Quel-
heoremes de géometrie a # dimensions. Bull. Soe. Math, Fr. X 172 (1BX2).

) Wir setzen stets senkrecht auf einander stehende Achsen voraus.

e belden !|_I--'_|i-'|||-1: i:]+'|ll'||1;_l'|-=|. Wu:!'nle-n Illll'n'h ]:1Il|.'4 Illjll l[liHLln' unter-

) ™. Liehrsatz Al
~, Lehrsatz Kl[[.

I Tl

) In K4 existiven 2o * Punkte und weren des Gesetzes der Dualitit auch




an, welche auf dem 2y z-raum im Punkte a 0., e nkrecht steht

(. ACHATICCIITL Stend

:[‘ ]|_ l[r'E' _-'I—IIL'II."JE' [l.‘l]':li!:i‘| u‘l'ilf. Hil’-':ﬂ.' 5] Hl:-irhun:w-:! - IJI] S0
I-:"]r!"'i--l']:’:i[iﬂl] III.‘I' S0 lll.‘.'-":.f'il._'illflli_'}[l'll ”l'i'i!' cll FAL 1’“‘55'-"-'5':' L. —

=0, z=¢ ist das gemeinsame der 3 Riume s=a (v. = ¢ b l1ebig)
y=0 (@ 2z, t beliebig), 2—¢ (. 2. 1 beliebig), welche den 3 Coordinaten-
raumen duarch die Achsen TR ¥ 2t &, y,¢t 1n den bez. Abstinde;
by (2 O [1;t1';|]!f.‘| ];|:|-Lj',-“ ,."I-—r-. Y=0y 2= f-l r'*'l"-.i"'“:h-' . -" 1
selbst, Ziwel _:fi'il'h}{:'j’[i_:'i' ";:r'il'ljllllgl'il z. B. a=a, —{ T prasentir
eine Ebene, Die eben bezeichnete Ebene ist das gemeinsan
beiden Riume p—g und =0, welche In den Abstind

]J-|]51-EII": a11"[|1 _a',*:-'r— 1t|i1]. j-"-{1!nl-i‘-lii|:|f<'1|]';ll]|1:r‘ |:I'I§-.'|._ || \rlelcl

|-'.
.'=||4't]1 :EL'?I[ 4"||t'|'! i‘él;i'rl “'!lli.‘l.

Wenn wir ausser den 4 Coordinatenriumen mit ihren Sehn

]Ii:=l1'l_| |I: 1- |v:-'i'=l‘|'.|5 O = ., = -"'-, 2 =a. I =(d E-.-'!i~""ii.'=' lenk
erhalten wir Foloendes. Schreiben vir die 8 Riume in 2 Rei
=0, =0, 1
. ¥ =20, z 0 1 (l
80 schneidet jeder Raum der einen Reithe jeden in dersel velh
stehenden Raum und aus der anderen Reihe jeden nicht mi
derselben Kolonne befind ichen, der ihm parallel 1st, in einer eicent-

lichen Ebene. Es ergeben sich in Summa 24 Ebenen. ni

|II_'r.I'..| III:.. .Ill'rll I_I'Il-.u |I||II||III|- ..'Il-i .II‘ 'llrl',| l.l.l'.. .llm"l.q. ".l: (L Il'.'.a ! I-' = ' - y
.".-'JJ., .l'lr'i — |-'-"IJ_ L. rFll"I_ -"r.--'_ IJI.I-_n"I. { .'_I"I. II l '; 1 g l' A E =38 3‘5! : '
ll"."|-i1' |J']j;;]u‘r_'|| = i:n |[1:r_1 Z0 awv ],I;Ir'_"f;}lll'?l I':."II'?I”.'I. wellll ' CLLC]

s1e erzeugenden Riume, oder beide. dur h den (die) ithm (ih: par

ersetzen;: es sind diese 1 ]'.’If'.'l.!il'!l”:! 1'1.|1"'|.'l'!l.' s

nun die vorkommenden Feraden zu  bestimmen Parallel zur Ach
eyz sind die Geraden, welche wir erhalten, wenn wir 1. 2. oder a

o der sie erzeugenden Riume durch den Parallelraum ersetze; K
|

S LI i[lt'w :1:1.==4| t“l' 'i;w]';lull'r] WL i 2 (LM Z, cy (L

]‘al"-‘“-‘*” ergeben sich f' T (rerade ]::lr‘::|f¢'| zil den 3 and ren Coordt-
. . ¥ 5 N i ] By 1 ]
1li‘!!!.‘ll!'f'|l-l‘?r. I Summa also 3_‘ v ]'ll-]t_‘. Jede yon dlesen \aerade

ltegt In den Ebenen und Riumen, deren Buchstaben ihr A
enthilt, z. B. liegt die Gerade aye 1n den Riumen gz a ==

z=¢ und 1in den E

enen ay, ae, ye: Die 8 Raume erzeugen schliess-
lich die 16 Hi'lll'iHIHHIFI{T!‘. deren Ausdriicke wir erhalten. indem
JIH ']"Ill Hl'llr‘m-‘l LYZI des ersten Z""n']n]i.'u‘]llan[{hw "-'hl'-ifl-':in.'..i'."

-'iJ]t'IJ. ..J' :; “c]l'l' :t|:’1' | ”Iil']hl;t]wit IEIH'l"H ﬂ]e'l| “?Ii'!lﬁfil]'f'.'! ] ll L=

raumes ersetzen. Betrachten wir zum Schluss das Gebilde. wi :
aus einem Raum, z. B. dem Coordinatenraume # = o durch die G !
gen, thm nicht In;lt‘:i”i:*[i*rh Riume ausgeschnitten wird, so 'geben :
sich: 1) Die 6 Ebenen x2t, wt, zt, at, 6t, ¢t. (Die 3 ersten sind "
{‘I'H.*!'i'“[ILL“"]H_‘]IE'HL‘[J_ die 3 ]:'T'.r!ft‘llh ll]lrllu'w_i_w_']] I':|I:'11I'J;. welche | e1ne ler- *
selben parallel sind); 2) 12 Gerade: 3) 8 Schnittpunkte, weleh ;

Raume ¢t —p enthalten sind. Sie sind leicht anzuschreiben. Die 6

]
: _ !
") Hier bedentet der Buchstabe » den Coordinatenraum x = o, der Buch- :
stabe a den 1hm para'lelen Raum.
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Rinme schneiden also aus dem Raume {==o0 em rechtwinkliges Pa-

rallelepiped aus. Ein eben solches wird dann durch die bez. Riume
| + E 1 .
ug jedem Haum :1|IF'l!_f't‘:-'f'lHllf..ttlll und es ist also ein Theil der ffi durch

die 8 Parallelepipeda, welche ein dreidimensionales Continuum bilden,
on der iibricen X, abgetrennt. I)ieses erhaltene Polytop”) st also

: 4 o - :
das Gebilde in R, welches dem rechtwinkligen Parallelepiped 1n [og,
dem Rechteck in [, entspricht. Wir kommen spiiter auf dieses (e-

bilde zuriick und gehen jetzt in der oben begonnenen Diskussion der
Bedeutune der GHleichungen zwischen den Coordinaten 2, y, z, t weiter.

Bs wilt sanz allcemein: HEine Gleichung zwischen gz, y, 2
nd ¢ repriisentirt einen Raum. ks sel Ju’.l.:'..f_.h 2, 1) =0 il'.i'*'”‘l
e (leichune zwischen den 4 Coordinaten. Nehmen wir fiir =, y, 2
timmte Werthe. z. B. a. b. ¢. und setzen dieselben in die Gleich-

ein. so erhalten wir eine He-:ti]'ll]mllL_*_::-}_L_"]l‘iL"t|1lllu' fiir ¢, d. h.

[iis i.--'i-z beliebior ancenommenen Punkt 4 im Raume der o, Y, & €r-
halten wir in der Geraden r—=a, y =0, r=2¢ eine bestimmte Anzahl
Punkten®?), welche der “|*I'if']l'”'~.'—‘.' [ = 0 geniigen. Die Ver-
einicung der so gefundenen Punkte ergiebt aber einen Raum, denn
n in dem Raume 2, y. z oo Punkte, in welchen wir die Senk-

chte errichten: es |;|1'i'.5i|1l also auch das (Gebilde J' =0 oo Punkte.
Joede (rerade — 7. U b, 2=gp. 1 bel. H_‘!Hll'it{l:i den Raum .f:rl
iel Punkten, als die Gleichung £ (a, b, ¢, t) = o fiir ¢ Wurzein

reell oder compl osiebt. Soll sich nur ein Werth fiir ¢ L‘I'_‘___[’E"]“'Ili

.~':!! [M1ISE8, WEIIL "].1'1' “.iill![] 1'Ilil L']ll:ill.f'l‘ i“«! S0 NiUsES 4“1.' '[.11]*3.“']"
me f=o0 in ¢ linear sein. Dasselbe gilt dann natiirlich auch. fiir die
mderen Variabeln (da man ber der Diskussion der If}lt'ir‘ll”“-‘:ﬂ von

edem  der 4 Coordinatenrdume ausgehen kann) und es folgt daraus,

& R I J--j}I-'l-' :— ye —I~r ot -—]:— =0
die Gleichunz eines ebenen Raumes ist, Die Schnittebenen dieses
taumes mit den 4 Coordinatenrdiumen werden erhalten, wenn man
der Coordinaten Null setzt, Der Raum f=—o¢ 2z. B. wird m der
Ebene «a 4+ By + yz + & = o geschnitten u.s.w. K Punkt P
lieot im Raume 1), wenn seine Coordinaten, in die Gleichung emge-
etzt, dieselbe befriedigen, Da & im allgemeinen nicht Null 1st (nur
wenn der Raum durch den Coordinatenanfang geht) so konnen wir
(1. 1) durch & dividiren und die (Gleichung des Raumes enthilt somit
| Konstante. Durch 4 Punkte, d. h. 4 Werthsysteme der z, v, 2, ¢
ind also die 4 Konstanten bestimmbar, und konnen wir leicht die
Gleichung des durch 4 gegsebene Punkte gehenden Raumes dann bhin-
ireitben.  Iie Punkte g, Yy 25 U welche, in 1. 1) eingesetzt, der
) 8, Durége, Ueber Korper von 4 Dimensionen, Wiener Ber. LXXXIII
1110 (1881), Ferner: Scheffler, Die polydimensionalen Grossen und die voll-
kommenen Primzahlen, Braunsehweig 1880. S. 148, K, Rudel, Vom Kofper
hoherer Dimension, Kaiserslautern 1882.
) Wir schneiden gewissermaassen das fragliche Gebilde f = o durch die

|;|"|._I||'ll' | I-I:‘ .I'lll f1". : - I'" JI == i“.l']i.'l_l:l.:'i:.r|
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linken Seite Werthe cntgegengesetzten Vorzeichens

verschiedenen Seiten des

Raumes, und zwar die Punkte . elel

positive Zeichen ergeben, auf der seite, auf wel

-.'I!EI'!' “~" !'i' L Lh]
v 1
.'|;l[r_"tl:L]|T;i[|_: IH‘.'EJl-{n'i.

Schreiben wir, der Kiirze wegen, (rleichune 1) §-
emnen zweiten Raum durch die rleichune X/ — 54

oleichzeitiove Bestehen der beiden (31, ichungen den geometrischen Ort

-J'"J'_Ir']:j-_*l'tj i'llh]{‘.l'. welche :J-i-IE_'I! H.l'-‘!!.ll-;'. zugleich ingenoren, o, | fr

cLne ]|'-" [1e. [!1 '.Jl'r'.'h'r'l;'lu']l_ ‘l.‘l.||-u

2I_ i), E' (1, 21" =0 |iIJ|' 1';IL'i_":.aJ_I_‘, LLI1CE

f‘l'll-llil'll Wir I oy

—
¥
F
-
el

|-I'HT-IjI£|1":| -|t'I| I'I][|.|;f- -E-'u‘i-." '”Jl-:'-[_ill'l'f-il I!

} {JI!"i*'].'fI!i:I‘II nach den E_-I:}-e'i--.'!‘,!|_i‘:=-;|

' i = i il 11 1
"":-"'-'."“:‘-'lll von 2. :.‘.'r. ] {;.-l'ii'léi.l[l'_,"l'-'! il l1tel I'ill!' | ) L '
1 ' . y - . | 11
]‘I.'Ilf-;l. ‘ﬂr'if._ 1€ 1IN _imir'lu ger “.':2|5:_-|- [ 1 Fen, daeren U ! -

Systeme mit angehoren. Sind ¥ — und 3 — o, irgend 2

0 18t 2+ A3'— 0o (wo A eine willkiirliche Grisse t) die G
1'il|t'-‘* E':-'HHII‘-". ".'|1-|='J|:-'t‘ I]?I!'t_'lj ll el ill_jlil i"'fl- '-' 51 LLLET] il
denn alle Ii'llll.*';h' der 5L‘];?|§Iil*|u'[|-- ||f|'|'i-':i-__---.rl die (xleichu Vi
-"t*l':.'iT= i||]'l' 2 !Hrl]l l.i-ll' Hit'|i ﬂn|r .“'_5'1'?!. i 'r - | L (1 f

E o ji 1 IH'E" = £

L1e “:t'.ll'.ililtl_j f!':m’uf e11es “:!il.‘mw. wEelCll el die e

3 Riume ¥ — . ' —0. " — n enthilt n

- - o Sy - ity N e i F HAS 1 L
libene eine elnfach unendliche Manniofaltiockeit Voo Lall

: n R | .
*  bis i~ %), durch eine G rade aber ne siach nant - A
faltigkeit. Sind nun L oslas Basilas Lavllar Tosids die Gy L0 0
zweler bestimmter Punkte in Il'i.’ll I .i-n-lfi:-:r.-i_;- n anderen Ra '
uso die Crleichunoen X — 0, &' —p I" —p einze n nicht |

, _ Vi L : .
g€ll) 80 bestimmen sie 1n threm Raum eine Gerade. welche

. i . 1 - ".'l.. L | 5 - ) 1 o : . I.
JEILEr O anderen hLhauame Iitect, und zu f.lt.'!':] schnittreraden o

1ST. |r1'1[!_'|' nlll‘]' Z2fach 1JIJI_‘[IIII.jl']lI'|L M.l';ll.l;]':;iii'_'fuii 2 VoIl At
befindet sich aber dann ein und nur ein Raum. welcher dur

Punkte

i - g * i ] | |

I-. '..'II-| _I-| 'III |'I,|1 EF an# L.

durch i1hre Verbindungsoe;
geht. Denn setzen wir diese Werthe in 1. 2) ein, =0 er:
k]

lfi‘.'i-"l-’_lll'_'l‘!l Zur Hm[il;.!nln;; von A und . und Substitution
der fiir . und u gefundenen Werthe in 2) erciebi

cesuchten Raumes. in welchem die beiden sich kreuzenden | % .
I . : i 4 : . 1
liegen, womit Lehrsatz \ II auch analytisch bewiesen ist. !

s se1 4 ein Punkt mit den Coordinaten #. . ~ 1m Haums

i L] £l ] (] J ' ; ’ s i | L lli
[st 0 seine I'..J:”I‘i'itllil_'_:' vom ( 1_u.1rd:n;4:+-||.|ui:m_-_- U, BO 18L @~ =4y~ —+; .
'__-’UL' I‘:I't'il'hll-st WIr 1n l die :'{Ill'lil.lj-' auf dem “.'LI-'!:U-, 111 I
auf derselben um die Strecke ¢ (also ['.ll';l]lu-} der f-achse) vorwiirts

1*1X
L | ' L) ]

¥
verbinden den erhaltenen Endpunkt P mit (), so ist () AP ein recht 1
|

"-‘n'iI‘k]{i'.E]_:l':* |'I'L'it‘l']{1 IJ':jl Ll:'l!l l‘l‘t'hh'll \illll-.il.’l'n;l'] !li-é I 1!t'IIJ| ':' L7 el
AP, welche senkrecht auf demm Raume ¢==p steht. steht senkm
aut 4 (). Es ergiebt sich dann, nach dem Pythagoreischen Iehrsat

mit » die Entfernune P() des Punktes 2, iy, 2, t vom CUoordinatenanfan

") Wo also die (6 3y ¥, J durch e BT 4* J° ersetzt sind,




Das Quadrat

ler Entfernune zweier festen Punkte &, w, 2, tis &a¥Weo2ats 18t also:;

r y &) { a | Y, ; L 9
— I..Ii _||II_|.I = I. Il-Ill L I-|l.|| _j_ |.'I = -..:' '—‘_1!| _llr__.:l

e d h Parallelverschiebune des 'IIrll[‘llil]iltt_'II::\'hjl'[]l?" nach einem der

L1 Verbindune mit dem Ausdrucke fiir »* der vorhergehenden

ergiebt Bedeutet # die Entfernunge eines variabeln

von einem fest gegebenen Punkte &yy Y1y Z1y by 80 kénnen

" a1 rerac .;!;j-'.,-]_. L1y Y1 ‘-!‘ ;'l i|1 |=.1,'j:| l f;]q_-iq_'];rlﬂ_'_:t_‘]! [Jirl.ﬂ'-]ll"i'”rﬁ"lil
: . r, —— LU, Y =Y, —-j—l'Jje"'. o = 24 i YU, == JII] _'i_' 7

151 Fntfernune des variablen Punktes vom festen, die ein-

ce unabhiingice Variable, Dabel ist, wie sich aus den (leichungen

L W _ | i
A R AR 1y s 1 0 L e L. : , ; . y
e, T ind die cosinus der Winkel, welche die (xerade mit den
- isen bildet Wir bezeichnen diese Grossen als Rich-

1

osinus der Geraden. Der Winkel zweler (seraden heisst die

:!- 'if COLUNNSECOSINIE ]I Zwelten i-:I"!':li_l-']l %ltll'-‘h 1“'-.' _'E_"'I".'”‘_"

-

chieden sind, In den Coordinatenachsen sind die Grossen «, B 7 0.

Ausnahme emer. Null Qtehen 2 (erade senkrecht auf

i b frras slawmas 3o
T L O I LILL% s

itunescosinus die lellil'.'_ruw_-_ erfiillt:

ae' 4+ BB + 9! + 80! = o

n der Anfstellune der Coordinatentransformationsformeln sehen
V1 ab, und verwelsen f‘ui-*J'iHlt'l' aut _]l”fﬁllt' (8. _"35_]“'“. 45 no. L'l)- |:=
| 111 -If.'!ll'-.'.i'-':l der Natz zu }l-"ﬂ;e'j;a_'l_-jh tl;l:"'h eine (rerade ‘I‘H.’ll‘Ill:l] 1*«1

L ]

".'-= |.[--:.|:r-_ WwWenn Slif |||-.":|L;L'. :-..=:1 Zz1 :t]]'.']t LL‘lt'i]t l'*ll’['h[tlti.'l'lli.’il
(e durch den betr. i'||||_|-;1',_ Die Gerade, deren {Htfii_']illtlf_ft'lj

ngeschrieben sind, 1st senkrecht zu dem Ranme

) |
0 ) : can —— iy V= —|— 0t =%

1Lreqlll Immt man jl_- letzterem |f]||1' ||']t1li!t Hr-'t'ihll" llll‘l':_‘h & .-',-'l ;1 !'I:

Tl E {,r g Ly '|'. —= "ill'l _-I_ '.‘.J I'11 -: — : ] _|‘" ;“I ﬂ.-l -F — fl i ‘} ] II.-I
diese die (3leichune 6) erfiillen fiir jt"ll'._‘."} beliebige . e
Linsetzung von 7) in 6) ergiebt aber hierfiir die ,},h:n!i]l]_rln]_:' o), d. h.

(rerade 4) 1st normal zur Geraden 7), welches eine beliebige (Ge-

wde des Raumes 6) st Daraus folet weiter., dass die (zerade 4)
rmal 18t zu jeder KEbene, unter deren beiden Gleichungen die

(rleich mg b)) vorkommt,

\ufgabe 1. KEs seten 2 Punkte, @, y,2,¢; und a2,9,2:1,, 8-
ceben,  Welches 15t der ceometrische Ort aller Punkte, die von diesen
Funkten gleichen Abstand haben? Ist &y Yy 2y b einer dieser Punkte,

! fur 1hn;

ru——l | — [

) 4y —y) - —2) F(t—t) = (e —wy)* +
(y—ya) (2 — 24)* + (t—1a)>
Nach Weghebung der links und rechts gemeinschaftlichen quadrati-
hen (lieder bleibt eine lineare Gleichung von der Form rl.‘.f""::!_l'llsl.r’.."_l—




oo —j—-rff =A, d. h. ein Raum. Hiermit isf xt];}r@;jl eine Definition
tir den ebenen -[‘i}.llllllj i['j J,l"lll _'T!'*Q"_'*‘]I"I'l. lié-!'HI“'.']l :]':__1 ‘.J'-!""]Il-'-’l';_='|-l,!:|i_' Ot
;1“*.'!' |’1H]]~:tr', "L'i,,-?-ll']ii' von 2 j'|-}.-1-|,“ I.HIII{TL'JI L.'l-'i:'!u'*]'. :\i!-';u':;ui -EI'_I-:H'_'I
:\lli'g;lln' =, 1";1'5'1_'54‘]n'.~: 151 der _E'-'I-ll'u.'ft'éw'f-lr‘ Ort aller Punki |
die von einem gegebenen Punkte denselben Abitand '+ haben® Tiie
behandeln nur den Fall. wo der feste Punkt der Coordinatenanfa:
1st, denn im :ﬁ];ﬁﬂjh'h]vl] Falle konnen wir das Coordinatensvsten
‘lrll'l.'ik IIII._1']'.*-~l_'liii'in“]I H;’H']i tlt_’lll !Ili'."_;tr'“ }}HTIQT';' als _\l“r':“!_—, }.:"_: oan s Anre
{'r.Jrar~.!ti!I;lt|'tlt|~;i]:|-:j'ut-“1:]““” wird aber die Ak dps fraalichan: Clal
nicht eeindert. Wir erhalten als ceometrischen Ort - |
ot ke L ,,r‘l‘:-|—...r'-' .i_:—' __l..'..'__.:’_.’l

Diese eine Gleichung repriisentirt einen Raum R, in /,, der nicht

i\

1_']|t'T] IL'-|'. ‘.Itl']lllt']i]‘ -;iiH .""tIIE1|iJ‘_,'Ht| 1[1_'[‘ IN.LII'“_Ir'H'i.Iia'l:-!' . Coellell -i.i-
.-'f-'|i-'._ Hr wird vOTIl I'fmlmn I.‘]lt'lli'l! “'lll?li, der ihn iiberh LU P sehneldet
in emer Kugel geschnitten (wie die Kuoel von jeder Eben

Kreise) z. B. von dem Raume # = a n der Kugel % 4- 421 2 —

witll :l]:nli' 'lj!' HHE"| I'il]l‘l', i"l'!'l]r'l'. ”:ni;_lh ]:'IinEl, 80 MUss a1 < Se]
woraus folgt, dass jeder ebene Raum. der den Kugelraum 8) in elne

reellen HIIL'-!* :~1.‘}J]|-.'i+|4-r| s0l] . emen A bstand r vom Uoord

anfang haben muss. Fiir ¢t = erolebt sich » — Y=z =

E"-L!1|~:f. nam ;]l]l r'i]lr'l' +le'T‘ ]t-i1|- 1 ]'I : | T n welchen 11 | I"(} .
achse o — =1 =0, {=const. den Raum 8) schneidet Der Knuc
raum &) wird durch 4 Riume durech den Coordinatenanfa .

durch die 4 Coordinatenriume selbst, ‘in 16 Theile getheilt. welch
mit den vierdehnigen Winkeln wachsen und abnehmen. und

deren Maass betrachtet werden konnen. Bezeichnen wir
vierdehnigen Winkel zwischen 4 normalen Riumen. so ist die Sumume
aller xiquEzWJn]g[q; Winkel um einen Punkt herum 16 /X. Die Sumn
1lw1' Yivrdwﬁlnfuwfl xiwlﬂiv] aut viNnW' Nelte elnes i:JIT:JTm die um eimen
]'[1]1]{[ I]r.‘.-'.'rt_‘]iu']: |i!_'_‘_“'r']:li ir-f ."!I:":'Il o .l'r.'. Hn-,'l":;']]'r:rl a .'-=, ‘a*.'l-ffl"-!. ver-
weisen wir auf die Eincanos (Anm, 45) citirten Schriften von r{=i i
WwWo :-ii'l] ]IL':-.U]HIPI'r !"l|!u'!' .Illl.'T['iH'}H’ ,Hr';w'.ii'||1il',;<'ll ]-_-'u'izh' ;.[!tnl"'-«l'.:'
Resultate niedergelegt finden. Anderem, besonders auf Polytope be- |

ziiglichem, begegnen wir in den tolgenden Paragraphen.

3 o. Projektionen der Polytope. Der erweiterte Eulersche |
Satz. Reciproke Polytope. |

“llj \'t‘*fl;i]“_[i.’ll t_'itlt.'rl _i.'iltli{i .-‘” ;1l]‘~.~'t't']!:1ifl el11es convexen ") t’ u
Lilﬂrﬁ ]Hif =1UHbUIJ FHIHIHI][CM&HL]Ct*{VJJ leW'h 1:I1TIJ1'ILIk1 Ha@lnlr;; aln, 'EJ"?
diese Geraden die Ebene irgend einer Seitenfliiche des Polyeders
iil]“-‘i'llél”-‘ lh’.'f' ]{.;mh-nuunh||1|‘ :H:,"l-'i_'l‘ Hi'itr'-nit;'ir]'n‘ “—r']t!l:'i*]‘.'_'-'“l Wir

o e  —— s mm— ]

M 8 Oberfliche emes solchen wird von einer beliebigen durech

Polyeder gehenden Geraden in nie mehr als 2 Punkten

o
S0
-

") Der Punkt P lisst sich stets so wihlen, dass fiir Jede beliebige Seiten-
tiache des Polyeders diese Bedingung erfiillt wird: er muss nur mielichst nah
an die Obert

ache des Polyeders von Aussen riicken.




darin die Ir1'“,i='|~liii_|1| aller Feken des I’t'll}'x_'ﬂt*l‘ﬁ alllf d1ese (zrenz-
iche und die Verbindungsstrecken dieser Projektionspunkte ergeben
die Projektionen der Kanten des Polyeders, withrend die von diesen
Strecken becrenzten Ebenenstiicke als die Projektionen aller Seiten-
les Polyeders auf diese eine Grenzfliche aufzufassen sind.
Dieses Liniennetz bezeichnen wir als Diagramm des Polyeders,”)
(b, Hig. | )as [?i:luj';lmm des t'n-luul;'i!‘f-*n l}f'Ht:l-u'i’llﬂli_':ilf'k'.lt.*t]t"l':-:'.] Die
Anzahlen der Ecken, Kanten und Flichen des Polyeders
fimmen iberein mait den _-311|'.-’,:thi'f!1 der 1;1.-1;11{13[1 [_PIIHL:{::'].
Kanten (Strecken) und Flidchen seines Diagrammes; die
[F'lichen natiirlich nur, welnll WIT die l.'-llL"HEl'IHlI!]ifII."i{S]fli.' des
Diagrammes zur ;{.I]:i selner .i'_:i[J:-"fi.‘-[j.l.:il:.'l'l.'[.‘]l ]iill'.v':'ilfi'l'__‘_'t.‘li. Wil‘

(er K onstruktion 'li'ﬁ?ﬂ']li"]l r’il]!i-'li{'h[l.'t_

Unter 2 isomorphen Polyedern verstehen wir solche Polyeder,
clche oleichviel Eeken, Kanten und Flichen enthalten, und in ihrem
staltlichen Charakter vollstiindig iibereinstimmen, g0 dass z, B. zu
jeder Fliche und Ecke des einen sich eine gleichartig begrenzte Fliche
nd Fcke des andern angeben lisst. [)ie Anordnung der Flichen
L5 'EI"‘:| 151 dieselbe wie 1511 Ll'illl['t'tl: aut i“t! H rosse 1]t'l‘

Fliichen und Kanten kommt es daber nicht an, sondern nur auf ihr

Lacenverhiiltniss in der Gesammtoberfliche des i’ul}'t:'til.'l'ﬁ_‘-”] s lisst
sich- beweisen ™), dass 2 isomorphe Polyeder durch allmiliche stetige
Val on der Lace der bildenden Grenzebenen in einander iiberge-
fiihrt werden konnen., Es ist somit »;;'.Hilu_‘ H']lri::lh_gi'l]t'lj___r'. welches
['!=| ._i..i',|.;.- d LS | " ”--i':!u- inn‘.||1|1'1|]n-1‘ ]:'r_r]}'q_nli_-l‘ |]]1'fl't'1Ihtl]['l;if—itjhl'll El'u-lll

tlichen) Betr: |"::I'|||'_:I N, WO 8 Nur :HlI' i“t.‘ t'l.H::H IliiliL'l' EII‘HL'.I.'.'.!H]L"[['
recenseitice Lage und Zahl der Grenzgebilde ankommt, 2zu Grunde
selegt wird, Wir konnen also z. B. ein solches Individuum wiihlen,

. welchem die eine, als Projektionsebene zu benutzende, Fliche alle
andern derart an Grosse iibertrifft, dass auch mnoch bel m'l]se':;'i‘:llﬂlvl‘

Projektion (wo der Augenpunkt P unendlich weit riickt) die Pro-

ktion des ganzen Polyeders innerhalb dieser einen (renziliiche zu |
liegen kommt. In diesem Sinne geben die Figuren 2 und 3 die 4
hagramme simmthicher rll,\'llt‘I ILJ;IPIE_'lL{f1I1’!' Fiinf- und chh:“iichl.er.

1
(Die Schrafhrune, welche die 1'~i|'__!_"-]['t."!l !{‘I"'r]'H"['Hl.f]l erscheinen Ijir‘-‘“‘t_- 15t
cen.) Auch ist der Satz einlenchtend: Die Diagramme
..j-..n‘:']||; I i'r;!l‘u'n'lil'l‘ sind ir«lJIll[r]']Jh* Statt das [}Ut:‘"ﬂdm. ZU unter- |
suchen; geniigt fiir rein morphologische Fragen die Betrachtung des
Diagramms, wenn wir, hier ohne Beweis, die Richtigkeit des Satzes
celten lassen: Zu jedem in der Zeichnung vorliegenden Diagramme

1er wegzuden

) Denken wir ups in P ein Auge, und die fragliche Fliche des Polyeders

lnrehsichitig, so giebt das Disgramm das Bild des Polyeders von Innen, wie es ' |
dem in P befindlichen Auge erscheint. o
“) 8. Eberhard, Zur Morphologie der Polyeder, Leipzig 1881. . 10 ft. b 1

=! ud 7z B. alle, geraden oder schiefen, Pyramiden iiber beliebigen Vielecken I
derselben Seitenzahl isomorph; ebenso ein Wiirfel und ein Rhomboeder, ete. '.
|

~, Eberhard a. a. Q0. 8. 26,




existirt aueh wirklich ein Polyeder,
sionalen Mannigfaltickeit ireend

.[.‘Lh!:::|"|l|'.5:|~:|'5|’.

V=i

.'_:-,_1|i|‘T|']H ne I!* I’

nuan 1in

eln

j _I-"I':_'III"I?[.

imensionalen

i’nilx ~-||. iy H:.-Hlijr'rll

.F-_'Ilﬁ:—. 1jll|.‘|,'1';1e'|' |L|

AR
lat mit jedem andern angrenzenden Kirper
a .

helden ]-f:'i;l.n-l_'. in di

rinesum

eille

L 1N

die

Ten

eine H

_||'|||
. i

[11 :|!|-!--'1'!-

1) &+

1
{ALC]

nehmen jetzt, der Kiirze

weoen, o |'_|'.I| all,

~]:i.~--

Poly

17, 1]jr' I“I]Iri'__"i'lj 80 an (rrosse I”]I'I'!'ll'.lﬁi,

Llekiss

|".-'[a1"i]1|xrr-n des E'wljylu

ps (die nicht bereits diesem ersten (Gr [
wwoehoren) aunf den d1eses Eir'r-lu}’.[-u:\'-::'L:-l enthaltenden Raum GG |
innerhalb des renzpolyeders p schneiden. Es eveschieht d
Normale in einem Punkte, und es entstehen also i dem P |
]-..:.x-r_-.!.q-f soviel 1n  seinem Innenraum llecende Punl
[’..:.x'!up ausser den Ecken des |’.---_i1-;.-':-:_i--l-- lveders noch Eck
hilt. Ebenso erscheinen die Kanten und Flichen des Po 10
Ziahl unverandert, als hanten und f'lichen innerhalb 3
:Il|l;1 _i"-ir'.- ':ii'l‘lj.e".fli.'l_‘n'lll I" IE"_H [.II!."..E.li--. erseheint als E’.-:'
des von p emmgeschlossenen dreidimen stonalen Raumes, las P

Projicirt sich also 5.'| lJ.‘i‘-i u-i|:|* l;J'.-.*|;_|.=|_h'r--i- |: N f

vl [.'J;I'\"i|"|'-'l. welches ‘I.'I.E[‘. ~!I'Ii.' iritheren analog, s i .
des Polytops bezeichnen. In Jedem Eckpunkte des D
Innerem wie ausserem, d. h. in seinei polyvedrischen [Tmh

egenem, stossen mindestens 4 Polyveder |Samime) LI

destens 4 Kanten und 6 Flichen, weil eine Ecke des Pol

1 |
Voo Wl'lri_rlltzh | Hlllim'rl oeblldet Vird )1 /] ' '
]LH!‘-.'.'IJEI |r|_';,_'E'i'_!'g;{l'lilit_'ll J}H]H'-il'." L i3 1 = leliil

x-':.l'|| lli'.“ Iii;1:1':|]:|_l|:.-_ '-.l'r'!;'-'_;a]'-' um 1. Wi i

¥

orenzende |’+I:I\+--Eur als solches

['_..l-'?'.'."ll. I"';-'l.llft_'.'l .‘lflll: }'I]-'F-'i'it'i'.'! '-1iI;IEIJI'!. .l.'.'

oramm iiberein. Fs seien die Anzahlen der das Po top .
}‘:L'jit.’li. HH.’I-’.!'JJ. f*‘:f||-|_||_~;| ][IJIE l"r!_'xlli*.'l‘ é, k, 7 und na '
die dem KEulerschen Satze im Raume entsprechende Gleichuno 1sch
diesen 4 Grissen gesucht.®”) Wir konnen diese Relati |

") Dieser Satz indet sich in mehreren tast gleichzeitic erschienen \
handlungen von Durége, Sehlegel Hoppe und Rudel. 8. Durége. 1 fi|
H“.-"I'i‘l' von 4 Iimensionen (losl). 8. 1120. Schlegel. Theorie de | f
dusammengesetzten Raumgebilde, Nova Acta d. Ksl 1 p. Ca lel L
Akad, d. :'"-.'-.ltlll'Ellll'.-H';l.t'I.', Bd. ALLV. No. 4 (1831). L), 50 Hopp i ]

massige linear begrenzte I'icuren von 4

1882, B,

Hoppe's Archiv ]

Dimensionen.

!

<J. Rudel. Vom hull']au:' hoherer Dimension, Kaiserslautern 188 i

. 11. (Nur an speziellen Polytopen nacheewiesen.) Die Abl 1tungen von Schleo |'

i ”"f']“' .‘-'lrtll[ f.i*'ttt“t.‘h :l[n:m._‘]]n_‘[j_ "n.;||[[‘._-“.[ |]|'J' Ilr|"l.‘|-e':.:-i VOl |':=i'; LAYVOT t
weicht. Wir halten uns an die Arbeit von Schlegel, auf welche wir ~

zuriickzukommen haben,

Durége behandeld
5 1, p. 1117 das von uns in § 2 betrachtete

libricens

E'|I|I1| [|5:I'_

P.

L1116 das

wiewohl.

i

vyl

a8 U 5

. 9) bemerkt. die !l.-|1'.~t'|-][uu-__" von Durege einer ]

tihren wir statt der Bezeichnungen e, k, /., p die neuen
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ET 1% ol TV QT
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i*i:l-;l':i!|i:|. (les l’u-f\lul.h i:ll]l'lkh'lh t].‘t |Ht= ;’:'i‘l]iit'-h . )r ] ll]t-:.l ;‘” i]l [lii‘:-_ii_']u
lieselben sind, wie im Polytop selbst, wenn wir nur das Umhiillungs-

nolveder mit beriicksichtigen.- Fiir jedes Eulersche Polyeder ' mit
iichen gelten nun die Gleichungen e+ f—#£k = 2;

!x'];. E‘-«-i'll- I |lJ.I:E i'
Polyeder) = 1, also e4f—k—p = 1.
ir an, diese ii:t‘il'lilll|i|[3' _'.;"“.'_‘ auch fiir einen J.l'”]t'illil_['ﬂ.’]!
olyedrischen Kérper, d. h. fir ein Polytop-Diagramm, dessen Um-
hiitllungspolveder nicht als solches mitgeziihlt 1st. Liisst sich dann
eicen. dass sie anch nach Hinzufiigung eines weiteren Polyeders noch
|

ailt sie nach dem Schlusse von n auf n—1 allgemein. Hat
dchen

nun das hinzutretende Polyeder f* Flichen, von denen 7 mit F
| regebenen Korpers susammenfallen. so betrigt der Zuwachs an
Korpern 1, der Zmwachs an Flichen _,'"—..r'“_ Ferner habe der hinzu-
tretende 5{-'-I| or /' Kanten. von denen f” mit Kanten des ;;‘l’_ﬂ:*'hl-'ﬂ"'ll
Kiorpers, und ¢’ Ecken, von denen ¢" ml Ecken des gegebenen
Kiorpers zusammenfallen, Dann betriiot der Zuwachs an Kanten
‘— L% der Zuwachs an Ecken ¢'—e". Demnach _rT{'q-ht der Ausdruck

ot o e ol ft i (el S R SR )
ler, da nach Annahme ¢ + f — k£ — (7 1 1) = ¢ 1st, m:

] # o

il i ad i
| ! f — | —[:'ll.'j_f{'r}.

_k‘a:_l 1St Iur -i_.« 11ell ::|i1|:.IJ_-_"-.'{:|'¢'1-.']:1' I'H]:".'“'.il‘]' g —|— I.’I'r e Ji'j e

tILI-I..J-l |t"]lf'“

ir
i |

] || Inr |ii1' ]IIL_."..'_IIII:::,EI_' r""i_'F'II'_ "l.ll."'!l.'lll" !iitf'“ff_'lll 1”['.] r.[l}]l]-l

i "4

Korper gemeinsam ist, gilt®): e¢" —— § k“ — 1. Bs hat also
er Ausdruck ¢) oder b). ebenso wie a) den Werth 1. Die Gleichung
- ] o — D = 1 gilt also fir I:|I'i1.t‘t1 ]mﬁyu-ull*i?«'::-]mn 1{5'Jt'l'|f.‘1‘ (da
le fiir das ungetheilte Polyeder gilt) d. h, fiir jedes Diagramm eines
Polytops. Fiir dieses gilt somit, da das Umbhiillungspolyeder des
Diagramms im Polytop als letzter Korper hinzutritt, die (zleichung

chen den Anzahlen der Ecken, Kanten, Flichen und Polyeder:
||| ..... ,.-f-}— Ii‘—- .I'r.'—J;i:u.
D. h.: .Die Summe der Anzahlen der Ecken und Fléchen
111 e S !'-I!I"-.'l-"jl.*-' 1st ebenso OT0SS wilie die Summe der An-
zahlen seiner Kanten und Kérper.* Indem- wir die weitere
iskussion dieser Gleichung fiir den niichsten § aufsparen, wenden

tzen die Reihe entsprechend weiter fort, so gilt fiir ein Gebilde im n-dimen-
slonalen Raume:

PR g e gy e e

: . R R ST 5
Dies ist die fiir den n-dimensionalen Raum erweiterte Euler'sche Gleichung, wie
ie von Hoppe (a.a. 0.), Stringham (Americ, Journ, of Math, vol. 1I1. p. 3),
Durege (a. a. 0.) u. A, aufgeste'lt und bewiesen worden 1st.

1) Bs gilt diese Gleichung fiir jede polygonale Figur, welehe man erhilt,

eun man aus einem Polyeder einen einfach zusammenhiungenden Complex von
Flichen wegliisst, 8, Baltzer, Elemente II. 8, 218. Schlegel a a. 0. 5, 317,
|I1:::':;]|' .['!III'\.

an, Recherches sur les polyédres. Crelles J. Bd. 66 (1866) 5. 35.
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wir uns zu einer ausfiihrlicheren Behandlung der beiden bereits friiher
besprochenen Polytope, ihrer Diagramme und Netze und erliutern
schliesslich das Gesetz der I'tu*L'.illl'rH"lffET der Gebilde.

Stellen wir einen Wiirfel im ft, mit seinen Ebenen parallel den

¥

o) ‘:IIHII'«“HI!LI:.'JH'iM_'l'.l..-il~ 50 !.'I'L"*.*]IL‘.![ s1ch als orthogonale 1’1"{;-':5” mnen
Wiirfels auf diese 3 Quadrate, Von den 6 KFlichen des Wiirfels pro-

jiciren sich je 2 gegeniiberlievende in ein Wuadrat. Betrachten wii
nur eins der Quadrate als Projektion des Wiirfels, so ziihlf )
[*ﬁﬁ;i.;-]“_- also eltJ]lIn"|r: die 4 [i].{'f-_w-u 1'1:.5'.']1:_'I| des 'ﬂ_i||~:--!~ i'?'-ii:'-;.i-'
sich 1n ]E eine Kante des 'f.,]l]:tl|1':vlt_-.~. Jede l,f!t;l.ll!';lt.:;.ul.'-' ol
Projektion von Kanten des Wiirfels doppelt, wiihrend ch die 4
librigen Wiirfelkanten als Eckpunkte des Quadrats projieiren. Jede

—

Projiciren wir aber den Wiirfel (in der obigen Lage) auf eine seiner !

Ficke des Quadrates ist die Projektion von 2 Ecken des Wiirfels, —

Settenflichen, von einem im endlichen lievenden Augenpunkte aus, so
erhalten wir als “i.‘l',__'"]':l.‘]ltli die Figur 4, wo die Kanten des Wiirf

welche den 3 Coordinatenachsen parallel laufen, im Diagramm die ent-
.‘“Ili't".']“_']llit‘” “HL‘|J.‘-"[.'.L|:'L'11 H'.‘l}_,":‘?]]. — I:'.."~"n"_"|'[| 'u‘-i]‘ VoIl
der 1m 2. Y, z-Uoordinatenraume mit seinen Flichen den Coor
ebenen parallel liegt, und dessen Kante die Li
simmtlich auf Geraden, die in ihnen sen

nge g NAat,
L . 1 'j-. -
RIS Alll il Lok LLLLLE

Wiirfels stehen, um die Strecke a fort (d. h. auf Geraden parallel der

t-achse) so beschreibt jede Kante des Wiirfels ein Quadrat, jede seine
Flichen einen Wiirfel und es entsteht das in S 2 beschriebene Polytop
mit 16 Ecken, 32 Kanten, 24 Fliichen und 8 Polyedern (hier speziell
Wiirfeln). Umgekehrt ist der Ausgangswiirfel die Projektion dieses
l'i.t]}'t-rlm (In geziemender Lage) auf den 2 y z-Uoordinatenraum 1)

Raum des Wiirfels is doppelt zu denken: er ist di Projektion zweier
gegeniiberliegenden G renzpolyeder des Polytops. Die iibrigen 6 Polveder
projiciren sich je einfach in emne Seitenfliche des Wiirfels. Jed
Fliche des Wiirfels ist das Bild von 2 Flichen des |’|_rf_n‘:!-il-. wiihrend
sich dessen iibrige 12 Fliichen zu Je emer in eine Kante des Wiirfels
projiciren. Die Kanten der berden Grenzpolyeder, welche parallel dem
& y z-Uoordimatenraum laufen, bilden sich in die Kanten des Wiirfels
ab, welche also doppelt zu ziihlen sind: die librigen 8 Kanten des Poly tops
projiciren sich je eine in eine Ecke des Wiirfels, Die 8 Ecken des
letzteren sind als Projektionen der 16 Polytopecken doppelt zu zihlen

Projiciren wir aber unser Polytop in einen seiner Grenzwiirfel
(welcher dem 2 y z-Coordinatenraum parallel liegt) in analoger Weise,
wie vorher den Wiirfel in eines seiner rrenzquadrate, so erhalten wir

|
* el - . . . - ! . I
das 1in Figur 5 gezelchnete Diagramm. Die Kanten. welche 1m :
Polytop der #-, y-, z-achse parallel laufen, sind auch in ihrer Pro- |

dia i - & s | 1'

jektion parallel, und nur die Kanten. welche der t-achse parallel sind, |
erscheinen in der Projektion verkiirzt.%?) Der innere, eingeschlossene }
|

|

!

|

]

}

=

Wiirfel (im Diagramm) ist der dem iiussern gegeniiberliegende. An
Jeden Wiirfel grenzt 1in jeder Fliche ein zweiter Wiirfel: in jeder

|
|
) 8. das entsprechende beim Wiirfel und seinem Diagramm. '
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Fcke des Po

ytops stossen 4, iu jeder Kante 8 Wiirfel zusammen.

Teder Punkt des Diacramms zihlt natiirlich doppelt: einmal als Punlkt
: . o T - : ale Punkt des 18]
ainer der Zellen des Lrew n;:]ll_':e' und dann llUlull 1S unK (ies 11 -
hiillunoswiirfels.  Fiir das Polytop gilt folgendes: Aus j edem

Wiirfel kann man in das Innere sowohl als das Aeussere
. canzen Wiirfelkontinuum getheilten 4-dimen-
ionalen Mannigfaltickeit gelangen, ohne eine Fldche oder
Kante eines Wiirfels zu durchbrechen. Keiner der Wiirtel
mmt ircend einen Theil der R, In Anspruch.®?) Ein 1n elnem
Wiirfel wandernder Punkt beriihrt (wenn wir uns so ausdriicken diirfen )
die Aussen- und Innenseite von R, (wie ein, in einer Wiirtel-

fliche im /2. wandernder Punkt zugleich dem Aussenraum und
[nnenraum des Wiirfels angehort). ,,Er kann sich unaufhorlich lings

o

der Umegrenzung des inneren /K, durch die verschiedenen Wiirfel, iiber

leren cemeinsame Flichen, Kanten und Ecken hinweg, von einem
am andern fortschreitend, hindurch bewegen, und kann doch auch
der in iedem Momente seiner unbeschriinkten Bewegung, ohne jede
berschreitune irecend einer Grenze, ohne jede Durchdringung irgend
chen Raumgebildes, ]I”.I!_-I‘_'-Ill'-.'h durch die g‘ﬂl‘illg'i.il_gigrsti_* Hl']_f.t'.']ll.rt“-
ang in einer Richtung, welche nicht im betreffenden Grenzkérper
enthalten ist®). sofort im Innern oder im Aeussern der H4 selnen
Weo fortsetzen.® Das Innere jedes der Grenzwiirfel, Flichen oder
Kanten ist daher von einem in /2, wandernden Punkte sowohl von
A ussen als von lnnen ;x:llu;'il._-T:Hrh, ohne dass der Punkt Ili'iﬂl'i;;‘ hiitte,
eines der betreffenden Grenzgebilde jener Wiirfel, Flichen oder Kanten
1 durchsetzen ) Der Punkt kann z. B. aus dem Innern eines Grenz-
wiirfels in das Innere eines benachbarten Grenzwiirfels {n_rdcl‘ auch 1n
las Innere des 1, Wiirfels zuriick) unbehindert agelangen, well er aus

1 Raum 7. des betr. Wiirfels heraustreten kann und doch in der
lie Kanten und Flichen des Wiirfels als Elemente enthaltenden R,
bleibt. Nach Umeehune der Grenzen des Wiirfels tritt er dann aus
R, wieder in diesen ein, oder aber in einen Nachbarwiirfel.

Gelanot ein Punkt in einem Grenzwiirfel an die Grenzfliche mit
einem Nachbarwiirfel, so kann er, diese Fliche iiberschreitend, in den
Nachbarwiirfel iibertreten: nur darf man dieses Ueberschreiten der
Grrenzfliiche nicht als ein Schneiden im eigentlichen Sinne des Wortes
nehmen. Denn der Punkt darf nicht geradlinig weitergehen, weil die
Richtung, die er eben vor dem Ueberschreiten hat, die also dem ersten
Wiirfel und dem Raume, in dem er sich befindet, angehort, nicht im

) Ebensowenie wie eine Fliche eines Wiirfels ein Theil des drei-
limensionalen Wiirfels ist.

%) Und solcher giebt es an jeder Stelle unzidhlig viele; eine davon ist
die Coordinatenrichtune, auf welcher der betr. Grenzkorper senkrecht steht.

) Aus dem Innern einer Fliche des Wiirfels in R, gelangt ein Punkt,
ohne Durchbrechung einer Kante, in die benachbarte Wiirfelfliche, weun er zu-
nichst aus der ersten Fliche in den R, hinaustritt, die Kante umgeht, und

5

dann in die andere Flache eintritt.

i Eewm -
5 -




?\Fill'}Jer]'I'iI’H}! und I!f'Hi.
Punkt muss. im Augenblicke, wo er
etwa eimne “Ill'EIITH]J'__“ -.-En
m ersten Wiirfel,

sich 1n der Grenzfliiche
schlaoen, welche normal isf Z1 il

Behidlt er seine Richtune

.
' . ! " -
Lel. Al Ll Iy ]

in 1thm liegenden Wiirfel vorkommt,®6)

H"éllt'll H:lil.’l'.'-', von welchem der erste Uﬁi!‘l--. eln L ZLET
1st; da er aber auss rhalb des Wiirfels ist. so orehi L
orenzung des Pui}{fu]flﬁ nicht mehr an und hheot ausserha [
Der Punkt kann jedoch, auch wenn e bereits in der ( '
noch anf unzihlig vielen Wegen ine Aeussere der R, o ey
aut die andere Seite der 1"E'*"|!.f’f:!.lf-;lr' gehen zu Ml |

Stellen wir iiber die gegenseitige Lage der Gers ind B
A i’.5|~.~-1“]]1 bez. seinem Diasramm no h mige Betrach 1o
.I-'I[i‘ “itFI[iIr:'_" I'j]ll‘l' [lltl “, || =-2nene | I
1‘!i.|.'||[|1||'__'||| 7 'l.'-.':'irl' “4'1':--!|~5| -|-|' [" IeTLe . f: [ L11] -
saliimensetzen: lll _I'I:.l'l']li.'i“li_[ des U Z-TAUMES aus le
senkrechten 2 Richtungen der [I'Hil':|i.l|:'|‘r"::;-':flx-!I. Fi R
sich nur aus -3 und nicht wenicer anf eimnander senkrechten Ri
Zsammensetzen ll' .!{HLI: also einer ]':El'ill' nicht ['E1

durch 2 dieser .1'“-.![1'”?2‘.']: ]“'-‘.jl*-llii‘- T RS hie 3 R; hit
_it'i[l'- I:EI'FlTHl‘i{' 111 d-i];rtﬂ der ”.'IIIH"'

.'~1L-r”|.]-jlﬂ'|

bestimmen, in welchem

I'JIJ-l.'a I'H|_1-.'f|=]|~' “.1.'_*:{[. .|;I.-~'.='i'| .ﬁi:'l: (L1l |-!-|| FR" diese
ablesen. So stimmen die Wiirfel 1,2.3.4,8.8,7.8 and o,

13, 14, 15, 16 in allen

|Ei¢- HI-1'E|TI]H*_5:'EI L

Wiirfel

I-:El'llriili'_'l'fl ’Illl'."e*:]f. -E!'e.!.' ~:=' = I
1ese Wiirfel sind parallel. 2 be

stimmen nur in den Richtungen ihrer ORI ELNSAT

o i
] i

.'I *
'.:i]"'i'”é“- /5 Ilv. '.tI‘J' é]'_l:f'f'*-ll' 111] [}i:.-;l'-'l!':l!!: una cder
Richtungen » und iy, wihrend der erstere als dritte R; b

_r,ur-i[:- I L‘Jl”l;.i.l-.[, I’rt_'T]';IL'}JIHH "-.".il' I'I Efiu-rw:;_ "kll J|
welche 1n 2 Richtungen libereinstimmen. sind parallel, z. B
horizontalen Ebenen (im Diagramm) oder die Ebenen 1. 4. 0.

9,12, 11; 6,7, 15,14: 5 8 16.13. Ziwel1 Ebenen, wel
“i:lul'uiunl E]: r-iI‘::*I‘ ausgezogenen (reraden “1']J!|*'|-li".':. thu
m Polytop. Sie liegen, wie ein Blick aut die Figur zei

That in demselben Raum: z. B. die Ebenen 1, 2, 11, 10 und

g

12, 3 “‘*'.L.f".'n im Raume des untersten Wiirfels. Sie haben die

ungen 2, ¢ und y, ¢, stimmen alsoin der Richtung ¢ iiberein
auf emander senkrecht. Die beiden Ebenen 5,6,7.8 und 5, 1.
stimmen in keiner Richtung iiberein, denn die
@y Yy, die zweite die H‘Lt-llmlg' 2, t. Diese beiden Ebenen ceh
schiedenen Riiumen an, (erstere dem Raum.

: e ,
In welchem der

[ =]

i a-u'-:f -L:h"i, (i, & “n':'f.. letztere dem Raume des Wiirfels 1. LU,

1
4,9 16, 8) und haben nur den Punkt

I{i‘tjitif:ti'tl Hj.l.']l :-:|it' ]u.‘i[il.'n [':|H‘IIE'1!. e Ht--’.‘l':'.l.']lft'li

L'i“i.‘_-”’ HEEIIIUH. T}it‘,it'rlf:.'eill, welche ilruwi!u']];\U]am-rlill.u_'|1-f.ii-ril Lra

LA

sind parallel, Je 4 von einem Punkte ausgehende sind senkrecht

) Denn die beiden Wiirfel (Riume) stimmen nur in den Richtunge:

Schuittebene iiberein (s. § 1)

erstere nat '.||"' ]

WIir sehnliesslich

i
|

5 cemeinsam. In diesem Punki
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|
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einander. und liegen, wie die Figur zeigt, immer zu 3 in enem
Raume. Die beiden Geraden 5,8 und 2,6 kreuzen sich und liegen
'm Raume des innersten Wiirfels. Die beiden (Geraden 5, 8 (Richtung

ll‘slll ] i 1 | “1.

niichst nur (ie eine) in den benachbarten Réumen 5,6,7,8, 14, 19, 16,
[ ¥

tune ») kreuzen sich ebenfalls, wihrend sie zu-

=

13 und 2. 6. 14. 11,7, 15, 12,3 liegen. Die Schnittebene dieser beiden
Riiume ist 6, 7. 15, 14 und enthidlt die Richtungen y und ¢ Also 1st
die erste der beiden obigen Geraden parallel dieser Schnittebene, die

coite steht senkrecht auf derselben im Punkte 14. Durech beide sich

renzende Gerade ldsst sich aber sofort ein Raum legen, 11,14

(parallel ) steht senkrecht auf allen Ebenen des zuerst hingeschriebenen
Raumes. denn sie steht senkrecht auf den Stellungen ty, @y, ta, welche
diesemn Raume angehoren, A lso steht s1e auch senkrecht aunf der

Ebene 5. 18. 14 dieses Raumes. Durch diese Ebene und die sie
chneidende Gerade 11,14 ist aber ein R, bestimmt, welcher den
vOoTrl1oen ]:Z'Il'll In eben f“'-'r%';'l' !':]It_‘!_ll' HJ'iII]t:iih."[- LlI]i] sOonst lli[.‘]lf.-‘-ﬁ IlliT-
hm cemein hat, Dann liegen aber 1“r.* 'it‘.l‘:‘lli].u'.‘l't HJ':"‘ !]Illl 1111 In
il' Ll R ."rll . 'i."=||'. -'1 Y '_""'JJ’-'l't (_i'_']‘ i‘:i:?'i'“!' I-.FJ H.. ]."l_ an. —

Die Netze der Polytope. Zerschneiden wir die Obertliiche

ines Polyeders liings seiner Kanten in die f einzelnen Flichen und

| 1)
| 7211 Al elne Udelsell

en in ihrer Ebene simmtliche f/—1 iibrigen mit
' L11¢ Kante 1n '_r'-;i-ll-'lnrl!fil'l‘ Weise wieder all, :-:'n erhalten wir 1n
lieser Ebene das sog. Netz des Polyeders. So zeigt Fig. 6 das be-
annte Netz des Wiirfels. Um das Polyeder (Wiirfel) aus diesem
Netze wieder herzustellen, drehen wir die Flichen II bis V um ihre
mit | _,'*'||j|-i1|.~.'l}|nu- [Lante bis sie auf der Ebene wvon  } ::'r;‘!_ll-:l‘m‘,ht;
stehen, Sie verschwinden dann alle, bis anf thre ?:;r'.hllitﬂ{ai.lltf.'. mif 2
s dessen Ebene und bilden die moch freie Berandung 5, 6, 7, 8,
welche durch das letzte, sechste, l{ll.’l:]l‘:{l‘ I;liHL‘]IlUHSt.‘H ".".'il'll. T [I
n Fig. 7 das Netz des oben betrachteten
cen, wo die Zahlen in Uebereinstimmung mit denen
(Lt | J1agrammes ||‘1i_L,r. D ) _:--'a'n'."i|||i r.w"lllll-"'-'f} Eis wird erhalten, indem
wir das Polytop lings der Flichen in seine simmtlichen Polyeder zer-
schnitten denken, und p —1 derselben 1n geziemender Weise successive
mit je einer Fliche in dem Raume des ersten u.m*iu:lllLlEL‘ﬂi;_{Eu, Das

maloger Welse haben wir

l
1
|

| ":".;"l_h Z U "['i'-‘;]"

erste Polyeder, in dessen Raum das Netz liegt, sei hier der innerste
Wiirfel: auf jeder Fliche desselben sitzt ein weiterer Wiirfel. Um
das Polytop aus dem Netze zu erhalten, drehen wir jeden dieser
Wiirfel um sein gemeinsames Quadrat mit dem ersten Wiirfel aus
dessen Raum heraus, bis die Kanten, welche im Netze als Verlingerungen
ler Kanten des innersten Wiirfels erscheinen, auf dessen Raum senk-
recht stehen, Die im Netze gleichbezeichneten Punkte (9 bis 16)

97y Selbstverstindlich sind Fig. 5 und 7 nur Abbildungen der riumlich
construirenden Modelle. Beide Figuren s. A. Puchta, Analytische Be-
fimmung der regelmissizen convexen Korper im Raum von 4 Dimensionen ete.
[ XXXIX. Bd. d. Sitzb. d. k. Akad. d. Wissensch, Wien, 1884, Figur 8 u. 9

der Tafel.
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fallen dann zu je 3 in einander und bilden in [, einen Wiirfel, der
in emnem, dem Ausgangswiirfel parallelen Raume liest. Durch Ein-
fiigen dieses achten Wiirfels wird schliesslich das Polytop geschlossen.
Wir geben endlich in Fig. 8 und 9 noch Diagramm und Netz des
1 - | EH‘HI:TW]L'}lt.'llt'u L‘IHlj.:ti'lfJL-'!::]i I’rrf:-.'!r:]ui*h, u'q_-|c*}-uw von o Tetraedern
gebildet wird, und entsteht, wenn irgend 4 sich in einem Punkti
schneidende Riume durch einen !H‘“l']li;'vlr, nicht durch diesen zemelin-
samen Punkt gehenden Raum durchsetzt werden. Wir projieiren dann
die t, 1In .i"“‘-‘“ ersten H:lslll]lli‘rl |it“_L:"'i.'J'.i]r.'H TL'E]‘;lr*llr*l' In -das r[1-'-i'-'1'i=|'
des fiinften Raumes, und erhalten in diesem das Diacramm. iz, 8.
Um jeden Punkt liegen in demselben 4. um jede Kante 3 Tetraeder.
Das Netz dieses Polytopes in einem seiner 3-dimensionalen (rrenzriumi

besteht aus einem Tetraeder., auf dessen 4 Seltenflichen je ein

-'-\."..I';T‘.':'.'"\-\.
Tetraeder aufoesetzt ist. (Fig. 9.) Um aus dem Netze da Polyto
zu erhalten, drehen wir die 4 dussern Tetraeder um die Grenzflichen.

u':-|:'}1n_- s1e mit lilﬂt'ﬂ IlIII!It']']I Tl'H';i:_‘ilr'l' “-_ft"':'lll'il] haben, aus dess n Raume

heraus, bis die 4 opitzen 1 zusammenfallen. Jedes Tetraeder lieot
dann 1n emem andern lzlLilIIll'.'1H3

Reciprocitit der Gebilde. Es sei P ein beliebiges Polyeder
mit e Kcken, ; Kanten, f Flichen. und I} gsein Diagramm. Es werd:
das Diagramm J)' eines andern Polyeders P’ aus /) dadurch aboe-
leitet, dass wir Punkte (etwa) in der Mitte der f Flichen wvon [)
durch Gerade verbinden (Fig. 11). Das neue Diagramm J)‘ hat dann
die gleiche Zahl Kanten: die Zahl der Fllichen von J)! ist oleich der
Ziahl der Ecken von /) und umgekehrt.’®) Die Zahlen o k‘ f° von
[)' sind mit denen von J) durch die (xleichungen verbunden:

8' == 1;: K ==k, .“r“ == ¢.

") Dieses Herausdrehen auns dem Ranme scheint auf den ersten Anbliel
ohne Zerstorung der 4 Tetraeder unmiglich zu sein. Dies scheint aber in d
L'hat nur so, da wir, befangen in der Anschauung, uns ein Drehen eines Raumes
um eine seiner Ebenen absolut nicht vorstellen kbnnen. Wir kisnnen das Tetra-
eder nicht aus seinem Raume herausdrehen und innerhalb desselben ist es bei
Festhaltung einer seiner Flichen vollkommen unbeweglich, Das Analoze haben
wir aber beim Netze des Tetraeders in der Ebene (Ficur 10). Die 3 Punkte I
lassen sich in der Ebene des Dreiecks 2. 3. 4 nicht veéreinigen, ohne die Kan-
ten 2, 1 ete. zu zerreissen (oder zu dehnen). dacegen kommen sie leicht zur
Deckung, wenn sich die #usseren Dreiecke um ihre, mit dem inneren Dreiecke
_:‘r_']I]I'J'HHiHI'It*Ii. Kanten so lun},:'l- in den dreidimensionalen Raum herausdrehen.
bis gleiehbenannte Kanten (z B. 1, 2) ihrer ganzen Lince nach zusammen-
fallen, Analog ist der Prozess beim Polytopnetz zu denken., Soll sich ein
}_'.'*'-"”.'EI]“HHL'H"-‘* I.'“T}'iﬂ[' +.‘1'_2‘='Fu'll, 80 miissen natiirlieh die ;Ilr'i1‘]||--'J|:It|l|1'r';| hanten
gleiche Linge haben; die gleichbenannten Dreiecke miissen kongrnent sein., Dies
liisst sich hier stets erreichen, wenn wir z. B. nur reguliire Tetraeder nehmen. Aufder-
artige metrische Fragen gehen wir bei Betrachtune weiterer Polytope (§ 4) nicht ein

*) Das Diagramm D ist noch nicht in der gewéhnten Lage. denn de:
Basisebene von I) entspricht in D¢ eine ebensovielseitige Ecke, deren Seiten-
Hichen das Umgrenzungsvieleck des Gesammtdiagramms ausfiillen (8. Figur 11),

i
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Wir nennen 2 solche Diagramme reciprok und bezeichnen die zuge-
hirigen Polyeder P und P’ ebenso als reciproke Polyeder. ")
Zwel reciproke Polyeder befriedigen aber, wie ithre Konstruktion, bez.
die ihrer Diagramme zeigt, nicht nur die obigen Gleichungen, sondern
die Kantenzahl in entsprechenden Ecken und Flichen ist die gleiche:
einem p-eck in P entspricht eine n-seitige Kcke 1n /Y, und umge-
kehr Die obigen Gleichungen sind somit fiir die Reciprocitit zweier
Polyeder nur nothwendig, aber noch nicht hinreichend. Wir halten
uns daher an die geometrische Konstruktion., so dass F und P’ als
ciprok zu bezeichnen sind, wenn eins aus dem andern mittels der
regebenen Konstruktion erhalten werden kann.”') Ist /P’ isomorph
mit /°, so nennen wir /° sich selbst reciprok oder, nach Kirkman %),
ntopolar. (Diese Bezeichnung erklirt sich durch Anm. 71.) Die
nothwendige (wenn auch noch nicht hinreichende) Bedingung fiir die

\utopolaritiit eines Polyeders ist also: ¢ = f, woraus mit e+ f=£%+ 2
folgt: b= 2¢ — 2 = 2f — 2, Die Durchfithrung der Kon-

struktion, mittels der wir das reciproke Polyeder aus dem urspriing-
lichen erbalten haben, an Polygonen der Ebene zeigt sofort die Richtig-
kel les Satzes: Jedes Vieleck der Ebene 1st sich selbst
eciprok (autopolar). Weitere Bemerkungen iiber Polyeder wver-
weisen wir in die am Ende zugefiicte Note, welche vor dem folgen-
sl beriicksichtigen 1st

Die reciproken Polytope in R, erhalten wir durch eine der
vorhergehenden in /., analoge Konstruktion.”) Verbinden wir die
ittelpunkte ™) aller Grenzpolyeder eines Polytops P mit einander
lurch (Gerade, so entsteht ein neues Polytop /P, dessen KEckenzahl g
sleich der Zahl p der Polyeder des urspriinglichen Polytopes ist. Die
Ziahl 1* der Flichen in P’ 1st gleich der Zahl t der Kanten von P.

chon Meister, Comment, soc. reg, seient. Gotting, T. VII 1785,
Commentatio de solidis geometricis ete. S, 89: ,COrpora reciproca voeo, quorum
ntrumque tot habet angulos solidos, quot alterum latera; hine et tota latera,
(quot alterum angulos solidos,*

') Mittels der Kvgel % + ¢* 4+ 2® = r? wird jedem Punkte (Pole) x' o' 2!
lie durch die Gleichung x'®x 4 y'y + 2'2=+* definirte Ebene (Polarebene)
neeordnet: (esetz der Polaritit., Ordnen wir 2 Pri]}'t*lT::I' P und P dadureh

7u, dass die Ebenen des einen als Polarebenen den Ecken des anderen als
Polen entsprechen, und umgekehrt, so erhalten wir gerade die oben auf andere
Welse definirten reeiproken Polyeder, Dieser analytischen Ableitung zufolge
werden die reciproken Polyeder aueh polare genannt. Das (Gesetz der Reci-
procitit anf regulire Polveder beschrinkt s. Wiener, Lehrbuch der darstellen-
den Geometrie. Bd. I, S. 142.

" H]-I'LH]HHH. I :HI1_I-L1I1H' l"u]}'ﬂlTl‘iL. Philos, T'ransactions. 1857, X1,

mah
=, 1RS1

') Analytiseh gilt entsprechend: Mittels des Kugelraumes @® -4 y*® 4 2?2
+ t?=1r" ist jedem Punkte !,y 2%, der durch die Gleichung x

[
—_

F
il |
S
—
bl ']
S

] -

{1t =r* definirte Raum zuzuordnen, ete.

¥y Tm fritheren Sinne.
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Es zeigt sich dies am einfachsten bei der Betrachtune der Diacramme.
wo jede Kante von P’ eine, und nur eine Fliche von P durchsetzi
Da die Ht't'i[ll‘ln_‘l’[fif von P und P’ eine ;"1'_;'1'I'.-=I'iTll_' e 1s5t. s0 erhalten

wir fiir die reciproke Verwandtschaft der beiden Polytope

| [

=
i
= &

wendigen Bedincungseleichuncen :

——— !Il'f. ||II_" - m—— l|rl_ || . —— .J!: - £||'.-I- —
wobel bez. des (resammtverhaltens noch hinzuzufiicen ist.
Jedem T{flVlnq* des einen Polyvtops ist zugeordnet eine FEcke des ander

11] ! - LI
und umgekehrt; jeder Fliche des ersten Polytops entsprich | e-
q_:1|m“-’r|- HfiIJTv 4],1'.=~ }-“.'-L".'I'irn_'fl Eltlli lIrll:"]i!lll'T, H“}‘.r'.l-'l:!:' 1 WI1I' ei1ne be-
stimmete 11=':~T;,;'E'];:t|r:‘1:i' I‘:t']{r'. H;Hz‘i-- HI:-[ 115-:[|']J' I f’ mit
.];|:: i'fl1H]l]'l'{"]tt‘]i’h' I.ll[l‘h't'l[l']', }"];’jl-||.- H!I-i ]‘-::m[lf vOon ,,‘r 1111

20 HT'!HI:HI"“ die Anzahlen 1] 111'Ii L‘rl*:l'zll"llﬁ-l-!'.vtl-::|+_'r1ni-.-:| Ziellen der fo
41+'11 ﬂ Htlitrlltu*!l iihr'!'i'i]i:

i) }’i:lh] tll'!‘ I":'”-I‘IH'[‘ iit 1'E|5-.'r‘ f‘:i'li.l' :/,;1}11! -|-.-r* .[‘:-:_'|~:--2| an 4 1T ['-'I:{' '
b) Zahlder Flichendurchdie Eckee;, Zahl der Kanten des Polvede:

c) Zahlder Kanten durchdie Eckee;. Zahl der Flichen des Polved.
d) Zahl der Korper an der Kante /..  Zahl der Ecken der Fli. hi

e ) 2-‘=||]+].f‘ﬂl:”le‘|||‘[1:]H!‘{'h[]il‘]{utltl-;}._- Ziahl der |{:|:;r.-g| .5..5- E'lieh :
{) Ziahld.EckenineinerKantek ( 2/ Z.ahld, Korperaneiner Fliche /' (2

Das l‘.:]ﬂ"]ll't‘u‘]n"tl 15t ein wechselseltioes derart, dass §

| Ll PR P L LA

Kolonnen fiir die beiden Polytope vertauscht werden konne: Fir
“Tl’]lt 'I“I'f‘]l A.!I"s‘n'lhlf.ltll'_*' t]l-'I' ]Jl'_'.=n'|Ji'ir_'|u'|,||=|| ]{au|],~r;';|§g.’i:.!! |i!' ]"

I, welches mit dem urspriinglichen isomorph ist, so ist P

.||:'f::l-131;11'=::~ (sich selbst 1‘1'|‘i]li'|"}.u'r~: ]'H}_‘a'mfu und es oelten zZwi
den Anzahlen seiner Begrenzungsoebilde die Gleichungen |, =1

Nennen wir ein Polytop allgemein, wenn in keiner Ec

(¢ mehr als
Polyeder zusammenstossen, so erhalten wir als reciproke Polytope

.'IH"'i-‘]]uJil:r-!I H}]t.'l]l_-. inl 111']'11_'” ]{w]'n l'}r't*||;-’.]||+fhx'|-.[n't' [He'|ij' 0ls [ ‘ :,-

[I:lL HfiTHI'IIT“L.‘ht‘ I}U]}'Hlifl' Hlllxi |1it'l‘ ;1l.~tl rl‘i'E!':ll'tif..'J". HI'.«'] 'ﬂil' b .'.--;-'i::_' [
das l.'il]}'fr"['l als T'et raede l']_lt‘:'|.1"T”I*- Diese und die alleemeinen P ..“'
Tn'r}':t' I]1‘|J[Hf_"]] Eit'*i 1[1"]' Hf:kr«ﬁil-lkiilllrbll llr.'l’ ]'H[I".'E'u['u' Hrn_'il |]l."|' /.| n der

(Frenzpolyeder dieselbe Stellung als Anfangs- und Endglieder der Reih
allomorpher Gebilde ein, wie die allcemeinen und Trigonalpolyeder bei
der I{l;l}-&:-iij.i!{}:tililk der ]{f;i'l]i'r‘ 11T Lit‘r'ii]E]l]t'!l.‘-ii:'iltlziil'll H-lili‘.". Wi
bezeichnen :u[]ﬂ'l'u]j.'nr}n_*~ bel1 denen mindestens in einer Ecke 5 Polyeder
zusammenstossen, zum Unterschiede von den alloemeinen als sinoulir:
Alle TuiI‘.":.r-aEi.*t‘]wr]_\‘l111&1:. bis auf eins (das frither beschriebene) sind als
singuldir. Von der Klassifikation der Polytope und der Darstellung
der einfachsten Typen derselben sei im foleenden berichtet.

S 4. Die allgemeinen und singuliren Polytope.

Ausser der Gleichung ¢ 4 f = % - » bestehen zwischen der
= /

Anzahlen der Ecken, Kanten, Flichen und Polyeder eines Polytopes
noch einige Beziehungen, die in den folgenden Siitzen und Folgeruno

ausgesprochen sind,

1

e i - —_

= s

ey

e T




7 [n jedem Polytop 1st die Zahl der Kanten
oder gleich der doppelten Eckenzahl. Denn 1n jeder
Dolke stossen mindestens 4 Kanten zusammen. Es wire also &k >4e,

S

icht jede Kante ullum'u-lf cezihlt wire., ndmlich in ihren beiden
Endpunkten, Es gilt somit £ > 2

Da bei den allgemeinen Poly-

topen in jeder Ecke nur 4 Kanten zusammentreffen ), so glt fiir diese
hesondere Art von Gebilden: k= 2¢: d. h. von allen Polytopen der-

-If; | : I:-i .ili1!|:'I'. llil,_‘ ?l]]_;gt‘]lll'i!ll'tl 'liE‘ ]'r“]l:ill:]-‘il'.ﬂ:ll]] Vi I":-'_l-IJTi‘II.
Lehrsatz 2. In jedem |'|_J|}.'1"]l ist die Zahl der Flichen

CrOoOsSser L :il'lll'._'[ |i._-;' 'l“]'I-“'H'”’ ]_H'FE}'E_“-]E]'H:'LILL I.]l*tHI ,il*ii!‘-‘-'
renzende Polyeder hat wenigstens 4 Flichen (1st ein Tetraeder).

\lso wire ¢ 1 wenn nicht _il-lil' iche dabel Iltl|:1lé.‘]1 g‘i";{fi]LH ware,

ihr 2 benachbarte Polyeder an einander grenmzen. Die richtige

zichung 1st somuit I_a' - ‘_’“,.-. i‘ﬁl"l]' Iie-wi-.'* 'J.'a_'1!';hl'til*l'lalr!}"[lrlr j_ﬂi.]l demnach

21, ier keine Grenzpolyeder mit mehr als 4 Flichen existiren,

¥ x' alle) ]'l-_\.'.’nlrn'h derselben Anzahl l;I'L"[]:.-"',}Hi]:"-.'l'{h.'l‘ besitzt das
traedel !-=-:~x Lop 0y die Mimimalzahl wvon F'lichen.

Aus den Siitzen 1 und 2 folgen mit Beriicksichtigung der

Grleichung ¢ -+ f = k - p noch die folgenden Beziehungen zwischen

n Frage kommenden Anzahlen der Grenzgebilde: In jedem Poly-
Lope ist sowohl die Zahl der Flichen wie die der Kanten grosser als

lie Summe der Anzahlen der Ecken und [’l_r]}'n-ﬂi']'. d. .l"?::'* f’+f';
' e M IEHII‘ -!-.= :1||'_'|':|11"l!l|'1l Eju'=i}'f'2_hlll.’ i:r'l" _x',—_ é {—- i,u, 1'1'11' I“i"

| etraedi .'!--.-'_'Ji-']-' il e o F
Lehrsatz 3. In .1"<]'f-:|| allgemeinen Polytope 1st die
";.:i-':u--n |~.||-:|l.t*]' ] 8 .Ili!_‘ Z:ii” 11(‘1' lhanten (oder
[1s5Lel oleich), Denn durch ril'llt' Kante '_tl.*hl’tl o l]:'rlj,'t_-di.‘]': ..|L'111.':-: hat
jedem andern eine Fliche (in der Schnittebene der betr, Riume)
mein, d. h. durch jede Kante gehen 3 Flichen. Ks wire also

wenn nicht ,i"'l" | :'i"||t' I]ii]”'i. S0 HFI _";‘I..'jr{."iljll- wire, :l]-‘.‘ .hit‘
(Grenzkanten hat, Die Anzahl dieser 1st aber mindestens 5, wenn
niimlich die Fliche ein Dreieck ist: also ist die richtige Gleichung,
venn auch nur eine Grenzfliche mit mehr als 3 Kanten vorkommt:
i Nur fiir den Fall. dass simmtliche Grenzflichen Dreiecke sind,
st f = k. Dann sind aber simmtliche Grenzpolyeder Lef raeder, und
wenn dann das Polytop allgemein sein soll, also in keiner Ecke mehr
| s 4 Tetraeder liegen diirfen, seo ist es mit dem fiinften Tetraeder

bereits geschlossen, d. h. es ist das schon frither ausfiihrlich be-
chriebene Ilr:!'.'lr.'llu_‘l'lrl'!_‘»'1.'1-|1J mit 5 Ecken, 10 Kanten, 10 Flichen und

Fin allgemeines Polytop kann nur allgemeine Polyeder als Grenz-

R . —

ROT P enthalten. Denn kime ein singulires Polveder vor, so hatte clieses

L —

mindestens eine vierkantize Ecke und es wiiren 4 angrenzende Polyeder nithig,
also in dieser Ecke 5 Polyeder vorhanden, somit das Polytop nicht allgemein:
[n jeder Ecke eines solchen haben wir demnach 4 Polyeder, 6 Fliachen  und
hauten, :

) Vorausgesetzt, dass fiir die betr, Anzahl ein solches existirt (s.spater).

R . i

e = m——




Vi

o Polyedern; das einzice Polytop, welches nur von Tetraedern
wird und zugleich :'1”;1_'151:-1I|. demgoemiiss ;lllie.i.q.[;ly 15t .

L

Liehrsatz k. In .ir'l_tt_'!]! TI'I!‘;II.*tin'l‘l-l_rl’-.'iU}rl' 1st die Ziahl
er Fldachen grisser als die Zahl der Khanten (mind

estens rielch)
Denn da jede Fliche eines solchen Polytops ein Dreieck ist, so
-_-'-L',f'l_ﬂ wenn nicht jede Kante so oft cezihli wire, als Flichen di
sie gehen. Sie ist also mindestens 3mal gezihlt, 1m allgemeinen ofter,
] ]t. 5 iﬁ'f ,." ; I'it.' ‘;}l."EL'}J”!l'_: ,I'. f _;_[i!r Hh'-ln'c]f'l'!l::. nur fir das h

in Satz 3 erwihnte einfachste rl”e_-tl';l-.w[u-r']uui.ﬂ'nl-_ Unter den s
Polytopen sind durch die (rleichung f—— %, wie bereits fr

'-1+]'lﬂl.'|l1'I|. ﬂ“l' ;1II[n]|i.lf:lr't_‘t1 L'-l'l-'lJ‘iI]'-Jl[']..‘“-I]'.:'. das +'f|.|';-.-_'!|--‘_|- L :'--"-- =
eben das flinfeckige '1'1_-11';11-[1tu-1'1uu'}'1u]-: alle iibrigen mit mehr
(rrenzpolyedern sind weder Letraederpolytope, noch kiinnen sie allge-
mein sein. Aus satz 3 und 4 folet 1n Verbindum o mit ¢ == F —

lerpolytop die Zahl der Ecken kleiner ist
der Polyeder, wiihrend fiir ein alleemeines Polyt hil
'[I Ill_'l' f’ll].‘-.'l*ih-l' i1|>+'[‘fi']i}'5_

dass fiir ein Tetrae

‘--]I"]rlr‘El ".".JI]' .'L],IL‘ l_jlr!1"s'*|li]:-|‘. welche von der ,LII.| Ziahl
fl"’::""'il‘]'“ |’l'!'f'l-'11'f.'n’ werden, vom .‘l]:uij:!;:ill, zum Maximum der E.
zahl, so zeigt sich, dass das Maximum von den alleemeinen
erreicht wird. Denn aus einem allcemeinen Polytop enstehf
l&res, . — in welchem mehr als 4 I"u!}-.-.'{.-;- in einer Ecke
treffen —, wenn (analog dem Prozesse bei dem Sinoulirwen
.'I”'_-l'ln.--IJLL'IJ IJH[I"{I-'I-E‘-_'[' i.'l f»J_LI .'HEu'il Iur :' !'ﬁr.‘-;:'rl des a gem. ' olvi
durch allmiihliches Verschwinden der sie verbindenden Kant
fallen. KEs verschwinden also durch das Sinculirwerden F

rend die Grenzpolyeder nur ihren Lypus dndern, aber an ]
bleiben.””) TUeber das Verhalten der Anzahlen der Kanten und ]
chen lisst sich allerdings ganz allgemein dabei nichts aussace:

Ein bedeutsamer Unterschied besteht aber nun zwischen

gegenseitigen Abhiingigkeit der Anzahlen der Grenzoebild: der Po

’-'-’l'n.' und der der Grenzgebilde der Polyeder in fi,. Wihrend in A

liir jedes allgemeine Polyeder von n Flichen die Zahlen der Eckes

und Kanten durch die linearen Gleichuncen ¢ = 2 t, E=—3n 6

C=——af —
alls I!I'l' ..f’:'.L[l| ﬂll.‘i' }‘1]:'I-i'1ti'l| I"IIJI.-!t"H’iI'_[' H;Iin'ifll.ll‘ :~it||i. ""'u..."'..il.'-.']l _
iil'iIJl.‘ I.E"]'ill'Ti'.__’;f’]I t‘i[JII..CtL'JJl']t J_:L:]:lfii_rtll‘zl. welche aussagen wiirden, d | S8
tiir emn bestimmtes p» von Polyedern die Zahl der Ecken eines
meinen Polytops aus der Menge der Grenzkorper direkt ablesbar
Im Gegentheil, fiir dieselbe Zahl p von Grenzpolyedern existiren ve
schiedene allgemeine Polytope mit unterschiedener Zahl der Eck
und somit anch der Fliichen und _[':i'ltlti'1l. und es ldisst sich nur
haupten, dass fiir ein gegebenes p von Polyedern das Maximum

Eecken von einem der alleemeinen 1’|_r]}'tu1|t-~ erreicht wird: wennole;

‘) Man verdeutliche sich dies an den Diaerammen. Aus Fieur 152
steht Figur 23 durch Zusammenriicken von b und 4. Hieraus Fiour 21, wenn '
noch ¢ nach « fallt, Aus Fieur 16a entsteht Figur 25 dureh Versechwinden

|

YOl i -'I,- ete,

|
e



d

wie spiter sich zeicen wird, nicht alle :u.llga-.uwirmn Polytope desselben

1)

dieses Maximum von Eecken zu haben brauchen, und andererseits
|SSEer l'i_’ll Iil ZI!!"JI_-}||':'1E'H_-'II I_’l_l]\'fﬂ_r}r ]11“’- J|r- ].}(]}}’tflll.'l‘ll 11]111 [ j‘:t']it‘ll ELLlL'lt

inoulire mit denselben Zahlen existiren konnen. Jedenfalls lésst sich,

eziiolich der Flichenzahl der Grenzkorper eines beliebigen Polytops

der Satz ausprechen: Ein Polyeder ppn kann nur erst In einem

n n -+ 1 Polyedern gebildeten Polytop vorkommen. Denn

da ein pn n Grenzflichen besitzt, so sind n weitere angrenzende Poly-

er nothwendiz, aber auch gerade hinreichend, um ein Polytop zu

nden. — Auch fiir die Ziahl ¢ der Ecken eInes Ll]llu't_'l|li-:.111=.?ll ].JIZI]}'-
ops liiset sich wenigstens ein absolutes Maximum anceben, welches

ioher nicht iiberschritten werden kann:; es bleibt freilich dahingestellt,

b es wirklich immer erreicht wird. Ist p die Zahl der Polyeder, so
die Maximalzahl der Flichen eines derselben p — 1. Dieses allge-
eine |'..:I-1'|':1[-'-|' E.H':-hi|,-f,| L ) — b ]':[*]\un, J-Il‘t :'_Ji-IHHT-ij_"HtL‘H J.""rl.]li_' .“rlll'.':l

. 1 ! " i T
mn alle p Polyeder (p — 1) -flichner, und das Polytop besiisse

(2 6) Fcken, wenn nicht jede derselben in den 4 Polyedern ge-
hit wiire. welche in 1hr zusammentreffen. 1Die Maximalzahl der Ecken
IJ{J;.I 3]

5

—

JUlgemeinen Polytopes mit p Polyedern 1st demnach

=

Wie di i’:-'tl.'-|--' ws 9, 6 und 7 I_}u]}'a'lll'l'll :.-f,q'i.',:'HH. wird dieses ab-

Iute Maximum in einzelnen Fiillen in der That erreicht,
Die [|| fiir eine bestimmte Ziahl FJ von 1'111}'1.%1!'1'“ lassen
oh . nach dem oesacten. nach wachsender Zahl der Ecken anordnen

I- M atmnn 7 . e — )
T ll .I]-l'llll' i E — -:jli]ll. fi I--:..l'—Jl'—il.l ||" —— H.IIH
__ 1":'!,15.'."!“:‘ ] | ._-_,.- II“ ([ .__.- ‘_'_.-'I,. {,III -;;_- rII:'l
=k Singulire ' Jo ;,*:: g f s 3}1
3 | Polytope I.| “=P || #>2¢ | (f>h)
T | Auntopolare| | k=f f=4
< | Polytope. | “ £ || (k>>2¢) | (1>>2p)
_:.' !"":uill'_’lll."il‘u' < Jn" _-:“f ;L::: .'!I:'
' l}l:-].:-.'Inlug l[ 2 et EJ 1 H"f_‘__..j'..] il";r:’:-:-'}"]
_'E.I.}_'_J"l“llll.'iﬁll-ll r-:_—--, ,I'I'I 0 1::_':: ;. I||“ = _ll_j“
]:}r-r!_:'..'tleH'+ l p = EI:LEI j‘ll' — ‘_"{a |' .'I. ::___“';: 2}“

E | iR BT . . e .
Fig handelt sich nun darum, die moglichen allomorphen Typen der
olytope einer bestimmten Anzahl p von Grenzpolyedern wirklich zu

len.  Wie Eberhard gezeigt hat, lassen sich alle allgemeinen

L}~ | - e ! fi : y . &
Polyeder durch sog, Fundamentalkonstruktionen successive aus dem

'etraeder ableiten, und andererseits haben M6bius und Cayley die

Verfahren :tla_u_‘wgw]ﬂ.*lh mittels deren alle Ta‘if__:'f?rlmh_ﬂ_ll‘@.’ﬂiIEI‘ mit ¢ + 1

-
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_]‘;1'_l§4'[| Aalls 11+_'r||'1! IHif i _|‘:L_']{|'[I 1‘[‘]]”]11'11 "-.'LI'['Lif'EI l{f”llllir"lj, [ I
diese Methoden., die librigens sich ]'l‘-f"ii][‘il]{ "]'T‘l"""']'""“ tiir die Polvy-

hafu* 21 1'1']';!iri:f‘]tjl'illf‘l‘]]‘ HI]:l £5 ]."iH.-1 .-"lr‘

1 zelgen, dass in der Thaf

mittels analoger !1T‘n:{+'r~.-'1' an clr]} |'i:1:‘|‘:41|||1|r-il Iir*i‘ ],}'r=‘~"--.-|-'- die J v

|!r'[‘_-:-|'|ilr‘ll r-ir|] .“-'Hi'l."!'_‘_h.:':hn.l' :tll?—ii‘illlllll-l-!'r' H | -]1i1'-'|i E:Irﬂ'l]_ I"nl"-.'!' l-!'!-'-l-'-":i!
die fragliche Methode nur fiir die Tetraederpolytope, resp. ihre Dia
rramine, I'J:Im']ttll".'lj ‘I.".'il' rlf!L'lj 1|I-'|1 :"':.'17.{ ]l:-'-.".'iww]: ]1.‘ii-r'|*' x‘.:"i_‘
-IHI‘]_'. vy Ol !'illl‘!' I':l']{:' l'1l]I.r'.=~' rlﬁl*T'[‘;Lu'-:||-]']||:|l'-,"|||[m ANSO ;_. !'!.
Kanten konnen 6 und mehr Tetraeder liecen. Beschreiben wi
nimlich um iJ'i_[wtlli eine lcke () des betr. '|J';:1;_=|‘:|_'|.!u-.- eine K uoel
ol |[;1-.~ '.'l“r' I”Iill'i:"]l E‘:~'|{r"1 tir'* []'i;i;zj‘;|1|z|1|-- :!'I.'wz-n'!'lfl.'-IJ ti-':w:l*-: 1 gl
s0 markiren die von () ausgehenden Kanten auf der Kucelober] |

-li*' ]';t‘!ir'H I'i!le':— rr['i‘_"_irll.'l||'E_]|I"'.'i:'||t'|"-: ||-||- :]'!It'-:'-ij {7/ iry ]I |-':! i:'x,:!- L1
:1t'= I:'if.tu'l'.lmm.a clrzeucen :]it' l‘-::ltI[t'Ij illl':«-.w 1}|-|I1'!' lers, desse n Bl e
Lﬂfiihl _L"ll'i"lil 1|4-!‘ ;{i:lll lid'r‘ 1{I|]'-']| i/ '_'I'}ll'?!'il'tl ‘|I1|"|::|:'-i:'|‘ I"i- Jr’;

der Tetraeder in einer von () auscehenden Kante des Diaor

somit gleich der Zahl der Flichen in der durch diese Kante auf ler

[{H!Vi%i};il'lll‘ 'i'[",-’.l'IIL'.H'J'] F':I‘]»H' ||:|.'= 'rlkr';,:_[w}!,‘[!']|1||_'-,-:]-.'|'--_ _‘\-i:|| I-j'l 111 €23 i
durch alle Ecken eines solchen 6 und mehr Flichen gehen d. |
nicht an jeder von O ausgehenden Kante des Diagramms liecen

und mehr Tetraeder ™)

1

geben, und es sollen aus demselben die I-polytope mit um 1 +
mehrter Eckenzahl abgeleitet werden. Wir fithren di Il onstruktions
natiirlich am Diagramm aus. 1. Konstruktion, Ist AZC7) iroen:

r'-|!| FI.PTI';ll--.]n'I‘ i].-.a' j:li”!]'i'”]““"“, =i Wi J'|l1' |'i|| [jlll.l'_." ,'r ;I | |f ner
r-*'”ll'!! t||i1 i-{!'[] 1 }*:I'L;l_-][ ".,'I"I'I|II|[|||,e'||_ ]lin- ;{:]||}I'EL

f - | . = ,I. | = -
IH.‘!_:_'I‘:Lmt“:g sind dann : ¢’ = Sy ST B F B m o

I | s . | ; i | i
2. Ronstruktion., Es se AL emne Kante des Diao

'|H]‘I.'Ji ‘i|"{-'|l]Jr.‘ IHr' |H'il]r'lj IT:'Tt‘:it*t er | .”}J ff) 1l]:n1 1 ,”.1"'-‘ }'r ! :‘.'-':. WEICKH

die Fliche 4 B gemein haben. Entfernen wir diese F'liche, bil-

den die “n."'['lilii'”H‘Hlil:’[I li!‘t*!liﬁf]]‘l'%l-:'lir' der beiden Tetraed: ' eln J'l
Verbinden wir einen Punkt P inner-

icken, so werden die urspriinglichen 2

polyeder, wie es Fig. 3a zeiot.

en mit seinen 5 F
"r!-'lt‘.'tl‘-|-|'t' 1lilr'1'h b ersetzt, und es entsteht das “i-‘l'_'1';1-‘|!!!1 clres neuen
T'l'”]f‘-r”!**—ﬁ dessen Zahlen ¢, L', f* P it

Iil[]} l[l"."i?'fi";

L ] L} 4

e, .-'"'. rl. i -1:;:!'1"; CLL¢
(zleichungen verbunden sind: ¢/= e—+1, k' af—:;-'r,- fl—f 48,
P ==,

Es moge nun A4 5 eine Kante des Diagrammes sein. an welchi
) T:."[l‘:lt.‘l']r*l‘ [itd{_"t'!t. von lit'll:'ll :I].HH _iu‘l[1'.~ mir_ Ii:']n ‘.'Hr'|||'!':'1-]=r.'||:i=-.| Ind
1"'[,1-_’"?“‘}“'1 ein durch 4B ogehendes Dreieck gemein hat, intfernen
wir zwischen g auteinanderfolgenden Tetraedern (1t < » — 1) die L :

‘*) 8. Baltzer, Elemente 1I. S. 215.

) Der reciproke Satz lautet: Nicht alle Flichen eines Grenzpolyeders
elnes allgemeinen Polytops kinnen Vielecke mit 6 und mehr Ecken sein. Dies
msatz gilt bekanntlich auch fiir singuliire Polyeder, und somit der oben ausee-
sprochene fiir alle Polytope,

s sel nun ein T-(etraeder)polytop mit den Zahlen ¢, [, 7. p oe-

il
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.]!.Il-‘ij i .'I:J '_:L'Eir]liEI'Il [’]'I'EL'L';{I_', S0 |JE-'_EI‘L_'HH1'_’11 L“l_‘ VoIl E'l':]i .” TETI’HI_‘LL?I'II

ibric bleibenden 21 -2 Dreiecke ein Trigonalpolyeder mit ~|— 3
]-'.._ ken und S —+ o H;lms-“, Tlnl‘uh “r{'f_{l:ttﬁrﬁwll 111&1‘ .” Te’fl’{ r.*_ﬂ:-_’l' Ellld
aus dem wurspriinglichen Diagramm verschwunden: g — 1 Flidchen,

Null Kanten und Null Ecken. Nehmen wir innerhalb des erhaltenen
Trigonalpolyeders einen Punkt P an, und verbinden ihn mt simmt-
lichen Fecken desselben, so treten an Stelle des ljill:'!.-‘i‘tlt"l‘h' soviel Tetra-

eder, als es Flichen hat, d. h. 2u—+ 2 Tetraeder. [)s entstehen so-
viel meune Flichen im Diagramm, als das Trigonalpolyeder Kanten hat,
d. h. 3u~-3 und soviel nene Kanten, als das Polyeder Ecken hat,
d. h. 1-3. Die Anzahlen ¢, ¥, 7', p’ des meuen Diagrammes sind

veo:  of O N AR fr —— 1 —jr i ,'." e [1H — 1.}—1_:'5;'? ‘_Ii_*:: _.lrl

2u-4; p'—p—u+2u+2=p+u-42. 1%
Wir wenden nun die beschriebenen Konstruktionen®"), so weit sie

in diesem Falle verwendbar sind, auf das 7-polytop ¢ = o an, um
die méglichen 7-polytope mit 6 Ecken darzustellen. Verbinden wir
einen Punkt F' innerhalb des Tetracders A BCE (Fig. 8) mit den
Fiecken A, B. C und FE, so erhalten wir das Diagramm KFigur 109,
elches wir kurz mit (6, 14, 16, 8) bezeichnen.’') — Wenden' wir die
weite Konstrukiion auf Fig. 8 an, indem wir das zwischen den
letraedern A BCE und BOCDE befindliche Dreieck Bl unter-
icken, so erhalten wir das neue Diagramm Fig. 14, mit der Formel
(6, 10, 18, 9). Fine dritte Konstruktion kann auf Fig. 8 nicht an-
andt werden, weil durch keine Kante dieses Diagramms mehr als

3 Tetraeder gehen. Es existiren also nur die 2 angegebenen T-poly-

ope mit 6 Heken
Wir wenden uns nun zur _'\.11||c"]f1111|uf der r-'”'l”—']ﬁ't-“lm mit 7 Kcken
den eben erhaltenen 2 Typen, Die Anwendung der ersten Kon-
ruktion auf Fig. 13 erciebt, wenn wir den neuen Punkt (G inner-
alb des :ll"‘-l.-l"'|!"|.'\' f:f!}f ;';]I.[|I-'|'|]||F-"|]L 1-{;‘.5-5 1“:1!:_{I'HHJ:I]| {T+ IH-:-"-]E* I]']
: 5]

vie es Fig. 15 zeigt. Da, wie die Zahlen an den Ecken von Fig, 1:

ersehen lassen, alle Tetraeder gleichartice Ecken besitzen, ist es gleich-

iltig, welches Tetraeder wir zur Ausfithrung der ersten Konstruktion
verwenden, und es 1-|'_-4i|-|11 sich also mittels derselben llth'H"I_'] das eine
Dingramm Fig, 15. Die Anwendung der ersten Konstruktion aut

My Wir bezeichnen die Kongtruktion, bei welcher Tetraeder zu dem
:'f"'-':li-'lr'n 'EIJ';.:-IJJL'.S]"'],'H-JI_'l' zusammengetasst werden, als .”'t'-*' Kounstruktion.
Die zuerst beschriebenen sind die einfachsten Fidlle v =1 und u=2.

) Die aufeinander folgenden Zahlen in diesem Ausdruck sind die der
icken, Kanten, Flichen und Tetraeder des Polytops. Die an den Ecken der
Diagrammbicur befindlichen Zahlen geben die _.-"LIIELLH der Kanten an, welche
aselbst zusammentreffen: die an den Kanten befindlichen die Zahl der Flachen

reh die betr. Kante.

") Bei der 1. Konstruktion gelten Tetraeder als gleichwerthig, wenn in
oleichviel ihrer Eeken sich dieselbe Kantenzahl befindet. Anders fiir die weite-
ren Konstruktionen; hier muss mnoch die Anzahl der Tetraeder beachtet wer-

den, die durch eine Kante gehen.
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das 6-eckige Diagramm Fig. 14 erzeugt, wenn wir Punkt (2 1nne)
halb des Tetraeders B ) EF wiihlen. das neue Diagramm (7, 19, 24 19

in KFig, 16 uleil'_'__;x':r!rHi. Da die Wahl des auszuftiillenden Tetraeders hier
nach der oben :!*]HLU‘J:H'H ]'::t_‘ll‘.-t‘!']ﬂl]tlu' wieder _'_"El'i:l'|'l'__'£]:[iL ist, so er-

halten wir mittels der ersten Konstruktion aus dem [-Diagramm |,
keine weiteren 'r.l1l"-']"'1a. Ks folgt die zweite Konstruktion. Tasse:
wWIr 1n Fig. 13 die Fliiche BCFE auns, so eraeben die beiden Tetraed

BCEF und BCED das Polyeder FBCED, und die Verbinduno

l.l"-“ iIIrll‘i'll.'!HJ L_it.‘!‘iH"Hu*tl “l"..fl'lllif'll L}Iilili'ﬂ':w lri: 1'.IEI *|"!1 5 :"' fihrt

aut das neue I}i;iul';lllltn _|‘1il_,5', 17 mit der Formel {T* 1Y, 24, 12). Wi
sich aber sofort an den. an die Fcken geschriebenen., Zahlen zelot, 1st
es, trotz derselben Formel nichf 1somorph mit Fie. 16. Dacegen
agiebt z. B. die Unterdriickune der Fliche BDE in Fie. 13

Fig., 16 imHlJlfll‘}:ht'H Diagramm. — Da in dem b-eckigen Diao

Fig. 14 alle Ecken und Kanten gleichartig sind, so kann fir die A

wendung der zweiten Konstruktion eine beliebige Fliche, z. B. BCF

zwischen den Tetraedern BUFA und BCFI) unterdriickt werde:
s ergiebt sich Diagramm (7,20, 26, 13) in Fie. 18. Da nw
beiden 6-eckigen Diagrammen Kanten existiren, durch welche 4 Tetraed

gehen, so ist auch die Anwendung einer dritten Konstruktios

.Hf.'l]'TJJEtE.i, \H-E[L”IJIV]'J.‘[H:*I'H ;:|u-t‘. L1111 H:HIEH sl Sparen. . 5 111} eln:
auszufiihren, so weit sich nur den schon besprochenen iso P
Diagramme ergeben, Ein neues Ili-‘r_:.!':-.lz.in wird nur aus ]

zeugt., Durch die Kante [) FE oehen daselbst die 4 Tetraeder A B F ).

BN OEED und 4CFEJD. Lassen wir die 3 rsteren und ihi
Ziwischenflichen B3 ) wnd FED wee. so ergiebt sich nach Vollendu;
der weiteren Konstruktion in d |

er frither alleemein skizzirten Wi

s
das neue i -eckige T—“i:tpl'un;]n Fig. 19 mit der Formel (7,21, 28, 14),

|=1-l ‘-.'n'.li'IH_'tJE 111 .il-'ili.'l‘ .I‘:i';{q‘ b H;Il:h-'ll zusammentretten, Hiermit sind

1 5 , "1 i |. Y Y ]-I L ]I- =T, |3 -]'- § i ..:!':-" II[.|| i " : [} i .'| 1] NATE H 1" =
Wwle S1ch erwelsen dS8S8T, Alle Mosiicnen 7 -l Klgen etrai ]I P
1

N 0- Uund i-eckioel

.“-L'lJfHIIFTLT* und es existiren also deren 5. Die zn

-fl-]'-illlj:ll.-Tlll!Ir'H ]'I_*L'jlrl'{_jl-.'_t*[] :li].u'q*rln-ll];.--“ 11“}}'1"['*' als IIJ.- b 111] |.l ]}

Polyedern sind dadurch zugleich mit abgeleitet und lassen sich aus

den Diagrammen Fig. 13 bis 19 sofort ablesen: Die Zahl der Fliiche:
t‘iIIL"“.-i '1"1‘1']r:-ilrr_ali‘n't-'ﬂt“l'r-: 1..'[]!1-'n' .‘lHut'hlufiilL'J] f’n;'-ll‘a'T'_a[u.*- i:w’ '_'il'i-.-i: -l!-z' Zial
der I{;lnirn In der dem ]j”]}-t'lf‘l'l' 4-[|IHI1-I't-4_‘]'J|'l||it*rl Ficke des

polytopes; die Art dieser Flichen wird gegeben durch die an
Kanten in dem Diagramm des Tetraederpolytopes stehenden Zahl

l.[i‘!IIl soviel 1*115.!'1."]“_‘11 lllll'{_‘}] eimne Kante des letzt gren _3_'|-|_=-'|:. 30V 1
Kanten besitzt eine Fliche des allgemeinen Polytopes. Die Figure
13a bis 19a stellen diese 7 allgemeinen .l'Hf."-'f“iH.' mit 6 ry Sp. 7

.]"uf}'u‘dm'u dar.®*%) . Die .]*Hiﬁ-i'lnngu 13a—18 a sind leicht zu iibersehen.

Zu Fig. 19a sei tolgendes bemerkt, Simmtliche 7 (xrenzpolyzde
sind p*, (Fig. 3a). Auf der Fliche AL CDE des Umbhiillune

I”-'],"'*"‘-h‘i‘-“' ABCDEF (r I steht das zweite ]_'U:}'I.'til.'r ABCDEILKI

_"Hlil 4_[1_‘.~:.~_~E]1 FE.‘"il._'ih’ _-1 ff{,. jr\__,? r:-ft‘]t[ ilil-‘:" {}l.r]‘x'e_'l.lul‘ f .“ ,n'" !r‘l.- ;'( u"r ..1.'" \

e .

') ."":r i]]lr_‘l'i“:_‘.“u Itil" ;~|rii'ﬁ_‘l‘ flll'-_'_'l._"]l'llr' PII.'L.EH_']]r_'_

Tetracder-
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velches mit dem Umbhiillungspolyeder das Dreieck 4 BF gemein hat.
Nehmen wir iiber diesem Polyeder innerhalb des 1_'11ihi'11111uu'~':lmlvmie1"~z

den Punkt (). und verbinden ihn mit M, N, G und H, so erhalten

wir die 4 .-.!-iir.-]'m_- Polyeder: A FMNIOGE, EIN OGHID K,
DHONKMLC uwnd BCHGEF OM L.
Die Betrachtune der Konstruktionen, welche zur Ableitung der

pe mit ¢— 1 Ecken aus denen mit ¢ Ecken dienten,

=mn
il
=—r

zeo1ot einen 1nterschied dieser (ebilde der hl und der thnen analogen

Trigo: |_!.--f-.---'a-!' Im .f[.J:_ Wihrend letztere, wenn wir die !l_h"m:_lh.‘]'
der Zahl n der Flichen klassificiren, nur fiir gerades n existiren,

t es bei Eintheilung der Polytope nach der Zahl P 1!11‘u! (Grenz-
olyeder fiir jedes p Tetraederpolytope, ausgenommen fir p=—0,
{ nud 10. Denn das -d}—L_'e_']-;i'__'L‘ r.f'r-—f'iu]}"[ﬁ}_'h ]H_'.'hlit.'.{’[. :5 {;l'i.‘llﬂliul']n,‘l‘. e1n
kiges aber deren mindestens 8, hichstens Y; da es 7-eckige erst

11 ab giebt, so sind die Werthe p 6, 7 und 10 in der

That nicht brauchbar. Dass von da ab fiir jedes p T-polytope existiren,
ergiebt sich sofort durch genauere Betrachtung der Anwendung der

Konstruktion i« auf die jeweils schon abgeleiteten Diagramme. Da
: i -|'i'- |";'|-I"Li|.|'~1:i"'"_l ] yvon _-‘\]',i.:lltll_*' :'I.]H Iil_"l{l‘:‘ﬁ ]Jl'iHixl_}lgu!lth'. “it' E“t‘
Konstruktion 2 desol. jedes Viertfolgende, fiir die Konstruktion & von

6 ab jedes Fiinitiolgende 1 Tetraederpolytope enthidlt; fir die
[Lonstruktion g aber iiberdies die Periode —1— 2 betriigt, so 1st
eicht einzusehen, dass fiir kein grosseres P Tetraederpolytope fehlen

fhe wir die einzelnen Typen der singuliren Polytope {fiir die
infachsten Fille P 6 und 7 aufzihlen, wollen wir emige besondere
I lussen wvon (xebilden 1in '“I niher betrachten.

I. Die Pyramiden in R,. Im [/, entsteht ene Pyramide,
wenn die 5 cken eines ebenen 1'\ elecks mit einem Punkte ausserhalb
einer Ebene durch Gerade verbunden werden. Alle Pyramiden sind
| ok, wie alle Polygone der Ebene autopolar sind. Be-
zeichnen wir auch das analoge Gebilde in [, als Pyramide, und kurz
mit dem Zeichen IJ, so konnen wir sagen Eine IT in J"fL entsteht,
wenn ein Punkt () ausserhalb des /,, n welchem ein [;Lthlahmpm
llegt, mit allen Kcken dieses Basis ]ur!lutlh verbunden wird. l)ese II
hat dann die um 1 vermehrte Ecke nmi des Basiskorpers, Die Zahl

Korper ist gleich der Flichenzahl des Basiskidrpers vermehrt um 1.
Die Zahl der Flichen ist gleich der Zahl derer des Basiskorpers, ver-
mehrt um die Zahl seiner Kanten, da durch jede solche Kante und
durch () emn Dreieck geht, Die Zahl der Kanten der Il ist '._:viuh
der Zahl der Kanten des Basiskorpers, vermehrt um die Zahl seiner
Ficken, da von jeder solchen Ecke eine Kante nach (O fiihrt. Sind
also ¢’y k', f* die Zahlen fiir den Basiskérper, e, &, f, p die fir das
1.'“:.\7.:!._ so gelten die Beziehungen: ¢ =¢' + 1, £k k' + e,

l. “ i

5P f* <+ 1. Wir haben nun beziiglich der Eintheilung

I die Basiskirper zu beachten. Zunichst sehen wir, dass nicht

le 11, wie die Pyramiden in R, autopolar sind. Denn dann
NuSs Sein: Py, k £, und dies zieht die Bedingung nach sich:




¢’ 'y d. h,: Die IT kdnnen nuy antopolar sein, wenn de;
|i,--._-i;]-:;-1]_1”_!. bereits autopolar in K. ist. Nicht autovolar I]
olebt es dann 3 I{!;l‘wl'il. ]I !ILH‘EIII“IEI der ["r:l='!.=-]~;ilL']ll..'!' - eln allge-
melines I}“ll"-"d"['~ b) ein ri‘]'iux':!l.‘liEIH!:-"'ITH‘. ¢) em bel, simmoulir
}j'-|l‘-.'l'-'1-'|'. l':-aT_. “;h 'I'I'n_'i]lt‘t!|~:t' iJHT_"n.'t'Clil Z 1 |'i||n-!|| fl1i‘-.'5|||.-~ C ,, erhalte
wenn wir die I7 iiber dem Hc'nt'ln-t' konstruiren, der zu jenem sinoulir
E5:|.HE_-TM]_\.'I':]~'r‘ I"."'-IlI]'II]'.' 1st. Beweis: ¢ und 1n vertauschen sich. ebens
wie £ und /, wenn sich ¢’ und 7‘ vertauschen. Daraus fol
ein II der Klasse a) mit einem der Klasse b) reciprok 1st.)

LI. Die Prismen in R,. Als gerades Prisma in .
vir bekanntlich ein (Gebilde, welches dadurch entst b, dass

Ecken eines ebenen Polyvoons sich um cleiche Strecken senkrecht
1|I f‘:]'r'ln' alvh |JH]I‘~'I*_HII|.“~ llrI]"[t.-l“-.'-.""_f"!l. =i‘.:| als i‘!.'.'lfl'i seh echthin

diesem isomorphen Rorper. Jedes Prisma ist also e1n

nmeines Polyeder, Der reciproke Korper 1st ein |"'|’|"'I rramide,

Die  gemeinsame Grundfliche der beiden Pyramiden (. Krangz*
]’I']'f”'|]1."-'t';l|;|}|f.-:. st mit der Grundfliiche des Prismas isomor h, DK
wird t'l'|1:1i".r'll ~1!I]'I..']J Vl']']lillil[l'.l'.-_: :|<':' ..H]T-’.I!fli.hiill" -;=." ~elttentd |
des Prismas, Dieser . Kranz® begrenzt eine Diaconalflich: iibei
welcher die beiden |'}'z‘;k|;|i|!:-|| stehen, ohne dass diese Dia
cine Grenzfliiche der I'HJI}I-IIJ}'I‘:Illai-fl 151 Beweoen sich di
eines beliebigen Polyeders um gleiche Strecken senkrecl
Raum, in welchem sich das Polyeder befindet, so entsteht das d
]jl'[m’lf'l 1'IJT:~I$I‘I't'|H'I|IE1* f--;e'fi”flr' iJ. f’.ll. I'|_"|.I'!I',:|I"- VO -'i 211 f;i 1110L=
(1somorphen) D -.‘[{!u”el']n'[ und soviel Prismen als Beitenkiorper
arenzt wird, als das Grundpolyeder Flichen hat, Wir bezeich
diesem Polytop isomorphen kurz als Prismen P in R,. Die Pr

ant das Grundpolyeder erhalten wir, indem wir bei 9 iIsomorphe

ll'*]l’a'i'f.lt'l'll, das zweite innerhalb des ersten in dhnlicher Tiae

ich, die isomorphen Ecken durch hanten, die isomorphen Kant

'liH'E']J f"].ﬁ.-]“-“ H'i']'l!j3|-1r'|] IIJL' lTll_ﬁ, I’;H"illi J:'-!-_-[: J’i-. l"'_'i-.':'!-'!.
£, s0 weit gie den 5I'Lt"!li*|_r]}:--il-:!'u angehoren, sind simmtlich Vier-

ecke:; die Ht'i.Ti'II]-.H.IF:Il["’-‘]' von /7 smd sovielseitice Prismen. als die den
Grundkorper angehirende Grundfliche derselben Kanten hat; 1 e
Ecke stossen soviel Settenkdrper zusammen, als im Grundkérper (De

korper) daselbst Kanten zusammenkommmen. Sind . iy fop die Zahle
fir P, e’ k' 7' die fiir den Grundkérper, so wgilt also: |
k k' + e, f 27" k' » ° 4+ 2, und es ist, wie nof

-
i
¥ L]

".R'q'lll_lf[_'_*_, G — K —I-—I.r" = } s JIE;J. Ii-t'l‘ H['HIIL”{%-'I'IH-E' |-ji| ;ln ] |
Polyeder ist. Wir haben nun 2 Arten von P zu unterscheiden, d
sie nicht alle, wie die Prismen in fi,, allgemein sind, sondern nw
dann, wenn es der Grundkérper bereits ist.  Wir haben:

a) Allgemeine . Wir bezeichnen sie nach der Zahl der S
|ithJI'IH'l' als Jr-:?f"iii]_lﬂ_' 1”. ]_]:ih' erste ir-[ :'i!l "UI' I.ll'::::i_'“ 1|']'|]||.;[- und l-'.-_

*) Man kann auch den Beweis, ebenso wie beim Prisma (s.
metrisch fithren.
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korpe Tetraeder sind. (Fig. 13a.)%) Es giebt soviel ;1!!1‘}:111-&1']:]|--
Tvpen Pn eines bestimmten n, als allgemeine Polyeder pn existiren.

d. die Note am Ende)) Die Zahlen ¢, %, f, p fiir emn [, ergeben
-i"i' |I.I":_Ii Zl ¢ l.l.' i S. .I'l: *:'.';':Ff' . ]H. .l'r -I_rfl.n'f —'H.. jﬂl ([ } L}

Bestimmen wir zu einem Pn das reciproke Polytop aus dem
Lhagramm, welches wir il'l :.1:‘1‘ Fc}rm. ‘u‘n'it_‘ I"I!_t‘ IT}r f_;i‘.ﬂt'iﬂlttlt_'t. all-

sehmen.  Verbinden wir die . Mitten** aller Seitenkérper durch Kanten,
chalten wir deren soviel, als zwischen den Seitenkérpern Flichen
rhanden sind. Da in jeder Ecke des Grundkorpers 3 Flichen zu-

ilden je 3 dieser Kanten ein Dreieck, und es ent-
tehen deren soviel, als der Grundkérper Ecken hat, d, h. diese
reiecke bilden ein zusammenhiingendes Netz, niimlich das dem Grund-
6rper reciproke Trigonalpolyeder. Verbinden wir ferner alle Mitten

Seitenkorper mit den 2 | Mittelpunkten* der beiden Basiskorper
durch Kanten, so kommen in jedem dieser beiden Mittelpunkte soviel
Kanien zusammen, als der Basiskérper Flichen hat, und es entstehen
so als Grenzkorper des dem P reciproken Polytops soviel Tetraeder,

lie doppelte Eckenzahl von P betriigt. Je 2 der Tetraeder grenzen

eInem l!1u-..-:-]1_ all 1-it|:1|'|:]|-1‘, "."-'{'Il.'hl..'?-i l.h'tll l_:1:r1"ll l'I'“‘fi]l]lft‘!l rl_ﬂ'l‘ij__:'t“mi!.l-
molveder als Seitenfliche ancgehért, ohne dass aber dieses rl“l'lj__-"nnsl]—
ler etwa e ‘i]'~-|!f;l{f'-t'!w1‘ des |'1I1‘15,'IHEIH wiire, Wir konnen es
lem ,,Kranz‘ be1 der J’HI']H_“]]':'-.'l'lli'I]ir!i‘ 111 H:: vlltsl‘ut'e-clwladl als
wwonalkérper bezeichnen, und das ganze Polytop als eme Art
.i}--|i|=-'!| _'x'i':llll-l"l"" 1] ff_,- Das von dieser ['Jnlr]u']]:}'rmnhh.- ].;L*_I_r't't-n:«ttu-
Stiick der R, kann durch einen Raum durch das Trigonalpolyeder
ebenso in 2 Theile zerlegt werden, wie die Doppelpyramide m £,
lurch die Diagonalfliche. Jede Fliche, jede Kante und jede kcke
des Trigonalpolyeders gehort gleichzeitig beiden Pyramiden an, aber
ler vom Trigonalpolyeder begrenzte Raum ist kein Grenzraum des

|IE.". .||| -
b) Singulidre P. Grund- und Deckkorper sind isomorphe singu-
ire Polyeder. Hier sind 3 Fille moglich. «) Es sind Trigonal-

polyeder. Die Seitenkdrper von Pp sind dann durchweg dreiseitige
Prismen. Die reciproken Polytope sind vierdimensionale Doppel-

pyramiden, deren Diagonalkirper allgemeine Polyeder sind. ) Grund-
und Deckkorper in Pn sind autopolare Polyeder. Die Mitten der
Neitenkérper bilden ein Polyeder, welches dem Grundpolyeder reciprok
st: da aber dieses autopolar ist, so gilt dies auch fiir das durch die
Mitten der 1"'11"l1t'nl»;r”rl']n'1' ;r-]lillh'h_' ['Ul}‘tﬂh't‘. :1. }I. t]Flr:i l'l*L.‘-il‘al‘Dkt: ]_:':Jl}'-
top unseres Pp ist eine Doppelpyramide, deren Diagonalkérper ein
autopolares Polyeder ist. #) Grund- und Deckkorper von Pn sind

") Hier gind alle Polyeder ausnahmsweise in ein Seitenpolyeder projieirt,
wie das dreiseitige Prisma im R, (Fig. 2b) in eine Seitenfliche. Uebrigens
sich ein P, in R, in vier inhaltsgleiche al-tl_inwn:;inuule 11, (Fig. 8) zer-
egen, wie ein dreiseitizes Prisma in R, in 3 inhaltsgleiche Pyramiden. 8.
Schlegel, Sur un théoréme de géometrie a quatre dimensions, O, . de

|"Association frane¢, pour 'avane, des Sciences. 1385,
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bel, Hi]l_'_ful;'i I'e l'fl|}'!'k]l'1‘. Das t'n*ff}nl‘u[{l- I’l'lf_‘l..'[up st eine [IHE.].--Q
pyramide mit sinculirem ]_liw_:l'm.-iH{iir]wl: welcher reciprok is I
Grundkérper des Prismas Py, |

[II. Die Hufe in R,. Unter einem ,Huf* in R. verstehen
wir ein Polyeder, wie es Figur 2b und Figur 3¢ zeigt: Im el
Diagramm grenzen 2 1somorphe Polygone

(n-ecke) mit einer Kant
und 2 Ecken aneinander. withrend die iibrieen entsprechenden p-
Ficken durech Kanten verbunden sind, Jeder Huf ist ein allecemein:
Polyeder, und die Wahl der Kante, welche die beid

1 el n-ecKe geéemeln
sam haben, ist natiirlich canz gleichgiltig, so dass fiir jedes n nur
ein derartiges Polyeder existirt, Ein Huf H in %, entstehe dadurch
dass 2 (zunichst -'[H'_"-"ll]“il."‘_] {’IFJ_‘L""]"T pn eme (renzfliche A,
damit deren Kanten und BEcken. gemeinsam haben: alle iibricen e

“‘I'IW"']H.-lln.iq'tl Ecken seien durch aanten, alle entsprechenden Kant
~[1H'L'El }_‘:FH'HI'IJ "-.'{'r‘]:llilrl-:!r-]r_“"?} J}iq- }.1_'E|fq-[| _\l;f:__l;nual:n,i.'.-], ' 0 hestt

|r n I“.l:'ir]u']h ﬂ.u—l ]‘:i_'[{r'll t]]ltl :;H-—i'r H'Lls‘u:'ll. 1)1

Fliche 4 sei ein w-eck. Dann sind zuniichst noch frei von jede
der .-"LL]r-i-_['HI]_L:}‘rillr:}'i‘flL'I‘: n— L ¥lichén, 2jji—4 <o BEdiken. und
on—b6 — ¢ Kanten. Nach Vollendung der oben angegebenen K
struktion ergiebt sich somit ein Polytop mit 2—4n | Polyed
Ll 1~2(n—1)43n — 6 — @ Fliichen (weil zu den Flichen der beid
Polyeder pn noch soviel hinzukommen, als eins der Polyeder fr
I":.'Hl'[t‘tl [L'HL .[:—Iv'—,f[-'-:'r.r.r - 1;—rf'il;'_‘_” —} (4 Hklin'-".; |.}| 1 .
711 .[g-” .I{.'_IH'[{'“ :L'[' En-ic]v!l !,r‘.'-;,e ]H"._']t .w.lk";l'i !Iill;{lii-i:.llf,g"'l. ol '
frele Hr[{r'n hat) und Ef—i—:—flr.gra — 4 — ) FKcken, d. 'h. 151

¢ 4n — a — 3, | Sn—2a-— 16,

j. on — e — 17, P 7 '_ 1.
jﬁ HEHII .'I]:~'U 1“:* z;i}]lull &, _.ff,'. ,-" :I]IFlii!rui:' VoIl lle'l‘ :/.:|:r|]; (L, l '

Wahl der gemeinsamen Fliche A der beiden isomorphen Polveder

Dasselbe pn als 'l"tuFli_i][lltli:‘?ﬂfm?yt'lln'r eines Diagrammes lisst somit di

Konstruktion verschiedener Hufe H n R, zu.5%) Da bei einem al]

gemeinen P die Minimalzahl e o 1st, die Maximalzahl « A ||

so giebt ein ;ill"_;'wujri:u-ﬁ]'nlj.'wh-r n, welches ein (n — 1)-eck, und dann

sicher auch ein Dreieck, enthilt, Veranlassune zu zwei H in [, di }

sich (die Rechnung ist leicht durchzufithren) um n — 4 Kcken unter-

scheiden., — i
Die bisher angefiihrten Siitze iiber allgemeine und Tetraeder- |

polytope, sowie iiber die Erzengung der singuliren Gebilde durcl |

Variation der Grenzkirper der allgemeinen, gestatten eine successive 2

Aufstellung der einfachsten Typen der Polytope, resp. threr Diagramme.
[n der folgenden Tabelle (8. B. 47) giebt die erste Kolonne den Cha-

e ——

sl ]

) 5. die Diagramme der allgemeinen Hufe Fig. 14a und 174, und =
singuliren, Fig. 20 und 29

-

e —

") Dies il natiirlich _ebenso, wenn die pn singuliir sind. Dass sich
unter Umstinden isomorphé H bei Wahl verschiedener Flichen 4 ergeben, ist
selbstverstindlich. Die in Frage kommende gemeinsame Fliche A ist i

= e e i i S e =

spater folgenden Beispielen immer speciell angegeben,

I s o

'
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| | | 1
1 Aut). | 0] 1.5 Woo &

i gl13 18| @ L || 8 IT diber n-

150 | 1 g|] 2 - IT iiber .. 1)

I H | 16 | 14 b '_ - F' 13

4.1 9l18|15| 8 - Fig. 14

5 ' 14 | 1o i ¥ IT {iber py

. | 716 |16 | 7 . s IT iiber i
£T, 7|18 | L 7 f [I itber ¢
Lust. ) 17 | 17 T o = o H b , e, 20

o H | = | f e | i - IT iibor oyt

Elegl1g ) 71 8| 2 : [I iiber py'

l"- 818 | 17 i 5 | - 2 - [ iiber py” (iiber e).

"‘d 9119 | 1% T £) : '4.' : FI iiber “ Aliber o) ':}

."'l-.-, o 20 15 T e {1 — - | = IT iiber I,--I_'_

sftolag 18] 7| 2| 2 0 £ 1 | IT iiber p " -
CEy PO LR 2o e U 3 2 — | H iiber pyy" (iber 3)

"1: 2 20 K. () 1 I "y 2 == Il iiber l|,-.-.||" ({iber Y)s

5y | 10 21 | 18 fi l | = L | - : 2 - e H iiber VL (iiber re).

."":_, 10| 21 | 1B T | — 2 | - — 1 P iiber v,

8110 | 2] 15 Vi 2 | 1 — 2 - 1 | H iiber g™ (iiber §&) Pie, 23,
P-. 19 | 2] 18 T ) - M P = g . — | H #iber J:_H--.-- (iiber ). :”
No110 )21 1 18 ] 2 1 | - 2 — — 1 | Fig. 25.

l i1 | 22| 18 T 21 - | = e - —— - 3 | H iiber I,u“" (tiber ¢) oder Fie. 15a.
5111 (88119 | % 1| 3 — - 2 1 | — | Fig. 24 und Fig. 24a. 4)

S 111 (93|19 | 7] 1| — | &% - 2 L= 1 | Fig. 25. b)

."'-:; 11 (23 | 19 T|— | — i 2 -3 : 1 | H iiber Jn"‘-'lnf (iiber #).

g111 |88 19 7 L el o - — 2 | - | — | H iiber py™ (iiher d).

SeaR ey iyl Fr—=l—1 &§|l—|— | = : 3 | — | Fig. 17a und Fig. 17b. G)

A 12 | 24 19 i ] | — 2| — 4 | H iiber L (ii]--.'r' I;J ]Ia_: | 5 o,
8| 12|85 | 20| T — 2 . | — | = 2 1 - 2 | Fig. 26. T)

A1 18|86 | 20 i l— | — 2 | L — — | { | H iiber Py (fiber 3)s Fio. 15a.
A. ] 14 | 88| 31 rik L=y e - - — - 7 | Fig. 189a, 8)
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rakter des Polytopes (A Allgemein, S, und 8, singulir von der
1. und 2. Art, Aut Autopolar); die zweite Kolonne enthilt di
Anzahlen der Grenzgebilde, ¢ der Ecken, J der Kanten. 7 der Flichen
und p der Polyeder; die dritte Kolonne den Typus der Grenzpolyeder,

cemiiss den Bezeichnungen der Schlussnote und der Hienren 2 g

j v, 1”*' ]r.‘f}".TI' H_H]HIJ]H‘ endlich “..!'!"-.‘u'q_'lrﬁT_ auf Ll. l}i.'.:i'r!l.l'_--
der Polytope andeutenden Figuren der Tafeln II und IIL i
Pyramiden, Prismen und Hufe sind. um Fiouren zu

Ilit']JT li:lt‘,'_q_-.v.wtl*||f, tlrui ur 4|e-1' ]H-[I'. i'|j:11‘:|_|-,i|-1‘ 1]i|l'i':l

sparen, meist
II. P und H

:uJi:'r':i-iu:]]. i"Ll!' .ii.- ”EIi‘H i?l'. wie Hf'l|.|i'-."-'l'I!'“'_f. die iraner mait 1 LC-
zelchnete Fliche markirt, und beziehen sich dabei die Buchstah:
& P, ¥.vv: auf die iguren 2a bis 3g. Die Zahlen 1) bis 8
HH:.HH!H' 4 ‘;I'I'Wl-jru'il I'ii-i'l‘liiu'.:% auf die !|;L-"].-'.'+|i'.fl'|||:- il E:"I.i* rku L1,

) Dieses Diagramm entsteht ans Fig. 13a durch Zusammen-
riicken der Ecken ¢ und 2.

2) Das Diagramm dieses }}"=j,‘~'1."["f"-“ kann auch aus Fig. 15
durch erhalten werden, dass d mit b, ¢ mit g zusammenfilli S, Fieg, 21

3) Das Diagramm entsteht auch aus Fig. 15a durch Zusammen-

riicken von f und (.

4) Das Diagramm Fie. 24 entsteht aus i, 18a d
"‘n’iHH'IlE‘H“I.”L‘I] vOoI1u 1, .-‘}: I1I||I i i"j:. 1,:‘1 1l AUSs f‘1i'_:_ [-:_:E. =]IL.".'i= :’{"".I'I-.:::" - |
fallen von ¢ und %, d. h. dasselbe sinoulire ]’ul_u'ln[ wird als Grenz-

fall der Typen zweier allomorpher allgemeiner Polytope erhalten, 5
ebenso wie ein singulires Polyeder aus 2 verschiedenen alleemeinen i
PH.'}'I'{]L'FII .‘I]II_‘_'Ii'[l'Iltt"[ werden k:in][, 1'lfyr‘:__n], die :-;.-|,i||”|,..-..l i

0) Fig. 25 entsteht aus Fig. 16a durch Zusammenriicken vor |
a und b, |

6) Dieses Polytop kann sowohl als FI iiber p', (Fig. 17a) wie 1
als P iiber Ps | Fio, 17 b) betrachtet werden. | ]

7) Fig. 26 entsteht aus Fig. 18a durch Zusammenriicken der
Eicken f und g¢. |

8) Ob sich durch Variation der Grenzkorper dieses Polytopes nocl
ein singulires Gebilde ergeben kiénne, konnte nicht entschieden werden
Es wire immerhin nicht unmoglich, dass die vorstehende Tabelle noch
Liicken aufweist.

Zmm Schlusse verweisen wir noch auf eine besondere Klasse el

tacher Polytope. Es war bereits erwiihnt, dass im [v, iiber emnem |
Ha——i"]-ﬁi_‘il“i_'_:'l'll l]“t}'u‘m] nur ei1n bestimmtes Prisma I existirt, welches '

stets ein allgemeines Polyeder ist; die Prismen P in K, sind jedoch
allgemein oder singulir, je nachdem ihr Basispolyeder pnu ein allge

meines oder singulires Polyeder ist, und es existiren allgemein J;
allomorphe Ppn ebensoviel, wie alloemeine allomorphe Polyeder py. il
Dabel war immer vorausgesetzt, dass Grund- und Deckpolyede |
isomorph sind. Es liegt nun die Frage nahe, welcher Art diejeniges |
I’n|:-,'lf.r1u,' sind, die, wie die Pn gebaut, als Grund- und |h_-u'-'-;]{-"-l'_|-v;'
2 allomorphe Typen der pn (von gleicher Fliachenzahl n) besitzen. In |
der Note (s. am Ende) ist bemerkt worden, dass jedes allgemeine p !
aus jedem andern durch eine gewisse Zahl m von Kreuzungen erhalten !

|
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werden kann., Verfolgen wir diesen Prozess 1m Diagramm eines all-
gemeinen Pn und uljmhuu dann einen diesbeziiglichen Satz aus. Aus
u.lvm Polyeder p. (Fig. 27a) z. B. entsteht durch einmal l“’E Kreuzung
(m==1) der Flichen « und § das Polyeder ;7‘. (Fig. 27b.) Es sel
zuniichst, den fritheren Angaben gemiiss, ein F_ liber p. konstruirt.

Die Seitenpolyeder gind, laut Fi;_: 97 a. eln se L}lh'*l"lti”“"w Prisma [ ¥ 2 uhd ]
drei fiinfseitige Prismen (8§ yy'l, |00 und drei dreiseitige
Prismen [ ce’l. lr £ | [':'_*| wr_ﬂ_w wir die Prismen nur mit ihrer

Grund- und Deckfliche bezeichnen. Wir projiciren das Polytop in das
sechsseitice Prisma, und lassen nun in dem Deckpolyeder des Dia-
oramms zuniichst die beiden Ecken ¢ und 4 zusammenriicken. (Fig. 28a.)
Dann bleiben die dreiseitigen Prismen erhalten; das fiinfseitige Prisma
(881 wird ein ebensolches; an Stelle der beiden fiinfseitigen Prismen
(v und [dJ‘] erscheinen aber 2 obeliskartige Korper, bei denen
die Flichen o und y Fiinfecke, die oberen Iléchen 0‘ und ' aber
Vierecke sind. Trennen wir nun die Flichen 0‘ und 4’ in ihrer ge-
meinsamen Ecke von einander und verbinden dann diese freien Ecken
I'l.'lt'l_'|| eine Kante ¢d, so haben wir als Deckkorper im Diagramm
das Polyeder p.‘ erhalten. Die 4 (xeraden ae, ad, be, bd im Diagramm

repriisentiren dann ein Tetraeder und das nunmehr erhaltene Polytop,

bez. dessen Diagramm Fig. 28b wird von den folgenden Polyedern
sebildet: den dreiseitigen Prismen [LC‘] und iaeJ, dem Obelisken

« '], (unten ein 3-eck, oben ein 4-eck), den Obelisken [y#‘| und
1} tﬁ'i. ( INten |= l.'il] -”J-l.'t'[{. oben Ltu --1--th1~.. , tlL‘I]J rrlf'tl'ﬂ.ﬁ-_'-llli"l‘ L 1"1 ( I_E] lllld
schliesslich von dem, bei dem ganzen Prozesse unberiihrt gebliebenen
Umhiillungspolyeder, welches ein 6-seitiges Prisma ist. Durch ein-
malige Kreuzung ist also ein Diagramm entstanden, welches ein
Polyeder, nimlich das Tetraeder, mehr enthiilt, als vorher das Diagramm
des Prisma P,. ¥s wird geniigen, diese Konstruktion emnes neuen
Diagramms aus dem gegebenen mittels einer einzigen Kreuzung durch-
gefiihrt zu haben, um die Richtigkeit des Satzes einzusehen: , Ein
singulires) Polytop, welches, avnalog einem Prisma Pp einen Grund-
und Deckkorper besitzt, welche aber allomorphe Typen pn mut der
morphologischen Distanz m sind, wird iiberdies von n—-m Seiten-
korpern begrenzt, von denen m Tetraeder sind, unter den n ibrigen
sich aber neben ev. Prismen noch eine gewisse Anzahl obeliskartiger
singulirer Polyeder befinden.* Da die Zahl der Ecken nach der
Kreuzung dieselbe ist, wie vorher, so ist fiir das skizzirte neue Polytop
¢ = 2 (2n —4). Die Zahl der Kanten ist k = 2(3n — 6) 4+ (2n—4)—+42m,
wobei der erste Term die Kanten der Grundkorper enthilt, der zweite
die zuniichst vorhandenen Verbindungskanten der Ecken von Grund-
und Deckkorper, der dritte aber die bei der Kreuzung hinzuge-
kommenen Kanten; und zwar ergiebt jedes entstehende Tetraeder 2
neue Kanten, da die andern beiden schon im zweiten Term gezihlt sind.
Die Zahl der Flichen ergiebt sich ebensoleicht zu f= 2n—+3n— 6 4 3m.

Wir unterlassen, ausfiibrlich auf weitere Klassen von Polytopen
einzngehen, welche z. B. ebenfalls aus den Pn, dadurch entstehen,
dass eins der Grundpolyeder singulir wird, oder auf solche, welche

4
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als Grund- und Deckkorper reciproke Polyeder besitzen., Jedenfalls
wird ersichtlich, dass der Reichthum an Gestalten in [t, weit be-
deutender 1st, wie in f,. Ueberdies sind im vorstehenden weltere
Konstruktionen angegeben, vermittels deren neue Typen singul

Il
Polytope aus allgemeinen abgeleitet werden kinnen.SS)

3 ©. Die regularen Polytope.

Unter einem reguliiren Polytop in ,u"'."l 1st ein solches zu ver-
stehen, welches wvon reguliren Polyedern derselben Art so beorenzi
wird, dass in jeder Ecke und ebenso in jeder Kante gleichviel solcher
Norper zusammenstossen. Mit der Aufstellung dieser Gebilde habes
Hit‘]l riru- Hr'nll* .‘\I:I“]t‘]tiéif”{f't‘ 1';1.~T Z1 L:l'-'fl_'lll*]' Z-I':lr I'I'l"'-l'ij'tlhi_'[.
sind, zum Theil auf verschiedenen Wegen, zu denselben Resultaten
langt.®”) Stringham®) gab 1880 die erste vollstindice Behandlu

des Problemes der reguliren n-dimensionalen Gebilde. nachdem Hoppe®)

I879 und Scheffler?) 1880 die ersten Schritte oethan und den-

jenigen Polytopen eine Untersuchung cewidmet hatten., welche uns in
§ 1 und 2 beschiftigt haben. Mit ebendiesen Gebilden befasst sicl
|

auch K. Rudel in seiner schon &fters citirten Schrift ™), wie er auch

i

weiter zu verfolgen. Vollstindige, wie schon bemerkt. manniofach in

1“1_‘ i'l]rl'I;'__'l't_'Il ‘:I.- ]'.‘l.‘_tfl][.fil't_‘jj. l’i'}].ﬁ.'h}iu_' :L]'..*_:_iJ_.‘le_, thu' |ii+' ]|§||l'| :I

der Methode von einander abweichende Untersuchungen simmtlicher
6 reguliren Gebilde im ebenen R, gaben sodann Hoppe™), Forch

%) Erwiihnenswerth ist noch folgende Diagrammkonstruktion. Fin al
meines Polyeder p, und sein reciprokes Trigonalpolyeder pt befinden sich so0 in
elnander, dass jede Ecke des zweiten hinter der ihr entsprechenden Fliche des
ersten liegt. Fiir p, ist e =2n |

4, k=38n —6, fir p’ abere=mn, k=3n—86.
f=2n—4, Verbinden wir die Endpunkte jeder Kante von p. mt den End-
punkten der ihr entsprechenden Kante von p !, so entstehen: 1) iiher ieder
Fliche von p. eine mehrseitice Pyramide mit der opitze 1n der dieser Fliche
entsprechenden Eeke von pt, 2) iiber jedem Dreieck von pt elne dreiseitice

Pyramide mit der Spitze in der bez. Fecke von Pun, 9) soviel keilformie einge-

L]

Hi?ilhht'!i'.’ ’lll_'TZI‘tl-l'l.lt.'l‘, ilIh |.:i]1t']‘ I]ul' ]{l"ﬁl'pt‘t' P IHI:_‘I‘ 2 ]{:1||1'|']|
fir das Diagramm p=6n—8. Weitere Ueberlegung ergiebt: ¢ = 3n — 4

1at, Es ist also

k=12n— 24, f= 15n— 28, Fiir den einfachsten Fall, wo pu ein Tetraeder
ist, ergiebt sich das T-Polytop (8, 24, 32, 16), Fig. 29, welches. wie schon hie:

-
P 5

|
=

") 8. auch die historische Uebersicht bei Schlegela, a. O, 8.7 (5. Anm. 29

L m———

bemerkt sein mag, reciprok ist zu Fi

der Einl.) sowie ebenders. .. Theorie .+« 8L (8. § o, Anm. b0) 8. 452 bhis 456

") ,Regular Figures in n-dimensional Space.* American Jonrn, of Math,

"..'I!L l”, 1? 1- ]—L

"1y 8. Anm, 45 zu § 2. Abhdle a).
") Die polydimensionalen Grossen ete. S. Anm. 52 zu S 4

") Rudel, Vom Korper hoherer Dimension, Progr., Kaiserslautern 1882

") Hoppe, Regelmissige linear begrenzte Figuren von 4 Dimensionen.
][n’l]rl:‘.*-: Arch. LXVII. 29 ]Rﬁl]

——
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hammer?®), Schlegel®), Puchta?’), Biermann®) u. A,, wobel die
Puchtaschen Arbeiten besonders dadurch interessant sind, dass die
Resultate auf dem Wege der analytischen (Geometrie gewonnen werden,
s ist also ersichtlich, dass es nur unsre Aufgabe sein kann, 1im
folgenden die Resultate, und den Gedankengang der zu ihnen gefiihrt
hat, in iibersichtlicher und zusammenfassender Weise zu rekapituliren,
md  werder wir uns (wenn auch durchgingig in anderen, unserem
friitheren angepassten Bezeichnungen) hierbeil zunéchst an die Abhand-
iermann, Hoppe und Schlegel anschliessen, 1m weiteren
Verlauf uns aber der von Puchta angegebenen Methoden bedienen.
Wir filhren folgende Bezeichnungen ein. Es sei ke(?) die Zahl
der Kanten in einer Ecke eines i-dimensionalen reguliren Gebildes,
also fel(”) 2. Die Anzahlen der Flichen in einer Ecke resp. Kante
des reculiiren ¢-dimensionalen Gebildes seien fe(?) und 7k(?), somit
(") 2, und ferner seien pe(d), pk(4), H;.'{”. die Anzahlen der
Polyeder in einer Ecke, Kante und Fliche desselben, also nach friihe-

i <k )

rem p,(*) 2. — e(t), k(). .””* },c_i; seten endlich die Anzahlen der
an dem reguliiren Gebilde 1m ¢-dimensionalen Raume im ganzen auf-
tretenden ]':i'|:|-||. i*-::mlm., 1"!.-:'ir|11'|| und 1-’(}]}'1'?(1{'1'.“'r'.} Fll! Li.i{'- L{I'Ei-
imensionalen reguliren Polyeder gelten dann bekanntlich neben der

tuler'schen Gleichung o(®) — k(*) + 7(°) == 2 noch die Beziehungen:

. e(?) (V). - 1°) )
_.'J-' y _.I'I_'I' J I||. .I I

welche iibrigens leicht zu bewelsen sind. KEs handelt sich zunichst
larum, #dhnliche in'lr-i1'h:||'|_|_;|~|| fiir die l‘IJ1"]PI'I‘.L']IE.'IJ.i]f‘H Anzahlen beir den
reguliren Polytopen abzuleiten, Das Wort ,regulir® unterdriicken
¥ 1immer 1m |'||!u'--|1'li']| als m‘“]r-.i‘-.'t*.!‘hf.:illluit:].l. S

In jeder HKcke emes Polytops haben wir ;r,-{lﬁ Polyeder, also

giibe es 1 den e(") Ecken pe(’). e(®) Polyeder, wenn nicht jedes in
seinen  ¢(”") Kcken gezihlt wire. Die wahre Anzahl der Polyeder
1531 |:'i|;I
v ol =), o(*)
i fFEN S 1

il | —

{ o(?) ' eem e )
[n jeder Ecke des Polytopes stossen nun E,{.{‘}, fe(’) Flichen zusammen;

lenn in einem Polyeder haben wir in dieser Bcke bereits f¢(®) Flichen,
50 1In den pe(*) in dieser FHcke befindlichen Polyedern Ii'lr*{dlL fﬁ’:a)
f'lichen; somit in allen ¢(*) Ecken j”,-{"_}_ fe(®). e(*) Fliachen. Nun

ken sich aber die Flichen paarweise, und iiberdies ist jede in

) Forechhammer, Priver paa geometri med fire dimensioner, Zeuthen
(4), ¥V, 157 (1881).
W) Behlegel, Theorie ete, . . . (8. § 3 Anm,. 60) 1883,
") Puchta, Analytische Bestimmung der regelmissigen convexen Korper
im Raume von 4 Dimensionen etec. Wien, Ber, LXXXIX (1884),
) Bilermann, Ueber die regelmissigen XKorper hoherer Dimension
Ebendas. Bd, XC (1884),

) Fiir die Polytope lassen wir die Indices i =4 spiiter wieder weg,
4%
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thren ¢(°) Ecken gezihlt, also ist die wirkliche Anzahl der Flichen.
des l’:.:]}'TL’:[JU:ﬁ: J
i pe(®). fe®). o
1C°) == s : )
2 . e(")
Diese (xleichung lisst sich noch veremfachen, Aus I) folof |
d. h, es wird:
VR v sl o G e s ST |
Sy Er'f:] , OO0€er mait ._.Ilr_‘i'.|'llh|L 1 )¢ 1t
Jr.(” 1.1{1?:;;.{_1'.1 5
Fassen Wir eine lil'.‘r[iiﬂtl'lh‘ Ficke des li“'.ﬁ*'“'[‘“f‘ Ins Ance. tref
daselbst 1n elnem Polyeder ke(*) Kanten zusammen, 1n den pe(*) dor
]It’*ii]ii“ifll!&l] ]JUEI"-":'IIL‘I”H also f;,'l_:i'.r'-.',-{'h und 11 allen }'_fi-?a-._-_l_ l Poly
topes somit JM:[:l' ke(”) . e(*) Kanten. Dies wiire die wahre Anzahl d.
Kanten des Polytopes, wenn nicht jede zunichst pk(*)-mal geziihlt wiire
néimiich eben in jedem der durch die Kante gehenden pk(*) Polyedern,
und iliberdies noch doppelt, nimlich in den beiden f"jllzl'l|-‘.i:!i1.'.-_-l!_- alsi
E.-i L“P l‘ii:‘}]t.l_‘__,"ﬂ Z;L]I! i_].l".'t' I{HEIIL"H Iil'.‘* I'il]l‘-,'[n_:'}':--:a:
E(*) pe(®) . ke®) . e(*)
2. pk’)
Mit Hilfe der *.Ht:il.‘hllltl__r 1) t‘l‘l'_:I*.-iu’:r sich hieraus
f.-:,{'-] ’f'.'-"-rkr}.fﬂi-t-'l-r_i'-zj r.flr'[:'t-j'l-l'-':;' i
) | ' 2 I|,Iul.f,-lll P, F.;Ll":l I
da k. (%) fe(®) ist. Mit Benutzung der Gleichuneen I) erhalten i
schliesslich: - :'
e — 52 pl) 3)
pk () -
Wir haben hierdurch die rissen ¢, [, f fiir die reguliren Poly-
tope ausgedriickt durch die Zah] p der H1w_-ﬁ;.»:pu!}'&dui‘. Es lige nun-
mehr nahe, diese letzte Grisse p dadurch zu bestimmen, dass wir dic
Werthe fiir e, Kk, ..f1 in die noch t.“-“:[H_JI'Ji]l]t- (Gleichung ¢ —-e"f-'—|__f'-— 7 U
einfiihrten, ein Verfahren, welches be analoger Bestimmung der mig-
lichen T'ypen reguliirer Polyeder in A, zum Ziele fiihrt, Hier aber
zeigt sich, dass p aus der Gleichung herausfiillt, und, da es nichi |
Null sein kann. so folgt, dass fiir endliche Werthe von p, und solche |
sollen nur in Frage kommen, der andere Faktor Null zu setzen 1st ||j
d. h. zwischen den Grossen, von welchen wir ¢, 7 f laut Gleichungen
1), 2), 3) mit abhiingig gemacht haben. besteht die Gleichung: 1
AT SO e D : |
Hierbei ist, ebenso wie in den Gleichungen 1)—3) sicher nf() =2, 1'
}'frill} S 0 ¢ j'?t.'{.l}::" 4, aber auch ;Jj.-{”c;:i'_i, da, wie wir bereits friihe: ‘
bewiesen haben, nicht in Jeder Kante eines Polytopes 6 und mehr ::’
Polyeder liegen kénnen, hier aber, da in jeder Kante gleichviel sich }
befinden sollen, schon j:k{"_} 6 unmoglich ist. f
{




Nun sind als Grenzpolyeder der reguliren Polytope nur die 5

ceouliren Polveder — Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder, Hexaeder,
Dodekaeder — verfiighar, und zwar ist fiir sie in der angegebenen

Reihenfoloe: _ 5
) =4, 6, 12, 8, 20; k() = 6, 12, 30, 12, 30; f(*) =4, 8, 20, 6, 12.

Suchen wir nun, mit Benutzung der eben angefithrten Zahlen,
liejenicen mowolichen Liosungen der (leichung 4) (unter Beriick-

it - = X
ichticune der hinter dieser G1. 4) angefiihrten Bedingungen,) welche
itive, ecanzzahlice, endliche Werthe wvon -pr_-{_"} zulassen, so finden

' .ii.- 1\1'-.'!".5--' f]r*l' I']|;_;_J1_-]1:_1|__=[] r_r.'liJL'?Hl':

Tetraeder. | Okt. | Tkos. | Hexaeder. | Dodekaeder.,
AL 2 a2 2 2 A e 7 e ) s B
k(D] 3| 4| 5 3 3 S By 8rE 2
~e®| 4| 8l2o0l 6| 12 | 4| 8{20] 4| 8|20

Hiernach erscheint es also, als existirten 1n Hl elf reguliire
Polytope. Zuniichst muss bemerkt werden, dass die vorstehende
Diskussion von Anfang an, ebenso wie dies fiir die analogen Be-
trachtuneen der i'-w‘:_x'w].-.*]' n fv, gut, nur cezelgt hat, dass i'lhq?.l']l:lul'rt
Polytope mit den gefundenen Amnzahlen existiren konnen; es bleibl
ber weiter noch der Beweis zu fithren, dass sie auch regulir sein
en, und dieser Bewels muss ebenso, wie dies von den reguliren

Polyedern her bekannt ist, auch geometrisch, d. h. mittels Be-

trachtung von Maassverhiiltnissen, gefiihrt werden. s wird sich iiber-
lles sofort ergeben, dass 5 der eben erhaltenen Polytope wieder aus-
heiden sind. Ueber die Anzahlen der e, %k, {f konnten wir zudem

ogeblieben ist. Wenden wir uns

uniichst zur Untersuchung, welche von den genannten 11 Fillen mog-
lich sind,  Wir konnen hierzu die Anzahl der Polyeder betrachten,

noch nichts aussagen, da P unbekannt

welche sich an einer Kante des Polytopes befinden, wie Biermann ver-
Falirt oder die mdoglichen Anzahlen der um eine Ecke li:_'lr_;'F-l'ldEl!
s M ches H Oppe Fil‘lHE]lmH't- Bleiben

olyeder bestimmen, ein Verfahren, we
wir beim letzteren stehen, und erliintern es zunZchst durch die Be-
stimmung der moglichen reguliiven Polyeder im K,. Denken wir uns
emn solches mit einer Eeke in eine Ebene gelegt, so muss, da es en
convexes (rebilde ist, das ganze Polyeder sich auf einer Seite dieser
tibene befinden konnen; d. h. wenn in dieser Ecke « regulire p-ecke
vorkommen, so muss, da der Winkel im reguliren convexen wu-eck
(2 1 t): i Rechte betriigt, e (2 — 4): 1 Rechte kleiner sein, als 4 R.,
da 4 Rechte bereits die Winkelsumme um einen Punkt der Ebene ist.
Soll, dem gesagten analog, ein ,,convexes* Polytop vorhanden sein, so
muss, falls wir dasselbe mit einer Ecke in einen Raum legen, das
ganze Polytop auf eine Seite dieses Raumes gelegt werden kénnen.
Die kiorperlichen Ecken um einen Punkt des Raumes herum betragen
aber 8 K, wo unter £ die korperliche Ecke zu verstehen ist, welche

von o zu emander senkrechten Ebenen gebildet wird. Liegen also




nd

an emmer Ecke des Polytops pe(") Polyeder, und betriot die kKorper- !
liche Ecke in elmem l.[*.‘l'.‘*l‘:”ll']! Lo [_1__1'1_'1111_%:-1-*11 mit dem Maasse ).
darft J,.,{"J.”- den Werth 8 R wnicht erreichen, weil t du

S0nst

Polyeder in einen Raum KR, fielen, also nicht in die R, hinaustriiten. |
Nun hat fiir die reguliren Polyeder w die foloenden Werthe:
fiir das Tetraeder: w = 0,85096 . . A.
s 4y Oktaeder: w = U.86539 . . R
‘e s ”ie_ir;n'_‘lfr’l‘: i) = I,HTT'_}“ " a'ff.
'y 'y ”L‘I{:U*l!t.‘i': L I, I
Dodekaeder: o |,88550 . . R.
Untersuchen wir nun. welche Werthe pel”) der fritheren Tabell

oL _ c el

Jetzt noch zulissig sind. dass pel”) . w < 8 R bleibt, +
nur die 6 Fille, wo in einer Heke i, 8, 20 Tetraeder, 6 Oktaed
L Hexaeder, und 4 Dodekaeder liegen. Wir wollen diese 6 T |

kurz mit K ; bezelchnen, wo ; die spiater zu beweisende Zahl de
1.1'1't_'!1j—’.]n'r?_".'l'11!']' ih!'[. ]}it_' 3 I*r_i]j.'[rlllt* r«il]il c]:itm le Ill-t' enanntcen t».l
olge: No- Koo Koo ' iy K,o0- Es bleibt nun noch iibri
die Anzahlen der Grenzgebilde dieser Polytope zu bestimmen, und
nachzuweisen, dass sie in der Tha regulir sind. Zur Losung d
ersten Aufgabe haben wir, wie dies auch In § 4 geschehen

)

)
LAl %

Diagramme der Polytope zu konstruiren, und dies kann auf m incherle

Weise geschehen. Verfahren wir gemiass § 4, so haben wir

hiillungspolyeder des Diagramms. welches hier ein, ein
1somorphes Polyeder ist, in ebensolche

em reguls
Z1 ;fin-t'.!r“_::'lj .F'u.'!l'-.'t-zl'."'

so dass 1N _jt_‘l.l{'!' Kcke und I]-l"l._!l:_‘f hante I,;=‘ _L.‘lr'h'h*.'inf Polyeder
handen sind. — Wir kénnen aber auch umgekehrt um ein Polvede:
jede Kante, be:
Iit’;rtit_‘ Eecke lmimer u'[-'iL‘h\.'il:] 'I{l'.-ri‘l't*t' erhiillt — bis die aussen bleitbend

neue solange gruppiren — immer beachtend, dass

I.i't'lftll'{']]:-'if'lll.lt' Uberfliche wieder dasselbe }-,,1}.1_,4,_:. wird. Oder abe:
schliesslich kiénnen wir auch. statt von emem innersten Polyeder aus-
EIIHE‘]H.-IL, *.Ht* I{|'11'l|:_*t' lm t'iIIL‘It ['H[Ji{[’ _3_1*|g!|1;ig~,-]j_ [1“.1 ]l solan
i'{}:l"[.-_cr’[;-:r:i!, bis sich das {-lll::l_lihll'* hl'}J]ii'.‘H.‘*{.. Es sind von den Vel
schiedenen Autoren auch diese verschiedenen Verfahren in der That
gehandhabt worden. Hoppe gruppirt zur Erzeugung der Diagramme
von Ky Ko K. die Polyeder um einen Punkt herum: zur Er-
Zeugung  von h-g:q A f\-”“ aber um ein Polyeder. Strin:

o ham i

gruppirt in allen Fiillen. ausgenommen bei1 A, ., Wwo er von einem g
Dodekaeder ausgeht, die Polyeder um einen Punkt. Schlegel end-

lich konstruirt die Diagramme auf ganz originelle Weise durch Zer-
legung des L'm}u'ililza.gﬁlu_}}}-m!t,l.H b ain i Fellas weho- vab isomorphen |
].{.L-ll-l.lt'l"!l. 1“.'1_‘.1](1&![ ‘WiI' uns zu ‘[,-“ 'L'EH':’.L’]HUH J_aU:}.“I]”.:I. vOon -'i-"::l'z: ;
wir die pi;';jl‘ll‘]m]'y“ niher T_-.llji.'[,_”-{_.l,“.Hn:l |

1) In einer Ecke hegen 4, in einer Kante 3 Tetraeder. Das {
Diagrammm dieses’ Polytops K, ist das, schon wiederholt besprochene, !
in Fig, 8. dargestellte, und es ist ¢ 9, A 10, 1 10, » d. |

|

%) Die Figuren 80—32, Tafel 1II. sind mit glitiger Erlaubniss des Hen :
Prof, Dr, Schlegel aus seinen bez. Arbeiten heriibergenommen, *
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9) Liegen in einer Ecke 8, in einer Kante 4 Tetraeder, so er-

siebt sich das Polytop K,, mit dem Diagramm Fig. 29 (s. d. Anm, 55
n § 4). KEs 1st e 8, k 24, f 32, p 16, Wir kommen

piter auf dieses Gebilde zuriick.

3) In einer Hcke liegen 20, in einer Kante 5 Tetraeder. Wir
verweisen bez. dieses c-mn];[ivirtm-'t'vn reculiiren Polytopes K ,,, auf das
Werk von Schlegel (a. a. 0. S. 406—420). Ks 1st e 120,
{ al), .’I ]:...}““. L l"rﬂ[.', |

Das Polytop K,, enthilt in jeder Kcke 6, 1n jeder Kante
3 UOktaeder Setzen ‘-.'u'i]' .'1.I_1|L _jl_'ti:;-.l-' L“‘L'iL‘L’-]{ E'-EH{":-J It_{qfll:J_"ig}}i.‘llL‘Il Okta-
ders A ein weiteres Oktaeder, so diirfen an einer Kante von A 1m-
mer nur 3 Oktaeder liegen, d. h. jedes der aufgesetzten 8 Oktaeder
nuss mit jedem der 3 benachbarten von den neu hinzugekommenen

s 5 . i ) o |
ein Dreileck cemem haben. Der erhaltene HL':.H'Li.ulmi|~:nl'I-“:[‘ B wird

o von folgenden Aussenflichen besrenzt: 8 Dreiecken der #usseren
Oktaeder, welche in diesen je einer Fliche von A gegeniiberlegen,
id von 6 . 4 Dreiecken, welche die vierseitigen, pyramidenartigen
verbleibenden Hohlriume in den Ecken von A begrenzen. (Denn 11
eder Ecke fehlt noch ein Oktaeder, weil daselbst 6 zusammenkommen
niissen.) Die Oberfliche von B hat also 32 Dreiecke. Setzen wir
n die erwilhnten 6 pyramidenartigen Hohlriume 6 weitere Oktaeder,

o verschwinden die 6 . 4 Dreiecke im Innern, und es treten dafiir
b 4 andere ]lr'--i-_-r_'ﬂcu_- aut, so ti:lr.- 1“+_=. ;*5.1[55{+]1jifj|;'_'.}_1r_: 1_1:?:-_1 ]illl]!llul]'l‘ ent-

' wiederum 32 Dreiecke enthiilt, und, wie man
leicht sieht, mit der wvon /B iibereinstimmt. KXKonstruirt man iiber

iy L
] |

diesen 32 Fliichen riickwiirts 8 Oktaeder (von jedem liegen in dieser

standenen H-”-l'|:'-|'.~ (

Oberfliiche (' vier Dreiecke, in der Anordnung etwa wie Figur 10U
ot), von denen _it'lll'=' mit Ii"I]I'Hl der 3 benachbarten eine H'liche ora-
mein hat, so bleiben in Summa wvon diesen 8 Oktaedern noch 8 Fli-
hen iibrig, welche durch ein letztes Oktaeder in Anspruch genommen
werden. Es ist also p = 24, und somit1%?) (schon nach den Formeln

24k — 96, ¥ — 986.

1 T i ——

5) Das Polytop K., in einer Ecke 4, in einer Kante 3 Hexa-
eder, 1st das wiederholt besprochene, dessen Diagramm Fig. 5 zeigt.

16, / 32, f 24, » 8.) Fig. Ha (Tafel IIT) zeigt die
Projektion dieses Polytopes auf die Ebene nach der bel Stringham
sich befindenden Figur. Die Eckenzahlen sind dieselben wie in Fig. 5.

6) In dem letzten I’u]_\-‘t'nlu' fu'[,_,” lil'j__f{:ll in jeder Ecke 4, 1n jﬁullﬂ‘
Khante 3 Dodekaeder, und es 18t ¢ ””“, Ji 2 120{1, f TE“,
120, Wir miissen uns auch hier versagen, eine ausfiihrliche
Darstellung der Ableitung des Diagramms zu geben, und wollen nur
bei dieser Gelegenheit auf die Schlegel’schen Projektions-Modelle kurz
zu sprechen kommen, Das Princip derselben besteht darin, das Ia-
ramm  des Polytopes successive von Aussen nach Innen in einzelne

W) Hiernach ist die irrthiimliche Konstruktion beli Hoppe zu berichtigen.
S, auch Schlegel (Homog, Raunmgeb. 8. 420).
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Kérperschichten zu zerlegen%?) und den jeweils iibrighleibenden Kern
als physischen Korper (Pappmodell) darzustellen. 193y Die dnsserste Um-
hiillung des Diagrammes von K5, ist natiirlich eine Dodekaederober-
fliiche, welche von den Aussenflichen der ersten, aus 12 Dodekaedern
bestehenden Schicht gebildet wird, Lassen wir diese 19 Dodekaeder
weg, so zeigt der iibrigbleibende Kern die Ansicht der Figur (des
.?‘-Iutlr'”l:.ﬂ} a0 (s, Tafel ”ll Die alussere ”'}u:l‘r|fr'l']n_* der zwelten Schicht
besitzt somit 72 Fiinfecke., T.&sen wir nun die aus 32 Dodekaeder
lll‘rf!']]“[IltL‘ '.-ﬂ".'n‘fh* HL’]]i[fhr ]L’arn" =0 ||]+'i]ll als neuer I{i']"l? L| ';I-'i..-:-l*.'.

wie es Figur 31 zeigt. Die #Hussere Oberfliche desselben besitzt 132

Fiinfecke. Losen wir welter hiervon eine dritte. ans 12 Dodekaedern

bestehende Schicht ab, so bleibt der hern iibric, wie ihn Figur 39
illli"-t"-l'_,"i: die Oberfliche desselben besitzt wieder 132 Hiinfecke und
bildet die Aussenfliiche einer vierten Schicht. Diese vierte Schichi
besteht, wie die zwelte Schicht, aus 32 Dodekaedern Thre LT Er
Grenzoberfliche enthilt nur noch 12 Fiinfecke und es bleibt also nu
das

elzte Ihnll‘lfen'*ltl‘ LI I!llH'!'H :1I*.~_~ ]]'iu'__:'t‘.'lllmzl‘.-i :rli.:;;f'.i!}:l.-.f:l-__'-:
Rechnet man das l'm}:il]ln|1'_r.~»]:r_r]yu:im: wie nothie, mit hinzu. so er
giebt sich in Summa die obengenannte Zahl von Dodekaedern. 104)
Kis 1st nun noch nachzuweisen. dass dje behandelten Polytop:
regulire sind, denn die bisherigen Betrachtungen ergaben nur, dass in
Iir.wli'l‘ Kcke, bez. _i:']r'I' Kante -IL_[']J‘[I-'JL‘~'.;": solcher ]’.'.!.a;t-;]--r

o | i M TINNET] =
.r!l.alllll 1

trafen, die mit den 5 reguliiren Polyedern isomorph sind. Riumliche
Diagramme (,,Zellgewebe’’) dieser Art nennt eben Schi. ael | homoge:
:"-U:'ELHJlllt'*li;‘i'.‘*t'I‘:{El* H:IHHi'._'""|r”l.]1"". I]'I'!I !;'w w1_‘i~- |i|']' Hd':w:.ll_-ﬂ-_-i;_- keit be

sagter Polytope finden wir bei Puchta a. a. O.. insofern dieser die
i';t_‘llililf' mittels ."1[11!.}_‘»"[i:::h—_=_f|'Ut]h-'TJ'in'ht*r‘ Methoden ableitet. Wir be-
e Polytope K.
und K. anzufithren. Das Coordinatensystem sei wie in '
gesetzt. Dann erhalten wir das bekannte Polytop K., wenn wir z, B
fiir die 16 Ecken die folgenden Coordinatenwerthe nehmen:

& =1 =y, T 14 2 i PR NS RET

schrinken uns darauf, die betr. Untersuchung fiir

v O'allS-

=}

o

Wir bekommen in Summa 8 Wiirfel. Fiir einen ersten, im Raum:
! —E— 1 f__it_‘!i"_'__:_‘t‘lﬂ‘rh haben l“l‘ & .I‘:r]{m*fl !“l' [_lii'll..rl‘-“]tlth‘tl:

xI - % i/ -~ 1, ’ e 1 - 1 . )
Seine Kantenlinge ist gleich 2. Die 7 anderen Wiirfel sind diesem

1

kongruent, und, wie die Kinsetzung der Coordinatenwerthe erciebt.
liegen siimmtliche Ecken des Polytopes in dem Kugelraume:

.ir'f—‘—rr;f—’—:"'—’—f"' R 2, 8, A LTI

'"*) Die Diagramme sind aueh in sehr instruktiver Weise von Schlegel
als Drahtnetze der Kanten hergestellt worden, (8. den Kataloe der Brill-
schen Verlagsanstalt. S, 87.)
") Lassen wir in der Ebene im Diagramm z. B. des Dodekaeders (Fig. 1) die
0 |‘1i'IHI'!'I‘I1.'1_' 7, 8. 9, 10, 11 als erste Sehieht wWegr, So bleibt ein 10-eckiger Ken
Ubrig; eine weitere Ablosung von Fiinfecken hinterlisst nur das imnerste Fiinfeck 1.
") Das gesagte kann natiirlich nur zn einiger Erlinterunge der Modell

dienen. Die ausfithrliche Ableitung s, Schlegel a. a. (). 8. 424 —430.

I | e
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d. L. oleichweit vom Coordinatenanfang entfernt. Damit ist bewiesen,
dass das ].:lf'll"'-"lllll I't'_'__ﬂt]ilil‘ 1st, —

Wir betrachten nun das von 16 Tetraedern gebildete Polytop K,
mit 8 Ecken., indem wir, der Kiirze wegen, nur das Resultat angeben;
denn es kann nur unsere Aufoabe sein, auf die Arbeit von Puchta
hinzuweisen. Von einem ersten Tetraeder ausgehend, dessen Ecken
in 4 der Ecken des Wiirfels 6) i bekannter Weise liegen, berechnet
Puchta successive die weiteren Ecken der an dieses erste grenzenden

Tetraeder. und findet fiir die Ecken 1, 2, 8 . ... . 8 des PU]}'{ZG}}F

,]]',. foloendaen 1".\.11']'er' der ';.1-:|rj:|1‘i1i|]i|'[1_'[;| e l‘j_. 2y e

Pupkt1): 41, +1,+ 1, + 1. Punkt2): 4 1, — 1, — 1, + 1.
Punkt3): — 1, — 1, - 1, 1. Punkt 4): — 1, —|— 1, — 1, 4+ 1.
Punkt 5): 41, -~ 1, — 1, — 1. Punkt6): + 1, — 1, -+ 1, — 1.
Pankt 7): — 1, 41,4+ 1, — 1. Punkt8): — 1, — 1, — 1, — 1.

Die 16 Tetraeder sind: (Vergl. hierzu Kig. 29):

1 2 8 4 1 2.3 8, 1 2 4 b, 129806,
[0S e T L 8.8 7. Y T S
2 3 4 8 2 3 6 B, 2.4 B, B, 2.9 6 8,
3 4 7 8, B B a8 k0, B b

Fls ldsst sich durch Rechnung leicht zeigen, dass jede Kante die
Linge 2 V2 hat und siimmtliche Ecken liegen in dem Kugelraum 7),
wie sich durch Einsetzen der Coordinaten sofort [51';;'111*}It_]'-'f’} — I

o

derselben Weise zeigt Puchta die Regelmissigkeit aller iibrigen
Polytope, Wir fiigen zum Schlusse zur Uebersicht iiber die Zahl der
(Grenzeebilde und iiber die Anzahl der 1n einer lcke. und Kante
iecenden Kanten, Flichen und Polyeder noch die folgende Tabelle

bei, deren vorletzte und letzte Kolonne die den betr. chr}yt:n]wu von
Schlegel und Stringham gegebenen Namen zeigen:
Giren: p|Bez. ke felfkipelpkl e ke i P (Schlegel) (Stringham)
K | ' O 9 4|3 D 10 10 5 5-zell, | Pentaedroid.
Tetraeder J| K,.|| 612 4| B 4 8 924 32| 16| 16-zell.|| Hexadekaedroid.
K., 1230 520 5| 120 7201200 600 ||600-zell. | Hexakosiedroid.
Oktaeder | K,,! 812 3| 6 3 24 96 96 24| 24-zell.| lkosatetraedroid.
Hexaeder | K. | 4 6| 3| 4 3 16| 32 241 8 8-zell. | Oktaedroid.
( Dodekaeder| K, 4 6 3 4 3| 6001200 720 120 | 120-zell. | Hekatonikosa-
! edroid.

Fis sind also die Tetraederpolytope K,, und K, reciprok zu
den ullgemeinen K, und K,,,, withrend K, und K,, sich selbst reci-

0%) Uebrigens sind die 8 Ecken dieses Polytopes identisch mit 8 der Ecken
des vorhergehenden. Zwei K,, lassen sich einem K, in #hnlicher Weise ein-
schreiben, wie 2 Tetraeder einem Wiirfel
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]u‘u]-: 1:111!u_ri'|1_+i.'1l'] .-iillt.|, Ih'l‘ hl_’#h'“tt'f“_[l.' “p‘:_-l"[]i lli[_".?-iF'E‘ .I-]'_-E:'1'-|_?_"i_'|2|1_'—3'.-‘5-
iiber die regu

dren Polytope erhellt, wie hier nur beildufiz bemerk!
sein mag, erst aus den Anwendungen ihrer Resultate in Algebra und
Funktionentheorie. FEs mag ferner noch historisch darauf hingcewiesen
werden, dass E. Hess 1°%) auch diejenigen Polytope eingehend studipt
]];ll. "l.‘l.'t'}l']Il.' ZU tl!‘tl H]f'rt‘ll orgnannten t‘t"_tll]:ull'r-!l j.}l_llx‘u'hlllf"]l i:_ :!'.!If;.l.!ll_"__-!
1i'nr+-|l‘hff||f!1i.-~.~~' %Ti'ht'll, wie die 4 \S0g, [{1-1|1=|n-i".-n;hl':| und f':-'_!.--I-L'--'i'!-'l.;
rr'j_rul;'i!'r-ll HTI.*:'IL]{JH']H:*J‘ AN 111'11. o wl"lhlllix']l lllurulliw_'he' renannten, !'Iili

i

1 & - ] ™ 1- § = °F 3
regelmassigen Polyedern. Schliesslich mag noch erwihnt sein, das

weitere  Untersuchungen von Strincham Y%), Biermann 18
Puchta%) u. A. iiber hshere Mannigfaltigkeiten gelehrt haben. dass
in allen mehr als vierdimensionalen Riéumen nur 3 recelmiissice linear

]'t’:'l'i‘!l}{fé‘ “L‘hi]!.h' k'f'{]l“h[lli'l'll |1i1‘ 2. H. ir]. 1'|";1_.,11|[],‘11|-|,.-.i||=,|_|'.r| H.: 111l DeZ
von 10 K, 6 K. und 32 A . gebildet werden, d. h 10 K . bilde:

!

em vierdimensionales Kontinuum in R. u. s, w. 110

Wir sind am Ende unserer Darlegungen, so weit wir sie in de;
R'HI'HF"___{!.'IHIE_*]I :\L']u'i[ Zi .u':'lwrl }r1=:L|I*~Ilf.‘]lli1_:El.‘ll_ :][;H:u'mw Mussten wir,
als den Rahmen der Abhandlung iiberschreitend trotz des Interesses
das ihm entgegenzubringen ist, bei Seite lassen und verweilsen fiir
‘.*.'-'_'ftt'l't_‘ J-;J'EF_'I‘;Li!EI‘ ]Jt.‘.‘"&. ”“f 11i:-_' t*itHi_‘ltE.’i:j:'f'JJ "H|.-_'L_'EJ=.|EH_| ]:: Uhrtmann s
Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik. Andererseits ist
rIt‘lEF!H, t!l'i‘ 1'ir"['|.'l"* I‘:ilj}i“i:r{l' jll rJ:LH "I."I.'L'.ﬁ!'_": L]r'l' IEJL'.Ell"EiiI.*-'Ii‘“;"!
(reometrie gewinnen michte, das Studium des grosseren Schlegel’scl
Werkes dringend zu empiehlen, besonders wegen der vielfach eln
Hochtenen historischen Hinweisungen, Ist das Studium dieser n lesf
E”t“?i‘-'k”]”“.ﬂ _‘-'.*..‘lII!H-'r.‘il'ih‘l']:t'l‘ I.‘11'|L'.~.'I_'ljllli-: :il.lf'.!i ]u_'ilu' rl|1 :"Li'i--"n,
1st der Lohn, in Anbetracht der vielfachen iiberraschenden Result
und wegen des weiten hoffnungsreichen Ausblickes aut noch der Be-

]-“”[”“_Ll' harrende Gebiete. auch kein geringer. Unterschiitzen wis

%) E. Hess, Ueber die resuliiren Polytope hiherer Art, Sitzunesber. d.

Gesellsch, z. Bef, der & E8. :"--il.l.'llil"'n"-'i-"-.”'lll‘*'l_'zr';lﬂr‘ll. Marbure, Mai 18385.

'“T) 8. Stringham a. a. O,

‘%) Biermann a. a. 0. 8. 12 . 8. W.

0w Puchta, ;'Hlitll‘-. tische Hr_'.-:HI[HtH:]s:' der I'r".-_'l'l.'lIII;i.m:;]I_'_;"_'ll convexen rper
In Riumen von beliebiger Dimension. Wien, Ber, Bd, XC. S. 168 (1884).

%) Die 8 Reihen von Gebilden, welche sich bis zur n-ten Dimension
lortsetzen lassen, sind: a) Dreieck, Tetraeder. Fiinfzell . . . b) Viereck, Hexa-
eder, Achtzell ,,. ¢) Viereck. Oktaeder, Sechzehnzell . . e gleichdimensio-
nalen Gebilde b) und ¢) gind reciprok, die a) autopolar. Die Anzahlen de
r-dimensionalen Grenzgebilde sind dabei fiir 8):

(“h'__ll) tiir b): (:J) B o i e): ( J 1 |-), B g

b

(H') nn—1D(n 2 ..o.(n—r-1)

S, hieriiber u. A.: Schlegel, Sur une méthode pour repreésenter dans le plan

3

]t?z-i H{r]iuiq_‘;-: hn]u-_ﬂ_',‘{'ut':-a' [ |Ej]]]u|t,-:j|_.1|1!-.~'. {_Ift.‘lll“!.‘llllfi tlt_‘I L’it'*.’--lﬂ mat, IE! L a-
lermo, 1891, Tomo V).
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iberdies nicht — wir hatten in der Einleitung bereits darauf hinzu-
deuten — den Gewinn, den im Grunde alle wissenschaftliche Forschung,
hesonders aber Philosophie, speziell Erkenntnisstheorie von der Weiter-
entwickelune dieses Zweiges der Mathematik zu erwarten haben. Wir
verstehen vollkommen die enthusiastischen Worte mit denen V. Schlegel
sein Werk iiber homogene Raumgebilde schliesst und welche wir zum
Fade anfithren wollen: .. Wenn hiernach der Geist durch rein logische
Operationen mit Nothwendigkeit dazu gefiihrt wird, die Schranken
der Anschauung zu durchbrechen und die Eixistenz {I“t,‘-ﬁ Wort 1n

demselben Sinne gebraucht, wie man von der Existenz von Punkten,
Greraden und Ebenen spricht) von (ebilden anzuerkennen, von denen
vefancen mittelst des Lieibes 1n den Fesseln der i.lrt-idi||1:?n.~'-'im—
nalen Anschauung, zwar keine Vorstellung machen kann, deren genaue
Albbildunesen aber im dreidimensionalen Raume er ebenso gut wahr-
mmt, wie andere Erscheinungen der Korperwelt, so scheint hieraus

foloen, erstens, dass uns nur die Verbindung unseres Greistes mit

S LGLD .

ler dreidimensionalen (oder, was genan dasselbe ist, materiellen) Korper-
welt an der sinnlichen Wahrnehmung und geistigen Vorstellung hiher
dimensionirter Gebilde hindert, zweitens, dass unser Geist, da er eben
| er Korperwelt unabhingiger Thiitickeit sich

'1.-!_'5,:|.:l': 11112, il {

den Fesseln des Dreidimensiona

en emancipiren kann, seiner Natur
nach wesentlich immateriell sein muss, und, fiir sich allein ohne den
Leibh gedacht, an kein (Gebiet von bestimmter I]illllillﬁiﬂlltriliﬂi_l}]] o=

¥ i B 1 4 u§
JuLpluell 1sb,

Note. (Ueber Polyeder). 8. S. 39.

Beziiglich der elementarsten Siitze verweisen wir auf Baltzer’s
Elemente der Math.* 2, Bd. (6. Aufl.) 8. 212. § 7. Zwischen den
Zahlen ¢, k und { bestehen fiir jedes convexe Polyeder, dessen Ober-

Hiche einfach ;_'-1.::1I||15|I-t|]|;i||'_”'1'.ci ihi’, neben der J*:llli_‘l‘1r=L'.1t1.‘II ['}[L’itf-]!]lll]#'

t 4 f==2 noch die Beziehungen 3 f <2k, 3 e< 2k Ein Poly-
der heisst allgemein, wenn in jeder Ecke nur 3 Grenzflichen zu-
samnmenstossen: stossen auch nur in einer Ecke mehr als 3 Flichen
usammen, so nennt man das I’Ir[}'f‘tlt'-!' r:'il];_'_flili-i I’ {H ]*:lli.'l‘llul'li a, a, '|__}.

"

S. 19)  Fiir jedes allgemeine Polyeder gilt e 2k Die Um-
sleichung 3 ¢ < 2k charakterisirt die singuléren Polyeder. Die den

Jlgemeinen Polyedern reciproken Korper enthalten nur Dreiecke als
Grenzflichen; man bezeichnet sie als Trigonalpolyeder. Fiir sie
silt 37 2k  Klassificirt man die Polyeder nach der Zahl ihrer
Fliichen und bezeichnet diejenigen mit n Flédchen als n-eder, so exi-
stiren in der Reihe der miglichen n-eder (n const.) verschiedene
Jlomorphe Typen, die man vom Minimum zum Maximum der Ecken-
ahl verfolgen kann. Das Minimum der Eckenzahl bei konstanter
Flichenzahl 5 besitzen die Trigonalpolyeder, das Maximum die allge-
meinen Polyeder, denn die bez. (Gleichung giebt mit dem Euler’schen
Sn .

. 3 . n :
Hll_ ¥ 1 ¥ %L ‘ ; " § 1,_; R i 3 ;J L] 1 L] '3 o
atze verbunden fiir erstere f i, @ 2 —+ 2, k et fiilr die




(1)
allgemeinen Polyeder: f— 5. » on—4 b==8y—8. Es existi
ren also nur fiir gerades g T!‘i_,_";'i_l]llll|]’|i'1||‘.'l‘llt'1'1 wihrend es
allgemeine Polyeder fiir Jedes beliebige » giebt. Die simmtliche:

n-eder lassen sich danm anordnen, wie folgende Tafel zeiot:

|'Ir‘ L
2 4
;E Il '111'1"_{“1z:'t]lurai}'--u'.vr_ m. !: __ 9 1}
-__- I Hi]l'_". Pol. 1 Art 4 4 ' ", | iy [ 7
= | Autopolare Polyeder, b n. PN |
5_-,' ' Sing. Pol. 2. Art i e _>a. bk >2n—39
| Allgemeine Polyeder, L 3 ) RSN

Die f‘l?]‘\"l‘ili'l' der mittelsten Reihe sind sich selbst reciprok. Di
reciproken Kérper der iibrigen in der Tafel enthaltenen Polyeder sind
in einer andern Tabelle zu finden, in welcher die Zahl » der erste
Kolonne ersetzt jsf durch die hier in der zweiten Kolonne stehende

Ziahl, Zu bemerken jst noch, dass alle Pyramiden autopolare Polyeder

_=i]]|!, H”l' J_ji‘ira]l]l']! .'I]H']' ll”_l_['f‘n]!'j,lll_‘ [’1'_|]1-,'|-.|4'1'_ 1]r||[ |];j,~«-u -!u-i (1e1 ]J|_ '|
polyedern sowohl als bei den allgemeinen sich die Ecken- und Kanten-

zahlen als lineare Funktionen der Hlichenzahl » darstellen. Theilt
man alle méglichen Polyeder in Klassen nach dem Werthe der Zahl

n der FJi—I—L‘J‘H'rL so enthilt _ft‘l.lu Klasse erne bestimmte Anzahl Irdnus
nach der Ziahl ¢ der _['.:{fr{t_']l. von denen die erste (wenn sie iibe !'i'-"":f'
]Ii_'f u!w:u I'_j':'l’_[l‘]u']':l'r] 1 \'ut‘h;’luu]t'n i_«eT] ilil.' r_rl'i'_31||];[]tnllf:'.|'-.'-i'l]' L'--E-|';!~--|_1.|‘-"

I“i' ]l'T}i[r' die :!H;'t']:]wi”f-]i j_’ryl".,'q-u].-]'_ .]m[q-:* [Jr.iuu“_{ oehoren e1no

Reihe u“[rml.rl‘pht'l' Typen an, welche allein in den 3 Zahlen _

iibereinstimmen. wihrend Art und Anordnune -.l--l'lh‘wn;r:;u-’luii-lr--ij:i'--:',lz
und fiir jeden Lypus lassen sich, den friiheren Erliuterungen gemiiss,
unzihlige i:mrrmc:rr]'uhr.- Individuen herstellen. Bezeichnen wir ein Polvede:
mit 7, so deute ein Index unten die Klasse (Zahl n) an, und zwar
eine arabische Ziffer ein allgemeines Polyeder, eine rémische Ziffer
ein singulires Polyeder, wihrend die verschiedenen Typen durch obere
].Illiii"l‘.‘* f".}l l'[ll.li‘]:'-‘-.-i.'.ll:lll'l[l‘rl selen. {ﬁir rl1t‘iu_'un;1][u‘:|}'m]f_'1‘ durch 1 ' Die
Fig. 2 und 3 zeigen die 5- und 6-eder mit dep gewiihlten Bezeich-
nung, Die b allzemeinen 7-Flichner 5. bet Eberhard a. a. O. (Tafel 1)

Die Irigonalpolyeder fiir 4 bis ¢ 8 gaben Moébius (Ge-
Hft]'lllllt'“{* ‘.'l‘.l?lJI.!{l'q ] HHT H|| [I H .h‘r:fj 1!]1:[ ( ','1|‘-r']z'.‘1.' I:_l_:'ls -1
/\-taced polyacrons. Mem. of the Literary and philos. soec. o

Manchester. 3, s vol. 1. 1862) gleichzeitic. Die simmtlichen
-‘l”UlIlm'l'ﬂh-‘Il Typen der allgemeinen 9- und 10-Fliichner (an Zahl 50
N | i

bez. 230) sind vom Verf, gezeichnet und im Verein am 13./3. 1894

vorgelegt worden. Ueber die autopolaren Polyeder bis 5 — &
Kirkman a. a.0. Nimmt schon die Zahl der allomorphen Typen der
allgemeinen Polyeder mit wachsendem n rasch zu, (n { bis 10O:

L 4, 2 5. 14 Bo. 230) so umsomehr die Zahl aller moglichen singu-

]

I

|
|
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iiren Typen. Doch ist die Ableitung dieser erleichtert durch den Satz
(s. Eberhard a.a. 0. 8. 19): ,,Jedes singulire Polyeder py stellt einen
gemeinsamen Grenzfall mehrerer allomorphen allgemeinen Polyeder dar,*
Man braucht nur bei einem allgemeinen Polyeder (im Diagramm)
irgend eine Kante, welche 2 Ecken ¢, und ¢, verbindet, durch Zu-
, und ¢, zum Verschwinden zu bringen, um ein
singuliires Polyeder von derselben Flichenzahl n und emer um 1 ver-
minderten Ecken- und Kantenzahl zu erhalten. Dasselbe singulire
Polyeder wird unter Umstinden in analoger Weise aus einem anderen
Typus der Reibe allomorpher n-eder erhalten. Schliesslich 1st fiir die

*iiEI'.EI!-"!!'i-I | N vyon 2

weitere Untersuchung der Polytope noch ein Satz iiber allgemeine
n-eder anzufiihren, (S, Eberhard a. a, O, 8. 21—26). Zur Ein-
fithrung diene folgendes, KEine Kante eines allgememnen Polyeders
heisse Kreuzungskante, wenn ihre beiden Endpunkte die Eckpunkte
von 2 Flichen des Polyeders sind, welehe keine Hcke gemeinsam
haben. Daraus folgt sofort, dass keine Kante eines Dreiecks eine
Kreuzungskante sein kann, und dass em Polyeder pn umsomehr
Krenzungskanten enthilt, je weniger es Dreiecke als Flichen besitzt.
Sind nun @ und £ (Fig. 12a) die Flichen, welche die Endpunkte der
Kreuzungskante enthalten, y und 0 die Flichen zu beiden Seiten der
letzteren, so kann man die Ebenen der ¢ und # allmélig so 1m Raume
variiren, dass sie zum Schnitt kommen (¢‘ und 8/, Fig. 12b), wihrend
an Stelle von y und 0 die getrennt liegenden Flichen »‘ und 0 er-
scheinen. Die Seitenzahlen der 4 Begrenzungsflichen sind natiirlich
dabel andere _.‘_’!"'.'-.'H]'I{t‘l'l, aber das T-'m]yv_-uler bleibt emm n-eder, Man
sagt, das neue Polyeder ser aus dem urspriinglichen durch ein-
malige Kreuzung hervorgegangen. Der Satz von Eberhard sagt nun
ws: ,,Jedes allgemeine n-eder kann aus jedem anderen durch eine
cewisse Anzahl von Kreuzungen erhalten werden.* Hidlt man also
ein beliebiges allgemeines n-eder pp fest und definirt die kleinste An-
ahl m von Kreuzungen, vermoge deren PN 11 J-!n",; libergehen kann,
als das Maass der morphologischen Distanz von pn und p'np, so ordnen
sich alle allomorphen Typen von pn gemiiss dem Werthe von m In
(xruppen. Jeziiglich der weiteren Awusfithrungen miissen wir aunf
Eberhard's Werk verweisen; fiir das in § 4 Besprochene diirfte das
Vorliegende gerade hinreichend sein.
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