
Heller äeii fflögliclieii Ziisainmeiistoss zweier HimmelsMrper.

Von Oberlehrer Brenner in Tuttlingen.

Ich setze zwei aus isotropen Kugelschalen zusammengesetzte

Körper in dem freien Himmelsraum, mit oder ohne Bewegung

voraus. Es fragt sich nun, wie verhalten sich diese beiden

Kugeln unter der Voraussetzung, dass alle übrigen Himmels-

körper als nicht vorhanden gedacht werden. Namentlich sind

die Bedingungen anzugeben, unter denen ein Zusammenstoss statt-

findet.

Der Satz, dessen Beweis hier nicht durchgeführt werden

soll, dass aus isotropen Schalen zusammengesetzte Kugeln sich

so anziehen und angezogen werden, als ob ihre Massen im Cen-

trum vereinigt wären, erleichtert die Lösung dieser Aufgabe gar

sehr, indem man es nur mit bewegten Massenpunkten zu thun hat.

Betrachten wir vorerst ein System von Kugeln mit den

Massen m, m', m" . . . und setzen die rechtwinkligen Coordinaten

von m gleich x, y, z, diejenigen von m' gleich x', y', z' u. s. f.,

so ist die Entfernung des Körpers m' von m gleich

V{x^ - x)2 + (y' - y)2 + (z' - z)^

und die Wirkung m' auf m vermöge des Gesetzes der allgemeinen

Gravitation gleich

m'

(X' — X)'^ + (y'_y)2 + (2/_z)2-

Zerlegt man diese Wirkung parallel mit der Achse x, so

wird die mit dieser Achse parallele und die Achse x zu ver-
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grössern strebende Composante

m^ (x^ — x)

[(x- - x)^ + (y' - y)2 + (z' - z)^
'^''

imm' J

V(x- - x)^ + (/ - y)^- 4- (z' - z)^ .

^^ ^^^- — ^^ ^i sein,
dx

)

Man wird auf ähnliche Art

imm" \

^ V{x^ - x)- + (y^ - y)- + (z^
"^=^-

d X
)

für die Wirkung des Körpers m" auf m parallel mit der Achse

X haben, und so für die übrigen Körper.

Es sei also

mm'

+

+

V{x' - x)'^ + (y' - y)' + (z' - z)'^

mm"

m' m"

1 (11

so wird — -,^ die Summe aller Wirkungen der Kräfte m',
m dx

m" . . . auf m parallel mit der Achse x zerlegt sein.

Bezeichnet man daher mit d t das Element der Zeit t, welclie

als unabhängige Veränderliche angenommen wird, so wird man

nach den Lehren der Dynamik folgende Gleichung haben.

d^x dX
m -——, -— = und ebenso für die Achsen y und z

dt- dx
''

d-y dX
m —TT =

dt- dy

d^z dX ^
m —r =

dt- dz

Für die übrigen Körper hat man gleicher Weise

,d-x' dX
"^ dt-^-^ = ^
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m T^ — T—;
=

dt- dy'

.d^z' dX ^ .

m —TT ; = u. s. I.

dt- dz'

Die Bestimmung der Bewegungen der Massen m, m', m" . . .

hängt nun von der Integration dieser Differentialgleichungen ab.

Addirt man die Differentialgleichungen für x, x', x" . . . und

bemerkt, dass man, vermöge der Natur der Funktion X hat

— -|
;

-|- —-, -}-... = und so für die y und z,

dx dx dx

so wird man erhalten, wofern 2 die auf x, x', x" . . . sich be-

ziehende Summe bezeichnet

„ d'-x ^
, ,2m —

-^ = und ebenso
(It"

^°l ^2 = 0'
dV
dt^

d^Z

dt^

Es seien X, Y, Z die Coordinaten des Schwerpunktes des

Systems, so wird man vermöge der Eigenschaft dieses Punktes

haben

^ 2mx ^^ 2my „ 2mz , ^ , ,. ,X = — -; Y =—-^; Z = ™- und folglich2m 2m. 2m
d^X ^ d^Y ^ d^Z

Tt-^
= ^'Tt-^ = ^^Tt^ = ^-

Hieraus erhält man durch Integration

X = a + bt

Y = a' + b't

Z = a" + b"t,

wo a, b, a', b', a", b" willkührliche Constanten sind.

Daraus folgt der wichtige Satz:

Die Bewegung des Schwerpunktes ist geradlinig

und gleichförmig,

und wird durch die gegenseitige Wirkung der Körper auf ein-

ander nicht geändert.
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Multiplicireii wir uun die Differentialgleichungen für y, y',

y" . . . respektive mit x, x', x" . . . und addiren sie zu den

Differentialgleichungen für x, x', x" . . ., die mau respektive mit

— y, — y', — y" • . • multiplicirt hat, so erhält man

xd^y — yd-x , x'd^y' — y'd'-x'"—d/- + '°—^^— •

Die Natur der Funktion X gibt aber

Man erhält so, wenn man die vorhergehende Gleichung in-

tegrirt

""^ '^•~ = c und auf gleiche Weise^J
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Betrachten wir von nun an nur 2 Körper m und m'. Nehmen

wir für den Anfang der Bewegung, wo

X = Y = Z =0 auch t = 0, so ist

a — a' = a" — 0.

Ersetzen wür nun x durch bt + x;

y « b't + y;

z , b"t + z;

x' „ bt + x';

y' „ b't + y' und

z' „ b"t + z',

so beziehen sich die nunmehrigen x, y, z, x', y', z', auf den Schwer-

punkt und die Gleichungen 1), 2), 3) gehen, vermöge der die

Eigenschaft des Schwerpunktes bezeichnenden Gleichungen

mx + m'x' = 0,

my + m'y' = 0,

mz + m'z' = und der daraus hervorgebenden

dx
,

dx'
m — + ni' ~— = 0,

dt dt
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Die Gleichungen 5), 6), 7) haben die Eigenschaft, dass man

aus ihnen die Differentiale dx, dy und dz eliminiren kann, und

dabei stosst man auf die merkwürdige Gleichung

cz + xc" — c'y = 0,

welche anzeigt, dass sich der Körper m in einer Ebene
bewegt, und zwar in einer Ebene, die durch den Schwer-

punkt geht.

Noch mehr. Substituire ich

statt X den Werth
m X

m

m

SO stosse ich auf die Gleichung

cz' + x'c" — y'c' = 0,

welche anzeigt, dass sich der Körper m' in derselben Ebene
bewegt.

Diese Bewegungsebene ist aber nur relativ in Beziehung

auf den Schwerpunkt und ist eine absolute Ebene, wenn der

Schwerpunkt sich in reeller Ruhe befindet.

Die Gleichungen

mx + m'x' = 0; my + m'y' = 0; mz + m'z' =
zeigen an, dass die beiden Körper ra und m' sich gleichzeitig

in ihrem Perihel, sowie in ihrem Aphel befinden, dass aber diese

Apsiden einander räumlich entgegengesetzt sind. Auch folgt

daraus, dass sie einen gleichzeitigen Umlauf um ihren Schwer-

punkt aufweisen.

Der Umstand, dass die beiden Körper sich in derselben

Ebene bewegen oder, wenn ich mich im fortschreitenden Schwer-

punkt befinde, zu bewegen scheinen, erleichtert uns den Calcül

sehr. Denn wir können dem Coordinatensystem eine solche Lage

geben, dass alle z = und es verbleiben uns die beiden Glei-

chungen

m xdy — ydx- (m + m') —^y-— = c und
m dt
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— (m + na ) o

—

,
= h.

m' ^
' ^ dt^ (m + m')\/x2 + y2

Gehen wir nun auf Polar-Coordinaten über und setzen den

Abstand des Körpers m vom Schwerpunkt = r und den Winkel,

den der Radius-Vektor r mit der Abscissenachse macht = a,

so haben wir

X = rcosa und

y = rsina zu setzen.

Hiedurch erhalten wir, wenn wir noch Kürze halber

cm

m (m 4- m')

2mm'2

durch C und

m + m'
durch H ersetzen

9) ^:!^ = Cund
dt

r

Eliminiren wir zwischen beiden die Zeit t, so erhalten wir

p/dr2 1 1\ H
Vda- r r-/ r

welches die Differentialgleichung der Bahn für den Körper m ist.

Setze ich nun r = —
, so ergibt sich

9

Cef -—^ + ?' ) — H^ = h, woraus folgt

^ ''^'VV + H()- cCp2

Das Integral hievon ist

_ _ _ 1 H — 2cCp
~ sin v^lp^ThcC'

wo ö die eingegangene Constante vorstellt.

Daraus ergibt sich

1 2cC
11) ~ = r =

() H + sin (a — to) -/h^ 4- 4hcC'
welches die Gleichung einer Ellipse ist.
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Wie mx + m'x' = und my + m'y' = 0, so ist auch

mr + m'r' = 0,

und wir erhalten die Bahn für den Körper m', wenn wir nur

überall m mit m' und r mit r' vertauschen.

Daraus folgt, dass sich zwei aus isotropen Kugel-
schalen zusammengesetzte Körper, unter Hinwegden-
kung aller übrigen Einwirkungen, in Ellipsen um ihren

gemeinschaftlichen Schwerpunkt, als Brennpunkt be-

wegen,

ein Satz, der sofort seine Anwendung auf die Doppelsterue findet,

weil dieselben solche Distanzen von den übrigen Weltkörpern

aufweisen, dass deren Einwirkungen als Null betrachtet werden
können.

Die zwei Constanten h und C (und hiemit c) bestimmen

sich aus der Anfangsgeschwindigkeit und der Entfernung vom
Schwerpunkt. Sei diese = r, und jene = Vj, so wie der Winkel,

den der Impuls v, mit dem Radius-Vektor ri macht = /3, so ist

dr - ^ da— = Vi cosp und r, — =: Vj sinp.
du du

Substituiren wir diese Werthe in die Gleichungen 9) und

10), in denen statt r auch zu setzen ist rj, so ergibt sich hieraus

augenblicklich C und h.

Ergreifen wir aber die Werthe von r = r^ und Vj, wie sie

sich in einer der Apsiden vorfinden, so ist für einen solchen

Punkt

dr da~ = und ri — = Vi und es folgt sodann aus 9) und 10)

C = r, Vj und

m (m -I- m')^=
m'

''^'^^

,
Vj m (m -f- ra') H

m' r.

Die Constante co bestimmt sich nach der angenommenen
Lage der Achse x und nach dem angenommenen Zeitpunkt des

Bewegungsanfangs. Ziehen wir die Achse x durch eine der beiden

Apsiden und zählen die Winkel a von dieser Achse an, so ist
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CO = zu nehmen. Substituiren wir diese Werthe in 11), so

erfolgt

_ (m + m')^r";fv~

^ ~
ra'^ + sin a . [m'-"^ — rf \f (m + m')^]

'

Um nun die Zeit t in Funktion des Radius-Vektor zu finden,

elirainiren wir zwischen 9) und 10) den Winkel a und haben

sodann

rdr
12) dt =

Y'_C2 + -^Hr+-hr^-
i c c

woraus, wenn wir der Kürze wegen setzen

- C- + - Hr 4- - hr^ = X,
c c

das Integral folgt

wo r die eingegangene Constante darstellt.

Dieselbe bestimmt sich einfach dadurch, dass man für den

Anfang, wo t = 0, statt r den Anfangswerth r, setzt.

Um die Frage des Zusammenstosses zu lösen, nehmen wir

für einen Augenblick an, die Massen der beiden Körper seien

in ihrem Centrum vereinigt, so dass sie keine Ausdehnung haben.

In diesem Falle kann sich ein Zusammenstoss nur dann ereignen,

wenn
r = r' = 0.

Unter dieser Bedingung folgt aus Gleichung 9) C = 0,

Allein Gleichung 11) zeigt, dass für C = für immer wäre

r = 0, wenn nicht auch zugleich ist

H + sin . (a — <o) VS' + 4hcC = oder auch

1 + sin (a — co) =
woraus folgt, dass a constant sein muss. Die merkwürdige Fol-

gerung hieraus ist die,

dass die beiden Körper, für den Fall eines Zusammen-

stosses sich entweder nur in ihrer fixbleibenden Ver-
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binduugsliuie bewegen dürfen, oder dass diese Ver-
bindungslinie nur parallel mit sich selbst fortschreiten
darf.

Obwohl C = c = 0, so verbleibt doch auch hier der Werth
C^ m'

c m (m + m')
Hieraus erhalten wir

X = - (Hr + hr-) oder = —-^-
c m (m + m')

7. (Hr + hr2).

Wollen wir daher die Zeit des Zusammenstosses bestimmen^
so bleibt die Formel 13) unverändert, wenn wir nur statt X den
neugewonnenen Werth substituiren.

Die Zeitlänge vom Ausgangspunkt bis zum Zusarnmenstoss

ergibt sich hierauf sofort, wenn man r = setzt.

Der vorstehenden Ausführung zu Folge ist es nun leicht^

die Bedingungen analytisch auszudrücken, unter denen die 2 Körper

m und m' auf einander treffen. Es

seien die 2 Punkte C und B, von

denen m und m' nach der Rich-

tung CD und BD mit den Im-

pulsen Vi und \\ ausgehen. Die

verlängerte Verbindungslinie der

Ausgangspunkte ist CA und es

seien /_ ACD = /3und ABD= ß^
Befinden sich nun die Körper im

nächsten Augenblick in F und G,

so muss FG||CB sein und dies

gibt die Bedingung

V, siu/3 = v', sin ß'.

Diese Relation lehrt zugleich,

dass die Körper nur nach einer Seite der Verbindungslinie ge-

stossen werden dürfen.

Von Interesse ist es auch, den Ausgangspunkt und die

Richtung derjenigen Geraden zu bestimmen, die der Schwerpunkt
beschreibt.

Indem die Proportion stattfindet
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CE : FH = EB : HG,

wobei E und H die Stellen des Schwerpunktes bezeichnen, so ist

ersichtlich, dass sich die verlängerten Strecken CF, EH u. BG
in dem Einen Punkte D schneiden müssen, so dass ED die Lage

und Richtung der Schwerpunktsbahn bezeichnet. Setze ich die

Entfernung CB = E; GE = r^ und EB == r'^, so habe ich

mri = m'r'j und da

ri -f y\ = R, so ergibt sich

m'R , , mR
und r. =

m + m' ' m + m'

wodurch der Ausgangspunkt der betreffenden Bahn bestimmt ist.

Um deren Richtung zu bestimmen, setze ich ^ DEB = 7,

und habe sodann

R : CD = sm (|3' — /3) : sin ß' und

Tj : C D = sin (7 — ß) : sin y,

woraus sich durch Elimination von CD entwickelt

^ (m + mOtg/3.tgr
^^ mtgß' + m'tgß '

Um den Punkt des Zusammentreffens zu bestimmen, so seien

CO und BO die Curven, die die beiden Körper beschreiben und

die Strecke EO wird es sein, die der Schwerpunkt beschrieben

haben wird.

Es ist nun EH = bt, wo b die Geschwindigkeit des Schwer-

punktes ist. Wir haben aber

b sin y r=r V, sin ß = v', sin ß% woraus

Vj sinß VjSinß'

s'my s'iny

Ersetzen wir sodann t durch den gefundeneu Werth 13)

für r = 0, so haben wir

14) E0='-^"-^t='-4^t.
sin y sm y

Kehren wir zum Fall der Natur zurück und setzen den

Radius von m gleich r.i und denjenigen von m' gleich r'^. Auch

m
wollen wir noch die Relation r„ = —

. r., voraussetzen. Ist nun
m *
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auch hier C = c = 0, so bleibt ebenfalls der Parallellismus der

Verbindungslinie aufrecht erhalten, und die beiden Körper voll-

führen einen Centralstoss. Die Zeit des Zusammenstosses ergibt

sich aber, wenn wir in 13) den Radius-Vektor durch r^ ersetzen.

Das vom Schwerpunkt durchlaufene Stück von ED ergibt sich

aus 14) wenn man daselbst die auf solche Weise gewonnene

Zeit substituirt.

Allein, es kann ein Zusammenstoss selbst dann zum Vor-

schein kommen, wenn C und c nicht = sind. Die beiden

Körper zeigen in ihrem Perihelium die grösste Annäherung und

tangiren sich dann, wenn r = r.^ wird.

Bestimmen wir für diesen Fall die Constante c. Betrachten

wir die Gleichung 11), so zeigt sich r am kleinsten, also als

Perihel, wenn der Nenner am grössten, d. h. wenn sin (a — w)

= 1. Daraus ergibt sich die Gleichung

2cC
r.j = ^,

H -f VH- + 4hcC

woraus sich entwickelt

cC = r2 (rjh -f H) und

__ A /^m(m + W)
r^Cr.h + H)

m

In allen Fällen nun, in denen die Constante c ihre Grösse

zwischen Null und dem so eben gefundenen Ausdruck wechselt,

findet ein excentrischer Zusammenstoss statt.

Ausgegeben im Februar 1875.
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