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Einfache Beweise einiger Lehrsiitze der Physik.

Von Joseph Wesely, Assistenten am k. Polytechnicum in Prag.
(Schluss von Seite 133.)

IIL. Gleichfsrmig abgednderte Bewegung.

Eine gleichformig abgeiinderte Bewegung ist -— wie bekannt — jene,
wobei die Verinderung der Geschwindigkeit wihrend der Bewegung in den
nach einander folgenden Zeittheilchen eine und dieselbe ist, mag sie im
Zu- oder Abnehmen bestehen. Wenn nun die Geschwindigkeit des Korpers
in den gleich grossen, beliebig kleinen nach einander folgenden Zeittheilchen.
um gleich viel wiichst, so heisst diese gleichformig ahgeilinderte Bewegung
eine gleichformig beschleunigte, im Gegensatze zur gleichférmig verzogerten
Bewegung, bei welcher die Geschwindigkeit um gleich viel abnimmt.
Ein Koérper kann eine gleichformig beschleunigte Bewegung nur dann an-
nehmen, wenn die Kraft in jedem aufeinanderfolgenden gleichen Zeittheilcheu
ununterbrochen auf ihn einwirkt und dem Xorper denselben Impuls mit-
theilt; die Kraft muss daher von unverinderlicher Stirke (d. h. constant)
sein und nur in der Richtung der Bewegung auf den Kérper einwirken.
Ist die Bewegung gleichformig verzogert, so setzt sie ebenfalls die Ein-
wirkung einer constanten Kraft voraus, nur wirkt dieselbe hier im direct
entgegengesetzten Sinne der Richtung der Bewegung. Jede gleich-
formig abgedinderte Bewegung setzt demnach die Einwirkung einer con-
stanten Kraft voraus. Wir wollen nun als Beispiele von gleichformig
abgeéinderten Bewegungen: 1, den freien Fall eines Korpers und 2. den
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lothrechten Wurf nach aufwirts betrachten, u. z fiir den Fall, wenn vom
Luftwiderstande abstrahirt wird.

Die constante unverdnderliche, auf den Korper einwirkende Kraft ist
in diesem Falle die allgemeine Anziehungskraft der Erde. Da man bei
jeder Art der Bewegung die Zest, d.h. die Dauer, die verflossen ist, zwischen
den zwei Momenten, wo man die Bewegung des Korpers betrachtet, den
Raum (Weg), d. h. die Linge der Linie, die der Korper beschreibt, indem
er von einem Orte zum anderen iibergeht, die Geschwindigkeit, als solche
pflegt man den in der Zeiteinheit zuriickgelegten Raum zu nehmen und die
Richlung, d. h. die gerade Linie, in der sich der Koérper bewegt, angibt, so
wollen wir Relationen zwischen diessen Grossen auffinden.

Sei ¢ die Geschwindigkeit, welche der Korper hat, wenn man die Be-
wegung zu betrachten anfingt, so ist die Geschwindigkeit nach dem ersten

Zeittheilchen 7' ¢ &= a wenn a die Zu- oder Abnahme an Ge-
schwindigkeit in der Zeit 7' bedeutet,

nach zwei Zeittheilchen also 2 T c+ 2 a

y 8 " 8T ¢c+ 38 a

s 4 » ” 4T .,c4+4a
nach » Zeittheilchen also = 7 ¢ &= n a, wenn wir nimlich die

Zeit ¢, wihrend welcher wir die Bewegung betrachten, in eine sehr grosse
Anzahl (n) gleicher Zeittheilechen 7' eintheilen, daher ¢ — » T machen.
Denken wir uns, der Korper habe zu Anfang der Bewegung die Ge-

schwindigkeit Null, es sei also ein freifallender Korper, auf den ausser der
Schwerkraft keine momentane Kraft wirkt, mithin ¢ = ©, so ist die
Geschwindigkeit :
nach der Zeit T la

n n 227 ..2a

”» » ” 3 T 3 a
nach der Zeit » 7', . 12 a; bezeichnen wir die Geschwindigkeit,
nach der Zeit n# 7' = ¢ ..mitv,s0 v =na

D on  » n, T = ¢; ist v, = n, a, sonach:
t t, = n:n und
v:v, = n:n folglich

t:t — v:wv, d h es nimmt die Geschwindigkeit des Korpers
mit fortdanernder Zeit im geraden Verhéltnisse zu. Heissen wir die Ge-
schwindigkeit nach Verlauf der ersten Zeiteinheit
g, sei also v, — g und ¢, = 1 so:

t 1 — v . gund daraus {g = v  oder
v — g t die Geschwindigkeit am Ende der Zeit ¢ oder
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zu Anfang des nichstfolgenden Zeittheilchens; v heisst — wie bekannt —
die Endgeschwindigkeit des Korpers nach der Zeit ¢ oder die Geschwin-
digkeit, mit der sich der Korper nach Verlauf der Zeit ¢ fortbewegen wiirde,
wenn in diesem Momente die Schwerkraft auf ihn einzuwirken aufhérte
und er sich blos vermdge seines Beharrungsvermogens weiter fortbewegen
wirde. Die Zunahme an Geschwindigkeit in der Zeiteinheit (als solche
nimmt man gewdhnlich 1 Secunde) wird Acceleration (Beschleunigung) und
die Abnahme ,Retardation“ (Verzogerung) genannt (g); es ist demmach die
Endgeschwindiglkeit gleich dem Producte aus der ,Acceleration® in die wiihrend
der Bewegung verflossene Zeit. Hat der Korper eine Anfangsgeschwindigkeit
¢, 80 ist seine Geschwindigkeit nach Verlauf der Zeit ¢
V_zet+gt Y

wobei - fiir Eglgc;llﬁﬁig.beschleunigte und

—_ " verzogerte Bewegung genommen werden muss.

Soll der in der Zeit ¢t — n T zuriickgelegte Raum berechnet werden,

so hat man nur die einzelnen, wihrend der aufeinander folgenden Zeit-
theilchen 7' zuriickgelegten Riume zu finden und dieselben zu summiren.
Heisse S der in der Zeit ¢ zuriickgelegte Raum
s, der Raum nach dem 1. Zeittheilchen 7'

g » 2. T
EN 3. T
sn n T, so ist

S =38 + s + 85 Foeen s,

Die Geschwindigkeit nach der Zeit 1 7... v, == ¢ &= gT
» ” 2 T... vy, = ¢ &+ 27T
” » w n » 8 T... vy = ¢ = 89T

die Geschwindigkeit nach der Zeit »T... v, — ¢ -t ngT

und wollen wir diese unter sich gleichen Zeittheilchen 7' so klein als
moglich annehmen, so kionnen wir ohne bedenklichen Fehler die Bewegung
wiihrend eines jeden unendlich kleinen Zeittheilchens als gleichférmig be-
trachten, demnach die Geschwindigkeit zu Anfang und zu Ende eines jeden
Zeittheilchens 7' als unendlich nahe identisch ansehen, und findet man daher
den Raum, wenn man die Geschwindigkeit mit der Zeit multiplicirt

s, = v, T
Sy = vy T
s = vy T
s = v, T
S—=1T (@ + vy + vy +... v,); nun ist:
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. Fvg oy Fooov, =ne=gT (1 + 2+ 8 +.. n), daher
S=c¢aTH4gT*(1A + 2+ 8 +.. n)
S:et—i—gT“(.—,’_—):ct 4 &0 4 g__t“

2 2 T o
Die Rechnung wurde gemacht unter der Voraussetzung, es sei 7 un-
endlich gross, daher das 3. Glied als Null weggelassen werden kann, und
man erhilt endlich

v

2
s:cti%‘_ 2)

Das 4 Zeichen gilt wieder fiir die gleichf. beschleunigte
» — » fir die gleichf. verzogerte Bewegung.
Eliminirt man aus den Gleichungen 1) und 2) die Zeit ¢ so erhélt man:
vV = [/'ms 3), die Endgeschwindigkeit durch die

Anfangsgeschwindigkeit und den zuriickgelegten Raum ausgedriickt.

IV, Berechnung der Grosse der Reibung am stehenden Zapfen.
(Fig. 8.)

Bei stehenden Wellen (z. B. Gopel-
wellen) muss man einen Unterschied machen
zwischen der Reibung an der Basis und
jener an der Cylinderfliche des Zapfens.

Sei Q der Gesammtdruck, der auf den
Zapfen ausgeiibt wird, so vertheilt sich der-
selbe auf die ganze Basis desselben so, dass
die Reibung auf die ganze Basisfliche wirken
muss. Wird die Basisfliche ¢d (Fig. 3.),
deren horizontale Projection ¢, d; ¢f ver-
grossert dargestellt ist, in Flichenelemente
Ji Jfa faeoo fu getheilt, so dass F = f
+fo +f3s +... fuist, und seien die
den Flichenelementen zugehorigen Driicke
G 9g Q3 <+« qny 80 dass @ = ¢, -
72 + 95 +.. ¢. = 3 (g), so beschreibt
bei der Bewegung des Zapfens im Sinne ¢P
jedes Element um den Mittelpunkt o,
einen Kreis; die Reibung ist im entgegengesetzten Sinne der Bewegung und
in der Richtung der an die Kreise, in denen die Flichenelemente liegen,
gezogenen Tangenten wirksam; also

in f; die Reibung r,

» Jo 7o
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in f, die Reibung 7,

» Jooon n T

Wenn wir die Basisfliche in gleich grosse Flichenelemente zertheilen,
so ist die Grosse der Reibung in denselben doch verschieden; denn sie
wiichst vom Mittelpunkte o, bis zur Peripherie, weil ja die Hebelsarme der
einzelnen Druckkrifte ebenfalls von der Entfernung vom Mittelpunkte wachsen

Denken wir uns an der Peripherie des Zapfens eine Kraft P ange-
bracht, welche alle einzelnen Reibungen iiberwinden soll, so muss fiir den
Zustand des Gleichgewichtes die Summe der statischen Momente der Krifte,
welche die Bewegung in einem Sinne bewirken, gleich sein der Summe der
statischen Momente der Krifte, welche die Bewegung im entgegengesetzten
Sinne hervorrufen, also:

PR=1r 2 +ry2 + ry2 +.. 7,2, wo B den Halb-
messer des Zapfens, z, z, =, 2, die Entfernungen der einzelnen Fli-
chenelemente der Basis vom Mittelpunkte o, bedeuten. Nun wissen wir,
dass der Reibungswiderstand bei der gleitenden Reibung dem Drucke direct
proportional ist, da nach der Erfahrung die Grosse der Beriihrungsfliche
auf die Grosse der Reibung keinen Einfluss hat; daher

TSI Mgy, P T MGy Ty = M gge.. Py = Mgy
wo m den Reibungscoéfficienten (d. h. das constante Verhiltniss zwischen
Reibung und Druck bedeutet, der fiir die ganze Basisfliche derselbe ist,
weil Flichen von ungeinderter Beschaffenheit iiber einander gleiten. Die Weite
substituirt, ist

PR = mqy 2 + mq, 2 + mg3 25 +.. mq, 2,

=mlg 2 + ot &oa]
Nun verhlt sich: ¢, : Q = f; . F.
% R =fo I £
¢. : @ = f, . F., mithin ist:

q,:Qfl;—, q,:Q%, q3:QfF3T...q..:Q§",subst.

go: PR — m%[f1 2 + fo % Feees fu 2]
PR = m %E(fw) 1)

Um den = (fx) fir eine kreisformige Basis des Zapfens zu finden,
theile man den Halbmesser B in eine sehr grosse Anzahl (n) gleicher Theile
und zerlege durch concentrische Kreise die ganze Kreisfliche in » Kreis-
ringe von sehr geringer Dicke, suche fz fiir jeden einzelnen Ring auf, und
summire die Resultate, so erhiilt man die = ( fm) fiir die ganze Basisfliche,
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2(fe) = frog o e fomn = 272 2 & + 272 222

—I—... 27 nx, & nz,

S(fe) = 27231 22 + 8% +...

= 2z a® (—-l~_ ‘) na,l:R, S0
S(fe) =2~ —f—3 % = %, =« R®, wenn man gleich das 2. und 3.

Glied als unendlich klein weglisst, indem ja » unendlich gross angenommen
werden muss,
Substituirt man den so gefundenen Werth in die Gleichung 1),

so PR =m Q”/FRund

P = 2/3 m Q. 2), d. h. jene Kraft, die an der Peripherie des

Zaptens angebracht, der Reibung das Gleichgewicht halten wiirde. Nun ist :
P, = m Q ... fir einen liegenden Zapfen,

daher: P — %, P,, d. h. die Reibung am stehenden Zapfen ist bei sonst

gleichen Umstinden gleich %/, von der Reibung am liegenden Zapfen.

Hat der stehende Zapfen die Form eines kreisférmigen Ringes, dessen
Halbmesser B und r sind, so ist

P, = m _%E(fm);

Nun ist = (fz) = %, # R® — %, n v = %, n (R3—r%)
und F = 7 (R%—r®%), demnach

P, = m_Q_ Y, m (Ra—r"’)

P, =% m Q —r? o 3) Grosse der Reibung am ste-

henden ringformigen Zapfen.

Die unterirdischen Abfliisse des Oceans und aller grosseren Binnenseen.
Von Med. Dr. 4lois Nowak in Prag.

(Fortsetzung von S, 139).

Legt man der Berechnung das Stromgebiet und die Abfuhr des St.
Lorenzo zu Grunde, ersteres — 18.600 d. Quadr.-Meilen, letztere nach Darby
jéhrlich nahe an 500.000 Millionen Kubikmeter, dann wiirden simmtliche
Stromgebicte tiber 65 Billionen Kubikmeter oder nahe an 159 d. Kubik-
meilen in's Weltmeer liefern. Betrachtet man endlich den Wasserreich-
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