Das Potential im n-dimensionalen Raume.

Von Dr. Otto Biermann.
(Prag den 2. Januar 1885.)

Da die Frage nach der Verwendung der verallgemeinerten
Potentialfunction in der Theorie der Functionen mehrerer Variablen
durch die Arbeiten der Herren Kronecker?) und Poincaré?) von
Bedeutung geworden ist, beschiftigte ich mich eingehender mit
der Theorie des Potentials im n-dimensionalen ,ebenen“ Raume.
Als ich die nachstehenden Sétze abgeleitet hatte, wobei ich vor
Allem den von Riemann?) und C. Neumann+) vorgezeichneten
Wegen gefolgt war, fand ich eine Reihe von Arbeiten, ¢) die all
meine Sdtze in grosserer oder geringerer Ausfithrlichkeit auch
schon enthalten. Wenn ich meine Bearbeitung trotzdem der
QOeffentlichkeit iibergebe, so geschieht dies in der Meinung, dass
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eine iibersichtliche Darstellung der verstreut vorkommenden
Satze tiber das verallgemeinerte Potential, die sich denjenigen
fiir das logarithmische und Newton’sche Potential anreihen lassen,
wilnschenswerth erscheint.
Wir nehmen an, dass zwischen zwei Massenpunkten im
n-dimensionalen Raume R,, zwischen
m (a1, @ ay) und p (21, 2 Z7)

eine den Massen m und g proportionale und von ihrer Entfernung

r=V (& — a)? + (@2 — a5)* + (xn — an)?
abhingige Kraft m u /() wirke.

Fithrt man die Entfernungen der Punkte s und g von dem
Ausgangspunkt der Coordinaten ein:

n P n
g:\/an, 01 = I/Zx:
v=1 v=1

so wird

n
r? = 02 4 0.2 — 2 X av o,
r»—1
und wenn man noch
b Qv Ty

— C0S8
00 (0 0y)

einsetzt:
r? = o2 4 0,® — 290, cos (00,)

Die Componenten der von m auf g ausgeiibten Kraft in der
Richtung der Coordinatenaxen sind

Ty — ay or
S =m0

und bei Anwendung der Bezeichnung

S @) dr=— o (r) + Const
Xw:——ym.ai)(r—)

oy

Xy = um f(r)

(v=12..n

Die Componenten der von einem System von Massenpunkten
m; auf p ausgeiibten Kraft sind darnach

°
Xv:ya—m-z.-m.'tp(ri)
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und wenn man
g Zmie () =upnV

A
XwZ-us

Cly )

setzt, wird

p Vheisse das Potential des Systems m; auf u und ¥ das Potential
desselben Systems auf eine in (x,, #; ... 2,) befindliche Massen-
einheit.

Setzen wir
1
1) ==

und darnach
=
? (n—2)rm—2

wobei zu beachten ist, dass unter ¢ () fir » — 2 die Function
log % zu verstehen ist, so ist das dem angenommenen Kraft-
gesetz entsprechende Potential

mi
n—2yre—=
Sind die Massen m; in einem n-fach ausgedehnten Gebiete

(T) continuirlich vertheilt und nennt man die Masse des »-dimen-
sionalen Raumelementes da, das da,

V:Z{

o da, da, dan,
wo ¢ die Dichtigkeit in dem Punkte (&, @z . . . a,) bedeutet, so wird

(n)
V= *oda, doe . . . daa (1
. N (n—2)rn—2
un
(n) v
Xy = f g_(xw”——ay) da, da, da, — — : (2
r [vpr 7]

)

Die n-fache Integration ist iiber das n-fach ausgedehnte
Gebiet (T) zu erstrecken, in dem die stetig vertheilten Massen
m; ausgebreitet sind.

Die Function V wird offenbar solange endlich und stetig
sein, als der Punkt wp oder (z) ausserhalb des Gebietes (T)
liegt. Ebensolange gelten die durch Differentiation gewonnenen
Formeln 2) und auch die folgenden:
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v 1 (x'p-——a 2
A ,,r e [ N ﬁ] da, da, da.. (3
(n
Aus den Gleichungen 3) gewinnt man die Gleichung:
no Y
‘P£1 axgz _AV_O (4:

und diese besteht fiir die Function 7 solange, als die voran-
stehenden Darstellungen der zweiten Derivirten eine Bedeutung
haben.

Um das Verhalten der Function 7 und ihrer Derivirten
beurtheilen zu kénnen, wenn der Punkt (x) in dem Gebiete 7' liegt,
fithren wir Polarcoordinaten ein:

& = x + 7 cos o

@y == @y - 7 Sin @, cos oy

s = 23 -+ 7 sin oy Sin oy cos ay

On—y = Tn—3 -+ 7 Sin oy SN ay Sin o SN Op—g COS Olp—3

n = X, + 7 Sin @y Sin @y SN @y .. SN Ohp SN Op_y.
Dann ist das Element
da, dag da, = P dr do; do, don—y,
wenn P die Functionaldeterminante

aal aal aal
or doy Qttn—y
2an da, 20
or 30{1 aan—l
bezeichnet. Die Berechnung gibt:
‘n—2 .n—-3 ,
day, das.. da, =7r""1 sin a; sin o, Sth On_g dr doy. dop—z

und damit wird:
¥4 ki T

2w s For
1) V= f Atn_y . '/.sin o A0y ... ﬁin o, doy . / po— dr
0 0 0

0
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y D n—l _1:—2 'n—v41 n—?—1
2) o — / S ay Sin og Sin ay_y  Sin av COS Gy
n-1'+2
sin ap1 sin ov—2 @ dr da; det,_,
(n)
3%) Vo /. sirf—i sm"_i sin o
exyz —_— . 1 2 n—2
— N SIn% oy SIN2 g ... SN2 Oy
I:l 78I y SN2 ey . . . SIN2 oty lcos“”]g’drda,...da,,_
P2

Hier ist ersichtlich, dass das Potential 7 und seine ersten
Derivirten auch endliche und stetige Functionen von #, z, . . z,
sind, wenn der Punkt (z) innerhalb des stetig mit Masse erfiillten
Gebietes (7)) liegt. Die Integrale in den Gleichungen 38¢) verlieren
aber in diesem Fall jede Bedeutung; wir sehen uns darum zur Be-
urtheilung des Verhaltens der zweiten Derivirten gendthigt, noch
eine Transformation vorzunehmen, wenn die erste keine verwend-
bare Umgestaltung mit sich brachte.

Vorher will ich nur anfithren, dass die Transformation des
.Differentialparameters“ ,\ ¥V durch die Polarcoordinaten den
Ausdruck liefert~

1 oV o:rv a2V
ke Ava + (n—1)r 0 + Il ~+ cosec? ey Deg?
a2V a2V
C C
cosec? o, cosec? oty ~—— v oo COSEC2 0ty COSECE Oty ... COSECE 0ty _gr—
+ 1 e +...+ 1 2 S F T
oV

2

oV
+ (n—2) cotg ey ¥ + (n—3) cotg oy cosec? e, o

AV
+ (n—4) cotg o3 cosec? o cosec® as u -+
3

2V ]
aan-—2
den man leicht aus den Untersuchungen von Gundelfinger (in
Borchardt’s Journal B 85, p. 295) ablesen kann,
Die angekiindigte Transformation betrifft die Ausdriicke:
Q)

WV _ —fg x—v;—ﬂ' da, da, da,

dzy -

—+ cotg ot,—_q cosec? ey cosec? oy . . . cOSEC? @p_g.

(") 1
—fo 80511 (n— 2)7'"'—2) dal da2 ddn

(€5}
Lotos. Neue Folge. Bd. VI. 7
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Man kann zeigen, dass solange als die Function —(ﬁm
innerhalb 7' stetig ist, die Darstellungen gelten:

(n)
f (71__2)7,1_2 8 © da, day. . das -+ f = 2) 5 cosavdo (5

WO a; ap . o, die Winkel bedeuten, welche die nach dem
Innern von 7' auf dem Elemente de der (n—1) dimensionalen
Begrenzung (S) des Gebietes 7' errichtete Normale mit den
positiven Richtungen der Coordinatenaxen einschliesst.
Kommen innerhalb 7" Unstetigkeitsstellen der Function

e
(—2)?" 2
abzusondern, welche diese Stellen enthalten. In dem so modificirten
Gebiete T gilt fi'u'

4 / 0 ( ) da, da, da
Qwy T "a»p (n— 2)) 2 ! "

die gleiche Tlansfonnatlon, nur ist das Begrenzungsintegral auch
iiber die Begrenzung der abgesonderten Raumtheile zu erstrecken.

Ist ¢ eine stetige Function des Ortes, fallt aber (z) mit
einem Punkte (¢®) zusammen, so umgebe man diesen Punkt mit
dem durch

(2, —al) + (w2—at’)2 + (2—a))? = 02
definirten Gebilde (K). Lassen wir dann 0 nach Null convergiren,
so wird der Beitrag zu dem Begrenzungsintegral, wenn g, der
grisste Werth von ¢ innerhalb des neuen Gebildes ist, kleiner als

lim 9
—o (1&—2)6"—‘~’fd6’

— die Integration ither die Begrenzung (von K) erstreckt. Da aber

/do‘ =t ¢

ist, wo ¢, die Begrenzung des Gebildes

wlg + Z(’g2 + xn2 =1
bezeichnet, so ist jener Beitrag gleich einer Zahl ¢ zu setzen,
die kleiner gemacht werden kann, als eine beliebig kleine Zahl &;.

vor, so hat man von dem Gebiete (7) solche Theile




Das Potential im n-dimensionalen Raume. 99

Da 7;;& innerhalb 7T endlich ist, so wird das »n-fache Integral

v
(»)
°

1
'-/ ("1—2)1‘""‘2 C all dal dag da"

iber das Gebiet (K) erstreckt mit 8 auch Null, und darum gilt
die obige Transformation, ob der Punkt (x) ausserhalb oder inner-
halb (7' liegt.

L. AV .
Aus den Darstellungen -der ersten Derivirten gy den
F LY

Gleichungen 5) ergeben sich jetzt fiir die zweiten Derivirten
@

22 V 1 . 3 0
d n
Sxy? axg (71,__2)7.7» 2 ) ca dal daz @
+'-/‘aw’ll (7‘&-—-2)7-"—2) Q Ccos oy dﬁ (6
(S}

die bei stetigem ¢ endlich und stetig bleiben, gleichviel ob (x)
ausserhalb oder innerhalb 7' liegt, wie man bei Beniitzung der
bisher verwendeten Hilfsmittel leicht sieht. Fillt aber (z)
in die Begrenzung (S), so verliert das zweite Integral seine
Bedeutung.

Lassen wir auch Unstetigkeitsstellen fiir ¢ zu, so bleiben
V und dessen erste Derivirte iiberall endliche und stetige Func-
tionen, indess die zweiten Derivirten nur endlich und stetig
sind, wenn (=) in endlicher wenn auch noch so kleiner Entfernung
von der Begrenzung S oder den Unstetigkeitsstellen gehalten
wird., Es ist nun die mit diesen Eigenschaften der ersten und
zweiten Derivirten nothwendig sich einstellende sprungweise
Aenderung der letzteren bei einem Durchgang durch die Be-
grenzung (S) zu untersuchen, doch beschrinken wir uns auf die
Ermittlung des Sprunges, den AV erleidet.

Zu diesem Zwecke beachte man zuerst, in welcher Weise
das Gauss’sche Begrenzungsintegral zu verallgemeinern ist.

Bezeichnet do das Element der geschlossenen Begrenzung
S eines Gebietes T'mit den Coordinaten (a; as . . . @), den Abstand
des Elementes de von einem beliebigen Punkte () und (»N) den
Winkel, welchen diese Entfernung mit der in de nach dem Innern
‘'von T gezogenen Normalen N einschliesst, so ist

7+
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W, — f cos (rN) do @
r - (S) r,,_
das dem Gauss’'schen analoge Begrenzungsintegral. Ist unter ()
ein dusserer, unter (7) ein innerer und unter (s) ein Punkt ()
in der Begrenzung S verstanden, so ist
Cn

Wa= 0, Wi =¢a Wiy = —5 8

und ¢, bedeutet wieder die (n—1) dimensionale Begrenzung des

Gebildes 22 + @2 4 2,2 =
Bezeichnet man mit C. den n-dimensionalen Inhalt dieses
Gebildes, so gilt e = nG,
und es ist
—_— " — m 22m+1'm! " —_ F(é)n
Ozm = _77&_! C2m+1 =T m Odel On = F(’#

Die Formel fiir W, ist an die Bedingung gekniipft, dass (s) ein
Punkt der stetig gekriimmten Begrenzung ist. Die Modificationen
in anderem Falle sind auch hier im »#-dimensionalen Raume bald
beurtheilt.

Mit Hilfe der Formeln (8) lassen sich dann folgende S#tze
aufstellen :

1) Sind die Massen M, ausserhalb eines Gebietes 7 und
M; auf dessen Begrenzung S vertheilt, ist N die innere Normale,
und bezeichnet man mit

(). (%)

die Werthe des nach N gewonnenen Differentialquotienten des
Potentials V' der Massen M, 4 M, ausserhalb und innerhalb der
Begrenzung S, so ist

8) /1( qv)da—o /( da:c,,Ms.

2) Llegen innerhalb lee Massen M; und auf S die Massen
M; und ist N die dussere Normale, so bestehen die Gleichungen

9) f(wt)dﬁ— o ;,f(m)da— ¢o (M + M)

wo die Bezeichnungen nicht mehr misszuverstehen sind.?)

1) Siehe Gauss Theoria attractionis Art. 23.
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Betrachtet man jetzt innerhalb eines Gebietes T ein an
den Punkt (x) anstossendes gerades rechtwinkliges Gebilde (P)
mit den Kantenlingen d:, dx, . . . dx, und dem Inhalt dz; dx; . . dx,

und bildet
f ( )

fiber die Begrenzung von (P), so ist dieses einerseits gleich
— ¢ M; =— ¢n @ A1 dxs...dxn, andererseits gleich A Vdz dws ... dxy
und darum gilt fiir jeden Punkt (z), der innerhalb T aber in
endlicher wenn auch noch so kleiner Entfernung von der Be-
grenzung oder einer Unstetigkeitsstelle von ¢ liegt,

AV = —c o (10

Damit sind nun die vorziiglichsten Eigenschaften der Function
V festgestellt, wenn die Massenvertheilung iiber ein »-dimen-
gionales im Endlichen liegendes Gebiet ausgebreitet sind und die
Dichtigkeit ¢ eine stetige Function des Ortes ist. Wir fassen
die Falle ins Auge, wo die Masse iiber ein (z—wv) fach aus-
gedehntes Gebilde K, » im n-dimensionalen Raume stetig aus-
gebreitet ist.

Bezeichnet do,—» das Element des Gebildes K,—», ¢ die
Dichtigkeit der wiederum stetig vertheilten Masse, so ist das

Potential
V:a/)—L don—y (11

(n-2. 7,1;-—2

Die Function V geniigt im ganzen unendlichen #-fach aus-
gedehnten Raume R, der Differentialgleichung

AV =

Ist ¥ = 1, so ist ¥ berall endlich und stetig, aber die
ersten Derivirten haben nicht mehr die Eigenthiimlichkeit allent-

3
halben endlich und stetig zu sein. Bezeichnet % die Derivirte

von V, genommen nach einer Normale zu dem Gebilde K,—; (9 nach
aussen zu positiv gez#hlt), go die Dichtigkeit im Fusspunkt der

Normale N, so ist ndmlich aq\ bei dem Durchgang durch K,_,
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unstetig, und zwar derart dass

12) (a)z —( 9‘) = ot

ist.

Bei einer stetigen Vertheilung der Masse auf einem n—w»
dimensionalen Gebilde ist V7 endlich und stetig, so lange der
Punkt () in endlicher Entfernung ¢ von K,_» sich befindet
(wo ¢t immer die kiirzeste Entfernung bedeutet). Wird jedoch
¢ unendlich klein, so wichst ¥ ins Unbegrenzte, so zwar dass

Cn 1
13) l’&)n/t IO— llm Qo _1; m
und daher
. oV Cn
14) tim at):— 0 (v =2,3...m)

gilt. Mit g, ist wieder die Dichtigkeit an der Stelle bezeichnet,
in welche der Punkt (») fiir das verschwindende ¢ hineinriickt.

Die Richtigkeit der letzten Formeln ergibt sich bei An-
wendung der Gleichung

/ (%) Q60 v = — o M,

wenn man dieselbe ebenso verwerthet, wie das zur Bestimmung
des Verhaltens des Newton’schen Potentials bei der Vertheilung
der Masse auf einer Curve geschieht. Die Formel

Cn

lim (t"—2 4

Qo)

Cn—1

welche bei stetiger Vertheilung der Masse auf einer Curve in
Anwendung kommt, ist iibrigens durch directe Rechnung zu
bestétigen, wenn man die Masse etwa auf einer der Coordinatenaxen
vertheilt denkt.

Die Formel

lim (t"— E)V) — Qo
folgt unmittelbar aus der Definition von ¥, wenn die Masse in
einem Punkt concentrirt ist, d. h. aus
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Qo
V=
(n—2)¢»—*
Lassen wir den stets im Endlichen erhaltenen Punkt in
uendliche Entfernung B von dem Coordinatenursprung riicken,
indess die Massen M in einem endlichen Gebiet verbleiben, so

ist wegen

lim B =1
R—=w T
, A%
lim (n—2)R—* V) = M, lim Rr—1 =g = M (15
und man sieht, dass V. Null ist ausser in dem Falle » — 2
wo V. den Werth — o annimmt.

Spéter soll aunseinandergesetzt werden, dass die Potential-
function durch die Gleichung AV = o, die Eigenschaft in 15)
und eine der Gleichungen 10, 12, 14) vollstindig und eindeutig
bestimmt ist. Jetzt nehmen wir erst ein Beispiel einer speciellen
Massenvertheilung vor.

Es soll die Masse M gleichméssig in dem durch die Gleichung
wlz + x22 + an ool RZ

definirten Gebilde (K.) ausgebreitet sein, welches ist dann der
Werth des Potentials in einem #dusseren und einem inneren Punkt?

Da V nur eine Function der Entfernung des Punktes (x)
von dem Coordinatenursprung ist, lautet die Differentialgleichung
AV =o0

a2V n—1 oV __

=0
or2 r or !

wie man aus dem auf Seite 97 angegebenen Differentialparameter
ersieht, und daher hat V die Form
c ‘
gye T °
Weil Voo = o ist, verschwindet die Constante ¢/, und wegen
der Eigenschaft
lim (n—2yr"2V)y=M =19 C, R*

M
Ve = iy

ist
(16
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Den Werth V; finden wir, indem wir beachten, dass der
Punkt () fiir das Gebilde X z»2 = »2 ein dusserer, fiir das Gebilde
Zm2=nmr? (r<r =< R) ein innerer Punkt ist, und fiir dieses
allein ¥; = ¢’ sein muss, da V() nicht unendlich werden darf.
Vi hat den Werth:

R
Ca @ 7" 1AL 0cCa "

D = gy )

Darum ist
(Y Cﬂ Q Ca .

(n 2)7 as T 2(n—2) (B2 —2%)
@ o ¢, R2
- on T + 2(n—2) (17

Fir » = 2 ist das Integral

fr log% dr =

zu verwenden, und es wird
= 0a ., eak L
Vi = 2oy 28 (1—|—logRZ).

Ist die Masse M gleichmissig auf der Begrenzung von (K.)
ausgebreitet, so ist M =¢ ¢, B» und
M M

Vazm Vz:(n————Q)R—"_z

In beiden Féllen besteht also fiir dussere Punkte eine dquipoten-
tiale Massenvertheilung darin, dass die gesammte Masse in den
Punkt (o) verlegt ist.

Breiten wir ausserhalb und innerhalb der Begrenzung von
K, Massen m, und m; aus, so ist das Potential in einem Punkte (a¢)
der Begrenzung

(18

Ve = X mq (19

1 1
(n—2)rn—2 + Zm (n—2)rp=%’

worin 7, und 7; die Entfernung des Punktes (xs) von s, resp.
m; bedeutet,

Nach den voranstehenden Formeln ist das Integral

X my .
f Ve de = I:Z Ma )r"“z —+ (n__;)an_zj J do (20
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und offenbar sind daker Massen auf der Begrenzung von K, beliebig
den mq oder m; zuzuordnen.
Speciell ergibt sich hieraus:

S'Ve do 1

Cpds = EM e = V0
und
,rVG da _ 2 my;
Jde — (n—2)Rr-?

wenn die Massen nur ausserhalb oder innerhalb K, liegen. Nennt
man den linksstehenden Quotienten das arithmetische Mittel der-
jenigen Werthe, welche V7 auf der Begrenzung erhilt, so ist
dieses im ersten Fall so gross als der Werth von V im Mittel-
punkte von K,, im zweiten Fall unabhéingig von der Vertheilung
der Massen.
Versteht man unter der natiirlichen Belegung einer ge-
schlossenen Begrenzung S eine derartige Vertheilung der Masse
= 1 auf S, dass das Potential in allen inneren Punkten
constant IT ist, dann gilt bei irgend einer Massenvertheilung:

(f Ve.g6 06 = Zmg P, + II.Zmy (21
%)

wo P, das Potential der natiirlichen Belegung von der Dichtig-
keit go auf einen #usseren Massenpunkt bedeutet. Bei der Be-
grenzung des Gebildes K, ist

1 1 1
B Tm = Ggyae Wl e = pr

Mit Hilfe dieser Sédtze lassen sich die bekannten Neumann-
schen Theoreme iiber die extremen Werthe des Potentials nach-
bilden und die folgenden Sitze beweisen:

Erstens: V., ist bis auf eine additive Constante bestimmt,
wenn die Masse M innerhalb eines geschlossenen Gebietes 7" und
auf dessen Begrenzung S vertheilt und Vs gegeben ist, oder
Vo ist vollstindig bestimmt, wenn das Potential von Massen
innerhalb und auf der Begrenzung gegeben ist, ausser in dem
»singuliren® Falle, IT = o (n = 2).

Zweitens: V, ist vollstindig bestimmt, wenn die Potential-
werthe 1 von Massen ausserhalb 7' und auf S gegeben sind.

Drittens: Die Dichtigkeit einer Belegung von der Gesammt-
masse M auf S ist eindeutig bestimmt, wenn die Werthe

I =
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Ve von bestimmten Werthen nur um eine additive Constante ab-
weichen, oder die Dichtigkeit einer Belegung auf S ist bestimmt,
wenn Vs vorgegeben sind; — ausser in dem frither genannten
singuldren Fall.

Wir gehen jetzt auf den Green’schen Satz ein. Auf Grund
der Transformation des iiber ein vollstindig begrenztes Gebiet
T ausgedehnten Integrals

f °F o dw  da

(1)
in welchem F' eine innerhalb 7" bestimmte endliche und stetige
Function bedeutet, in das Begrenzungsintegral :

&)
wo N die in dem Klement de der Begrenzung nach Innen ge-
zogene Normale bezeichnet, und auf Grund der Transformation:

n 2 Qxw
x . dz, dz, . dl'n——'([Z Fy N de (4

="
lassen sich fiir zwei innerhalb 7 endliche und stetige Functionen
V und W, deren erste Derivirte auch endlich und stetig sind,
die folgenden Sitze aufstellen:

fZJ 2;[/ ;C)V dx, dzs dx, =— — fVL\ W dz, dz, . dz,
(1) i (T)
/4 2
S
oW O v
fZ oy xw da, dz, dw, = — ,fWAdel dz, . dz,

(¢4]

— / Wiy de (23
()
und

S AW — WAV) doy day dun +

e
(T)
W oV
+ f S = W) do=0. (24
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Mit Hilfe des letzten Satzes kénnen wir den Werth der
Potentialfunction V fiir jeden Punkt im Innern von 7 bestimmen,
wenn die Werthe von 7 auf der Begrenzung S und A7 im Innern
bekannt sind und weiter eine Function W angegeben werden
kann, welche innerhalb T der Differentialgleichung AW = o
geniigt, auf der Begrenzung den Werth Null besitzt und im
Tnnern von T itberall endlich und stetig ist ausser im Punkte (x%),

wo sie unendlich wird wie ((nTng) o Eine derartige Hilfs-

—
function wird man besitzen, wenn man eine fiir jeden Punkt der
Begrenzung des (Gebietes T gegebene einwerthige, endliche und
stetige Function U fiir das Innere in eindeutiger Weise so be-
stimmen kann, dass sie auch da einwerthig, endlich und stetig
ist und ausserdem der Gleichung A U=—o geniigt. Die Function
W ist offenbar gleich

1 1 .
U—|— (TL——Q)’P”_—Z’ wenn Us — — m ist.

Auf die Bestimmung von U; bei gegebenem Us werden wir
noch eingehen, jetzt nehmen wir die Existenz einer Function U
und W an.

Um mit Hilfe des Green’schen Satzes 24) V; aus den Werthen
Vs und (AV): zu bestimmen, umschliessen wir die Stelle («?)
mit dem Gebilde K,

@— a2 + @ — op+ (@ — ap =0

und sondern das so definirte Gebiet um die Stelle (z®) von T ab,
dann ldsst sich der Green’sche Satz auf das neue Gebiet 7“ an-
wenden und zwar folgt wégen: Wo = o und AW = o

.
fWAV oy dzy  dow = fv% do +
8)

()
oW oV
.[(V_efr — W)
wo do’ das Element der Begrenzung (s) von K, bezeichnet. Lisst
man den Radius des Gebildes K, nach Null convergiren, so findet
man, dass
lm WAV do, dos .. dan = WAV dw, das. .. dx,

() (1)
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, oW AV .
lim ?{(V W w > ) e’ = — ¢, Vi

ist und daher wird

en Vi= —fWAV dx; dxy dx, ./thi caIl/\IV (25

(7) (S)

Diese Bestimmung von V; beruhte auf der Voraussetzung,
dass 7V und seine ersten Derivirten innerhalb 7' endlich und
stetig sind. Trifft diese Voraussetzung nicht ein, finden sich
also in einem n—1, n—2 . n—v dimensionalen Gebilde
Koy, Kisg K,_» innerhalb T Unstetigkeiten, so sind in der
Gleichung 25) rechts noch Beitrige hinzuzufiigen und zwar ent-
sprechend den Unstetigkeiten auf X,_; der Beitrag

/ [(Z_ %) -V (( as,n ( o )) 4641

und bei Unstetigkeiten auf K,_» der Beltrag:
—cy f W lim (tv—l aalt/) AGn—v (v=2, 3 )
€ 4

wo unter doy das Element von Kp zu verstehen ist, t die Normale

X% )
in einem Unstetigkeitspunkte von K,_;, V4., (;—;;) Vo, (g—;; ) die
+o —o0

Werthe von V7 und W—)t in den K,—; unendlich nahe liegenden

Punkten der Normale und endlich ¢ die kiirzeste Entfernung eines
Punktes (z) von K,_» bezeichnet.

Wenden wir diese Sitze auf den Fall an, dass T das
unendliche n-fach ausgedehnte Gebiet ist, dann ist die Function

W gleich (ﬂ_lﬁ und die obige Gleichung 25) lautet:

|4
Cn 171— - (W_/;W d:l'l dil’z du’L‘n +

< 1 v
(;)/I(E‘—N ((7@-—-—2)74;-2) — n—ay— WJ de
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Als Begrenzung des Gebietes (7' ) fassen wir die Begren-
zung des Gebildes K, auf, wo » unendlich gross ist; da stellt
sich zufolge der Eigenschaften der Potentialfunction wonach

Vo = o, lim R**

ist heraus, dass dieser Theil des Begrenzungsintegrales Null ist, und
dasselbe nur iiber die Umhilllungen der Unstetigkeitsbereiche zu
erstrecken ist.

Nehmen wir an, dass die Masse stetig in einem endlichen
Gebiete 7' ausgebreitet sei, so dass ¥ und seine ersten Derivirten
allenthalben endlich und stetig sind, so fillt das Begrenzungs-
integral ganz aus, und da AV gleich o resp. —c.¢ ist, je¢ nachdem
der Punkt (=) ausserhalb oder innerhalb 7 liegt, ist

- dey des . .. ;i.r,,
n (n—2)r

Ist die Masse nur in einem (r—1) dimensionalen endlichen Gebiete
K,._, vertheilt, so ist fiberall A\ V =0, V aber allenthalben endlich
und stetig, also Vi, = V_, und es wird

o Vi= ./ (71—2)7"“2 ( av)o“ (ag )_) A

odex
dﬁn—l
Vi= f (n—2)rm—2

und ebenso bei der Vertheilung der Masse in einem n—v dimen-
sionalen Gebiete

dop_y

wenn wir die auf Seite 102 angegebenen Gleichungen 12), 14)
beniitzen. Indem wir auf diese Weise stets eine einzige bestimmte
Function V; gefunden haben, die zufolge unserer Definitionen
gerade die Potentialfunction ist, erscheint auch nachgewiesen,
dass die Potentialfunction durch die Differentialgleichung AV =o,
das Verhalten im Unendlichen und die Bedingungen 10, 12, 14)
vollig bestimmt ist.

Wir geben nun noch einige Folgerungen aus den Green-
schen Sitzen an: Ist Ueine Function, die innerhalb eines Gebietes

V;:
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T nebst ihren ersten Derivirten endlich und stetig ist und ausser-
dem die Differentialgleichung AU = o erfiillt, so gilt zufolge

der Gleichung 4)
oU
f (—SN) dé = o
(8)

(gg ) do + %[ P (8%)2 dz, dzs  dan = o

1

(5)

1 .
und zufolge 24), wenn W — (== gesetzt wird:

2 1 1 U B
{(UW ((n 2)1"—2) T (n—2)yr? TN) do = o

1 °u de =ca. Ui
(5) ((12—9)7”— )  (n—2)—* °N -

je nachdem die Stellen (x) ausserhalb oder inmnerhalb 7' liegt,
was auch durch den Index @ und ¢ bei r angezeigt ist.

Hierin ist U als Potential anzusehen, wenn die Massen auf
der Begrenzung und ausserhalb des Gebietes 7' liegen. Es sei
also U das Potential irgend welcher Massen, die theils ausser-
halb, theils auf der Begrenzung des Gebildes X,

@) + @—w) + ... (@) =B
-ausgebreitet sind; die Werthe Us seien gegeben gleich ¢, man
soll U; finden. Wir suchen also in einem speciellen Falle die
frither verlangte Hilfsfunction U und nach dem zweiten Neumann-
schen Theorem ist diese vollig bestimmt, wenn itberhaupt eine
solche Function existirt.

Bezeichnet » den Abstand der Stelle (x) von dem Element
do der Begrenzung, £ die Entfernung der Stelle (z) von dem
Mittelpunkt (@), so dass

2 = R* + E? — 2ERqa
wird, wenn man
Ay X1+ s X2 .. .. W
RE

setzt, so ist die Liosung des verlangten Problems in

a =
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U, — 1 f@a % de (26
(3)

enthalten, was man durch die Verallgemeinerung der Betrach-
tungen an dem Kreise und der Kugel leicht bestitigt. (Siehe
Neumann, Tonelli und Macher.)

Fiihrt man die Function
VvV = f 0¢ do
A
6)

ein, welche continuirlich aber nicht holomorph ist, indem die
Gleichung

(:E - (w)—“‘c‘" ¢

gilt, so kann man U; auf folgende Form bringen:

U = n0—2 B (V+n2E2 22)

n

(27

Fiihrt man noch
E2 = R 4 92 — 2Rr cos
gin, so wird

_ @o cos @ do 1 g6 do
U Ru——l r n—1 - Cn Rn—1 ./‘ r n—1 9 (28
( P ' (T)

und in dieser Formel ist der Grenzfall #—=2 unmittelbar zu iiber-
sehen, den wir weiterhin ausschliessen.

Bei der Vertheilung der Massen innerhalb K, und anf der

Begrenzung findet man bei gegebenen Werthen Us = — g6 U, in
derselben Form 27) und es ist

lim (U, — U) = — 2¢¢

E=—Kk

Die Function ¢¢ kann auch unendlich werden; es ist daun
nur nothwendig, dass sie integrabel ist.

Beachtet man, dass die Differentialgleichung AV = o in
Polarcoordination die Form erhiilt:

eV 14
;E —|—(12—1)E5T 4+ @ (V)y=o0

2
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so wird, wenn jetzt mit U die rechte Seite der Gleichung 27)
bezeichnet wird,

oU

— e R ESg= (-9 E 5 + 20 (1)

und es folgt:
U U
( TEJ),O— (£ —@2 = (—2). oo
Es ldsst sich leicht eine Function W angeben, die sammt

ihrer Ableitung %—VEV an der Begrenzung von K, keine Discon-

tinuitdt aufweist. Wir brauchen W ausserhalb K, nur die Be-
deutung von

Y 14
o (T en )
innerhalb K, die von
U 14 s
s — (*g + N + c_,,)
beizulegen, wo V~ eine Function derselben Alt wie V ist, welche
also an der Begrenzung stetig ist, indess - 8 E' bei dem Durch-

gang einen Sprung macht, der die Discontinuitit der iibrigen
Glieder in _’ggf aufhebt. Das ist auch zu erreichen, wenn
unter gs eine Function der Verinderlichen x; «; . . . ., verstanden
wird, von der eben die Begrenzungswerthe vorgelegt sind. Die
Function W aber geniigt der Differentialgleichung AW — o und
die beiden Darstellungen ausserhalb und innerhalb K, sind Fort-
setzungen von einander.

Die oben entwickelte Function U lisst sich mit Hilfe der
Neumann-Schwarz’schen combinatorischen Methode auch dann
bestimmen, wenn der Bereich 7 nicht blos von einem Gebilde
K, sondern von beliebig vielen derartigen Gebilden begrenzt wird.
Wiahrend nun in der Theorie der Functionen einer complexen
Verénderlichen X — = 4 4y durch eine innerhalb eines von Kreisen
begrenzten Flichentheiles (7)) existirende Function U (xy) stets
eine und nur eine Function f (X) mit dem reellen Theile U be-
stimmt wird, indem
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(zy)
_ {4 °U U
v= (5w — 39 dz)
(o Yo)

eine innerhalb 7' eindeutige und stetige Function ist, deren Ab-
leitungen den Differentialgleichungen

oV _ U v oU
By T 3y T
geniigen, wird eine Function U (%), 41, @, 42 . o, o) im
Allgemeinen nicht der reelle Theil einer Function # der complexen
Variabeln Xo = a» + ¢yp (v = 1, 2 n) sein.
Setzt man
S=U+4+1:7,

so besteht zufolge des nothwendigen Systems von Bedingungs-
gleichungen

of . 9f _
am + ¢ 83/1, =0
fiir den reellen und imaginéren Theil auch das Gleichungssystem :
U oV _ oU 4 oV _
dxy af/'u = a?/'u Quxy -
oder
U L ~-—92U oV _
dxw 3&2[,{, ayy awy, -7 ayv ax‘u daw am# =7
U 2V 02U 2V —
dwv Qyu Oyv yp T~ 7 Oyv Jyu Oxy dyu T
und daher fir U das System von Differentialgleichungen:
RxU 02U U 22U
=] =0 (28
Qxw axy aj/y, ay'y ' Qaw aj/y, a?/'u axy

Kine Function U, die an der Begrenzung eines von Gebilden K
zusammengesetzen 2n-fach ausgedehnten Bereiches (") vorgeschrie-
bene Werthe besitzt und innerhalb 7 der partiellen Differential-
gleichung AU = o geniigt, wird den Differentialgleichungen 28)
im Allgemeinen nicht geniigen, und kann dann nicht der reelle
Theil einer Function f (X; Xz ..X,) sein. Ist ein analytischer
Ausdruck f vorgelegt, der jedenfalls innerhalb eines in Rede

Lotos. Neue Folge. Bd, VI. 8
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stehenden Bereiches T eine Bedeutung hat, so kann es zur Unter-
suchung der durch denselben definirten Function von Vortheil
sein, die Function U zu construiren, die an der Begrenzung von
T etwa diejenigen Werthe annimmt, welche f daselbst besitzt
oder andere fiir /' charakteristische Werthe. Bildet man ferner
die mit U verbundene Function W, welche bei dem Durchgang
durch die Begrenzung sammt ihrer Ableitung %’ stetig ist und
allenthalben der Differentialgleichung AW = o geniigt, so kann
diese Function moglicherweise zur Untersuchung des reellen
Theiles von f verwendet werden.

Dieser Giedanke rithrt von H. Poincaré her. Er hat denselben
auch bei dem Beweise des wichtigen Satzes beniitzt, dass ndmlich
eine Function f (X; X,), welche sich im Endlichen wie eine
rationale Function verhilt also allenthalben durch den Quotienten
zweier Potenzreihen darstellbar ist, auch durch den Quotienten
zweier ganzer Functionen auszudriicken ist, eines Satzes, den
man auch fiir Functionen von mehr als zwei complexen Ver-
anderlichen aussprechen kann.
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