
Ueber eine Curve dritter Ordnung.
Von

E M I L  F R E U N D .

(Mit 1 Abbildung.)

E s i s t  der g e o m e t r i s c h e  Ort  de r  M i t t e l p u n k t e  
a l l e r  di e  P a r a b e l  b e r ü h r e n d e n  und d u r c h  i h r e n  
B r e n n p u n k t  g e h e n d e n  K r e i s e  zu b e s t i mme n .

Jedem Punkte M' der Parabel entspricht der Mittelpunkt 
des berührenden Kreises M. Dieser muss auf der Normalen M'N  
liegen. Weil F  dem Kreise angehört, so ist M 'F  eine Sehne. 
Die im Halbierungspunkte von M 'F  auf diese errichtete Senk
rechte schneidet die Normale in dem Mittelpunkte des berühren
den Brennpunktkreises.

Eine Beziehung zwischen den Coordinaten £, rj dieses 
Mittelpunktes, welche für alle berührenden Brennpunktskreise 
gilt, stellt die Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes dar.

Aufstellung der Curvengleichung.

Es sei M' ein beliebiger Punkt der Parabel. Der zuge
hörige Kreismittelpunkt liegt zunächst auf der Normalen M 'N. 
Sind seine Coordinaten £, rj, so gilt für dieselben die Normalen
gleichung :

yl +  p v  =  y (p +  *). (i)
Ist M 'F  die entsprechende Sehne des gesuchten Berührungs

kreises, so hat deren Halbirungspunkt P  die Coordinaten
2 x  +  p y 

4 ’ ~2~-
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Ueber eine Curve dritter Ordnung. 161

Die in P  auf M F  errichtete Senkrechte, welche durch den 
Kreismittelpunkt geht, hat die Gleichung:

y p — 2 x 2 x 4 -  p ,
’  2 =  a ^ "  « ----------- i ->

oder anders geordnet

4 (p — 2 x) £ — 8 y r( — p 2 — 4 (#2 +  y2). (II)

Die durch (I) und (II) dargestellten Geraden schneiden sich 
in dem Punkte m der gesuchten Curve. Jedem Punkte M4 der 
Parabel entspricht ein Punkt M  der Curve, dessen Coordinaten 

rj wir durch die von M4 (x, y) ausdrücken können, indem wir 
nach £ und rj auflösen. Wir erhalten:

y (p +  x) p  \ I y  ,y(p +  ®) I
§ — P2 — 4 jx2 +  y 2) — 8 yl ^ _ ! 4 (y — 2a?) p 2 —4 (a?2H~^2)l

 ̂ P l i  2/ i 9
4 (p — 2 x) — 8 y | | 4 (p — 2 x )  — 8 y

Der Nenner in den Ausdrücken für i; und ist die Deter
minante aus den Coefficienten der Unbekannten g, r\ in (I) 
und (II).

Die Zähler gehen aus den Nennern hervor, wenn man an 
die Stelle der Coefficienten der Unbekannten, welche zu be
stimmen ist, die entsprechenden rechten Theile der Gleichungen 
(I) und (II) setzt.

Wir entwickeln nun die Ausdrücke für £ und rj und 
erhalten nach einigen Reductionen

g _  P +  6 x  ' x  i l  —  p  ( I y )

3 p — 2 x
n =  — ^ -----• y (V)

Eliminiren wir aus (IV) und (Y) und der Parabelgleichung
y 2 — 2 p  x

x  und y, so erhalten wir als Gleichung der Curve

Lotos, Neue Folge. Bd. XIV. 11
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162 E m il F r e u n d :

oder indem wir statt £ und 7} wieder x  und y schreiben:

„  =  ±  (V I)

Die Curve ist von dritter Ordnung.
Wir können zunächst folgende Schlüsse über den Verlauf 

der durch (VI) dargestellten Curve ziehen.
1. Wegen des doppelten Vorzeichens der Quadratwurzel 

entsprechen jedem x  zwei gleiche, aber entgegengesetzt be- 
zeichnete y.

D ie Cu r v e  b e s t e h t  d a h e r  aus  zwei  z u r  P a r a b e l -  
axe  s y m m e t r i s c h  g e l e g e n e n  Aes t en.

Wir betrachten bloss den einen Ast, welcher der positiven 
Wurzel entspricht.

2. Damit y  reell werde, muss der Ausdruck unter dem 
Wurzelzeichen positiv sein, d. h.

F ü r  x >< e x i s t i r e n  k e i n e  r e e l l e n  y.

3. Für x  =  wird y — 0.

D ie  Cu r v e  s c h n e i d e t  d i e  A b s c i s s e n a x e  im Ab

s t a n d e  vom U r s p r u n g  (B).

v 5 d4. Wenn x  grösser als und kleiner als — ist, so ist

y positiv, der Zweig liegt ober der Axe.

5  7)5. Für x z=l —^ — wird y — 0  \ beide Zweige schneiden 

sich in einem Punkte der Abscissenaxe.
D ie C u r v e  h a t  e i n e n  D o p p e l p u n k t  von den 

C o o r d i n a t e n :  x =. — , y =  0, (E).

Sie schliesst ferner einen geschlossenen Raum ein, ein 
sogenanntes Bl a t t .
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5 7)6. Für x  >  - r  tr itt der Zweig- auf die andere Seite

der Abscissenaxe und y wird mit x  unendlich gross.

7. Wir wollen nun zur weiteren Untersuchung differenziren 
und erhalten

d y _  2 (p — x)
d x  V 3 p V 4 x — p '

Für x  =  -£r- wird ^ =  oo .4 d x

Ueber eine Curve dritter Ordnung. 163

D i e T a n g e n t e  im ä u s s e r s t e n  P u n k t e  l i n k s  s t e h t  
s e n k r e c h t  z u r  Axe.

Für x =  p wird - 4 ^ -  =  0 : d x

D ie T a n g e n t e  i s t  p a r a l l e l  z u r  Axe.
li*
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164 E m il  F r e u n d :

Für diesen Werth von x  erhält man:

_  5 p - 2 j )  \ / p  ■ 3 p _
6 p V 3 2 ’

die Punkte cc =  p, sind die Culminationspunkte (C, _D).

Ferner ergibt sich:
ß d2 y  _ 2 — 2 x  — p

d x 2 \l 3 2̂  4 (a? — p) \j 4: x  — p ‘

Der zweite Differentialquotient wird 0 für:

—  (2 a? +  p) =  0, x =  —

Dieser Werth von x  kommt ausser Betracht, da für negative 
x  die y  imaginär werden.

D ie  Cu r v e  h a t  k e i n e n  I n f l e x i o n s p u n k t .
Um die Schnittpunkte der Curve mit der Parabel zu finden* 

lassen wir beide Gleichungen gleichzeitig bestehen:
(2 x  — 5 p)2 . (4 x — p)y 2 =  2 p  x, y 2 —  --------------—---------------—v r  J 108 p

Wir setzen die rechten Theile gleich und befreien vom Nenner. 
Die Schnittgleichung lautet daher:

9. 16 x s — 84 p x 2 — 96 p2 x  — 25 p 3 =  0.
Diese Gleichung als vom dritten Grade hat entweder eine

oder drei reelle Wurzeln. Da das absolute Glied (-----^as

Product aller mit entgegengesetztem Zeichen genommenen 
Wurzeln ist, so m u s s  die eine Wurzel positiv sein; sind alle 
drei Wurzeln reell, so sind davon entweder eine positiv, zwei 
negativ — oder alle drei positiv. Da aber das Gleichungs
polynom bloss einen Zeichenwechsel hat, so kann die Gleichung 
höchstens eine positive Wurzel haben, welche ihr aber noth- 
wendig zukommt, also:

D ie  G l e i c h u n g  h a t  e i ne  p o s i t i v e  Wur z e l .
Die etwaigen negativen oder complexen Wurzeln fallen 

ausser Betracht, da den negativen x  auf beiden Curven keine 
reellen Punkte entsprechen.
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Ueber eine Curve dritter Ordnung. 165

D ie P a r a b e l  w i r d  von de r  g e s u c h t e n  C u r v e  in 
z we i  s y m m e t r i s c h  z u r  Axe  l i e g e n d e n  r e e l l e n  
P u n k t e n  g e s c h n i t t e n ,  d e r e n  A b s c i s s e n  g l e i c h  de r  
p o s i t i v e n  W u r z e l  von Gl e i c h u n g  (9) sind.

Wir wollen nun die Wurzeln der Schnittgleichung
21 25x * --------— p x 2 — 6 p2 x ------p3 —  04 lb

bestimmen.

Wir bringen die Gleichung auf die reducirte Form 
z 3 — a z  — b —  0,

indem wir setzen:
x  =  z  +  7/4 p.

und es ist dann
35 „ 7. 3«

a =  ~ § ~  ' b =  "2V P -

Für die Discriminante
22

A  =  b2--^ - a»

ergibt sich -hiermit der Werth

A  =  0;

daher hat die Gleichung drei reelle Wurzeln, unter denen zwei 
einander gleich sind. Sie lauten in unserem Falle

*  =  s V - | - - * = * = - V - ^

und wenn man den obigen Werth von b einsetzt:
18 9p, z2 =  z3 = -----p.

Hieraus ergeben sich für die Wurzeln unserer Gleichung (9)
I 7 /  2 5X! =  sh +  7 /4  p  —  _ _ _  p ,

X i — Xz = z 2 -)r  7 /4  p  — ----~  p .

Nur der erste Werth hat für unsere Aufgabe eine Be
deutung, da negativen Werthen von x  keine reellen Punkte der
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166 E m il  F r e u n d :

beiden Curven entsprechen. Bestimmt man noch aus der 
Parabelgleichung das zu x x gehörige so haben wir das
Resultat:

x  =  — p ,  y  —  ±  7/2 p

s i n d  di e  b e i d e n  S c h n i t t p u n k t e  der  P a r a b e l  mi t  
u n s e r e r  Curve.

Quadratur des Blattes.

Die Fläche wird gefunden, wenn wir das Element 2 y  d x

zwischen a? =  und * =  integriren.

Es ist also
5 p  
2

F =  / ‘ »P  -  2 * \ / P j i x - p )  d x  =  J  3 p ' /  3
P
4 5p

~2

3 V 3 p J (5 p  — 2 x) V 4 x  — p  dx.

P_
4

Um den Differentialausdruck rational zu machen, setzen wir:
-----------  z2 +  p  , z d zV 4 a: — p  —  z,  x  —  ------— , d x  —  —-—

und erhalten

J "*5 p — 2 a?) V 4. a? — p dx  =  (9 p  — 22) 22 cfe =

=  - £ -  P -3 --------I  +  p)  y  4: x —  p —

_(4 a? — p ) 2 V 4 cc — p \ n
20 ’

op
t

(5 p  — 2 a?) V 4a;— p ^  P2 V V — _243_|2_V_P_ _
/

P
T  _  162

“  ~2Ö-  VP,
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Ueber eine Curve dritter Ordnung. 167

daher schliesslich: __
10. F  =  - 1 ^ 1 .

Tangentenproblem der Curve.

Die Richtungsconstante der Tangente eines beliebigen 
Punktes der Curve M (x, y) i s t :

_  d y  _  2 (V ~
m d x \j%P V ^ x  — p '

Der Punkt M entspricht einem Punkte M! der Parabel, 
auf dessen Normale er liegt. Bezeichnen wir die Coordinaten 
von M‘ mit £ und 17, so ist nach Gleichung (IV)

daher

* =  V T p T -

Die Richtungsconstante des Vectors FM' ist:

----- ------  2 V
m =  i  -

Führen wir nun statt § und rj ihre Werthe in Functionen 
von x  ein, so erhalten wir:

12. j»i =  2 \  x ~J> }  4 x ~  P ~  3 P —
3 3=  2 V

_ V 3 p  V 4 x  — p
2 (x — p)

Hieraus und aus (11) folgt:
m . m' ~  — 1.

Dies ist die Bedingung der Perpendicularität der Tangente 
an die gesuchte Curve im Punkte M  und des Vectors FM' des 
M  entsprechenden Parabelpunktes M'.

Errichtet man aber im Halbirungspunkte des Vectors eine 
Senkrechte auf letzteren, so geht diese durch den entsprechen
den Punkt der gesuchten Curve (siehe frühere Construction).
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168 E m il F r e u n d : Ueber eike Curve dritter Ordnung.

Durch diesen Punkt kann man aber auf den Vector nur 
eine Senkrechte ziehen; da nun die Tangente in M  senkrecht 
auf den Vector des M  entsprechenden Parabelpunktes ist, so 
muss sie durch den Halbirungspunkt des Vectors gehen.

Es resultiren daraus folgende Sätze:
a) D ie  T a n g e n t e  an e i ne m P u n k t e  der dur c h  

G l e i c h u n g  (VI) d a r g e s t e l l t e n  Cur ve  d r i t t e r  
Or d n u n g  s t e h t  im H a l b i r u n g s p u n k t e  des  e nt 
s p r e c h e n d e n  P a r a b e l - V e  c t o r s  s e n k r e c h t  a u f  
di esen.

b) D i e  in den H a l b i r u n g s p u n k t e n  der P a r a b e l -  
V e c t o r e n  auf  d i e s e  e r r i c h t e t e n  S e n k r e c h t e n  
w e r d e n  in i h r e r  A u f e i n a n d e r f o l g e  von der  
dur c h G l e i c h u n g  (VI) d a r g e s t e l l t e n  Cur ve  e i n
ge hül l t .
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