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Seien Py, Py . P, die Eckpunkte eines geschlossenen
Polygons und sei Pp43 1dent1sch mit P;. Das lings des Poly-
gons erstreckte Linienintegral kann ersetzt werden durch eine
Summe von Integralen, die lings der Dreiecke 0 P, P, 1 O
erstreckt sind (r=1,2,. .n), da sich die lings 0 P, erstreckten
Integrale gegenseitig tilgen. Andrerseits sind aber nach dem
obigen die Linienintegrale mit dem Ausdruck 1. als Integrand
lings 0 P, P, 1 O einzeln Null, weil ja dieser Linienzug ganz
in einer durch O gehenden Ebene liegt. Infolgedessen verschwindet
auch das lings des Polygons erstreckte Integral.
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Ueber die erste Kriimmung der Kurven bei
allgemeiner MaBbestimmung.
Von Dr. Ludwig Berwald in Prag.

Der Begriff der ersten Kriimmung einer Kurve des Rn bei
der durch:

(1) s_fF(xl(t),x(t)dt(h SLii=1,2 )

bewirkten MaBbestimmung ist von Herrn P Finsler in einer
auf Veranlassung C. Carathéodory’s entstandenen Gottinger
Dissertation eingefithrt!) und in verschiedener Weise geometrisch
erklirt worden. In der vorliegenden Note, die bei (telegenheit
eines angeregten (edankenaustausches mit Herrn P. FFunk ent-
standen ist, soll eine neue Krklirung dieses Begriffes gegeben
werden, die als Erweiterung einer von Herrn A. Voss?) fiir den
Riemannschen Raum aufgestellten Definition angesehen werden
kann, AnschlieBend wird ein anderer (Gedankengang skizziert,
der gleichfalls zur ersten Kriimmung fihrt.

1. Die betrachtete Kurve C (x; = x; (t)) des R, sei keine
Extremale des zu (1) gehorigen Variationsproblems.’) Dann de-

1) P, Finsler, Ueber Kurven und Flichen in allgemeinen Riiumen.
Dissertation, Gottingen, 1918. — TFiir den Fall n = 2 ist die (einzige)
Kriilmmung als ,extremale* Kriimmung schon von G. Landsberg ein-
gefiihrt worden. (Ueber die Krummuncr in der Variationsrechnung. “Math.
Ann. 65 (1908), 313 — 349). Gleichzeitig und unabhingig davon tritt diese
Invariante auch bei A. L. Underhill, Invariants of the function f (x, y, x’' y')
in the calculus of variations. Trans. Amer. Math. Soc. 9 (1908) 316—338 auf.

?) A. Voss, Zur Theorie der Transformation quadratischer Differen-
tialausdriicke und der Krimmung hoherer Mannigfaltigkeiten. Math.
Ann, 16 (1880). 129—179, insbes. S. 150. — Vgl. auch L. Bianchi, Vor-
1Seal(1;1(1)%en iber Differentialgeometrie. Deutsch von M. Lukat, Le1pz10' 1899,

ff.

9) Beziiglich der Voraussetzungen, die iiber die Kurve C (xi =Xj (t)),

die Extremale E (yi =y (r)) und die Funktion F (xi (1), xi (t))<zu machen
sind, verweisen wir der Kiirze halber etwa auf das Lehrbuch von O. Bolza,
Vorlesungen iber Variationsrechnung, Leipzig und Berlin 1909, § 25, insbe-
sondere S. 193 ff, 201 ff. Abgesehen von der Dimensionenzabl, sind diese Voraus-
setzungen nur insofern abzuiindern, als bier C, E und F siimtlich von der
Klasse C" angenommen werden sollen. (Bei Bolza C, bzw. C'“.)
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finieren wir ihre erste Kriimmung bei der MaBbestimmung (1) —
bei der also s den ,Bogen“ von C darstellt, gerechnet von einem
festen Anfangspunkte auf C — in folgender Weise:

Es sei x, (x((i’) = X; (to)) irgend ein regulirer Punkt der
Kurve C. Wir legen durch x, die Extremale E des betrachteten
Variationsproblemes, die dort C beriihrt, und tragen sowohl auf
C als auch auf E kleine Bogen von gleicher Lénge s bis x,
bezw. y auf. Mit 4 bezeichnen wir die Entfernung x y, ge-
messen auf der geoditischen Linie x y in einer Riemann-
schen MalBbestimmung, welche die Maflibestimmung
(1) im Punkte x, nach der Richtung der Kurve C os-
kuliert. (Vgl. Nr. 2.) Dann hat, unter ‘der Voraussetzung

P (xi (to), Xi (to)) # 0, das Verhiltnis 2—); fir s —> 0 einen be-
stimmten endlichen Grenzwert: ?
1 = lim 24
@) So 8—>0 g2’
die erste Krimmung der Kurve C im Punkte x,,

Wir werden zeigen, dafi die so definierte erste Krimmung
mit dem gleichnamigen Begriffe des Herrn P. Finsler iden-
tisch ist.

2. Vor allem miissen wir aber erkliren, was wir unter
einer oskulierenden Riemann’schen Malbestimmung verstehen.

© und beliebig variablen x; stellt die Gleichung:
3 F (x((;), x3)=1
die Indikatrix des Punktes x, dar. Wir setzen voraus, daff
diese fiir jeden Punkt x, eine geschlossene konvexe Hyperfliche
ist, die ihn umschlie8t. .
Zu jedem Punkte x, + x, der Indikatrix des Punktes x,
existiert nun eine einzige Hyperfliche zweiten Grades, die x, zum

Mittelpunkte hat und die Indikatrix in x, 4 .xo oskuliert. Sie

heiBe nach P. Finsler die im Punkte x, + x, oskulierende
Indikatrix von x, TIhre Gleichung ist:

@ Vew 6D %k =19
mit:
6) g =P 7, xP). Fxex (P x9) +
+ iy (K9, ¥9). Py (69, 59). (dF= Py - dsg + Py - dxy usw.)
Unter einer Riemann’schen Mafbestimmung, welche
die MaBbestimmung (1) im Punkte x, nach der Rich-

tung xo oskuliert, verstehen wir eine solche Riemann’sche
MaBbestimmung

Bei festen x

. 4 Nach dem Vorgange von A. Einstein unterdricken wir die
Sun}menzeichen: Es ist also nach jedem Zeiger, der doppelt auftritt, von
1 li]ls n zu summieren. Die Wurzeln in (4) und weiterhin sind positiv zu
ziehen.
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©) U:fvgkl (xi ) dxy dxg,

bei der die Funktionen gy fiir x,l—x]) die Werte (5) besitzen.
3. Nach diesen Erliuterungen konnen wir uns kiirzer fassen.
Wir fithren auf der gegebenen Kurve C (x; = x; (t)), und
ebenso auf der sie in x, berithrenden Extremalen E (y; = y; (z))
den zur MaBbestimmung (1) gehorigen ,Bogen“ als unabhingige
Veriinderliche ein. Diesen nennen wir auf beiden Kurven s,
wobei wir den Punkt x, als Anfangspunkt s =0 der Zihlung
gewihlt denken. Die Kurven C und E sind jetzt dargestellt
durch x;=x; (s), bzw. y; =7y; (s), und es ist:

() x1(0) =y (0) =x9, i=1,2. .n)
Die Differentiation nach s bezeichnen wir durch Striche:
xi (s) = dxi (), ¥i (s) *dyl . Dementsprechend bedeutet z. B.

xq [x%] den Vektor mit den Koordinaten xi (0) [x] (0)], usw.

Daff s auf C und auf E den Bogen darstellt, wird durch
die Identititen

8) T (x;(s),xi(s)) =1, F(yi(s) yi(s)) =1
ausgedriickt. Aus ihnen folgt unschwer, daf die Kurven C und
E einander dann und nur dann im gemeinsamen Punkte x, be-
rithren, wenn aufler (7) noch:

L) x(0)=y@©) (=12 n

erfillt ist.

4. Die Koordinaten x; (s) [v; (s)] des Punktes x [y], zu
dem man gelangt, wenn man auf C [E] von x, aus den Bogen s
auftriigt, konnen nach der Taylor’schen Formel wegen (7) und
(9) in folgender Weise geschrieben werden:

10) {xi (8)=x; (0) 4+ s x5 (0) + gx; (9s), (0 << 3 < 1);

yi(8)=x1 (0) + s x; (0) + 5 ¥1 (), (0 << 1).
Man hat daher: .
(1) = (9~ y1 (6) =5 (x4 (98) = ¥y (9)).
i=1,2 n). Firs—>0 geht in der Grenze xj (4 8) — y; (35)
in x7 (0) — y%(0) tber.
5. Der Vektor x;—yy ist zur Kurve C im Punkte
X, transversal

Denn aus den Identititen (8) folgt durch Differentiation
nach s und Ueébergang zu s =0 wegen (7) und (9):

12) x{ (0). Fx; (x1(0), x5 (0)) 4+ x1 (0). Fx{(x;(0),x{(0))=0,
(0). Fx; (x4 (0), x{(0)) + 7 (0). Fxj(x; (0),x1(0))=0,
und hieraus durch Subtraktion:
(13)  (x1 (0) —y7(0)). Fxj(xt (0), x;(0))=0.
Das ist aber die Transversalititsbedingung.
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6. Die Entfernung zweier unendlich benachbarten Punkte
x, 7, gemessen in einer im Punkte x, nach der Kurvenrichtung
x oskulierenden Riemann’schen Mafbestimmung (6) ist:

(14) 2= \/ gu (1) . (Xx — Yx) (X1—1)
‘Wenn man hierin fiir die Xoordinatendifferenzen die Werte
(11) einsetzt und zur Grenze s —> O iibergeht, so erhilt man
wegen (D) und (8) zunichst:
A

1 .
- = lim Z°—
(15) So 8—>0 82

= v Fxyx{ 4+ Fxy Fx)). Gp—vyp. & —y9p,
wobei in Fxy, Fx{, Fx/x{ die Argumente x; (0), x; (0), in x¢, x{;
y{, y¢ das Argument Null zu nehmen ist.

Beriicksichtigt man die Transversalititsbedingung (13), so

kommt weiter:
1
(16) 7, =\ Frixi (e — ) (e — o)
Endlich liefert die Einfilhrung eines anderen (reguliren)

Parameters t=t(s) den von Herrn P. Finsler angegebenen
Ausdruck:

1 . . . . . 5
(17) So \/ Fxy x; (3 —y1) (1 — 1) )
s
7. Den im Punkte x, angebrachten Vektor h von den

Koordinaten:

(18 bi—go (x¢ (O —y7(0), (=12 .n
nennen wir den Hauptnormalvektor der Kurve C im Punkte
X,. Er ist nach (13) zur Kurve C transversal, und so normiert,
daB er in jeder Riemann’schen MafBbestimmung, die im
Punkte x, nach der Richtung von C oskuliert, Ein-
heitsvektor ist. Sein Endpunkt liegt also auf der im Punkte
X, + x/ oskulierenden Indikatrix des Punktes x,.

8. Man gelangt noch auf einem ganz anderen Wege zur
ersten Kriimmung:

Bekanntlich lassen sich die Lagrange’schen Ausdriicke,
die gleich Null gesetzt die Differentialgleichungen der Extremalen
geben, auffassen als die Koordinaten eines gegeniiber Punkt-
transformationen kovarianten Tensors erster Stufe.®) Bildet man

9 In(17) stehen in F und Fx X, die Argumente x; (to), X; (o), in Xy, X1
Yxs y1 das Argument t, des Punktes x,. xj bedeutet natiirlich
dzxy (t)
[—dt?_.] t = to usw.
%) Die Punkttransformationen werden dabei als umkehrbar = ein-

deutig, stetig und zweimal stetig differentiierbar vorausgesetzt. Vgl
0. Bolza, a. a. O. 8, 8431
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insbesondere die Liagrange’schen Ausdriicke fiir den Punkt x,
der Kurve C:

(19) 1} = [Fxl (xi (s), x{ (S)) — d Fx; (Xi (5), xj (S))] 8=0,

ds
i=1,2 .n),
so kann man diese daher im Raume der x [Nr. 2] als Koordinaten
einer Hyperebene 1 deuten, die durch den festen Punkt x, liuft.
Als Hauptnormalenrichtung der Kurve C im Punkt x, wird man
jetzt die Richtung definieren, die in Bezug auf die im Punkte
x, + x/ oskulierende Indikatrix des Punktes x, konjugiert zur
Hyperebene 1 ist. Normiert man ferner den in dieser Richtung
von x, ausgehenden Vektor durch die Forderung, daB sein End-
punkt auf jener oskulierenden Indikatrix liegen soll, so gelangt
man wieder zum Hauptnormalvektor h. SchlieBlich ergibt sich

die erste Kriimmung der Kurve C im Punkte x, aus:
1 —_—
(20) T \/ 1; hi
Die angedeutete Ableitung der ersten Kriimmung verall-
gemeinert eine von Herrn P. Funk fiir n =2 gegebene.?)

Prag, den 14. Juli 1920.

) P. Funk, Ueber den Begriff ,extremale Kriimmung“ und eine
kennzeichnende Eigenschaft der Ellipse. Math. Zeitsch. 3 (1919), 87—92,

B

Zur Klirung der geologischen Verhiltnisse am
Siidostrande des Altpaldozoikums in Mittel-
bohmen.

Eine Antwort an Herrn Dr. R. Kettner.
Von Dr. Adalbert Liebus.

Im Jahre 1913 beendete ich eine Reihe von Begehun-
gen in der Sektion des Blattes Z. 6, Kol. X.

Seinerzeit erhielt ich als Volontir und spiter als
externer Mitarbeiter der geologischen Reichsanstalt in
Wien dieses Blatt zur geologischen Aufnahme zugewiesen,
habe aber nach einer Besprechung mit Prof. Dr. J. J. Jahn
diesen Teil des Gebietes, ndmlich die Umgebung von Jinetz,
nicht mitkartiert, da er sich die Gegend von Jinetz fiir eine
monographische Bearbeitung ausersehen hatte. Diese ist
im ,,Véstnik prirodovédeckého klubu v Prostéjové” er-
schienen. IDadurch war ich meines Versprechens enthoben
und begann auf eigene Kosten, mit eigener Karte die Be-
gehungen, deren Resultate die im Jahrbuche der geologi-
schen Reichsanstalt, Bd. 63, Heft 4, publizierte Arbeit war:
»Geologische Studien am Siidostrande des Altpaldozoikums
in Mittelbohmen®, in der ich der Hauptsache nach die regel-
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