Ueber Distanz- und Lingenbegriff der ebenen
Affingeometrie.

Von Artur Winternitz in Prag.

{(Gedruckt mit Unterstiitzung der Deutschen Gesellschaft der Wissenschaften
und Kiinste fiir die tschechoslowakische Republik.)

Die vorliegende Arbeit behandelt einige Probleme, die sich
darbieten, wenn man versucht, eine Grundlegung der affinen Infi-
nitesimalgeometrie im Geiste der Mengenlehre zu geben; d. h. diese
Fragen in moglichst allgemeiner und zugleich naturgemifer
Weise zu hehandeln, so dal das Funktionentheoretische stets
aus dem Geometrisch-Gestaltlichen hervorgeht. Dies wird uns durch
Minkowski’s Theorie der konvexen Gebilde und durch Lebes-
gue’s Frgebnisse iiber monotone Funktionen sehr erleichtert.

In Kap. I setzen wir in elementarer Weise eine Theorie der
Ordnung von Linienelementen auseinander, welche auf eine Analyse
des Begriffes ,konvexer Bogen“ hinauskommt. Einige merkwiirdige
Beispiele, die hier konstruiert werden, sind fiir das Folgende wichtig.

In Kap. II stellen wir einen flichentreuen Affinititen gegen-
ither invarianten Distanzbegriff auf und entwickeln seine wichtigsten
Eigenschaften. Es bieten sich dann zwei Wege dar, zu einem affi-
nen Lingenbegriff zu gelangen. Der eine entspricht der heute ge-
briuchlichen, auf Scheeffer und Jordan zuriickgehenden Defi-
nition der Bogenlinge, der andere beruht auf einer Intregalformel,
welche zunichst fir stetig gekrimmte konvexe Bogen den gleichen
Wert ergibt, die sich aber auf Gruud der Lebesgue’schen Theorie
fiir beliebige konvexe Bogen als stets existierend erweist. Es musste
nun gepriift werden, ob beide Definitionen immer denselben Wert
liefern. Ich vermutete zunichst, das Intregal konne einen groferen
Wert ergeben. Aber der Versuch, ein entsprechendes Beispiel her-
zustellen, mifilang. Ein von 1 verschiedenes Verhiltnis konnte ich
nur so crreichen, daf beide Werte verschwinden. Schliefilich fand
ich, unter Heranziehung eines an sich einfachen Hilfssatzes, dafl heide
Groflen notwendig stets gleich sein miissen. Der Beweis dieses Er-
gebnisses bildet das eigentliche Ziel der Untersuchung. Es lifit sich
auch aus dem geometrischen Zusammenhang herauslosen und bildet
— wie mir scheint — einen recht merkwiirdigen und isoliert da-
stehenden Satz der Theorie der reellen Funktionen.

In dem kurzen Schlubartikel Il werden Minkowskische
Weltgeometrie und Euklidische Metrik zum Vergleich herangezogen,
wo die Dinge einfacher liegen.

Der Anfang von Kap. II, mein Beweis der Distanz-Ungleichung,
ist in Blasehke’s bekanntes Werk: Vorlesungen tiber Differential-
geometrie 1T (bearb. von Reidemeister) aufgenommen worden.
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Die Arbeit ist in einer fritheren Zeit entstanden und stiitzt
sich in ihrem Hauptteil wesentlich auf die Lebesguesche Inte-
grationstheorie, wie sie in Carathcodory’s Vorlesungen iiher re-
elle Funktionen (1918) von Grund aus aufgebaut ist. Sind auch
heute die Ansichten iiher diese Theorie infolge Brouwer's ein-
schneidender Kritik geteilt, so wird man ihr doch nicht jeden Wert
abstreiten wollen und so mag auch dieser Beitrag zum Verhiltnis
von Funktionenlehre und Geometrie in der Hoffnung verittentlicht
werden, dall es einmal gelingen wird, das dauernd Wertvolle heraus-
zuholen.

Kap. I. ,Konvex geordnete* Systeme von Linien-
elementen.

Wir treiben ebene Affingeometrie und setzen einen axioma-
tischen Aufbau derselben als vollzogen voraus, wie er etwa in Hol-
der’s Aufsatz ,Streckenrechnung und projektive Geometrie® Leip-
ziger Berichte 1911, S. 66—183, gegeben ist, wo im ersten Ab-
schnitt Parallelstreckenverhéltnisse und im letzten Paragraphen des
Anhangs Dreiecks- und Polygoninhalt behandelt werden. Das Axi-
omensystem besteht aus den Hilbert’schen Axiomen der Ver-
kniipfung und der Anordnung I 1-3, II, dem Parallelenaxiom und
dem Satz von Desargues. Dazu tritt weiterhin noch das Dede-
kind’sche Stetigkeitsaxiom.

§ 1. Wir betrachten Figuren, welche aus orientierten Linien-
elementen aufgebaut sind. EKin solches I wird durch einen Punkt 1
und eine Richtung a angegeben; letztere durch eine Strecke dar-
gestellt, welche durch jede gleichgerichtete ersetzt werden darf. Wir
bezeichnen das Element auch genauer mit I (1, a). Wir ziehen
weiterhin nur solche Elemente in Betracht, die dem ,beschrinkten®
System & angehotren. Dieses sei dadurch charakterisiert, daf der
Punkt 1 innerhalb des Parallelogrammes $B3, die Richtung a inner-
halb des hohlen Winkelraumes $ liegt. <R werde durch eine vom
Punkte O ausgehende Strecke tiberstrichen, wenn ihr Endpunkt von
A nach B lauft. (O, A, B mogen in dieser Reihenfolge ein ,posi-
tives“ Dreieck bestimmen.) Die zugelassenen Richtungen haben eine
natiirliche Ordnung, die wir durch das Zeichen < ausdriicken.

Das System & fassen wir als teilweise geordnet auf, indem
wir die Elemente teils als hintereinander liegend, teils als neben-
einander liegend erkliren. Wir sagen, daff das Element I (1,a) dem Ele-
ment II (2, b) vorangeht: I < II, wenn die Richtungsordnung

a < f? < b; dagegen dass II < I, wenn die Richtungsordnung

b < 21 < abesteht. Tritt einer von diesen beiden Fillen ein, so heiflen
die Elemente vergleichbar (hintereinander liegend), sonst unvergleich-
bar (nebeneinander liegend). Die Vergleichbarkeit impliziert also die
Verschiedenheit der Punkte 1, 2 sowie der Richtungen a, b. Von
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Hintercinanderordnung im uneigentlichen Sinne I = II kénnen wir
sprechen, wenn a = 12 = b oder 1 mit 2 zusammenfillt und
a:<h gilt. Gilt I < II, so liegt der Schnittpunkt A der beiden
Elementgeraden rechts von 12, das Dreieck 1A2 ist positiv. Um-
gekehrt stellt jedes positive Dreieck 1A 2 zwei aufemandel folgende

Linienelemente dar, wenn nur die Richtungen IA und A2 zu R
gehéren. 12 liegt dann dazwischen und es ist I (I, lA) < 1

2, A2). Wir nennen 1A2 das ,charakteristische Dreieck®
des Elementpaares. Die Beziehung ist transitiv unter Beschriinkung
auf &. Wir nennen sie kanvexe Ordnung.

Dafi in der Tat aus I <C II und II < I die Bez1ehung | HI
folgt, sicht man so: Aus a <7 12 < b < 23 < ¢ und 12 < 13 < 23

folgt a < 13 < c. Das Dreieck 123 ist positiv. Die Figur sieht so
aux: das positive Dreieck 1C3 enthilt den Punkt 2 in seinem In-
neren, weil die charakteristischen Dreiecke "1 A2, 2B3 sowie 123
positiv sind und die hindurchgehende Gerade des zweiten Elementes
trifft die Dreiecksseiten 1 C und C3 beziehungsweise in den Punkten
A und B, weil ihre Richtung zwischen 12 und 23 liegt und die Ge-
rade 12 zwischen C und 3, die Gerade 32 zwischen 1 und C hin-
durchgelhit. Den Streckenzug 1A 2B3 nennen wir den charakteri-
stischen Streckenzug des Elementtripels. 1A2 ist positiv, A2B
geradlinig, 2B3 positiv.  Jeder derartige Streckenzug chalaktmisielt

cin geordnetes Elementiripel, wenn nur die Richtungen lA B3 in
R lle\wn Dic Figur entsteht aus einem pomtlven Dreieck 1C3
wenn man A zwischen 1 und G, B zwischen C und 3 und dann
2 zwischen A und B annimmt.

Wir kénnen nun iberhaupt konvex geordnete Systeme von
Linienclementen betrachten, solclie Systeme niimlich, bei denen je
zwel Elemente hintereinander liegen, Teilsysteme von &. Derartige
Systeme koénnen aus einer cndlichen Anzahl von Elementen heste-
hen, aher auch aus unendlich vielen. Tm ersten Falle gibt ex wie-
der einen charakteristischen Streckenzug, dessen Ecken abwechselnd
dic Punkte der Elemente und die Schnittpunkte zweier aufeinander
folgender Elementgeraden sind. Kr entstelt aus einem konvexen
Streckenzug, in dem man auf jeder Strecke einen Punkt hervorhebt,
das heifit die Punktfolge 1A2B3C Qn ist so beschaffen, daf}
L1A2 positiv, A 2B geradlinig, 2B3 wieder positiv ist usw. Jeder
derartige Streckenzug bestimmt ein System von konvex aufeinander-
folgenden Lmlenelementcn, wenn nur Anfangs- und Endrichtung

lA, Qn in R liegen.

§ 2. Bevor wir uns zur Betrachtung unendlicher konvex ge-
01dnetel Systeme von Linienelementen wenden und auch fir diesen
Fall etwas dem charakteristischen Streckenzug Analoges suchen,
halten wir es fiir zweckmiBig cartesische Koordinaten unzufuhren,
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indem wir einen Nullpunkt O wihlen und zwei Grundvektoren OX|
OY annehmen; die cin Parallelogramm vom Inhalt 4 1 aufspannen.
Dabei soll die Richtung von OY dem auf R folgenden Nebenwinkel
angehoren. Dies hat zur Folge, daB die konvexe Ordnung der Ele-
mente mit der natiirlichen Ordnung der Abszissen ihrer Punkte
dibereinstimmt. ¥ sei jetzt ein zweidimensionales x-y-Intervall: §
das entsprechende x-Intervall.

Betrachten wir nun irgend ein konvex geordnetes System von
Linienelementen, mag es endlich oder unendlich sein.  Die Punkte
der Elemente projizieren sich auf eine heschrinkte Punktmenge X
auf der Abszissenachse, innerhalb deren die Ordinate eine eindeutige
Funktion y:f (x) ist, die sich alx ,konvexe Funktion® erweist.
Fir je drei aufeinander folgende Elemente [ < 11 < Il ist niimlich
das Dreieck 123 positiv, also gilt fiir

1 x f (Xl)
x, < X, < x4 stots 1 x, /(x)| > O.
L xy /(%)

(X1, Xoy x3 gehdren zu X.)

Fassen wir anderseits die Richtungen der Elemente ins Auge,
so bemerken wir, dall ihre Ordnung mit der der Elemente selbst,
also anch mit der Ordnung der Abszissen ilrer Punkte, iiberein-
stimmt. Denken wir uns eme Richtung aus R stets durch einen
Vektor von der Abszisss +-1 dargestellt und nennen die zugehorige
Ordinate p, so daf} das Linienelement drei Koordinaten X, ¥, p be-
kommt, so wird p eine bestiindig zunchmende Funktion von x in-
nerhalb X, Sie erweist sich als cine Art Ableitung von f (x). Es
ist ja, wenn x, < x < x, zu X gehoren:
)Ef(’l’)'j(_fl < ( ) < /(‘I’. f(l)

x o Ty

(12 <h < ‘)3)
Es gilt dann D™ f'(w) = p (z) = Dt f(x). f (x, x,) ist bei festem
X mit x, zunehmend. Die untere Grenze fiir Xy > X bezcichnen
wir als rechte Ableitang DT /' (x).

Bevor wir uns zum allgemeinen Falle wenden, heben wir zwei
bemellxen\\veltc Klassen hervor: die ,iiberall dichten® und die

,stetigen® Systeme.

Wn nennen ein konvex geordnetes System ,iberall dicht®
in §, wenn in jedem Teilintervall Punkte von X liegen. f (x) ist
eine stetige Ifunktion und

plx+o)=D+f(x)=limf (i r) (x < ag),

Flay, x = f (n, o).

P
Ja—0)=D f(x)=lim f (x;, r) (g, < .p),
x>
plr)=Df(x)=1limf(r, s)(x <z<z)
Ty &y, Ly > L
fiir geeignete x,-x, - Folgen. -~
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Die Eigenschaft erweist sich als von der I’rojektionsrichtung OY
unabhiingig; unter entsprechender Beriicksichtigung der Bedingungen
S. 166 oben.

,Stetig” nennen wir das System, wenn X mit & identisch
ist. Auch diese Eigenschaft crweist sich als von der Projektions-
richtung unabhiingig. Ein sclches System kann durch die bestindig
zunehmende, sonst vollig beliebig im ganzen Intervall § defi-nierte
Funktion p (x) und den Wert von f {x;) (xo ein Punkt von ¥) ange-
geben werden. f (x) ist dann als Stammfunktion von p (x) bestimmt.

Uneigentlich konvex geordnete Systeme erklirt man in dhn-
licher Weise, indem man sich auf die Hintereinanderordnung im un-
cigentlichen Sinne stiitzt. (S. 165). Die Richtungsfunktion p (x)
ist dann aufsteigend, das heit fir x; < x, ist stets p (x) = p (%)
Die Richtung kann in einem Intervall konstant bleiben; dem ent-
spricht eine gerade Strecke des Punktortes.

Die konvex geordneten Systeme werden nun in voller All-
gemeinheit charakterisiert durch den Satz: Jedes konvex geord-
nete System 1ist Teil eines uneigentlich konvexen, stetigen Systemes.
Indem wir dieses auf eine bestimmte Weise herstellen, erhalten wir
das Analogon zum charakteristischen Streckenzug bei den cndlichen
Systemen: Wir erginzen das System zuerst durch Hinzunalime der
Hiofungselemente zu einem abgeschlossenen und setzen in die
Zwischenriiume die geradlinigen Verbindungsstrecken. Greift man
umgekcehrt aus einem uneigentlich konvexen stetigen Elementsystem
ein Teilsystem heraus, von dem keine zwei Elemente derselben
Strecke des Systemes angehoren, so erhilt man ein eigentlich kon-
vexcs System.!)

§ 3. Wir wenden uns jetzt einer besonderen Erzeugungsweise
konvex geordneter Elementsysteme zu, die wir als das Verfahren
der ,sukzessiven Zwischenschaltung® Dbezeichnen. Es he-
steht darin, da® man zwischen zwei Ausgangselemente E (0) < E (1)

zuniichst ein Element E (%) dazwischenschaltet: E (0) < E (;)
< E (1) (Erster Schritt), sodann zwischen E (0) und E (;)
ein Element E (i), zwischen E (%) und B (1) ein Element E

(Zweiter Schritt), dann zwischen je zwei von dicsen Elementen
wieder ein Element (Dritter Schritt) usw. in infinitum. So cnt-
steht ein abzihlbares System, welches dicht ist, in dem Sinne, dah
zwischen je zwei Elementen stets wieder ein Element liegt. Aber
es braucht nicht itherall dicht zu sein. Dazu sind vielmehr heson-
dere Bedingungen erforderlich.

—
Ll
—

1) Konvexe Funktionen in eindimensionalen Punktmengen behandelt L.
Galvani: ,Sulle funzioni convesss di una o due variabili definite in un ag-
gregato qualunque“ Palermo Rendiconti XLI, 1916, 103-134.

Ueber die Spriinge einer monotonen Funktion findet sich dort eine ir-
rige Angabe, indem statt der Abzdhlbarkeit das Verschwinden des Jordanschen
Inhalts als Kriterium angegeben wird.
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Behandeln wir zunéchst die entsprechende Frage fiir geordnete
Punktsystem® auf der Geraden. Die Einschaltung eines Punktes
zwischen zwei andere P’ < P” < P wird durch das positive Teil-

" i / y“

zeichnet. Wir gehen nun von zwei Punkten P (0) < P (1) aus und
schalten einen Punkt P (é—) nach dem Teilverhiltnis T(é) bzw.

(%) dazwischen (Erster Schritt), sodann P (%) zwischen P (0)

verhiltnis 7=

und P (é) nach dem Teilverhiltnis = (i‘) und P (%) zwischen
P (i) und P (1) nach dem Teilverhiltnis « (i) (Zweiter Schritt)
usw. Ist dann 7, die kleinste der beim n-ten Schritt auftretenden

Zahlen 7 und 7', so ist, dafiir daB ein iiberalldichtes Punktsystem
entsteht oder, wic man auch sagen kann, eine ausgezeichnete Zer-
legungsfolge, wic sie bei der Definition des Riemann’schen Intre-
gals gebraucht wird, notwendig und hinreichend, daf} die Reihe 2 7,
divergiert. Zuniichst kommt man auf die gleichwertige Bedingung

der Divergenz des Produktes I Statt der 7 kann man auch

1+
die Teilverhiltnisse « = 1 }; verwenden. Die Divergenz von 2 an
ist gleichwertig.

Ein interessanter Spezialfall, in welchem diese Bedingung er-
fillt ist, ist der, daB 7 immer denselben Wert belilt, so dafi die Ifi-
gur sich immer ilinlich wiederholt. Ifast man die Abszisse x des
Punktes P als Funktion einer Verinderlichen t auf, so daff x (0)=0
die Abszisse des Punktes P (0), x (1) = 1 die Abszisse des Punktes
P (1), x (i) die des Punktes P (é) usw. darstellt, so wird fiir 7 =1:
x t; sonst aber entsteht ein interessantes Beispiel einer monoto-
nen Funktion?), das sich als von konstanter Z-Variation (nach der
Terminologie von Caratheodory) erweisen wird.

Kehren wir nun zu den konvex geordneten Systemen von
Linienclementen zuriick, so ist zunéchst zu bemerken, dafi die Zwischen-
schaltung eines Elementes II zwischen I und 1T (I < I <TIl) durch
drei Teilverhiltnisse

1A CB A2
o= Nrﬂ = 7T A h
1C C3 AB
gekennzeichnet werden kannn. (Bezeichnungsweise von S. 165.)

Um nun zu entscheiden, ob ein iiberalldichtes Elementsystem
entsteht, brauchen wir nur die Projektion auf die Abszissenachse zu

0 <apy<1)

2)”7[;i;se Funktion kommt schon bei Faber vor: ,Ueber stetige Funkti-
onen“, Math. Ann. G9.
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peurteilen. Wir wollen uns mit der Aufstellung hinreichender Be-
dingungen begniigen und bedienen uns dazu der Abschiitzung:

(1_(1)(1_’/) < X3 — Xy < 1_ﬁy

T =

1 (1-a)(l-y) X — Xy By

Sie ergibt sich, wenn man in den Richtungen a bzw. b pro-

jiziert. Dabei bemerke man, daB &= fy und 7 =(1—a) (1 -y) die

Koordinaten des Punktes 2 in jenem Koordinatensystem sind, dessen
Nullpunkt C, dessen Grundvektoren C3 und C1 sind.

Nennen wir dann On die kleinste der beim n-ten Schritt auf-

tretenden Zahlen o =y, o =(1-a) (1-y) (statt der Werte i% ,

(1-a) (1'2’) . .. ‘ . . .
T (1-a) (1) welche sich zuniichst ergeben), so ist die Divergenz

der Reihe ZG_,, hinreichend fiur die der Reihe 2'7,, also auch dafir,

dall das konvex geordnete Elementsystem iiberalldicht wird. Sicher
hinreichend 1st es zum Beispiel, wenn die Zahlen o einc positive
untere Schranke haben. Ein besonders interessanter Spezialfall,
welcher dieser Bedingung geniigt, ist der, dafl die a, B,y ilire Werte
behalten; die Zwischenschaltung also jedesmal in affin dhnlicher
Weise vorgenommen wird. Ist a=f=yp, so entsteht ein Parallel-
bogen, wenn man das System zu einem stetigen vervollstindigt, im
anderen Falle sehr merkwiirdige Kurven, deren Beschaffenheit wir
im Folgenden noch nither kennen lernen werden.

Wir kénnen uns nun noch dic Frage vorlegen, wenn auch das
Richtungshild p (x) @beralldicht wird, in welchem Falle durch Ver-
vollstindigung als Punktort eine stetig-differenzierbare konvexe Kurve
hervorgeht. Die Frage soll hier aber nur fiir den zuletzt erwiithnten
besonderen Iall, wo die Konstruktion nur von drei Paramectern a, f3, y
abhiingt. durchgefithrt werden. Bezeichnen wir die den obigen =
analogen Teilverhiiltnisse auf der p-geraden mit ¢, so ist das erste
willkiirlich, je nach der Wahl der Ordinatenrichtung. Die folgenden
aber sind durch Rekursionsformeln bestimmt, vermdge deren sich
aus einem ¢ das der Einschaltung p° < p” < p” entspricht, die
beiden niichsten Teilverhiltnisse o', ¢” berechnen lassen, die he-
ziehungsweise der Einschaltung zwischen p’ und p” und der zwi-

schen p” und p” entsprechen. Ist o=p (;;) (k ungrad), so wird
o =0 (%;—11—), o' =0 (%;—11—) Diese Formeln lauten:
o =x (o+1),0" =" (—(1)—+ 1). Dabei ist:
N R ) B U ) R

a 1-5
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Zur Herleitung der Formeln bedient man sich zweckméBig des Satzes,

. . —
daB bei der Riclitangseinschaltung 12 < 13 < 23 das Richtungsteilverhiltnis
o gleich dem Abszissenteilverhaltnis 7 st

Nun sind zwel Ifille wesentlich zu unterscheiden:

Entweder sind /, »” = 1 Dann folgt aus Ungleichungen
1 1 - .
o << o < WV stets — = < (0, 0") < N + 1 wobei x
N ¢ 4 3 N+ 1 = Z (_) g ) = el =
. . . ’ 7” 1
die kleinere der bheiden Zahlen »') %” bedeutet und N -1
X
. : R 1
angenommen wird. Wenn dann nur beim ersten Schritt v <2l
A 2
<N, ist,s0 wird beim n-ten Schritt: ——— < < Ny + n und so-
No+n
- . o v 1 .. .
mit ist 2 on > 2 — (n =1, 2, 3 ) divergent. In diesem
= Ny +n

Falle wird also das Richtungsbild iiberalldicht und die schliefilich
entstehende konvexe Kurve ist rund.

Ist dagegen ein % > 1 (etwa % ~> 1), so wird ¢ > » o
und somit bei n-maligem Fortgehen nach derselben Seite hin:

o o 1) 1 1
=N, 0 (>) ~ N, on < \%] No
1

1 n
und infolgedessen X o, <2 o < No P (/) (n 1,2,3, )

also konvergent. Dies tritt offenbar immer ein, wenn man von
einer bestimmten Stelle an, immer nach derselben Scite fortgeht,
(und nur dann). In diesem Falle wird also das Richtungsbild nicht
itberall dicht, vielmehr sind seine Punkte isoliert, wenn 2/, »” > 1
oder wenigstens einseitig isoliert, wenn nur eine von diesen heiden
Bedingungen erfiillt ist. Die vollstindigen konvexen Kurven haben
Ecken und zwar gerade bei den sukzessive definierten Elementen,

Die nebenstehende Figur 1 gibt die geometrische Bedeutung der Un-
gleichungen ', »” = 1 an. Der Punkt 2 muB so liegen. daB Dreieck E2F
positiv oder Null wird, d. h. (1--&—)2 — & 5 == 0 ausfallt, also aut der
AuBenseite des Elipsenbogens liegt, von welchem Figur 2 eine einfache Er-
zeugung andentet

Seine Linienelemente sind ibrigens 2, EF  wenn E2F geradlinig liegen.
Die Bedingung fiir die Richtang b ist E‘TZ < b < gﬁ

Interessant ist eine weitere Spezialisierung der Konstruktion,
durch welche bewirkt werden kann, das ¢ seinen Wert behiilt, so
daB p (x) die schon frither erwithnte Fabersche Funktion wird.
;C/ l_xll

1

Dazu ist erforderlich, dafl o' = , alsox’ + x” = 1 oder

a=_p ist.
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(Fir a = B ware ¥ =y, " =1—yp, # + ¥ = 1)

B 7 ’” 4 . .
Es wird dann » = v, ¥ =1—y o= 1 Die Ordinaten-

richtung kann leicht so gewihlt werden, daB auch ¢ (%) diesen

Wert annimmt.

Der erste Schritt der Konstruktion ist durch Figur 3 angedeutet. Die
Gerade des Elementes ist eine Tangente des darch die Ausgangselemente
gehenden Parabelbogens.

Sind alle drei Teilverhiltnisse einander gleich: a =f = 7, so

x?2
wird p (x) = x, v (x) 9 ;5 es entsteht also ein Parabelbogen, wie

schon frither behauptet.

Die Eigenschaft der Parabel, daf fiir je drei Linienelemente a =/ =1y ist,
findet sich schon im Barycentrischen Calciil von M6 bius (1827) und wird fiir
uns weiterhin noch wichtig sein.

Kap. lI. Affiner Distanz- und Lingenbegriff.
§ 1. Affin-Distanz.

Wir stellen nun der Theorie der Ordnung von Linienelementen
eine Mafitheorie zur Seite. Dazu kommen fir uns, da wir auf dem
affinen Standpunkt stehen, vor allem Ifldcheninhalte, insbesondere
Dreiecksinhalte, in Betracht, die mit einer ein fiir alle mal auf-
gewiesenen FKinheit gemessen werden. Der Dreiecksinhalt hingt
nun von drei Punkten ab, was eine gewisse Komplikation bewirkt.
Es erscheint witnschenswert einen dem Distanzbegriff der metrischen
Geomcetrie analogen MafBibegriff einzufithren, der nur von zwei
Elementen abhingt. Dies gelingt in der Tat, wenn wir zwei Linien-
elemente nehmen. Wir brauchen uns nur an das schon frither auf-
getretene charakteristische Dreleck zu erinnern. Wir beschiftigen
uns also wieder nur mit Linienelementen, die der Gesamtheit &
angeh6éren und insbesondere mit Lkonvex aufeinanderfolgenden.
Sind also 1< 11 zwel solche, so hat das charakterische Dreieck 1A2,
welches in der fritheren Weise definiert ist, eine positive MaB-
zahl (1A2) und wir kommen iiberein die affine Distanz der beiden

— s
Elemente durch die Formel I II 2. J(1A2) zu definieren. Die

Distanz zweier konvex aufeinanderfolgender Elemente ist also immer
positiv. Die besondere Art ihrer Abhingigkeit von dem Dreiecks-
inhalt mag zundchst willkiirlich erscheinen, wird sich aber im
Folgenden dadurch rechtfertigen, daB ein Lingenbegriff darauf auf-
gebaut wird, der eine weit gehende Analogie zur metrischen
Geometrie, genauer gesagt zu der indefiniten Metrik des Min-
kowskischen Raumzeit-Kontinuums zu Tage treten lassen wird.
Hebrigens tritt schon die konvexe Ordnung der Linienelemente
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in Analogie zur zeitartigen Ordnung, dem Nacheinander der Welt-
punkte. Wir leiten nun eine Ungleichung zwischen den Distanzen

dreier aufeinanderfolgender E leante I << 1T << HI her, welche
ganz so auch bei den Eigenzeiten gilt. Sle lautet:
(D) T+ <sT71IL

Zum Beweise verwenden wir die belelts frither eingefithrten
drei Teilverhiltnisse, welche die Figur affin charakterisieren:

1A, OB A?
c1c "o 77 aB
Nun ist (1A2) = (A21) —  (ABI)
(AB1) = (1AB) = a. (1CA),
(1CB) = (CB1) = 8. (031)
und somit (1A2) = afy. (1C3)
und analog (2B3) = (1-«) (1-p) (1-y) (103),
. T e a+ p+y
&ISO I—III = Valdy = 3
m s l-a+1-B+1-y,
e T -y = ——T 077
und N l/( a) ( B ( 7)) = 3
T+ 33— 3 _
durch Addition: Tm Vapy + YUl -a)(1-p(1-y) =1

oder (D). Hervorzuheben ist, daff auch das Gleichheitszeichen ein-
treten kann und zwar geschieht dies dann und nur dann, wenn
a=pf=y ist. Die drei Linienelemente liegen dann auf einer Parabel.
Hilt man T und III fest, so beschreibt II den I und III verbindenden
und dadurch bestimmten Parabelbogen.

Die Parabel tritt dadurch in Analogie zur geraden Linie.

Zusatz.

Einen schinen Beweis fir die Ungleichung zwischen dem geometrischen
und dem arithmetischen Mittel von mehr als zwei Zahlen gibt Cauchy in
seinem Lehrbuch der algebraischen Analysis. Er geht in unserem Falle so:
Fir 4 positive Zahlen a, f#, 7, J ist

atp  r+09
2

— — — — *
4 — — 3 2
fagrs = Vvaprpo = Vbt 1nd = 2
+h+y _a+B+y+0
Setzen wir nun 6 = Z Ii = 8 ,/ so folgt aus

3

11/3”64()4 sofort aﬂ),i )3 al-o Va «;é‘iﬁy

§ 2. Distanzformel.

Fir das Folgende benétigen wir eine Formel fiir die Distanz
zweier aufeinanderfolgender Linienelemente I < II unter Verwen-
dung cartesischer Koordinaten. Aus dem c¢harakteristischen Dreieck
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1A2 ergibt sich unter Benutzung der Bezeichnungen yx,, g, fiir die
Vektoren 01 und O und p,, p, fiir Vektoren von den Richtungen a, b:
L~ L =06 Pt
o by P = (@ — 2y P), 02 (B P) = (b, 2 — 1),

2 (1A2) (o pyoop) = P08 28] BB b)

und durch Einsetzen der Koordinaten:

92 (1A2) :[(.'2/2 - :'/l) — P (.722 - ﬂ31)] |P2 (J«'g - 1‘1) - (y.z - 1/1)]

P2 — P
Setzt man nun
Y2 %
a 9 W — ) — p (& — x) —~9 T T h '
(7, — x)2 Zo — T,
_ ¥y
b =9 Pz(xz"%)_(!/z — 1) —9 : Ty — I
(1'2 - m1)2 Lo — Xy ’
so wird
8 (1A2) - zj‘_E (xs — x)°
— 3 e 3
und 110 =2 J1A2) = Jm (% - x),
2ab
wenn man m = -—- setzt.
a + b

Wir hemerken hiezu, daff x;, < x,. a > 0, b > 0 die Be-
dingungen fir die Ordnung I < II sind. m ist als harmonisches

Mittel der positiven Zahlen a, b gleichfalls positiv, daher auch I 1I,
wie es sein mufl, wenn 1 < IL

$ 3. Affinlinge ,konvexer Systeme*.?)

Nun sind wir in der Lage ein affines Analogon der Linge fir
stetige konvex geordnete Systeme von Linienelementen, fiir ,kon-
vexe Systeme“, wie wir weiterhin kiirzer sagen wollen, zu erkléren.

Wir wollen annchmen, daff das System ein erstes und ein
letztes Element hat. Greift man dann ein endliches Teilsystem her-
aus, dem Anfangs- und Endelement angehdren, so haben je zwel
benachbarte von diesen Elementen cine positive Affindistanz und
die Summe dieser positiven Mafizahlen sei 6. Die positiven Zahlen
¢ haben eine untere Grenze, welche positiv oder Null sein kann.
Sie ist es, welche wir als Affinlinge A des Systems oder auch des

- ”jviie Einfihrung dieses DBegriffs lauft auf dasselbe hinaums, wie
Blaschkes Erklirang der Affinlinge einer konvexen Kurve in der Mit-
teilung ,Ueber affine Geometrie 1, Leipz. Ber., Bd. 68, S. 227.
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konvexen Bogens bezeichnen. Diese Definition ist zwar kurz, scheint
aber zunichst wenig naturgemil. Erinnern wir uns jedoch an
die Ungleichung (D), so bemerken wir, da die ¢ umso kleincr wer-
den, je dichter das Teilsystem wird. Genau gesprochen gilt der Satz:
Die Affinlinge 4 ist der Grenzwert jeder ausgezeichneten o-
folge. Sie kann also etwa durch sukzessive Zwischenschaltung als
Grenzwert der zugehorigen ¢ erhalten werden, wenn das abzihlbare
Teilsystem iiberalldicht wird. Der Bewels ist dem des des ent-
sprechenden Satzes in der metrischen Geometrie véllig analog.

Die Affinlinge hat auch fiir jedes Teilsystem, das aus allen
Illementen zwischen zweien, 1 < Il, besteht, einen Sinn und ist
dadurch als eine Art Intervallfunktion < (I, 11) (>> 0) erklart. Sie
ist additiv, das heift: Fir I <II <IIT ist A (1, HI) A (I, iI)
+ 4 (11, ). Auf dieser Eigenschaft beruht es, daBl die von einem
Anfangselement aus gezihlte Affinlinge der Ordnung des Kndele-
mentes entsprechend aufsteigend ist: Fir T <IT <TII ist A4 (I, i)
= A (I, TIT). Ob aber die Affinlinge auch bestindig zunimmt,
A (L 1) < A (1, 1), das ist cine andere Frage. Das hiingt nim-
lich davon ab, ob nicht die Affiniiinge eines Teilbogens 0 ist. Wir
unterscheiden darum zwischen ,affin rektifizierbaren® und
ynicht rektifizierbaren® konvexen Systemen oder Bigen und
zwar sagen wir das erstere, wenn kein Teilbogen eine verschwin-
dende Affinkinge hat. Nur in diesem IFalle kann die Affinlinge als
ein affiner Parameter hezeichnet werden, der bei affinen Boégen ge-
stattet, dic znsammengehorigen Punkte auf Grund abstrakter Be-
schreibung zu finden, nachdem ein Paar irgendwie gegeben ist.
Nur ein solcher Bogen lifit sich eineindeutig und affinlingentreu
auf einen Parabelbogen abbilden. Man sollte ihn eigentlich ,para-
holifizierbar® nennen. DaB es tatsiichlich sowohl rcktifizierbare als
auch nicht rektifizierbare konvexe Bogen gibt, kinnen wir schon an
den in I§3 (S. 169) konstruierten Beispielen ersehen, die durch suk-
zessive Zwischenschaltung unter affindhinlicher Wiederholung ent-
stehen. Man erkennt nidmlich sofort, dall sich bei jedem Schritt

3 3

¢ mit demselhen Faktor » = I/aﬁy + l/(l —a)(1—p)(1—7) multiphi-
ziert. Ist «=f y, »=1, hat man cs also mit einem Parabel-
bogen zu tun, so ist die Affinlinge gleich der alfinen Distanz 4
von Anfangs- und Kndelement, was ja aus der in dicsem Falle ein-
tretenden Additivitit der Distanz sofort klar ist. Der Parabelbogen
ist also rcktifizierbar. Sind aber nicht alle drei Teilverhiiltnisse
einander gleich, so ist » < 1 und o6, = »* 4, daher dic Affin-
lange Null.

§ 4. Die Aifinldnge stetig differenzierbarer konvexer Systeme.

Unter Bezugnahme auf ein in der fritheren Weise angelegtes
Koordinatensystem ist die von einem Anfangselement an gezihlte
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Affinlinge 4 (ﬁ’ x) eine aufsteigende Funktion von x. Fir die
affin-rektifizidrbaren stetigen konvexen Systeme ist dann charakte-
ristisch, dafi diese [Funktion bestindig zunimmt. Bevor wir auf das
nahere Studium dieser Funktion vom Standpunkt der Theorie der
reellen Funktionen aus eingehen, halten wir es fiir niitzlich, einen
wichtigen Spegzialfall zu betrachten. Wir wollen nimlich annehmen,
daB p (x) stetig differenzierbar ist. Wir sprechen dann von einem
stetig differcnzierbaren konvexen System. f (x) ist dann zweimal-
stetig differenzierbar. (p (x) = /7 (x)). Wir haben es mit an-
deren Worten mit einer stetig-gekriimmten konvexen Kurve zu tan.

Sehen wir uns nun die in § 2 abgeleitete Distanzformel an,
so bemerken wir, dal a und b nach der Taylor'schen Formel Werte
sind, welche /7 (x) = p" (x) im Intervall (x;, x,) annimmt und da-
her auch ihr harmonisches Mittel m ein solcher Wert ist. Daher wird

— ,3 — e 3 o
o= V" (5 (e — ) = VP/ ¢ (x x),
wobel x; < & < x,,

daher weiter 6 = 2" |y’ 4 x und der Grenzwert der ausgezeich-
X,
neten o-folgen A (x) = f ]/y” dx.
x
A (x) ist also in diesem Falle eine stetig differenzierbare Funktion
3
von x und 4" = Vy" = l/g/ Y
Xg 3
Da /7 (x) > O ist, konnte nur dann f ]/y” dx O sein;
Xy
wenn im Intervall (x,, x,) durchwegs /7 (x) = O wiire. Dies ist
aber mit der Bedingung der Konvexitit im strengen Sinne unver-
einbar. Ein stetig-differenzierbares konvexes System (ein stetig-
gekrimmter konvexer Bogen) ist also stets affin-rektifizierbar. Die
Punktmenge, in welcher 7” (x) verschwindet, ist im allgemeinen
abgeschlosgen und punkthaft, bemerkenswert ist aber der Spezial-
fall, daB sie leer, also durchwegs /” (x) > O ist. Dann konver-
giert nimlich das Verhdltnis von Affinlinge und Affindistanz nach 1,

. A (x4, x . CLa
lim. 7((;; :;2))— = 1 (gleichmiifiig). Dadurch ist die Affinlinge in

diesem Falle offenbar charakterisiert.

- 3— . . . . .

#) d4d = Jy” dx ist als niedrigstes invariantes Differenzial der affinen
Gruppe langst bekannt. Es wurde von Pick aunfgestellt und als Analogon des
ngznelementes aufgefalit. Vgl. Diss 1i. Nolel, Wiener Sitzungsherichte 123,
1914.
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Dafl die Integralformel fiir die Affinlinge einen iiber den Fall
der stetig-differenzierbaren Systeme hinausgehenden Geltungsbereich
hat, kénnen wir zunichst fir den Fall zeigen, daf p(x) durchweg
dlfferenzlerbar und die Ableitung p (x) im Riemann’schen Sinne
integrierbar ist. Spiter werden wir allerdings unabhingig zeigen,
daB die Integralformel ganz allgemein gilt, so dafl diese Zwischen-
betrachtungen eigentlich iiberfliissig sind. Es geniigt fir den ange-
gebenen Zweck festzustellen, daf allemal, wenn q < p’(x) < Q auch
q <m (x, x5) < Q ist. Dies werde zunichst fir a (x4, X5) gezeigt.
Zunichst sieht man: Wenn p (x) aufsteigend ist, ist

Xy
2 .
a (%1, Xp) = m—x)® Xf { p (x)—p (%) } dx sicher > 0. Wendet
1
man dies nun auf die Funktionen p (x) — q.x bezw. Q.x — p (%)
an und beriicksichtigt die Linearititseigenschaft o { I }
=g a{p}taa { ps ), so folgt ¢<a (xi,%) < @ und analog
g < b(x,%) < @ und somit auch ¢ < m (%, x,) < @, somit

3 3 3
Vg Ax <Ym 4x <)@ 4x und daraus, indem man auf
die Definition des Riemann’schen Integrals zuriickgeht:

X 3
4 (%, x) :ny”dm

§ 5. Alligemeine Untersuchung iiber die Affinlinge konvexer
Systeme; Totalstetigkeit der Funktion A (x).

Nach diesen orientierenden Voruntersuchungen betrachten
wir den allgemeinen Fall eines beliebigen stetigen konvexen Systems.
Dann ist p (x) irgendeine stets zunehmende Funktion von x im

Intervall § < x, X. > Nach einem allgemeinen Satz von Lebes-

gue existiert in einem massgleichen Kern des Intervalls oder, wie
man auch sagt, fast iiberall die Ableitung p‘(x) und diese ist
summierbar, ohne da durch die Angabe von p’(x) die Zuwichse
von p(x) bestimmt wiren. Wir werden zeigen, dafl gleichwohl die

3___
Affinlinge bestimmt und zwar gleich dem Integral f V p’dx ist.

Wir zeigen zunichst, daB A (x) eine totalstetige Funktion von
x ist. Nur eine solche Funktion kann ja als Integral dargestellt
werden. Dazu miissen wir zeigen: Zu jedem System in & enthaltener,
nicht ibereinandergreifender Intervalle 6 von hinlinglicher Kleinheit
der Gesamtlinge gehért eine Affinlingensumme 24 von vorge-
schriebener Kleinheit. Wir werden sogar zeigen, daf die Summe

12
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der Affindistapzen 2 4 < ¢ wird, sobald nur 2 4x klein genug ist.
Wir lassen sogar noch eine weitere Vergrofierung eintreten:

3 3 3
A< 4 V;ni.Axévig—_Ax, also?/l S%;AS‘Z@V(I Ax;
Adp _a+b > 2ab
A x 2 Ta+4b
Um den Beweis zu fiihren, verteilen wir die Intervalle o
auf zwei Klassen : diejenigen, d, fiir welche der Differenzenquotient
q < A und diejenigen, J,, fir welche q > A ist, indem wir uns noch

= m ist.

wobei ¢

1 1
vorbehalten A zu wihlen. Fiir die erstenist 4 <¢g3 .4x <A 3 Ix

1
und daher 24 < A3 SAdx
0, )

&Wiw

. .
Fiir die zweiten hingegen istq > A, daherg3 < A~ 3 qund
A<qgb ax< A3 qgdx = A% 4p wnd Z4<AY P
o d,
Nehmen wir nun A so groB an, dal A (p—p) £ 5 wird, also

etwa A :[ i(;—ﬂ) ]% und hierauf # so klein, daB fir 2 42 <9
) ' 0

. . . . 1
A%-ZAXQ-QQ ausfallt, etwa n = 4 . A § == [-—_{3—]’ s0
8 8(p—2p)
haben wir 2 4 é%,ngé, zusammen: > A < & fir 2 Ax <
8, 8, P P
und die Behauptung ist bewiesen. Wir konnen jetzt schlieBen, daf
eine summierbare Funktion ¢ (x) existiert, sodal 4 = [ ¢ (x) dx wird.

Diese Funktion gilt es nun, in seinem mafigleichen Kern des Inter-
valls zu Dbestimmen. Wir werden zeigen, dafl fast iiberall

3
_ 17 ist. Der erste Teil des Beweises besteht darin, dafl
v@=1p )

v

. . .4 .
wir zeigen, daB iiberall dort, wo p’ existiert, lim Ax V P ist.

§ 6. Hilissatz,

Die Funktion g(x) sei im Intervall (x, x) definiert und
summierbar, ferner sei sie an der Stelle x, des Intervalls differen-
zierbar, das heifit derart durch eine lineare Funktion approximierbar,
dafl eine Formel gilt:

*) g(x) = g(x) + ¢ (x) (x—x) + & () (x—x)
mit lim ¢ (x) = 0.
X > Xy
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Wir behaupten dann, daB das arithmetische Mittel der Funktion
g (x) in einem Teilinterwall (x,, x,), welches nahe bei x, liegt, un-
gefihr gleich dem Funktionswert in der Mitte des Intervalls ist,
das heiit prizise

Xe
1 f ( Xy + Xg )
dx — e S
oy - (x)dx —g 3

ok : *1 —
** lim =, 0,
wenn X, und X, so nach x, konvergieren, daf
* + )
(") ’il—zi — xo | < M.|x2—x] bleibt.

X, liege also entweder im Intervall (x,, x,) oder doch nicht zu
weit auBerhalb. Durch Einsetzen von (*) wird:

Xg
, +
[e@ax— g + g . (25 —x)
Xn_X1
X4 Xg
+ 1 e (x) (x—x,) dx
Xo — Xy
X,
und 7
ofX X2\ + o AR X (Bt Xe) (X Xy )
(52 )+ 5 ) (B e (e 1),
somit X ) Xy
1 X +X| _
— g(x)dx—g( 5 )AX?_Xl.fe(x)(x X,) dx
Xy Xy
) e
Xy
+ X,
x~z~x1fg(x)dx—g(}(12xu) <lered) Ix—xl

Xy
wenn ¢ die obere Grenze der Funktion &(x) im Intervall (x,, x,)
bedeutet, und da diese nach Null geht, folgt die Behauptung.

Zusatzbemerkung.
Ist g’ (%) =0 und nehmen wir g (x) stetig an, so daR wir
Xy f _ Xy + X,
fg (x) dx = g () setzen konnen, so folgt lim —2 0
X Xo—X;

Xy
12*
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Es ist pimlich nach *

X + X, + Xy
sO—s(M5R)  engE fw utn
XX =g (). X,—X; te@®. X—% - 8( 2 )
X1+X.2_X° E_x]+x2
2 , also fiir X; =>Xo, X,—X%X, 0=¢g'(%,) lim 2
X,—X Xy—%

§ 7. Anwendung des Hilfssatzes.

Kehren wir nun zu unserem Problem zuriick, so ist p(x)
monoton, also sicher summierbar und nach einem grundlegenden
Ergebnis von Lebesgue in einem maligleichen Kern des Intervalls
differenzierbar. Ist X, eine Stelle dieses Kernes und sind x;, X,
zwel Werte, die wir unter Einhaltung der Bedingung (,*,) nach x,
riicken lassen, so haben wir (vgl. § 2)

Xy
1
Xg_xlfp (x) dx —p (x))
x
a (le Xg) =2. ! X,—X, L]
Xy
Xy + Xy Xy + X9
e LA o B ) RO
a (X;,%,) —2 XI =2
Xo—Xy XX,
X, + X AN
+ e —ex 8 %
)+ { e (U5 el ) T

unter Verwendung von (¥) fiir p (x). Da auf p(x) unser Hilfssatz an-
wendbar ist, folgt
lim a (X,X)=p (X) und da b (X, X,) =a (X, X;) auch
lim b (x4, %) =p’ (X,) m liegt als harmonisches Mittel
zwischen a und b, also ist auch lim m (X, X,) = p’(X,) und schlief-
lich fiir die Distanz 4 der zu X, und X, gehorigen Linienelemente
4 CA— L

N —x l/ p’ (%) fir X, > Xo, X» — X,

unter Beriicksichtigung von (,*,).

lim

§ 8. Allgemeiner Beweis der Integralformel fiir die Affinlange.

Wir kommen nun zam allgemeinen Beweise des Satzes, dal
die Affinlinge eines stetigen konvexen Systemes A (X, X) gleich dem
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Integral L(Z{.’x) :f ]/ p’(x) dx ist. Dazu niitzen wir die Total-
X

stetigkeit der beiden Funktionen 4 (X, X) und ¢(X, X) sowie die
Definition der Affinlinge als G'rrenzwert_ausgezeichne—tler' Folgen von
Distanzsummen in Form des folgenden Satzes aus:

Zu jeder positiven Zahl ¢ lassen sich zwei positive Zahlen ¢
und 7, letztere < 1, derart bestimmen, daf fiir jedes in < x, X > ent-
haltene System von nicht wbereinandergreifenden Teilintervallen o,
welche so klein sind, dafl 4 x < § (;—5) und zusammen so grof,
daB = 4 x <7y (x—x) ist,
stets sowohl [ 4 (x, x) — f 4] < e

als anch [ x x) — 3 ] < ¢ ausfillt.
= 0
Ferner machen wir vom Vitalischen Ueberdeckungssatze
Gebrauch und zwar in jener Form, wie er bhei Caratheodory
loc. cit. S 299 § 288, Satz 1 ausgesprochen ist.
Sei X, jener maﬁg]elche Kern des Intervalls <x, x> in

welchem die Ableitungen p’ und ¢ beide zugleich existieren. Zu
jedem Punkt x, dieser Menge denken wir uns eine Folge der Be-
dingung (4 * 4) gemidB auf ihn zusammenschrumpfender Intervalle.
X
Es ist d hl lim — s )
s ist dann sowohl lim ——— f]/ P dx = |/ p (x)
X1

3 3
als auch lim |/ m (x, x,) = ]/ P’ X,), daher

[ V p dx — ]/m (X,, Xo) | =0, Wir behalten nur
J

jene Inter-

lim

Xy — X4

3_
valle bel, fiir welche bereits I f]/ pdx — 4 < e (Xg—x)

und auflerdem O < x,—x; < 0 ist (vergleiche oben). Nach dem
angefiihrten Vitalischen Satze laft sich dann eine endliche Anzahl
von Punkten %o und dazu gehorigen Intervallen, ohne dafl sie iiber-

einandergreifen, derart auswihlen, daf 2 4 x < g (;—ﬁ) aus-

1 3 )
= TACESI
X

fallt. Bs ist dann wegen
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fs
ozf]/p'dx——ZA v

2 (xo—
p (xg—x;)

auch

Ferner der vorausgeschickten Betrachtung zufolge

3 3
1 fl/p'dx-——zfl/p’dx|<5
X—Xy
und andererseits [ A4 (x,x) — 3 4 ] < &
- o
x
. 1 (s <5 e
und somit N —x A f]/ b dx
X

und da dies fiir jedes ¢ gilt, ist die Behauptung

X

40 = [T o

X

bewiesen.

§ 9. Das funktionentheoretische Ergebnis.

Losen wir den funktionentheoretischen Teil aus dem geome-
trischen Zusammenhang heraus, so haben wir folgenden merkwiir-
digen Satz bewiesen

Ist von einer im Intervall <x, x > nirgendsnegativen summier-

baren Funktion v (x) eine aufsteigende Stammfunktion p (x) be-

X
3
kannt, so 1aft sich das Lebesgue Integral f v (x) dx auf

X

folgende Art als Grenzwert Riemann’scher Summen berechnen

y 3 3
Es ist f V Y (x) dx = lim 2 me (x%+1—xx) fiir jede aus-
X ® )

zeichnete Zerlegungsfolge: x = x, < %, <C < x, = X

P
(x =0, 1, p—1). Dabei ist mx = iaj—]{": und



Winternitz, Uber Distanz- und Lingenbegriff. 183

X%+ 1 o

2 E
az:mf ' P () —pxx))dx | B
Xz g

X»x 41 :‘i

_ 2 , \ 5
L core (pGoen —p ()} dx | 2
o

X —

Dah man jedes Lebesguesche Integral als Grenzwert Riemann’scher
Summen mit vorgeschriebener ausgezeichneter Zerlegungsfolge dar-
stellen kann, indem man passende Werte zwischen der unteren und
oberen Grenze der Funktion auswihlt, ist bekannt. (Hahn, Wiener
Sitzungs-Berichte 123). Im allgemeinen weiff man aber nichts dar-
iiber wie man diese Werte findet.

§ 10. Affine Rektifizierbarkeit.

Jetzt konnen wir itber die Unterscheidung zwischen affin rek-
tifizierbaren und nicht rektifizierbaren Systemen genau Bescheid
geben. Auf die Frage, wann ein konvexer Bogen die Affinlinge
Null hat, haben wir nach unserem Ergebnis zunichst die Antwort

s muf / ]/ p’ dx = 0 also in einem mafigleichen Kern des zu-

gehongen x  Intervalls p’ == 0 sein. Die zunehmende Funktion
p (x) muB also nach der Benennungsweise von Caratheodory
von konstanter A-Variation sein.

Diese Funktionen besitzen folgende merkwiirdige charakteristische Eigen-
schaft: Es glbt abzshlbare Systeme o von nicht iibereinandergreifenden Teil-
intervallen in < x, x > von beliebig kleiner Gesamtlinge, UmschlieBungen
der Menge, wo p’ = O ist, in welchem das gesamte Wachstum der Funktion

v
p(x) stattfindet: p(x) — plx) = % 4 p. Fafit man den Zuwachs der Funktion

in einem Intervall als Massenbelegung auf, so entsprechen den Fnnktionen von
konstanter Z-Variation Massenbelegungen, 'die in einer Menge vom Mafle Null
ihren Sitz haben.

Die Existenz konvexer Bogen von der Affinlinge O haben wir
bereits auf S. 175 an Beispielen bewiesen. Die zugehérigen p (x)
geben also Beispiele von Funktionen von konstanter A-Variation.
Insbesondere ist das nun auch fiir die durch sukzessive Teilung nach
demselben Teilverhiiltnis entstehenden monotonen Funktionen von
Faber bewiesen.

Ein konvexer Bogen ist nun affin rektifizierbar, wenn in keinem
Teilintervall das Richtungshild p (x) von konstanter Z-Variation ist.
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X«\ 3
Dann wird 4 (x) = f V p dx eine Dhestindig zunehmende
X

Funktion von X

§ 11. Die Affinlinge als Funktion allgemeinerer Parameter.

Man kann auch noch die Beschrinkung der Richtungen auf
cinen Winkelraum aufheben, also allgemeinere konvexe Bogen be-
trachten, die durch ,konvexe Fortsetzung® entstehen. Zwei stetige
konvexe Systeme sollen als unmittelbare Fortsetzung voneinander
gelten, wenn das Endelement des ersten zugleich Anfangselement
des zweiten ist. .Die durch wiederholte unmittelbare Fortsetzung
entstehenden Systeme lassen die Zusammensetzungsstellen nicht
erkenncen.  Fin solches System kann sich auch schlieflen, dann sind
auch Anfangs- und Endelemente nicht mehr herauszufinden. Dazu
sind wenigstens drei einfache konvexe Systeme erforderlich. Die
Affinlinge, als Summe der Affinlingen der einzelnen einfachen
Systeme ist von der Wahl der Zerlegung unabhingig und durch

X (0,7 O 44

die Integralformel
f ]/ x" (1), vy (b

darstellbar. Dies gilt unter Bedingungen, die sich so formulieren lassen :
x (t), y (t) sollen von beschrinkter Drehung®) und | 4x |+ ]| 4y]| =

[4t]
M
Variation, x” (t), y” (t) ihre fast iiberall existierenden Ableitungen

(M > 0) sein. x' (t), y (t) sind dann von beschrinkter

§ 12. Aifinlinge als Mengenfunktion und Erkldrung fiir
beliebige mefibare konvexe Systeme.

Unserer bisherigen Untersuchung liegt die Auffassung der
Affinlinge eines stetigen konvexen Systems als Intervallfunktion zu
Grunde. Es wurde ihre Totalstetigkeit festgestellt und die zu-
gehorige Dichte bestimmt. Dies ermdglicht den Uebergang zu der
zugehdrigen Mengenfunktion. Liegt ein stetiges geordnetes Element-
system vor, welches das Intervall < x, x > zur Abszissenprojektion
hat, so entspricht jeder meBbaren Teilmenge X desselben ein Element-
system, welches wir als meBbar bezeichnen; die Eigenschaft ist vom
Koordinatensystem unabhiingig. Als Affinlinge desselben werden

| —
wir das iber X erstrekte Integral f Vp  dx anzusehen haben.

5) Vgl. A. Winternitz, Leipz. Ber. 69, S. 350 ff, (1917).
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Diese Mengenfunktion ist totalstetig. (Caratheodory Kap. IX.)
Was den Begriff der Rektifizierbarkeit anlangt, so liegt eine Ver-
schiarfung nahe. Wir bezeichnen ein stetiges konvexes System dann
und nur dann als im engeren Sinne affin rektifizierbar, wenn die
Affinlinge eines Teilsystems nur dann verschwindet, wenn die
Projektion auf die Abszissenachse das Mafl Null hat. Die Un-
abhingigkeit dieser Bedingung vom Koordinatensystem ist leicht zu
erkennen. Notwendig und hinreichend hiefiir ist, dafl p° > o ist.

Bei im strengen Sinne rektifizierbaren konvexen Bogen besteht
zwischen Affinlinge und Affindistanz in einem maBigleichen Kern
der Abszissenprojektion die charakteristische Beziehung:

A
lim a = 1.

Erinnern wir uns jetzt an die Erweiterung eines beliebigen
beschrinkten konvexen Systems zu einem uneigentlich-konvexen
stetigen, wie wir es dem charakteristischen Streckenzug gegeniiber-
gestellt haben, so sehen wir, dall wir fir jedes solche System, wenn
es nur meBbar ist, die Affinlinge mittels des Integrals definieren
konnen. Als affin rektifizierbar im strengen Sinne betrachten wir
ein solches System dann, wenn die Affinlinge ecines Teilsystems
desselben nur dann verschwindet, wenn die Abszissenprojektion vom

Mafle Null ist.

Kap. Ill. Die einfachsten Analoga.
§ 1. Die Eigenzeit als Analogon der Affinldnge.

Wir wollen noch einmal die bereits in Kap. II, § 1 bemerkte
weltgeometrische Analogie betrachten. Auch die Eigenzeit ist als
untere Grenze von Distanzsummen zu definieren, auch hier lduft
die Frage der Rektifizierbarkeit darauf hinaus, ob ein Weltlinien-
bogen die Eigenzeit Null haben kann. Obwohl je zwei Punkte im
strengen Sinne zeitartig aufeinanderfolgen:

(Ax)p+ (Ay)e+ (A2 < @ (4t
Wir erliiutern unsere Ergebnisse durch Heranziehung der einfachsten
Analoga.

Auch hier gilt die Integralformel fiir die Linge allgemein,
wenn man die Zeit t, die jetzt der Abszisse entspricht, als Parameter
verwendet. In der Tat erweist sich die Eigenzeit sofort als total-
stetige Funktion von t, denn es ist,

Y y) (4 2)?
also 2 4 < X At _Ferner existieren in einem maBgleichen Kern
des Intervalls < t, t> die Ableitungen X (t), y (), 2 (t). Die
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Funktionen x (t), y (t), z(t) sind nimlich von beschrinkten Diffe-
A% 4y 4 z
a7 1t e

renzenquotienten: ,

t
Nun kann man ganz analog, wie wir es frither bei der Affinlinge

t /9 ’ T
. +y:+ 7 .
getan haben, beweisen, daf} s:fl/l_x—% dt 1st.  Aber
t C

es ist hervorzuheben, daf} hier die unmittelbare funktionentheoreti-
sche Konsequenz der gestaltlichen Voraussetzung verhiltnismiBig
stirker und die weitere Konsequenz des Bestehens dar Intregalfor-
mel darum weniger verwunderlich ist. Wihrend nimlich x (t), y (t),
z (t) von beschrinkten Differenzenquotienten und infolgedessen total-
stetig sind, ist die entsprechende Funktion p (x) blof monoton, also
von beschrinkter Variation, aber nicht notwendig totalstetig. Nun
konnen wir noch die Frage beantworten, wann die Kigenzeit eines
Weltlinienbogens verschwindet. Dazu mulf}

2 /2 /2
f l/l_# a = 0
Cc

sein, also in einem mafgleichen Kern von < t, t> x'Z+y'2 4 2"
= ¢2 Dann ist die Linge des vom Punkte x, y, z in der Zeit t

t —
durchlaufenen Weges = [Vx® + yi+ 722 dt=c(t —t). Wir haben
A =
es also einfach mit einem rektifizierbaren Weg zu tun, der mit
Lichtgeschwindigkeit durchlanfen wird. (Lichtlinie).  Gleichwoll
folgen je zwei Weltpunkte zeitartig aufeinander, denn die Sehne ist
kiirzer als der Bogen: (4 x)* + (4 y)2 + (4 z)2 < e (4 b))%
Die nicht rektifizierbaren Weltlinien sind also nicht sehr verborgen.

§ 2. Vergleich mit der Euklidischen Metrik.

Zum Schlusse werde noch der Lingenbegriff der Euklidischen
Metrik der Affinlinge beziehungsweise der Kigenzeit gegeniiber-
gestellt.

Hier ist zunichst einmal die Anwendung des Distanzbegrifts
an keinerlei gestaltliche Bedingung gekniipft. Ferner ist das Ver-
zeichen der Distanzungleichung fiir drei Punkte umgekehrt und es
handelt sich darum bei der Rektifikation um eine obere Grenze von
Distanzsummen. Ist aber ein stetiger Bogen rektifizierbar, d. h,
hier endlich, so hat dies die funktionentheoretische Konsequenz, dal
x (t). y (t), z (t) Funktionen von beschrinkter Variation werden.
Dies ermdglicht noch nicht die Darstellung der Linge 1 durch eine
Intregalformel, sie braucht nicht totalstetig von t abzuhingen, es
ist noch eine, im allgemeinen nicht meBbare, Transformation von t
frei. Es ist nur
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f]/x’2 +y2+ 42 <1, Es gibt jedoch Parameter, von welchen
X, ¥, z in solcher Weise abhingen, daBl die Differenzenquotienten
— ——— . K

Axl gl 751> zum Beispiel 1

selbst; das ist eine mit der Rektifizierbarkeit dquivalente Bedingung.
Dann ist die Lénge eine totalstetige Funktion des Parameters t und

beschriankt sind:

es gilt die Intregalformel 1 f]f"x’Q + y;giry;}z dt wie schon

Lebesgue gezeigt hat. (Lecons sur | integration p 125) und wie
man, vielleicht etwas einfacher, nach unserem Verfahren erkennen
kann. Kin geeigneter Parameter ist etwa die Summe der Total-
variationen der x, y, z im Intervall < t, t >.

Unsere Betrachtungsweise konnte wohl auch auf Geometrien
anderer Gruppen (ungrader Gliederzahl) ausgedehnt werden. Wir
haben hier aber bhloff die einfachsten Analoge herangezogen, um
das Frithere zu heleuchten.
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