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Zur konstruktiven Behandlung von Aufgaben aus der 

nichteuklidischen Geometrie der Ebene mit Methoden 

der darstellenden Geometrie.

Von W  Fröhlich in Prag.

Einleitung.

A us der darstellenden Geometrie sind viele Beispiele von 
planimetrischen Aufgaben bekannt, welche durch stereom etri­
sche Betrachtungen konstruktiv bequem zugänglich werden. Die 
Heranziehung einer höheren Dimension kann auch für nicht­
euklidische Konstruktionen von Vorteil sein. E s  sollen im F o l­
genden für die konstruktive Behandlung von Aufgaben aus der 
hyperbolischen Geometrie der Ebene mit Zuhilfenahme des pro­
jektiven Raum es zwei Methoden entwickelt werden, denen w ir 
die Namen P r o j e k t i o n s m e t h o d e  und z y k l o g r a p h i -  
s c h e  M e t h o d e  geben. Anschließend sollen einige Bem erkun­
gen über die elliptische Geometrie der Ebene und über die Geo­
metrie auf der Kugel folgen.

Um die hyperbolischen Konstruktionen in einer festen 
Ebene jt, zu vereinfachen, w ird die Fundam entalkurve 1) gewöhn­
lich als K reis K  angenommen. A lle anderen Fälle  lasser sich 
ja  m ittels (perspektiver) Kollineationen auf diesen F all zurück­
führen. Um mit den verschiedenen Bezeichnungen, die im Lau fe 
der Zeit üblich geworden sind, keine Schw ierigkeiten zu haben, 
geben w ir jetzt eine Erk lärung aller Namen, die w ir verwenden 
w ollen :

Die Gesamtheit aller Punkte der projektiven Ebene wird im 
Sinne der hyperbolischen Geometrie in e i g e n t l i c h e  P u n k ­
t e ,  R a n d p u n k t e  und U b e r p u n k t e  e in geteilt2), je nach 
ihrer L ag e  im Innern von K , auf K  und außerhalb von K . Von 
den hyperbolischen Kreisen gibt es zwei A rten : Die E n t f e r ­
n u n g s k r e i s e ,  welche als Ort aller Punkte konstanten hyper­
bolischen Abstandes von einem festen Punkte definiert werden,

1 ) Diese Bezeichnung findet sich z. B. in dem Lehrbuch von F 
Klein, Vorlesungen über nichteuklidische Geometrie, auf Seite 174. 
Dieses Buch ist als Band X X V I  der Grundlehren der math. Wissen­
schaften erschienen und wird im folgenden mit F. K . zitiert werden.

2) In dem Lehrbuch von H. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie,
1 9 2 3 .
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und die W i n k e 1 k r e i s e 3), die als E inhül­
lende aller Geraden erklärt werden, welche eine 
feste Gerade unter einem konstanten hyperboli­
schen W inkel schneiden. Die Entfernungskreise 
selbst werden als eigentliche Kreise, H orozykeln 
oder H yperzykeln bezeichnet, je nachdem ob der 
hyperbolische Mittelpunkt ein eigentlicher Punkt, 
ein Randpunkt oder ein Überpunkt ist. D ie W in­
kelkreise (F ig . i) bestehen nur aus Rand- und 
Uberpunkten, aber die Tangenten der W inkel­
kreise gehen durch das Innere von K .

§ i. D ie Projektionsmethode.

Die ebenen Schnitte einer durch K  gehenden Fläche zweiten 
Grades projizieren sich in hyperbolische K reise von n, wenn 
das Projektionszentrum  der Pol von n  bezüglich (P- ist. E s  folgt 
dies aus der Tatsache, daß jeder hyperbolische K re is  von K  (reell 
oder im aginär) doppelt berührt wird. Nehmen w ir insbesondere 
eine K ugel &lt für welche K  ein Großkreis ist, so erhalten w ir die 
Entfernungskreise als orthogonale Projektionen der gewöhnlichen 
K ugelkreise auf t t .  Nehmen w ir noch ein gleichseitiges D reh­
hyperboloid <£._> dazu, für welches K  der Kehlkreis ist, so erschei­
nen die W inkelkreise als orthogonale Projektionen der ebenen 
Schnitte von <P., auf t t .

Die V erw ertung der Flächen und <Z>2 bei der K onstru k­
tion erläutern w ir jetzt an drei Beispielen:

1. E i n  h y p e r b o l i s c h e r  K r e i s  i s t  a u s  d r e i  
P u n k t e n  a, b, c z u  k o n s t r u i e r e n  Die drei Punkte lie­
gen entweder alle innerhalb K  oder alle außerhalb K . Im ersten 
F a ll sind sie Bilder von sechs auf 01 liegenden Punkten ax, a2, b lf 
b2 cx, c2. Die vier Ebenen a, bx c,, at bt c.,, at b2 q  und a, b._, c2 
schneiden 0l nach vier gewöhnlichen Kreisen, deren orthogonale 
Projektionen auf tt . die gesuchten Lösungen (vier Entfernungs­
kreise) sind. —  Die vier anderen Ebenen a2 b2 c2, a2 b2 cu aL, b, c2 
und a2 bx cx führen natürlich zu denselben Lösungen in t t .  Im 
zweiten F all tritt <?2 an die Stelle von (ßx. Zu Lösungen (W in­
kelkreisen) führen aber nur jene Schnittebenen, die mit Iv zwei 
reelle Punkte gemein haben.

2. E i n  h y p e r b o l i s c h e r  K r e i s  i s t  a u s  d e m  h y ­
p e r b o l i s c h e n  M i t t e l p u n k t  m’ u n d  e i n e m  P e r i ­
p h e r i e p u n k t  a ’ z u  k o n s t r u i e r e n  L ieg t a ’ außerhalb 
K , dann muß auch m’ außerhalb K  liegen. W ir bestimmen die

3) F. K. Seite 183.
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Polare M von m’ bezüglich K  und dann die Punkte a1} a2 auf <P2> 
deren Bild a ’ ist. D ie beiden Ebenen [ax M] und [a2 M] schnei­
den ^  in zwei Kurven, deren gemeinsames Bild  in n  die ge­
suchte Lösu ng (W inkelkreis) ist. —  L ieg t a ’ innerhalb K , so tritt 

an die Stelle von 0 2 und die Lösu ng ist ein Entfernungskreis.

3. E in  D r e i e c k  a u s  d e n  h y p e r b o l i s c h e n  L ä n ­
g e n  d e r  d r e i  S e i t e n  z u  k o n s t r u i e r e n  Diese A u f­
gabe kommt auf die Bestim m ung der Schnittpunkte zweier hy­
perbolischer K reise hinaus. Man ermittelt wie bei der vorigen 
Aufgabe die zugehörigen K reise auf der K ugel und pojiziert 
deren Schnittpunkte auf n.

§ 2. D ie zyklographische Methode.

Die scheinbaren U m risse Ä  der im vorigen Paragraphen ver­
wendeten Fläche aus den Punkten a des Raum es auf der Ebene 
n sind ebenfalls hyperbolische Kreise, wife man sich ohne viele Mühe 
überzeugen kann.- Um gekehrt gehören zu jedem hyperbolischen 
K reis A  in n  im allgemeinen zwei Punkte ax und a, des Raumes, 
welche zu ji symm etrisch liegen. (Im besonderen können sie in 
einen uneigentlichen Punkt zusammenfallen.) Denn die gemein­
samen Tangentialebenen von A  und <?., umhüllen zwei Kegel 
zweiten Grades mit den Scheiteln a, und a,. W ir wollen A  das 
zyklographische Bild von ax oder von a2 nennen.

Die Fläche <Z>2 teilt den Raum  in zwei Teile. D ie Punkte 
jenes Teiles, der die Drehachse enthält, haben die Entfernungs­
kreise zu zyklographischen Bildern, die Punkte des anderen 
Teiles die W inkelkreise. Die zyklographischen Bilder der Punkte 
von <Z>2 bilden den Ü bergang zwischen den beiden Arten hyper­
bolischer Kreise. E s  sind gerade Linien.

Um  die Verwendbarkeit der zyklographischen Methode dar­
zutun, erörtern w ir zuerst die drei zu den Beispielen des vorigen 
Paragraphen dualen A u fgab en :

1. E i n  h y p e r b o l i s c h e r  K r e i s  i s t  a u s  d r e i  
T a n g e n t e n  T x T 2, T 3 (die alle K  reell schneiden müssen) z u 
k o n s t r u i e r e n  W ir bestimmen die sechs Tangentialebenen
Ol. ßi'> a2> §2; a 3> y 3 von T lf T 2> T 3 an &2. D as zyklographische 
Bild  S  de£ Schnittpunktes s von alf a2 und a3 ist eine Lösung. 
D ie anderen Lösungen findet man durch andere Kom binationen 
der Ebenen.

2. E i n  h y p e r b o l i s c h e r  K r e i s  i s t  a u s  d e r  P o ­
l a r e  M s e i n e s  h y p e r b o l i s c h e n  M i t t e l p u n k t e s  
m’ b e z ü g l i c h  K  und e i ne r  de r  T a n g e n t e  T  zu k o n s t r u -  
i e r e n  W ir bestimmen in einer Tangentialebenen r von T  an
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jenen Punkt a, dessen Normalriß auf n  der Punkt m’ ist. Dann 
ist das zyklographische Bild  A  von a die gesuchte Lösung-,

3. E i n  D r e i e c k  i s t  a u s  d e n  h y p e r b o l i s c h e n  
G r ö ß e n  d e r  d r e i  W i n k e l  z u  k o n s t r u i e r e n  Die 
A ufgabe kommt auf die Bestim m ung der gemeinsamen Tangen­
ten zweier hyperbolischer K reise A  und B hinaus. Man ermittelt 
w ie bei der vorigen A ufgabe zw'ei Punkte a und b im Raum, 
deren zyklographische Bilder A  und B sind, und schneidet die 
Verbindungsgerade a b  mit der Ebene n. Von diesen Schnitt­
punkten gehen die gesuchten Tangenten aus.

M it unserer zyklographischen Methode kann aber auch die 
Berührungsaufgabe des Apollonius 4) für die hyperbolische Geo­
metrie gelöst werden. D er Gedankengang ist dem der gewöhn­
lichen Zyklographie völlig  analog und braucht deshalb hier nicht 
ausgeführt zu werden. Dagegen wollen w ir hervorheben, daß die 
Lösung dieser Aufgabe, w ie die aller vorhergehenden Aufgaben, 
mit Zirkel und Lineal möglich ist.

§ 3. Bemerkungen über die elliptische Geometrie und über die 
Geometrie auf der Kugel.

D ie vorstehenden Methoden sind sinngemäß auch auf die el­
liptische Geometrie der Ebene anwendbar. An Stelle der Flächen 

und <Z>2 tritt eine einzige Fläche zweiten Grades <Z>a, weiche
durch den nullteiligen Fundam entalkreis K  geht. E s  ist vorteil­
haft als gleichseitiges, zw eischaliges Drehhyperboloid zu neh­
men, dessen nullteiliger K ehlkreis der Fundam entalkreis K  ist. 
Jed er elliptische K reis kann sowohl als Entfernungskreis, als auch 
als W inkelkreis aufgefaßt werden. Die Sache in allen Einzelhei­
ten durchzudenken, kann wohl dem L eser überlassen bleiben, da­
gegen mu,ß hervorgehoben werden, daß der bekannte Zusammen­
hang zwischen der elliptischen Geometrie der Ebene n  und der 
euklidischen Geometrie im Bündel s konstruktiv verwertet wer­
den kann, w as vielleicht noch vorteilhafter ist als die Verwendung 
der Fläche <?3. D er Bündelscheitel s ist nämlich irgendeiner der 
beiden Punkte des Raumes, aus welchen der absolute Kugelkreis 
in den K re is  K  projiziiert wird. D ie elliptischen K reise von n 
werden aus s durch Drehkegel projiziert.. E s  kann also die ganze 
Kinem atik im Bündel, welche durch die Theorie der Kegelzahn­
räder für die Lehre vom Maschinenbau so bedeutungsvoll ist, als 
eine K inem atik der elliptischen Geometrie der Ebene angesehen 
werden und es werden z. B. bei der Konstruktion der konischen

4) E s  ist das die Aufgabe, einen Kreis zu zeichnen, der drei gege­
bene Kreise berührt.
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Evolvente oder der konischen Zyklide K urven  gezeichnet, die man 
als Gebilde der elliptischen Geometrie der Ebene auffassen kann.

A uf eine K ugel mit dem M ittelpunkt s w ird die elliptische 
Geometrie der Ebene in die gewöhnliche Geometrie auf der K ugel 
projiziert. Dadurch wird beispielsweise die Berührungsaufgabe 
des Apollonius in der elliptischen Geometrie auf die gleiche A u f­
gabe mit Kugelkreisen zurückgeführt. D iese aber kann so gelöst 
werden: Man ordnet jedem K reis P  der K ugel x den Pol p der 
durch P  gehende Ebene bezüglich x zu. Den Kegel, welcher P  
aus p projiziert, w ird man s p h ä r i s c h - z y k l o g r a p h i s c h e n  
K e g e l  nennen. D ie Lösu ng unserer A ufgabe erfolgt dann durch 
die Bestim m ung der gemeinsamen Punkte dreier sphärisch-zyklo- 
graphischer K egel und ist stets mit Zirkel und Lineal möglich.

Reliefüberschiebungen in den Westkarpathen.

Von E . S p e n g l e r .

(M it einer Abbildung.)

D er B egriff der „Reliefüberschiebung“ wurde von O. 
A m p f e r e r  im Jahre 1924 in die geologische L iteratur einge­
führt i1). A m p f e r e r  versteht darunter eine Überschiebung, w el­
che über einen bereits mit einem Erosionsrelief versehenen U nter­
grund vordringt. Am  schönsten hat A m p f e r e r  die Erscheinun­
gen der Reliefüberschiebungen im Karw endelgebirge verfolgen 
können, aber er konnte auch Beispiele aus anderen Gegenden, 
z. B. aus den Südtiroler Dolomiten beibringen.

Die Reliefüberschiebungen vollziehen sich nicht immer in der 
Weise, daß die Schubm asse passiv jeder Unebenheit des R eliefs des 
Untergrundes folgt, sondern sie schafft sich dadurch eine ebener ge­
staltete Schubfläche, daß sie stärkere A ufragungen des U ntergrund­
reliefs abschert und an ihrer B asis eine Strecke mitschleift, w äh­
rend Vertiefungen des Untergrundes mit mitgebrachtem M aterial 
ausgestopft und dadurch eingeebnet werden. A ls  klassisches B e i­
spiel für letzteren F a ll sei das Profil angeführt, welches 
A m p f e r e r  vom Stanserjoch südlich des Achensees beschreibt.2) 
D as Stanserjoch bildet eine breite Antiklinale aus W etterstein­
kalk. E tw a  im Scheitel dieses Gewölbes befindet sich ein kleiner 
talartiger Einschnitt, welcher in ganz w irrer Lageru n g mit viel

x) O A m p f e r e r ,  Beiträge zur Auflösung der Mechanik der A l­
pen. Jahrb. Geol. Bundesanst. 74. Bd., S. 35.

2) O. A m p f e r e r ,  Die Reliefüberschiebung des Karwendelgebir- 
ges. Jahrb. Geol. Bundesanstalt 78. Bd. Taf. V., unterstes Profil.
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