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nicht so deutlich wie sonst zur Geltung kam, wird in anderer Weise
in Erfiillung gehen, sein Geist, seine Forschungsergebnisse, seine
deutsche Arbeit, sein Name wird wie der weniger in weite Zeiten
leuchtend verflochten sein mit den Gipfeln und Tilern seiner Hei-
mat, unserm Mittelgebirge, aber auch mit unserer Gesellschaft und
unserm Verein Lotos.

Partielle Differentialgleichungen fiir den Flacheninhalt
des Dreieckes.

Von Karl Carda in Prag.

Die Lidngen der Seiten eines Dreieckes seien a, b, ¢, sein
Fliacheninhalt sei I. HERON von Alexandrien iibermittelt
uns einen exakten Beweis der Formel fiir I. Es scheint aber, da
diese Formel schon frither bekannt war.

Am kiirzesten findet man die Formel, indem man aus den
Gleichungen 1 = ﬂ, 1 b2 — h® ch h2=a die Hohe h
eliminiert. Man erhalt zunichst

I = Zl /4a2b2 — (a2-Fb? — c?)2. (1)

Es fdllt auf, dal die drei unabhingigen Variablen in diesem
Ausdruck nur in den beiden festen Verbindungen ab, a? + b?—¢?
auftreten. Dieser Gesichtspunkt ist fiir die folgenden Betrachtungen
malgebend.

Wir fassen a, b, ¢ als kontinuierliche Variable auf, die so
gewihlt sein sollen, daf} die Quadratwurzel in (1) reell bleibt.
Die GréB3e unter der Quadratwurzel kann man auch in der bekann-
ten Gestalt schreiben

H— (at+b+c¢) (—a+b+ec) (a—b+¢c) (a+b—c¢).
Wir werden H als das HERONsche Polynom bezeichnen.

Um zu partiellen Differentialgleichungen fiir H oder irgend-
einer Funktion von H allein zu gelangen, driicken wir aus, daf3
diese nur von ¢ = ab, ¢ = a? -} b?— c¢* abhingen diirfen. Dies
leistet die JACOBIsche Funktional-Determinante

fi £5 13
f19293 | = 0O
1 Yo Us
f; fo f3
Man findet also b a o | = o, oder entwickelt
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Die zweite und die dritte Gleichung folgen aus der ersten durch
cyklische Vertauschung von a, b, c.

Af, Bf, Cf sind die bekannten Symbole einer infinitesimalen
Transformation nach Sophus LIE.")

Die Gleichungen (2) sind drei simultane partielle Differential-
gleichungen fiir den Flicheninhalt eines beliebigen Dreieckes.

Die drei simultanen Gleichungen sind von einander nicht
unabhiingig. Dies zeigt man sofort mit Hilfe ihrer Determinante D.
D ldB3t sich in der Form schreiben

—be ac a2—h?
D=— | ab b®—¢® —ac | = o
c?2—a? —ab  be
da eine schiefsymmetrische Determinante vorliegt.

Die Gleichungen Af = o, Bf = o sind offenbar von einander
unabhingig. Dagegen 148t sich Cf durch diese linear und homogen
darstellen. Es ist

¢c Af +a Bf +b Cf =o.

Die Gleichungen Af = o, Bf = o bilden ein Vollstédndi-
ges System (JACOBI, CLEBSCH, LIE). Es hat H als einzige
wesentliche Losung, jede andere Losung ist eine Funktion von H
allein.

Wir bilden noch den POISSONschen Klammerausdruck

(AB) = A(Bf) —B(Af) = —a.Af—¢c.Bf

Der Klammerausdruek gibt also nichts Neues, wie es sein muB.

Zum SchluB wollen wir noch ein einf aches Beispiel zu der
von Sophus LIE geschaffenen Theorie: Integration eines
Vollstindigen Systems mit bekannter Gruppe
vorlegen.

Af = o, Bf = o sei das frither erwidhnte Vollstindige System.

Es ist leicht eine kontinuierliche Gruppe zu finden, die das
System invariant 1idBt.

Wir setzen

a, = pa, b, = ph, ¢, — pe,
wobei p einen willkiirlichen Parameter bedeutet. In der Tat 1dBt

1) Die Charakteristiken von Af—o sind gegeben durch: ab — Ci,

da
24-b2+e? — Cy, ————— _t + C,
a4+ ¢ 2 81/34—C232+C12 3
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diese Gruppe (bei LIE: ,Streckung”) das gegebene System in-
variant. Das Symbol ihrer infinitesimalen Transformation lautet

Uf = af, + bf, + of 2).

Um das System zu integrieren, setzen wir nach LIE

Af = o,
Bf = o, (3)
Uf =1

Diese drei Gleichungen sind nach f,, f, und f, aufléshar, denn
ihre Determinante

ac —Dbc a—b?
N =|b%2—c2 ab —ac |= b32a2b2+‘2a202+‘2b202—a,4—b4—c4 —bH
a b c

verschwindet nicht.
Fiir £, f,, f, ergeben sich dann die Werte
of _ a(b*A-c?—a* 2f _ bla’®4-c®—b?) 3f _ c(a +b°—c
da H &b H T
Daher ist
a (b”+c*—a ) da + b (a4~ c¢*—b?) db + ¢ (a? + b*—¢?) de
2a’b? + 2a2c¢* - 2b*c* —a*—b' —¢*
eintotalesDifferential.
Demnach ist

a(b®4 c*—a?) da
— < =
f= S2a2b2—}—2a202+2b202—a4—b4—c4 +Eeh, 0=
oH
1 Bad
ETS + € (b, c)_—logH—FG(b c).
.,o0f 1 4a%b 4~ 4be? — 4b? 9€ (b,c) _ b(a?4c2—-b?),

JetztlstT): i + T T
also

a@a(t c)—o ebenso ist a(,(b ©

€ ist also eine blof3e Konstante.
Demnach ergibt sich als Integral des totalen Differentials

%log H + G

Wir sind also zum HERONschen Polynom zuriickgekehrt.

Freudenthal, im Juli 1940.

?) Wir erhalten nech (AU) = — Af, (BU) = — Bf, wie die Theorie
verlangt.
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