Walther L. Fischer

Zur Mathematisierung des Verhaltens in Konfliktsituationen
— Die mathematische Theorie der Spiele —

I. Einleitung

1. Gegenstands- und Anwendungsbereich der Spieltheorie

1.1. 'Wir werden uns im folgenden mit Konfliktsituationen befassen, die aus
Interessengegensitzen von Menschen oder Interessengruppen entstehen. In
solchen Situationen haben zwei oder mehrere Partner Entscheidungen zu treffen
—sie haben eine Wahl aus einer endlichen Anzahl von Moglichkeiten zu treffen.
Sie verfolgen dabei gewisse Intentionen, die im wesentlichen auf einen Erfolg
ihrer Aktivititen abzielen, und sie haben zu handeln, ohne im allgemeinen die
‘Wahl ihres Gegners zu kennen.

Konflikt- und Wettbewerbssituationen, in welchen der Erfolg nicht nur
von der eigenen Entscheidung, sondern auch von der der Gegner abhingt,
finden sich im Umkreis wirtschaftlicher, gesellschaftlicher und auch kriegs-
technischer Fragen.

Interessenkonflikte treten aber auch in Gesellschaftsspielen auf, vor allem
in Gesellschaftsspielen, die nicht reine Gliicksspiele sind. Mit den reinen
Gliicksspielen — wie dem Wiirfelspiel oder dem Roulette —, in welchen ein
Idiot dieselben Gewinnchancen hat wie ein hochintelligenter Mensch, be-
schiftigt sich mathematisch die Wahrscheinlichkeitstheorie und die mathe-
matische Statistik. Die Geschehenswelt der strategischen Spiele, in welchen
also nicht alle Ziige der Partner zufallsbestimmt sind, wird in der sogenann-
ten »Theorie der strategischen Spiele« (hdufig kurz »Mathematische Spiel-
theorie« genannt) behandelt.

1.2. Die Mathematisierung einer aulermathematischen Situation besteht in der

Modellierung des betreffenden Gegenstandsbereichs durch mathematische
Strukturen.
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Im Falle der theoretischen Behandlung von Interessenkonflikten verwen-
det die Theorie der Spiele bestimmt modifizierte und definierte Spielbegriffe
als Modelle und fragt danach, ob es fiir den einzelnen Akteur oder »Spieler,
wie wir ihn fortan nennen wollen, optimale Verhaltensweisen gibt, d. h., ob
man rationale Argumente dafiir vorbringen kann, einer bestimmten Spiel-
bzw. Verhaltensweise den Vorzug vor anderen zu geben.

1.3. Die Aufgabe der Spieltheorie besteht also zunéchst darin, eine gegebene
Konfliktsituation in angemessener Weise durch ein Spielmodell darzustellen
und sodann fiir jeden Spieler optimale Verhaltensweisen anzugeben, also Ver-
haltensweisen, die ihm einen optimalen Gewinn sichern unter der Vorausset-
zung, daB auch die jeweiligen Gegenspieler intelligent sind und rational handeln.

1.4. Aus dem Gesagten wird ersichtlich, daf} sich fiir die Entwicklung der
Spieltheorie der Ausbau ihrer »begrifflichen« Seite als ebenso bedeutsam er-
weist wie der ihrer »numerischen« Seite.

2. Zur Geschichte der Spieltheorie

Die Theorie der strategischen Spiele ist zunéchst und fast ausschlieBlich das
Werk John v. Neumanns, eines Mathematikers von sikularer Bedeutung. Legen-
dér ist seine Auffassungsgabe, die Geschwindigkeit seines Denkens, das Fas-
sungsvermogen seines Gedichtnisses. Legendidr auch seine mathematische
Brillanz.

1903 in Budapest geboren, verstarb von Neumann allzu friith mit 53 Jahren
1957 in Amerika.!

Um nur einige seiner bedeutenden Leistungen zu nennen:? Neumann hat
1922 eine nach ihm benannte Axiomatik der Mengenlehre konstituiert. Er
brachte 1932 den Formalismus der Quantentheorie in eine strenge mathema-
tische Form. Er entwickelte grundlegende Ideen fiir die Konstruktion des
Computers — noch heute sind die giingigen programmgesteuerten Rechenma-
schinen vom »von-Neumann-Typ«. Noch auf dem Krankenlager entwickelte
er die Idee und Theorie sich selbst reduplizierender Automaten und schrieb
das Buch: »The Computer and The Brain«3.

Im 100. Band der Mathematischen Annalen hat von Neumann 1928 eine
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Arbeit verdffentlicht, in der die Grundgedanken seiner » Theorie der strategi-
schen Spiele« formuliert sind. Zusammen mit Oskar Morgenstern hat er dann
1944 das umfangreiche Werk »Theory of Games and Economic Behaviour«*
publiziert.

I1. Begriffsbestimmungen

1. Spielerei und Spiel

1.0. Bevor wir uns den charakteristischen Aufgabenstellungen und den nume-
rischen Fragen der Spieltheorie zuwenden koénnen, sind einige begriffliche
Klarstellungen erforderlich; sie sollen helfen, die idealisierenden Voraussetzun-
gen verstindlich zu machen, die der Mathematisierung des anschaulichen Hin-
tergrunds der Spieltheorie und der Moglichkeit ihrer Anwendung zugrunde
liegen.

1.1. Der tégliche Gebrauch der Umgangssprache unterscheidet sehr genau
zwischen Spiel und Spielerei.

Der Spielerei fehlt der ernste Hintergrund, der Wille zur Konsequenz, zur
unbedingten Konsequenz bis ans Ende, der Wille zur Bindung. In der Spiele-
rei »setzen« wir nichts »aufs Spiel«. Wir wagen nicht und gewinnen oder
verlieren daher auch nicht. Die Spielerei ist unverbindlich; sie erschopft sich
im planlosen Kombinieren; der Zufall hat keinen Gegenspieler in unserem
zielbewuBten Denken, in unserer Strategie. In der Spielerei werden keine
Gesetze anerkannt, denen sich die Figurenbewegungen aufler der Naturge-
setzlichkeit unterzuordnen hitten.

Im Spiel dagegen sind wir gebunden durch die Regeln; sie treffen eine
Auswahl unter der unendlichen Mannigfaltigkeit moglicher Bewegungen; sie
machen das Spielen eines Spieles zu einer Aufgabe, die gelost sein will,
verleihen so dem Spiel einen Sinn, seinen Sinn.

1.2. Was also ist ein Spiel? — Was unsere Gesellschaftsspiele, was Dame,

Miihle, Schach und Schafkopf, was Roulette, Fufiball und Autorennen, Blinde-
kuh . .. gemeinsam haben, ist, da8 in ihnen allen kurzzeitig eine kleine kiinstli-
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che Welt in der Welt aufgerichtet wird — ein kiinstlicher Ablauf von Gescheh-
nissen, von uns geplant, in Gang gesetzt und von uns in seiner GesetzméBigkeit
anerkannt.

Auch Tiere spielen. Aber sie wissen nicht um die Mannigfaltigkeit und um
die Endlichkeit der Anzahl der Kombinationen — sie spielen ohne Verlangen
nach Begrenzung und ohne Konsequenz, d. h. aber: sie bediirfen nicht des
definierten Spiel-Feldes und nicht der definierten Spiel-Regel.

Jedes Spiel ist erkldrt durch den Inbegriff seiner Regeln.

1.3. Das reale Spielen eines Spieles — eine Partie, ein Satz — besteht aus
Bewegungen von Figuren in einem Raumgebiet:
a) von materiellen Realitdten im Realraum (von Menschen, Billen, Steinen,
Holzfiguren, Karten usw., auf Pldtzen, in Sélen, auf Tischen, Brettern usw.)
b) oder von ideellen Realititen im Idealraum (bei Spielen, in denen Worte
oder Zahlen zu erraten sind usw.) '
¢) oder von beiden zugleich (bei Lotto, Toto usw.).

1.4. Jedes Spiel 148t sich als kombinatorisch-topologisches Problem formulie-
ren, 148t sich durch einen bewerteten Graphen darstellen.’

1.5. Zu Spiel-Feld, Spiel-Regel, zu Spiel-Figur und Figuren-Bewegung
kommt ein Fiinftes:

Der Wille zur Konsequenz und die Notwendigkeit, bei jedem Zug eine
bestimmte Figurenbewegung unter einer Vielzahl mdglicher Bewegungen
auszuwdahlen, und die Tatsache, daB8 wir uns einem intelligenten Partner
gegeniibersehen, der einen maximalen Gewinn erstrebt, zwingt uns dazu,
nicht willkiirlich vorzugehen, sondern uns einen Plan zurechtzulegen.

Das Problem, den besten Spiel-Plan, die beste Strategie zu finden, ist das
Problem des Spieles schlechthin. Die Auffindung der bestmoglichen Strate-
gie bedeutet die Lésung des Spielproblems. — Das heifit nicht etwa, daB in
jedem Falle vor Beginn eines Spieles die Strategie, der der Spieler zu folgen
beabsichtigt, festgelegt sein miisse. Nein, vielfach wird der Spiel-Plan von
Zug zu Zug neu gestaltet, modifiziert. Wenn es einfach wire, die beste
Strategie zu finden, im vorhinein zu finden, wiirde niemand von uns Spaf am
Spielen haben; die Auffindung des optimalen Spielplanes macht das Spielen
eines Spieles iiberfliissig.
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1.6. Und schlieBlich: Fragen wir uns, warum die Auffindung der optimalen
Strategie solche Schwierigkeiten mit sich bringt, so finden wir, dal es nicht
allein die kombinatorische Vielfalt der Figurenbewegungen ist, die als span-
nungserzeugendes Element im Spiele auftritt. Es ist vielmehr auch die bei vielen
Spielen unvollkommene Information iiber die Absichten und Moglichkeiten
unserer Gegenspieler, die uns Kopfzerbrechen bereitet. Je unvollkommener
unsere Informationen iiber die Absichten und Moglichkeiten unserer Gegenspie-
ler sind, um so mehr wird unsere Wahl unter den moglichen Figurenbewegun-
gen, um so mehr wird unsere Strategie von Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen
bestimmt.

2. Spiel und Partie

2.1. Den Wortgebrauch prizisierend, sind noch einige terminologische Dop-
peldeutigkeiten auszuschlieBen.

Wir sprechen davon, dal »Schach ein Brett-Spiel« sei — und in anderem
Zusammenhang sagen wir: »Hitte ich im letzten Schach-Spiel diesen Zug
gemacht, so hitte ich gewonnen.«

Diese Beispiele erhellen, dal wir — wie wir bereits in 1.3. angedeutet haben
— unterscheiden miissen zwischen dem abstrakten Begriff eines Spieles und
dem individuellen ASpielen eines Spieles. Wir werden den abstrakten Begriff
eines Spieles, erklart durch den Inbegriff seiner Regeln, mit dem Wort »Spiel«
bezeichnen, jeden besonderen Fall, in dem ein Spiel von Anfang bis zum Ende
durchgespielt wird, eine »Partie« oder einen »Safz« nennen.

Eine entsprechende Unterscheidung sollte man fiir die Figurenbewegun-
gen treffen. Wir konnten das Wort »Zug« verwenden, um innerhalb eines
Spieles die Gelegenheit einer Auswahl zwischen verschiedenen Alternativen
zu bezeichnen, die von einem Spieler getroffen werden muf. Die spezifische
Alternative, die der Spieler in einer Partie wihlt, wollen wir mit »Bewegung«
oder durch das Wort »Wahl« umschreiben. Wir wiirden also sagen: »Schwarz
gewann durch eine geschickte Figuren-Bewegung bei seinem zehnten Zug.«

2.2. Mit anderen Worten: Ein Spiel besteht aus einer Folge von Ziigen — eine

Partie aus einer Folge von Figuren-Bewegungen, natiirlich jeweils in Uberein-
stimmung mit den das Spiel erklarenden Regeln.
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3. Typen strategischer Spiele/Klassifikation

3.1. Die strategischen Spiele lassen sich in verschiedener Weise klassifizieren.
Zunichst lassen sich die Spiele unterscheiden nach der Anzahl der beteiligten
Spieler.

Schach ist ein 2-Personen-Spiel, Kartenspiele kénnen 2- oder Mehr-Perso-
nen-Spiele sein.

3.2. Nehmen wir an, daB} es in jedem Spiel um Gewinn-Werte geht, z. B. um
Geld, so geschieht es bei den iiblichen Gesellschaftsspielen, daf die Summe der
Zahlungen am Ende des Satzes gleich 0 sein wird. Jedem Gewinn entspricht
beim Verlierenden ein gleich grofler Betrag an Verlust.

Im Prozef} des Spielens einer Partie werden in diesem Fall weder Werte
geschaffen noch vernichtet. Die Summe der Einsétze wird am Ende der Partie
gleich sein der Summe der Gewinne. Daf} sich durch das Spielen der Partie
die Verteilung der Geldwerte verédndert hat, dndert nichts an der Tatsache, da3
die Summe aus Gewinn und Verlust am Ende der Partie gleich O sein wird.
Spiele dieser Art nennen wir »Nullsummenspiele« (»0-Summen-Spiele«).

Neben solchen Spielen haben aber auch die »Nicht-Nullsummenspiele«
grofle Bedeutung, vor allem dann, wenn wir z. B. Modelle fiir 6konomische
Prozesse suchen. Okonomische Prozesse erzeugen oder zerstéren im allge-
meinen Werte. Rohstoffe werdéen durch menschliche und maschinelle Ar-
beitsleistung an ihnen veredelt — die benutzten Maschinen niitzen sich ab,
verlieren an Wert. Auch Situationen im Kriegsgeschehen sind nur durch
Nicht-Nullsummenspiele zu modellieren.

3.3. Wirkoénnen die Spiele auch klassifizieren nach der Anzahl ihrer Ziige. Wir
konnen endliche Spiele von unendlichen Spielen trennen, Spiele mit fester
Zuganzahl von solchen mit verdnderlicher Anzahl der Ziige (z. B. Schach).

3.4. Weiter konnen wir Spiele, in denen Ziige auftreten, die rein vom Zufall
abhingen (»Zufallsziige«), unterscheiden von Spielen, in denen alle Ziige vom
Zufall bestimmt sind, unterscheiden von Spielen, in denen alle Ziige durch

individuelle Entscheidungen festgelegt werden (»persdnliche Ziige«).

3.5. Spiele konnen wir auch einteilen nach dem Betrag an Information, der den
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einzelnen Mitspielern iiber Spielstand und Spielabsichten zur Verfiigung
steht.

Ist jeder Spieler vor Ausfiihrung einer Figuren-Bewegung iiber das Ergeb-
nis aller vorausgegangenen Bewegungen informiert, wie das etwa beim
Schachspiel der Fall ist, so nennen wir das Spiel »Spiel mit perfekter Infor-
mation«. Von diesen Spielen unterscheiden sich z. B. viele Kartenspiele
dadurch, daf} jeder Spieler zwar alle bereits ausgespielten Karten kennt und
dazu sein eigenes »Blatt«, nicht aber die Verteilung der restlichen Karten auf
die Blatter der Mitspieler und auf das etwa noch liegende Vorratsstofichen,
von dem nach jeder Bewegung abgehoben werden mufl. Diese Verhéltnisse
erschweren es dem Spieler, eine Strategie zu finden. Er ist eventuell von
Bewegung zu Bewegung gezwungen, seinen Spielplan zu &ndern. Jedes
Ausspiel bedeutet fiir jeden der Spieler zusitzlichen Informationsgewinn.
Auflerdem ist die Verteilung der Karten zu Beginn durch das Mischen zu-
fallsbestimmt. Spiele dieser Art heilen dementsprechend »Spiele mit unvoll-
kommener Information«.

3.6. Bei den Mehr-Personen-Spielen kann es sich ereignen, daf sich einige
Spieler zu einer Einheit zusammenschlieflen, d. h., daB »Koalitionsbildungen«
auftreten. Wir haben demgemaf »kooperative Spiele« von »nichtkooperativen
Spielen« zu trennen. Im Zusammenhang damit und mit der den einzelnen
Spielern verfiigbaren Information stehen weitere Probleme, wie sie sich durch
»Bluffen« und »Signalisieren« ergeben.

3.7. Auch die Anzahl der Strategien, die den Spielern zur Verfiigung stehen,
dient als Einteilungsprinzip. So wire ein 2-Personen-Spiel, in welchem der erste
Spieler 4 mogliche Verhaltensweisen, der zweite Spieler 6 mogliche Verhaltens-
weisen zur Verfiigung hat, ein Spiel vom »Typ 4x6«.

3.8. SchlieBlich konnen wir Spiele unterscheiden nach der Art, in der ihre
Regeln bzw. die Gewinn- und Verlustbedingungen gegeben sind. Spiele in
»Normalform« (in Matrixform) werden unterschieden von denen in »extensiver
Form«. Im folgenden werden wir uns im wesentlichen mit Matrixspielen
befassen. Beispiele fiir Spiele in extensiver Form liefern alle strategischen
Gesellschaftsspiele und die meisten Anwendungen.$
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a)

vollstindige Information \
ohne Zufallsziige
unvollstindige Information —/////

0-Summen-Spiel
mit Zufallsziigen

2-Personen-Spiel \

(siehe oben)

Nicht-0-Summen-Spiel

— nicht kooperativ
e kooperativ

n-Personen-Spiel

b)
Spiele in Matrixform
Spiele in extensiver Form

Tabelle: Klassifikation von Spielen

4. Wettbewerbssituation — das Maximierungsproblem der Spieltheorie

4.1. Da die Spieltheorie auf Konflikt- bzw. Wettbewerbssituationen in ver-
schiedenen Lebensbereichen Anwendung findet, wollen wir bei unseren Bei-
spielen nicht nur einfache Gesellschaftsspiel-Situationen beriicksichtigen, son-
dern andeutungsweise auch die genannten anderen Anwendungsgebiete anklin-
gen lassen.

Daher wollen wir zunichst fragen: Welches ist die grundlegende Eigen-
schaft einer Wettbewerbssituation in einem fiir die Spieltheorie relevanten
Interessenkonflikt?

Das Grundproblem der Spieltheorie ist ein Maximumproblem, freilich ein
solches, das seiner Natur nach vollig verschieden ist von den sonst in der
Mathematik behandelten Extremwertaufgaben. Dies 148t sich besonders gut
an einem der Hauptanwendungsgebiete der Theorie verdeutlichen: an der
Wirtschaftstheorie. Es wird sich dabei gleichzeitig erweisen, wieso die Spiel-
theorie fiir die Erforschung menschlicher Verhaltensweisen schlechthin eine
gewisse Bedeutung gewonnen hat.
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4.2. »Wirtschaft ist die Gesamtheit der Einrichtungen und Verfahren, mit
denen Menschen Mittel, d. h. >Giiters, fiir erstrebte Zwecke, d. h. zur >Befriedi-
gung von Bediirfnissens, beschaffen und verwenden.

Im Unterschied zu dhnlichen Erscheinungen in der Tierwelt ist das Wirt-
schaften des Menschen nicht triebhaft, sondern bewuB3t

a) in Mitteln und Zwecken auf stindige Ausweitung tendierend,

b) in planender Vor-Sorge in die Zukunft hinein und

c) auf das Ziel der Erreichung hochstmoglichen Erfolges gerichtet.

d) SchlieBlich schafft es Dauereinrichtungen, um erkannte Wirkungszusam-

menhinge den Zwecken der Menschen nutzbar zu machen.«

»Gewirtschaftet wird mit Mitteln, die im Verhiltnis zu den von ihnen
abhingigen Zwecken >knapp« sind, so daB ihr Einsatz fiir bestimmte Zwecke
den Verzicht auf ihre Verwendung fiir andere Zwecke bedingt. Die >Kostenc<
eines erreichten Nutzens sind daher >entgangener Nutzen< der unterbliebenen
Verwendung der Mittel fiir andere Zwecke. Grundprinzip allen Wirtschaftens
ist der stidndige Vergleich zwischen Nutzen-(Erfolgs-)GroBen bei verschiede-
nen moglichen Arten der Mittelverwendung; Ziel dieser Wahlhandlungen ist
die Maximierung der positiven Differenz zwischen Erfolg (erreichtem Nut-
zen, Ertrag) und Opfer (entgangenem Nutzen, Aufwand).« Dies sind nach
Paulsen (Paulsen, 1956, 7-8) die Grundziige des Begriffes Wirtschaft und
des Wirtschaftens.

Die Geschehensgesamtheit eines Wirtschaftskreislaufes ist ein Geflecht
von Wechselwirkungen. Jedes Subjekt wirkt durch die Bereitstellung von
Arbeitsleistung, durch seine eigenen Dispositionen und Entscheidungen
u. a. m. auf die iibrigen oder mindestens einen Teil der iibrigen Subjekte ein
— und es erhilt umgekehrt durch die Verhaltensweise der anderen Subjekte
Riickwirkungen.

Mit anderen Worten: Jeder Beteiligte versucht eine Funktion zu maximie-
ren, namlich die Grofle seiner Bediirfnisbefriedigung, beherrscht aber nicht —
im Gegensatz zu einem (idealisierten) Robinson Crusoe’ — alle damit im
Zusammenhang stehenden veridnderlichen Groflen. Es handelt sich nicht
mehr um ein Maximumproblem der klassischen Art. Es handelt sich iiber-
haupt nicht um ein Extremwertproblem bereits bekannter Art: nicht um die
Extremwertbestimmung differenzierbarer Funktionen in der Differential-
rechnung, nicht um das Problem konditionierter Extrema, auch nicht um ein
Extremwertproblem der Variationsrechnung oder der Funktionalanalysis.
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4.3. Fassen wir zusammen: In den von uns intendierten Situationen versucht
jeder Beteiligte eine Funktion zu maximieren. Jeder wird von einem anderen
Prinzip, einer anderen Strategie geleitet, und keiner bestimmt alle Variablen, die
sein Interesse beeinflussen, vollstindig.

Von Individuen, welche solche Maxima bewuflt zu erreichen versuchen,
sagen wir, sie »handeln rational«.

Die »Theorie der Spiele« hat das rationale oder optimale Verhalten von
Individuen in allen solchen Situationen zum Gegenstand, in denen das End-
ergebnis von gewissen interessenbedingten Entscheidungen mehrerer Indivi-
duen oder im gewissen Mafle auch vom Zufall abhingt.

Genau solchen Situationen begegnen wir auch im Zusammenhang mit
kriegstechnischen, mit soziologischen Problemen.

5. Voraussetzungen der Spieltheorie 1: Grundfragen

5.1. Die mathematische Theorie der Spiele geht — wie jede mathematische
Theorie, die auBermathematische Situationen modelliert — von begrifflichen
Idealisierungen aus. Fiir die einfacheren Spielsituationen geht sie aus von den
Voraussetzungen:
(1) Das Spiel ist durch ein festes System von Spielregeln bestimmt;
(2) es findet kein Betrug statt;
(3) alle auftretenden Wahrscheinlichkeiten sind bekannt;
(4) das Spiel ist nach endlich vielen Schritten beendet;
(5) am Ende steht genau fest, wieviel jeder gewonnen hat,
und ‘
(6) jeder Spieler strebt danach, einen moglichst grolen Gewinn
zu erreichen.

5.2. Wovon hiingt der Gewinn eines einzelnen Spielers ab?
Der erzielte bzw. erzielbare Gewinn jedes Spielers hingt ab
(i) von der Strategie des Spielers;
(i) von der Strategie der anderen Spieler;
(iii) eventuell auch vom Zufall (wenn z. B. im Spiel gewiirfelt wird oder
von der anfanglichen Verteilung der Karten).
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5.3. Wie muf3 der einzelne Spieler spielen, d. h., welche Zugfolge, welche
Strategie muf} er wahlen, um ein moglichst giinstiges Spielergebnis zu erzielen?
(i) Von den drei letztgenannten Bedingungen ist die erste insofern am
wenigsten problematisch, weil die vom betreffenden Spieler angewendete
Strategie jeweils von ihm selbst bestimmt werden kann.
Schwierigkeiten bereiten die beiden anderen Bedingungen:
(ii)) Der Gewinn eines Spielers hingt von den Strategien auch der anderen
Spieler ab, die er
a) nicht beeinflussen kann — und die er
b) im allgemeinen nicht kennt.
(iii) Der Gewinn eines Spielers hidngt in Spielen mit Zufallsziigen auch
vom Zufall ab; auch er kann nicht vom Spieler beeinflufit werden.

5.4. In der von Neumannschen Theorie wird die letztgenannte Schwierigkeit
dadurch bewiltigt, daf} statt des »effektiven Gewinns«, den ich oder einer der
Gegenspieler in einer Partie erzielen kann, der » Erwartungswert« des Gewinns
betrachtet wird. Der Erwartungswert ist — wie wir noch ausfiihren werden® —ein
(mit Wahrscheinlichkeiten) gewichteter Mittelwertgewinn. Ein solcher Wert
héngt nun nicht mehr vom Zufall ab, sondern nur noch von der eigenen Strategie
und von den Strategien der anderen Spieler.

Als weitere idealisierende Annahme erhalten wir damit global gesprochen:

(6’) Die Spieler streben durch ihre Spielweise eine Maximierung des Er-
wartungswertes des Gewinnes an.

5.5. Das Problem der Losung eines Spiels, d. h. die Frage, wie man sich
gewinnbringend moglichst giinstig verhilt, reduziert sich damit auf die Beant-
wortung der einen Frage:

(*) Welche Strategie soll der einzelne Spieler wihlen, damit seine Ge-
winnerwartung moglichst grof3 wird?

6. Voraussetzungen der Spieltheorie I1: Spiele in Matrixform
6.1. Wir werden den Problemkreis der Hauptfrage (*) der Spieltheorie im

folgenden nicht in der dem Mathematiker gewohnten Abstraktheit angehen;
noch werden wir sie in groflerer Allgemeinheit abhandeln. Wir werden einige
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Ergebnisse der (elementaren) Spieltheorie und ihre Folgerungen an einigen
Beispielfillen aufzeigen. Es geht um die Erorterung des Grundsitzlichen.

6.2. Dazu machen wir weiter die folgenden Voraussetzungen:
(a) jeder Spieler hat bei jedem Zug nur endlich viele Moglichkeiten fiir sein
Verhalten zur Verfiigung;
(b) jedes Spiel ist nach endlich vielen Ziigen entschieden (vgl. 5.1. (4)).
Diese beiden Annahmen haben zur Folge,
(c) daB jeder Spieler nur endlich viele Strategien anwenden kann.

6.3. Diese sehr engen Voraussetzungen haben fiir die mathematische Behand-
lung spieltheoretischer Situationen ihre Konsequenzen.

Wegen unserer Endlichkeitsforderungen kann man die Strategien der ein-
zelnen Spieler irgendwie bezeichnen; man kann sie z. B. vollstiandig durch-
numerieren und kann z. B. im Falle von 2-Personen-Spielen die Gesamtheit
der Situationen/Moglichkeiten durch eine Tabelle — durch ein in Zeilen und
Spalten gegliedertes Schema, eine Matrix — darstellen.

Im Falle eines 2-Personen-Spieles seien etwa die moglichen Verhaltens-
weisen — wir nennen sie »Strategien« —

des Spielers Amit: 1,2,.. T,
des Spielers Bmit: 1,2,...,s
bezeichnet.

Die Ergebnisse des Wahlverhaltens, der Entscheidungen fiir die eine oder
andere Strategie, werden (durch die Spiel-Regeln) bewertet. Diese Bewer-
tung erfolgt durch die sogenannte »Auszahlungs-« oder »Gewinnfunktion«.
Ihre Werte bedeuten in Gesellschaftsspielen hdufig monetire Werte. In vielen
anderen Fillen aber sind sie nur als relative Werte zu sehen; sie geben dann
jeweils die Einschidtzung der Lage oder die Abschitzung von Prioritdten an.®
Je nachdem, welche Strategien die beiden Spieler wihlen, erhalten sie in
Abhingigkeit von den gewihlten Strategien jeweils einen bestimmten Ge-
winn. Wihlt Spieler A die Strategie i (i€ {1, ..., r}) und Spieler B die Stra-
tegiej(je {1,...,s}), so sei der fiir Spieler A erzielte Gewinn mit

g (i, j)
bezeichnet. Die Gesamtheit aller moglichen Gewinne fiir Spieler A kann man
danach in einem Zahlenschema mit r Zeilen und s Spalten, in einer sogenannten
rxs-Matrix znsammenfassen.!0 Spiele, die sich in einer solchen Form darstellen
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lassen, heilen »Matrix-Spiele«, »Rechtecksspiele« oder »Spiele in Normal-
form«.

Spieier B
1 2 e j s
1 g(l,1) g1,2) g (1,)) g (1,s)
2 g21) g2 ... g2, e g(2s)
Spieler A i g@,l) g@G2) - g (i,j) - g (i,5) (M*)
r grl) g@2) - g (rj) S g (1,8)

Im Falle eines 0-Summen-Spiels, in dem also der Betrag, den der eine Spieler
gewinnt, als Verlust auf dem Konto des anderen Spielers erscheint bzw. umge-
kehrt, wiirde die Spielmatrix des Spielers B an den Kreuzungsstellen von Zeilen
und Spalten die gleichen Betrige — freilich mit umgekehrtem Vorzeichen —
enthalten.

Bezogen auf Matrix-Spiele gewinnt unsere Hauptfrage (*) die Form:

Welche Strategie (Zeile i) soll Spieler A, welche Strategie (Spalte j) soll
Spieler B wihlen, um zu einem moglichst giinstigen Spielergebnis zu kommen?

I11. Beispiele fiir Matrixspiele

1. Zwei-Personen-Nullsummenspiele mit vollstdndigem Konflikt

1.1.  Matrix-Spiele mit Sattelpunkt — reine Strategien
1.1.1. Spielsituation 1: Ein einfaches Kartenspiel/Begriffe: Strategie, Wert,
Losung

Wir kommen nun zu den Beispielsfillen fiir strategische Spiele. Das erste
Beispiel ist so einfach, dal man es kaum als ein echtes, spannungsreiches
Spiel wird bezeichnen konnen. Es soll uns lediglich an die Thematik und die
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spezielle Methodik der Spieltheorie heranfiihren. Stufenweise werden wir —
immer noch bei einfachen Spielsituationen verbleibend — komplexere Fille
angehen.

Betrachten wir zunichst folgendes Kartenspiel:

Spiel 1:
Zwei Spieler, nennen wir sie » A« und »B, erhalten je zwei Spielkarten.
A erhilt: eine »rote 9«,
eine »griine 9«
B erhilt: eine »rote 9«,
eine »griine 7«.
Bei einem bestimmten Signal legen beide (etwa in Gegenwart eines »Schieds-
richters«) eine ihrer Karten auf. A bzw. B gewinnt nun gemif folgender
Spielregel:
(1) Stimmen die Karten in der Farbe iiberein, so gewinnt A die (positive)
Differenz der Kartenzahlen (etwa in Pfennigen oder in D-Mark).
(2) Stimmen die Karten nicht in der Farbe iiberein, so gewinnt B die (posi-
tive) Differenz der Kartenzahlen.

Wir haben hier ein Zwei-Personen-Spiel mit nur einem Zug vor uns.
Es ist bequem, dieses Spiel durch das folgende Zahlenschema (= »Ma-
trix«) darzustellen:

Spieler »B«:
l r9 g7
r9 0 -2
Spieler »A«: M1
g9 0 +2

Die vorliegende Matrix bezieht sich auf den Spieler A. Die +-Zeichen bedeuten
Gewinn, die —Zeichen Verlust. Die Matrix fiir Spieler B hitte die gleiche
Gestalt; lediglich +- und —Zeichen wiren vertauscht. Es geniigt also, eine der
beiden Matrizen zu betrachten. Ihre »Eingénge« sind die » Wahlmoglichkeiten«,
die den einzelnen Spielern offenstehen, die Zahlen der 2x2-Matrix selber stellen
die Gewinn- bzw. Verlustwerte dar.
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Wihlt z. B. AZeile 1 (r9) und B Spalte 1 (r 9), so gewinnt A den Betrag »0«.

Wihlt A Zeile 1 (r 9), B jedoch Spalte 2 (g 7), so gewinnt A den Betrag »2«,

d. h. A verliert an B, B gewinnt den Betrag »+2« usw.

Unser Spiel ist durch die angegebene Matrix vollstindig bestimmt. Wir
nennen es ein »2x2-Matrix-Spiel«. Dabei kontrolliert Spieler A die Zeilen,
Spieler B die Spalten der 2x2-Matrix.

Wie soll nun jeder der Spieler spielen, um optimal zu spielen?

A mochte (in unserer obigen Matrix) natiirlich den Gewinn »+2«, B den
Fall »—2« erreichen. Spielt A »Zeile 1«, so wird er entweder nichts gewinnen
oder zwei Einheiten verlieren. Spielt er dagegen »Zeile 2«, so wird er entwe-
der nichts oder zwei Einheiten gewinnen. Fiir Spieler A ist es also zweifellos
giinstig, »Zeile 2« zu wihlen.

Wie aber soll sich B verhalten? — Spielt B »Spalte 2«, so kann er gewinnen
oder verlieren; spielt er »Spalte 1«, so wird er weder gewinnen noch verlie-
ren. Fiir ihn liegt »Spalte 1« giinstiger als »Spalte 2«.

Eine mogliche Verhaltensweise, genauer eine Anweisung, eine bestimmte
Figurenbewegung auszufiihren, also z. B.: »Spiele >rot 9<« nennen wir auch
in diesem einfachen Spiel eine »Strategie«.

Wihlen die Spieler die angegebenen, von uns als »glinstig« erachteten
Strategien, so ist A sicher, daf er nichts verliert oder gar »2« gewinnt, B ist
sicher, daB er »hdchstens« »0« verliert bzw. »mindestens« »0« gewinnt.

Statt von »giinstigen Strategien« zu sprechen, wollen wir hier von »opti-
malen Strategien« sprechen, weil in unserer einfachen Spielproblemsituation
giinstige Strategien zugleich optimale Strategien sind. Das Ergebnis des
Spieles, das erhalten wird, wenn jeder der Spieler seine optimale Strategie
zur Anwendung bringt — in unserem Fall der Wert »0« —, nennen wir den
»Wert des Spieles«. Ist der Wert eines Spieles »0«, so nennen wir es »fair«.!!

Schon dieses einfache Beispiel zeigt, wie in der Theorie der Spiele die
Unwiégbarkeit der freien Willensbildung des Gegenspielers, die sich in sei-
nen nicht »vorhersehbaren« Entscheidungen, in der Wahl seiner Strategien
dufert, wie sie gewissermallen »umgangen« werden kann. Die Spieler spie-
len so, daf} sie nicht den »maximalen Gewinn« ansteuern, sondern den
»minimalen Gewinn«; sie spielen so, daf sie sicher sein kénnen, soundsoviel
»mindestens« zu gewinnen bzw. »nicht mehr als . . .« zu verlieren. Je diim-
mer oder ungeschickter der Gegenspieler, umso hoher wird der Gewinn
ausfallen.
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Die eben erwihnte Tatsache wird besonders deutlich, wenn wir ein Spiel

betrachten, das nicht fair genannt werden kann, dessen Wert also verschieden
von »0« ist.

1.1.2. Spielsituation 2: Grundstiickskauf
Spiel 2:12

Ein Ehepaar, nennen wir die beiden Heinz und Lisa, wollen ein Grund-
stiick erwerben, das an der Kreuzung zweier wichtiger Strafen liegen soll.
Die beiden sind sich im wesentlichen einig, bis auf die Wahl der Lage des
Grundstiicks. Die Gegend ist hiigelig, und Lisa wiinscht sich eine Tallage,
wihrend Heinz die Berge liebt. Wie sollen sie entscheiden, wie sollen/werden
sie den Konflikt 16sen?

Heinz und Lisa wollen verniinftig handeln, sie wollen ihren Konflikt mit
rationalen Mitteln austragen. Sie gehen ihr Problem mit den Mitteln der
Spieltheorie an. :

Dazu haben sie zunichst die moglichen Fille der Lage aus der Landkarte
zu entnehmen (Fig. 1). Auf ihr sehen wir — wieder der Einfachheit halber —
drei StraBen in Ost-West-Richtung: KreisstraBe A, Bundesstrae B und
Landstrale C, die von drei Autobahnen (1, 2, 3) in Nord-Siid-Richtung ge-
schnitten werden. Die 9 Kreuzungen liegen in verschiedenen Hohen, die man
in einer Tabelle (M 2) angeben und in einem dreidimensionalen Diagramm in
Einheiten von 100 Metern (Fig. 2) darstellen kann.

10

N
t Landstrate C
i 1 1
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| | 1
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I Bundessrare 8 \ 5
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‘3: il 1 Heinz\\'
3 H 3 \ \d
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Fig. 1 Strafenkarte Fig. 2 Dreidimensionale Darstellung

zum Spiel: Grundstiickskauf (nach Lucas, 153, 154)
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Autobahnen

| 1 2 3

Stralen A 10 4 6
B 6 5 9 M2)

C 2 3 7

Als Regeln legen die beiden nun fest:

Heinz wihlt eine der drei StraBen A, B, C -

Lisa wihlt eine der Autobahnen 1, 2, 3 —
mit anderen Worten: die Strategienmenge von Heinz ist { A, B, C}, die von Lisa
{1,2,3}.

Heinz wiinscht sich das Grundstiick moéglichst hoch, Lisa dagegen mog-
lichst tief gelegen. Diese Wiinsche sind gleichzeitig nicht erfiillbar. Die
Losung des Spiels ldauft auf einen Kompromif3 hinaus, und der besteht ge-
nerell wieder darin, daB man nicht den maximalen Gewinn, sondern den
minimalen Gewinn ansteuert. Dazu suchen Heinz und Lisa fiir ihre 3 mog-
lichen Strategien zunichst die fiir sie ungiinstigsten Positionen aus:
Heinz jeweils den tiefsten Lageplatz, Lisa jeweils den hochsten aller Lage-

plétze.
a) Fiir die 3 StraBien A, B, C (Heinz) sind dies die Werte:
4,5,2.
b) Fiir die 3 Autobahnen 1, 2, 3 (Lisa) sind dies die Werte:
10, 5, 9.

Im Rahmen des Zahlenschemas, der Spielmatrix, sind die genannten Werte
a) im Falle von Heinz:

die minimalen Werte der Zeilen, die »Zeilenminima«,
b) im Falle von Lisa:

die maximalen Werte der Spalten, die »Spaltenmaxima«.

Unter den 6 Werten ist nun einer ausgezeichnet, namlich die Lage an der
Kreuzung zwischen StrafSe B und Autobahn 2 (bei uns zufillig in der Mitte
gelegen) mit der Hohe 500 m. Er ist das
Maximum der Zeilenminima und zugleich das Minimum der Spaltenmaxima.

Einen solchen Punkt nennt man einen »Sattelpunkt«. Er liefert die Losung
des Spiels zwischen Heinz und Lisa. Bei ihm ist Heinz sicher, daB der
Bauplatz mindestens 500 m hoch gelegen ist, und Lisa ist sicher, daf er in
hochstens S00 m Hohe liegt.
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1.1.3. Das vorstehende Spiel 2 ist komplexer als die Kartenspielsituation in
Spiel 1. Es zeigt daher deutlicher als das allzu einfache Spiel 1 gewisse fiir die
Spieltheorie zentrale methodische und begriffliche Besonderheiten.

(1) Wieder lautet die »Grundstrategie«: »Der Spatz in der Hand ist besser
als die Taube auf dem Dach.« Nicht den maximalen Gewinn, sondern den
minimal sicheren Gewinn ansteuern! Das ist die methodische Grundhaltung
der Spieltheorie.

(2) Wieder haben wir die Begriffe der optimalen Strategie, des Wertes und
der Losung eines Spieles vorgefiihrt. Die Wahlen B (fiir Heinz) und 2 (fiir
Lisa) sind die »optimalen (reinen) Strategien«, sie lassen einen bestimmten
Auszahlungswert sicher — und d. h. unabhéngig von der Wahl des Gegners —
erreichen. Die (Gewinn-)Zahl, die durch die Wahl der optimalen Strategien
erreicht wird, der »Wert des Spiels« ist jetzt 5. Optimale Strategie und Wert
des Spiels zusammen liefern oder bilden die »Ldsung des Spiels«.

(3) In Ubereinstimmung mit bzw. als Folge unserer Grundstrategie beob-
achten wir, dal der Wert des Spiels durch den Sattelpunkt reprdsentiert wird,
der zugleich das Maximum der Zeilenminima wie auch das Minimum der
Spaltenmaxima ist.

Mit unseren Uberlegungen haben wir zugleich einen Spezialfall eines
allgemeinen Resultats der Spieltheorie anschaulich und plausibel gemacht,
niamlich das
THEOREM: Hat ein 2-Personen-0-Summen-Spiel einen Sattelpunkt, so liefert
er die Lésung des Spiels.'3

(4) Weiter ist hervorzuheben, daf} in Spielen, die einen Sattelpunkt besit-
zen, keine Notwendigkeit besteht, Spielziige geheimzuhalten. Wenn man sich
nur entsprechend verhilt, d. h. den Sattelpunkt anspielt, ist man sicher, min-
destens »soundso viel zu gewinnen« (bzw. »nicht mehr als . . . zu verlieren«);
der Gegenspieler kann uns nicht daran hindern. Eben deshalb nennt man die
zugehorige Strategie optimale Strategie. Aus den gleichen Griinden nennt
man in der Spieltheorie Spiele dieser Art »streng determiniert«.

(5) Beispiele lassen leicht erkennen, dal es auch Matrix-Spiele mit mehre-
ren Sattelpunkten gibt. Fiir solche Spiele gilt der folgende
EINDEUTIGKEITSSATZ: Hat ein 2-Personen-0-Summen-Spiel mehrere Sattel-
punkte, so stimmen diese liberein.

Die Theorie der 2-Personen-0-Summen-Matrix-Spiele wire gelost, wenn
jedes Matrix-Spiel einen Sattelpunkt besédfe. Das ist aber nicht der Fall.
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1.2.  Matrixspiele ohne Sattelpunkt — gemischte Strategien
1.2.1. Eine Matrix ohne Sattelpunkt

Nicht alle Matrix-Spiele besitzen einen Sattelpunkt, nicht jedes Rechtecks-
spiel ist streng determiniert. Nicht alle Matrix-Spiele lassen sich durch reine
Strategien, also durch Wahl einer bestimmten Zeile bzw. Spalte 16sen. Ein
Beispiel liefert die folgende Matrix; sie besitzt keinen Sattelpunkt.

Minima der Zeilen
-1 1 -1
Maximum der Minima: —1
1 -1 -1

Maxima der Spalten 1 1
Minimum der Maxima 1

Es gilt: Max Min = -1 = Min Max = 1.

1.2.2. Spielsituation 3: Verbrecher und Polizist
Wir wollen fiir diese Matrix eine Spieleinkleidung angeben.

Spiel 3:
Der Verbrecher A befindet sich in einem Hause, das einen Vorder- und einen
Hintereingang besitzt. Der Polizist P hat die Aufgabe, den Verbrecher A zu
fangen. Wie sollen sich beide verhalten?
Die Matrix der Spielsituation hat die Form:

Polizist P
| \ h
v -1 1
Verbrecher A M3)
h 1 -1

Das heifit im einzelnen: Versucht der Verbrecher A durch die Vordertiire (v) zu
entkommen und hat sich dort der Polizist P postiert, so wird A gefangen werden.
Ebenso, wenn beide sich an der Hintertiire (h) begegnen. Anders freilich, wenn
A das Haus zu jener Tiire zu verlassen sucht, an der P gerade nicht steht; dann
hat P das Spiel verloren und A gewonnen.

Das Spiel hat keinen Sattelpunkt. Wie sollen sich die Kontrahenten verhal-
ten?
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Nehmen wir an, da8 die Vordertiire (v) auf eine belebte Strafle fiihrt, so
wird A zunichst daran denken, das Haus durch die Hintertiire (h) zu verlas-
sen. An diese Moglichkeit fiir das Verhalten von A kann auch P denken.
Uberlegt nun A weiter, so wird er tunlichst auch P in den Kreis seiner
Uberlegungen einbeziehen und den Gedankengang P’s nachdenken. A wird
sich sagen: »P meint ja sicher, daf ich den Hinterausgang vorziehe — also ist
es kliiger, doch durch die Vordertiire zu entweichen.« — Was aber, wenn auch
P weiterdenkt und den Gedankengang A’s bis hierher nachvollzieht?

Um es zu betonen: Die Schwierigkeit, der wir uns in diesem Falle — und
d. h. generell in einem Matrix-Spiel ohne Sattelpunkt — gegeniibersehen,
erwichst aus der Tatsache, da3 die Art des Spiels zunédchst keine optimale
Strategie im obigen Sinne »von selbst« anbietet und daB die Spieler die
Erwigungen des Gegenspielers in den Kreis ihrer Uberlegungen einbeziehen
konnen und zunichst sogar miissen. In unserer Spielsituation kommt es also
vor allem darauf an, den Gegenspieler daran zu hindern, die eigenen Absich-
ten zu erkennen oder auch sie nachzudenken. Dies kann man tatsichlich in
gewisser Weise verhindern, namlich dadurch, daB man sich selbst nicht
entscheidet, sondern die Entscheidung dem Zufall iiberldft. A handelt — wie
sich zeigen wird — optimal, wenn er eine Miinze aus der Tasche zieht, diese
in die Luft wirft und bei »Zahl« das Haus durch die Vordertiire verldBt, bei
»Wappen« durch die Hintertiire. Und ebenso steht es um das optimale Verhal-
ten von P. Nur so kénnen beide verhindern, daB jeder den Gedankengang des
anderen zwingend nachdenken kann.

A und P werden in einer solchen Spielsituation mit anderen Worten nicht
umhin kénnen, wahrscheinlichkeitstheoretische Gesichtspunkte zur Auffin-
dung der optimalen Strategie heranzuziehen — wie sie das iibrigens beim
Miinzwurf faktisch tun. Die Entscheidungen der Spieler bestehen in unserem
jetzigen Beispielfall, wenn sie sich wie eben geschildert verhalten, nicht
mehr im Spielen »reiner Strategien«, sondern im Einsatz »gemischter Strate-
gien«.

Unter einer »reinen Strategie« verstehen und verstanden wir in Matrix-
Spielen einen Befehl bzw. eine Verhaltensweise der Form: »Spiele »>Zei-
le 2<!« oder »Spiele >Spalte 5<!« Bei Matrix-Spielen ohne Sattelpunkt muf3
man die Strategien mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit!4 gewichtet spie-
len, mufl man die Strategien in einem gewissen Sinne »mischen«. Unter einer
»gemischten Strategie« verstehen wir einen Befehl der Form: »Spiele »>Zei-
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le 1< mit der Wahrscheinlichkeit pi, >Zeile 2< mit der Wahrscheinlich-
keit py, . . ., »Zeile n« mit der Wahrscheinlichkeit pn«; und entsprechend fiir
den zweiten Spieler und die ihm zur Verfiigung stehenden Spalten: »Spiele
»>Spalte j< mit der Wahrscheinlichkeit qj« (j =1, 2, ..., m).

1.2.3.  Berechnung der optimalen Strategien

Will man auch fiir Matrix-Spiele ohne Sattelpunkt »optimale Strategien«
gewinnen, mufl man weiter das Verhalten nicht auf den Absolutwert des
Gewinnes, sondern auf die Gewinnerwartung abstellen.

Kann eine zufillige GroBe x die Werte xi, X2, . . ., X, mit jeweils den
Wahrscheinlichkeiten pi, pa, . . ., p» annehmen, so definiert man als »mathe-
matische Erwartung der GroBe x« die Summe

E (i1, Pn) i =Xip1 + Xop2 + . . . + XnPn = ZXipi. 10

Wihlt der Verbrecher A in unserem Beispiel »Zeile 1« (v) mit der Wahr-
scheinlichkeit 1/4, so bedeutet das gleichzeitig, daB} er die »Zeile 2« (h) mit
der Wahrscheinlichkeit 3/4 wihlt.!¢ Eine solche Wahl wire, wie aus den
obigen Erorterungen und aus der (Schief-)Symmetrie der Matrix ersichtlich
ist, sicher nicht giinstig. Spieler A wihlte vielmehr durch Miinzwurf die
»Zeile 1« (v) mit der Wahrscheinlichkeit p; = 1/2 und also auch die »Zei-
le 2« (h) mit p, = 1/2. Seine mathematische Erwartung ist in diesem Falle fiir
die »Zeile 1« in Abhédngigkeit vomm moglichen Verhalten des Kontrahenten P:

12--1)+1/2-1=0
und fiir »Zeile 2« entsprechend:
12-1+12-(-1)=0.

Da8 diese Spielweise fiir A tatsidchlich die beste ist, weil in jedem andern
Falle der Erwartungswert E (p1, p2) < 0 wird, sieht man wie folgt ein: Wahlt
der Verbrecher A die »Zeile 1« mit der Wahrscheinlichkeit p; und »Zeile 2«
mit der Wahrscheinlichkeit p2, und nehmen wir an, der Polizist P entdeckt,
was A zu tun beabsichtigt, so ist die mathematische Erwartung von A im
Falle, da83 P die »Spalte 1« wihlte:

Ei=(-1)-p1+1-py,
und entsprechend fiir den Fall, daf3 P die »Spalte 2« als Strategie wihlt:
Ex=1 ~p1+(—1) : p2.

Beriicksichtigen wir, da nach Definition der Wahrscheinlich-

keit p; + p2 = 1 sein muf, so erhalten wir weiter:
D-pi+1-(1-p)=Ei=1-2py;
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1-pi+(-1)(1-p)=Ex=2p - 1.

Daraus gewinnt man 1-2pi=2pi-1
und errechnet daraus p1=1/2,
und wegen p2 = 1 — p; fiir p2=1/2.

Ist nun p; > 1/2, so wird E; =1 - 2p; < 0; ist p; < 1/2, so wird E> = 2p; —
1 < 0. A wird also eine Erwartung kleiner als 0 haben, wenn P »1« wihlt, und
er wird auch eine Erwartung kleiner als 0 haben, wenn P »2« wihlt. Der
optimale Weg fiir A besteht also darin, beide Zeilen (und d. h. v bzw. h) mit
der Wahrscheinlichkeit 1/2 zu wiahlen (zu spielen). Der »erwartete Wert« des
Spiels ist damit gleich 0. Das Spiel ist fair. — Ganz Entsprechendes gilt fiir P.

Wird nur eine Partie gespielt, ist kein Zug besser als der andere. Werden
aber mehrere Partien gespielt, so wird man keine Vorliebe entwickeln, son-
dern — wie es die gemischte Strategie vorschreibt — Kombinationen von
Strategien mit einer bestimmten Haufigkeitsverteilung spielen. Man wird auf
lange Sicht »Kopf« oder »Zahl« mit gleicher Haufigkeit wihlen, und zwar
so, daB es dem Gegner nicht moglich ist, den ndchsten Zug zu erraten.!”

Das Beispiel macht nebenbei deutlich, da in vielen Situationen die un-
vollkommene Information die Losung ungemein kompliziert. Hat etwa A die
Moglichkeit, die Situation vor dem Haus durch einen Vorhang geschiitzt zu
beobachten, wird fiir ihn die Konfliktsituation eventuell trivial 16sbar. Ande-
rerseits wird unser Problem komplizierter, wenn wir annehmen, daf sich
unser »Fange-Spiel« nachts zutrdgt, daB3 die Vorderfront durch eine naheste-
hende Straflenlaterne beleuchtet ist, die Riickfront dagegen im Dunkeln liegt.
A wird selbst dann, wenn A und P auf die Hintertiire reflektierén, noch eine
gewisse Chance haben, in der Dunkelheit ungesehen — oder von P zu spit
entdeckt — zu entkommen. Die Wahrscheinlichkeitsbelegungen miissen nun-
mehr eine ganz andere Form annehmen.

1.3.  Formale Diskussion: Der Hauptsatz

1.3.1. Im folgenden wollen wir die Bedeutung des Einsatzes gemischter Stra-

tegien in einem Matrix-Spiel formal etwas genauer diskutieren.
Angenommen, die Auszahlungsmatrix sei gegeben in der Form (M*) von

I1.6.3. Der Spieler A hat die Strategienie {1, 2, .. ., r} zur Verfiigung und

spielt sie als gemischte Strategien mit den Wahrscheinlichkeiten

P1, P2, .. . Pr.
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Entsprechend spielt Spieler B seine Strategien j € {1, 2, .. ., s} als ge-
mischte Strategien mit den Wahrscheinlichkeiten

qdi, q2, - - - Gs.

Da nun beide Spieler voneinander unabhéngig sind, ist die Wahrschein-
lichkeit, daB3 A die Strategie i und B die Strategie j wihlt, gleich dem Produkt
der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten:

Piqj.

Als nédchstes bestimmen wir — wie im obigen Beispielfall 111.1.2.3. — die
Erwartungswerte des Gewinns fiir die beiden Spieler bei Anwendung von
gemischten Strategien. Wir erhalten

h(p, 9 =2g (@, )) pa;.

Spieler A mochte sich so verhalten, da der Auszahlungswert h (p, q)
moglichst grof3 wird. Da er die Wahrscheinlichkeiten qi, qa, . . ., gs von B
nicht kennt, wird er den ungiinstigsten Fall annehmen und fiir alle méglichen
Werte von qi, qa, . . ., gs das Minimum berechnen:

Ming h (p, ).

Das ist der Betrag, den er mit einer bestimmten gemischten Strategie mit
Sicherheit, also mindestens gewinnt, ganz unabhingig davon, welche Strate-
gie B auch wihlt. Er wird also seine gemischte Strategie, iiber die er ja nach
eigenem Willen verfiigt, so bestimmen, daf} dieser Mindestgewinn moglichst
grof} wird; d. h. er wird die Wahrscheinlichkeiten pi, p2, . . ., pr, mit denen er
seine Strategien 1, 2, . . ., r ausspielt, so berechnen, da8 er den Wert

M = Max, Ming h (p, q)
erhilt. Dieses Maximumproblem 148t sich nach den Ergebnissen der Spieltheo-
rie immer l6sen. A ist also sicher, da er durch eine geeignete gemischte Strategie
den Gewinn M in jedem Fall erhilt.

Die Uberlegungen fiir den Spieler B verlaufen ganz analog, allerdings mit
dem Unterschied, da man beachten muf3, daB3 unsere Matrix (M*) die Aus-
zahlungsmatrix fiir A ist, da8 jeder Gewinn h (p, q) von A ein Verlust fiir B
ist. B muB} also danach trachten, seinen Verlust — h (p, q) moglichst klein zu
halten. Er berechnet also zunichst seinen Verlust im ungiinstigsten Fall, also

’Maxp h (p’ (]),
und versucht, durch eine geeignete Wahl seiner Wahrscheinlichkeitenqi, qz, . . .,
gs diesen Verlust moglichst klein zu machen; er berechnet also
M’ = Mingq Max; h (p, q).
John von Neumann hat nun das zentrale Theorem bewiesen, da3 auch im
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Falle der 2-Personen-0-Summen-Spiele ohne Sattelpunkt das Maximum der
Minima fiir A gleich ist dem Minimum der Maxima fiir B,'® falls man nur mit
gemischten Strategien spielt.

HAUPTSATZ der 2-Personen-0-Summen-Spiele:

Max, Ming h (p, q) = Ming Max, h (p, q) = M.

Nach diesem Satz gibt es in den 2-Personen-0-Summen-Spielen in jedem
Fall!® eine beste Strategie fiir A und eine beste Strategie fiir B; A muf}
mindestens M gewinnen, B kann nicht mehr als M verlieren. Ist das Spiel fair,
haben also beide gleiche Chancen, so ist M = 0.

Zusammenfassend kann man sagen: In 2-Personen-0-Summen-Matrix-
Spielen kann man mit reinen Strategien nicht in jedem Fall optimal spielen.
Und das heift: Man darf im allgemeinen nicht stur nach demselben Schema
spielen, sonst gibt man dem Gegner die Moglichkeit, sich auf die gespielte
Strategie einzustellen. Man muf} seine Absichten geheim- und unerkennbar
halten. Man muf3 mit Wahrscheinlichkeiten spielen. Das Moment des Zufalls,
das in Spielen — durch die Verteilung der Karten, durch Wiirfelwurf u. 4. —
schon in den Spielregeln verankert sein kann, haben wir anfangs durch
Einfiihrung des Erwartungswertes eliminiert (II.5.4.). Durch die gemischten
Strategien kommt das Element des Zufalls nun von anderer Seite wieder
entscheidend »ins Spiel«.

John von Neumann hat weiter die Strategie des Bluffens untersucht. Sein
Ergebnis lautet grob gesprochen: Man soll (z. B. beim Poker) bluffen, aber
wiederum nicht nach starrem Schema, nicht nie und nicht zu oft; man muf}
mit bestimmten (kleinen) Wahrscheinlichkeiten bluffen. Fast miiflig zu sa-
gen, daB all die genannten spieltheoretischen Uberlegungen auf gewisse
Konfliktsituationen im taglichen Leben, in der Gesellschaft, im Wirtschafts-
leben und in der Politik iibertragbar sind.

1.3.2. Esist ein bedeutsames Resultat der Spieltheorie, dal auch jedes 2-Per-
sonen-Spiel in extensiver Form I6sbar ist. Jedes solche Spiel kann auf »Normal-
form« gebracht, d. h. als Matrix-Spiel dargestellt werden. Die Umformung
erfolgt durch Einfithrung eines entsprechend prizisierten Strategiebegriffs. Hat
man ein Spiel in seine spieltheoretische Normalform umgewandelt, so findet
man die optimalen Strategien durch Losung linearer Systeme von Ungleichun-
gen und Gleichungen, wobei die Losungen noch der Nebenbedingung geniigen
miissen, eine bestimmte lineare Funktion (Auszahlungsfunktion) zu maximieren
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bzw. zu minimieren.?’ Jedes Spiel 148t sich damit auf ein Problem der sogenann-
ten »Linearprogrammierung« zuriickfiihren.?!
Generell gilt damit der Hauptsatz der Spieltheorie in der Form:
HAUPTSATZ: Jedes 2-Personen-0-Summen-Spiel mit vollstdndiger Infor-
mation und endlichem Baum? besitzt fiir beide Spieler optimale Strategien.?

1.4. Weitere Spielsituationen
1.4.1. Kontroll- und Priifprobleme

In vielen Fillen kann man Kontroll- und Priifprobleme, die in irgendeiner
Weise mit Kosten verbunden sind, spieltheoretisch behandeln.

Als Beispielfelder fithren wir Priifer bzw. Priifungsidmter an, die Bilanzen,
Konten oder Fertigungsvorginge bzw. die Resultate der Fertigungsprozesse
auf Fehler, Schadstellen, auf Irrtiimer oder gar auf Betrug kontrollieren
miissen. Finanzbehorden, Eichiamter, der Bundesrechnungshof, die techni-
sche Bundesanstalt, die Atomenergiebehorde haben solche Priiffunktionen zu
erfiillen, ebenso wie in Betrieben die Abteilungen, die Qualitdtskontrollen
durchfiihren. Auch die nationalen Nachrichtendienste sind an dieser Stelle zu
nennen. — All diesen Priiforganen ist ein Problem gemeinsam, namlich daf} es
im allgemeinen zu teuer und/oder zeitlich zu aufwendig ist, jeden Einzelfall
zu iiberpriifen. Man bedient sich daher vielfach statistischer Methoden, um
sich einer Problemlosung zu nihern. Viele der auftretenden Konflikte lassen
sich aber auch mit spieltheoretischen Modellen angehen. Gesucht wird die
optimale gemischte Strategie, die fiir die betreffenden Situationen giinstig ist.

Geben wir Beispiele:

Spielsituation 4: Qualitdtskontrolle in einem Betrieb und Abnehmer
Eine Firma fiir feinmechanische Gerite erhilt einen Auftrag fiir eine Sonder-
anfertigung von fiinf Spezialmefigerdten. Die Herstellerfirma und der Auf-
traggeber schlieBen folgenden Vertrag ab: Der Auftraggeber verpflichtet sich,
zundchst drei Gerite abzunehmen. Sind die drei Gerite funktionstiichtig, so
zahlt er der Firma den vereinbarten Preis. Erweisen sich nur zwei Gerite
fehlerfrei, so wird der Auftraggeber keines der Gerite abnehmen. Erweisen
sich aber alle Gerite als funktionstiichtig (auch in der Praxis!), so wird der
Auftraggeber auch die restlichen zwei Gerite abnehmen.
Die Lieferfirma sieht sich der Frage gegeniiber, wie sie sich die Fertigung
kalkulationsméBig einzurichten hat. So stellt sich ihr u. a. die Alternative, ob
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alle fiinf Gerite den sehr kostspieligen Testverfahren zu unterwerfen sind, ob
sie nur vier, oder nur drei oder nur zwei Gerite auf ihre Funktionstiichtigkeit
priifen soll. Alle diese Fragen lassen sich spieltheoretisch angehen.

Ganz dhnlich liegt das folgende Spielproblem.

1.4.2. Spielsituation 5: Das Parkuhrproblem?*

Wie soll man sich als Autofahrer, der einen Parkplatz sucht, verhalten? — Soll

man regelwidrig parken oder einen Parkplatz suchen und die entsprechende

Gebiihr bezahlen?

Das Problem ist wiederum stark vereinfacht. Nicht beriicksichtigt ist die
Differenzierung, daB die Hohe der Strafe fiir Falschparken abhéngig sein
kann von der Dauer des Falschparkens, dal aber andererseits auch die Park-
gebiihr im Parkhaus abhiéngig ist von der Parkdauer. Wir beschreiben unser
einfaches Spiel wieder mit einer Auszahlungs- oder Gewinnmatrix und ma-
chen dabei die folgenden Annahmen:

Spiel 5:
Polizei
| Kontrolle  keine Kontrolle
falsch parken -20 0
Autofahrer M5)
Parkgebiihr zahlen -8 -16

Die angegebenen Zahlen sind Geldwerte, etwa in DM. Eine Erklirung bedarf nur
der Betrag von —16 DM, den wir ansetzen fiir den Fall, da} wir die Parkgebiihr
bezahlt haben, die Polizei aber gar nicht kontrolliert. Wir veranschlagen dabei
8 DM als Gebiihr fiir den Parkplatz und weitere 8 DM fiir den Zeitverlust, den
Arger, den Preis des verfahrenen Benzins bei der Parkplatzsuche.

Das Spiel hat keinen Sattelpunkt. Das Minimum der Zeilenmaxima ist O,
das Maximum der Minima der Spalten ist —16.

Die optimale gemischte Strategie des Parkers berechnet man wiederum
analog zum Vorgehen von I11.1.2.3. Zunichst legen wir fest: Es bezeichne

p: die Wahrscheinlichkeit fiir ordnungsgeméBes Parken und die Gebiihr

8 DM,

1 — p: die Wahrscheinlichkeit fiir Falschparken.

(a) Sodann berechnen wir den Erwartungswert E der Auszahlung fiir den
Parker
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(1) fiir den ersten Fall, in dem die Polizei kontrolliert:
E=-20-(1-p)+(-8p)=-20+12p. (1)
(2) fiir den Fall, in dem die Polizei nicht kontrolliert:
E=0-(1-p)+(-16p) =-16p. 2)

Damit haben wir zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten E und p

gewonnen. Thre Losung ist:
p=>5/1.

Einsetzen in (2): E=-16 - 5/7 = -80/7 = 11,43 (DM).

Der Autofahrer muf also in 5 von 7 Fillen gebiihrenpflichtig parken; dabei
fallen durchschnittlich 11,43 DM an Kosten an.

(b) Berechnet man auf die gleiche Weise die optimale Strategie q des
Gegenspielers Polizei, so erhilt man die Werte: q = 3/7 und fiir E wiederum:
E = 11,43 (DM). Die Polizei muB also in 4 von 7 Fillen (1 — q) kontrollieren.
DaB} der Erwartungswert der Auszahlung in beiden Fillen, also bei der Be-
rechnung fiir den Parker mit dem Wert bei der Berechnung fiir die Polizei
iibereinstimmt, ist nichts anderes als eine erneute numerische Bestitigung
bzw. eine Folge des Minimax-Theorems fiir 0-Summen-Spiele mit gemisch-
ten Strategien (I11.1.3.).

2. Zwei-Personen-Nicht-Nullsummenspiele mit partiellem Konflikt

2.1. Das Dilemma der Gefangenen
2.1.1. Die Spieltheorie modelliert auch Konfliktsituationen, in denen Eskala-
tionen auftreten. Werbefeldziige, Preiskriege und Wettriisten sind einige typi-
sche Beispielfelder. Die Spielsituation ist in diesen Fillen nicht rein kompetitiv,
d. h. die betreffenden Spielsituationen haben keine konstante (Auszahlungs-)
Summe. Immer gibt es ein gemeinsames Ziel, das beide Spieler erreichen
konnen, wenn sie kooperieren. Wenn sie nicht kooperieren, dann fiihren die
Eigeninteressen der Spieler zu Auszahlungen, die nicht mehr optimal genannt
werden konnen. Die Situation ist in gewissem Sinne paradox.

Der Mathematiker A. W. Tucker hat 1950 die Situation dieses Spieltyps
am »Dilemma der Gefangenen« illustriert.

2.1.2. Spielproblem 6: Dilemma der Gefangenen?>
»Nach einem Verbrechen werden zwei Verdachtige in Einzelhaft gehalten.
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Jeder von ihnen hat nun zwei Alternativen:

a) seine Unschuld zu beteuern und auch den Partner zu decken — oder

b) ein Protokoll zu unterschreiben, in dem er allein den Partner des Verbre-

chens beschuldigt.«

»Im Selbstinteresse des einzelnen liegt es zu unterschreiben; wenn jedoch
beide unterschreiben, ist das fiir beide schlecht. Was gut fiir die Gefangenen
als Paar wire — standhaftes Leugnen —, wird durch ihr individuelles Streben
nach Strafminderung unterlaufen.«

Wir wollen diese einfache Problemsituation in einer anderen Einkleidung
diskutieren. Wir denken an das internationale Problem des Wettriistens.

2.1.3. Spiel 6: Wettriisten?6
Zwei Supermichte, nennen wir sie »Rot« und »Blau, stehen zueinander in
der Konfliktsituation des Wettriistens.
Sie konnen sich unabhédngig voneinander fiir eine der beiden Strategien
entscheiden:
(A) Keine Kooperation: Massives Aufriisten
(E) Kooperation: Abriistung oder wenigstens Ubereinkiinfte iiber Riistungs-
beschrankungen
Damit sind wir wieder in der Lage, die 4 Moglichkeiten in einer Spielma-
trix darzustellen. Dabei spielt die Partei Rot die Zeilen, die Partei Blau die
Spalten.

Blau
A E
A Wettriisten Vorteil fiir Rot
Rot
E Vorteil fiir Blau allgemeine Abriistung

Das bedeutet im einzelnen:
(E, E) Beide riisten ab:
sicher das giinstigste und erstrebenswerteste Ergebnis, wenn es auch gewisse
Risiken in sich birgt.
(A, A) Beide riisten auf:
vom globalen Gesichtspunkt aus sicher die schlechteste Alternative.
(A, E) Rot riistet auf, Blau riistet ab:
fiir Rot das giinstigste, fiir Blau das schlechteste Ergebnis.
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(E, A) Rot riistet ab, Blau riistet auf:

fiir Rot das schlechteste, fiir Blau das giinstigste Ergebnis.

Fiir die weitere Diskussion der Konfliktsituation ordnen wir wieder den
moglichen Ergebnissen »Auszahlungswerte« zu. Diesmal wahlen wir aller-
dings Zahlenpaare (a, b). Dabei bedeutet im Zahlenpaar (a, b) a die Auszah-
lung an den Spieler, der die Zeile wihlt, b die Auszahlung an den Spieler, der
die Spalte wihlt.

Blau
| A E
A 2,2) (5,0)
Rot M6)
E (0, 5) 4,4)

Die eingesetzten Zahlen sollen nicht die Werte eines monetiren Gewinns
bezeichnen. Von Belang sind auch nicht die absoluten Zahlenwerte, sondern nur
die relativen Werte. Die Zahlen sollen nur einen numerischen Anhaltspunkt fiir
die Bewertung der jeweiligen Moglichkeit bzw. fiir die Priorititen der Spieler
liefern: Wir nehmen an, daf ein Spieler den hoheren Zahlenwert einem kleineren
Wert vorzieht.?’

Zur niheren Analyse der durch die Matrix beschriebenen Situation miissen
wir die vier Fille diskutieren:
(1) Wahl von A (Aufriistung):

— : fiir Rot fiihrt die Wahl von A in jedem Fall zu einer hoheren Auszahlung,
ist also giinstiger. Die Auszahlungen der ersten Zeile dominieren die der
zweiten Zeile. Unabhingig davon, welche Strategie Blau wihlt, immer bietet
es einen (leichten) Vorteil fiir Rot, aufzuriisten.

— : analog bringt fiir Blau die Wahl von A einen Vorteil.

(A, A): Wenn jede Nation nur auf den Eigenvorteil bedacht ist und unabhingig
von der anderen die Auszahlung zu maximieren sucht, wird
(i) das Paar Rot/Blau in die »Riistungsspirale« (A, A) gezogen;

(i1) ist zugleich das bessere Strategienpaare (E, E) nicht erreichbar.

(A, A) erweist sich als Gleichgewichtspunkt; das Ergebnis ist stabil. Wenn
namlich eine Nation allein von der Wahl A abweichen sollte, wiirde sie mit
der geringeren Auszahlung 0 »bestraft«. »Die Krifteverteilung verhindert
also, daB} sich eine der beiden Nationen aus (A, A) befreien kann« (LUCAS,
161).
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(2) Wahl von E (Abriistung):

(E, E): Wenn beide Nationen kooperieren und beide E wihlen, ist das
Ergebnis instabil. Beim Wortbruch einer Nation (heimlichem Aufriisten)
wird der Wortbrecher profitieren. — Also werden beide Nationen versucht
sein, ihr Wort zu brechen. (A, A) wird die Folge sein.

Wenn man kein Vertrauen in die Aufrichtigkeit des anderen hat, wird man
sich bei Kooperation gegen Wortbruch schiitzen wollen/miissen. Nur so ist es
moglich, allméhlich doch ein kooperatives Stadium zu erreichen.

Wieder zeigt sich der Unterschied zwischen Spielsituationen, in denen ein
Spiel nur einmal, und solchen, in denen es mehrmals gespielt wird.

An der vorliegenden Modellsituation, die an die politische Realitdt im
Kriftespiel der Weltmichte erinnert, wird die Gefahr der Realititsferne von
Modellbildungen besonders deutlich. Wollen wir die politischen Realitéten
weiter approximieren, miissen wir zusitzliche Aspekte beriicksichtigen
und/oder zusitzliche Annahmen machen. In der Realitit des Lebens stehen
vergleichbare Konfliktsituationen in einem groferen Kontext. In ihm gibt es
z. B. aus finanziellen Griinden Notwendigkeiten, eine Aufriistung nicht belie-
big hoch zu treiben oder gar so gering wie moglich zu halten. Es mag sein,
daB man aus Griinden, die in der Wirtschaft des eigenen Landes liegen, auf
wirtschaftlichem Gebiet mit der anderen Nation zusammenarbeiten muf3. Der
Konflikt auf der einen Ebene schlie8t Kooperation auf anderen Ebenen nicht
aus, Kooperationen, auf die man vielleicht nicht verzichten will oder kann.

Wenn also die Konfliktsituation iiber die Zeit hin besteht, wird das zuge-
horige Spiel nicht nur einmal gespielt werden. Damit bekommen gewisse, die
Kooperation fordernde Faktoren, wie Vertrauensbildung, zunehmend Bedeu-
tung. Gegenseitige Angleichung und Mafinahmen gegen Wortbruch kommen
hinzu. Man kann Kommunikationsverbindungen einrichten (»rotes Tele-
fon«), und Institutionen zur gegenseitigen Uberwachung (gegenseitige In-
spektionen, Menschen und Satelliten als Spione) schaffen, Vertrage schlieBen
u. 4. Auch sonst zeigt unser Spielmodell, daf es sich in sozialen Konflikten
oft um die Abschitzung des Wirkens von Kréften, und zwar in dynamischen
Systemen, handelt. Wie auch immer im einzelnen, es ist in jedem Fall ange-
raten, unverziiglich zu antworten, wenn der andere provoziert.

In jedem Fall also wird sich in unserem Spielmodell Kooperation nicht
von selbst anbieten; sie mufl sich, auch wenn sie sich letztlich als giinstig
erweist, entwickeln. Kooperation ist auf lange Sicht sicher die bessere Lo-
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sung. Sie beruht im wesentlichen darauf, dal man die Eigeninteressen nicht
blind durchsetzen will.

Robert Axelrod, ein Mathematiker an der University of Michigan, hat die
Effekte, die im »Dilemma der Gefangenen« bei wiederholten Spielen auftre-
ten, ndher untersucht?® und hervorgehoben, wie wichtig es ist, das Spiel zu
iterieren und dabei »die Wahl der eigenen Strategie auf die Grundlage einer
Art Gegenseitigkeit zu stellen. Man kann sogar versuchen, auf das Verhalten
des Gegners Einflu} zu nehmen und ihn zur Kooperation zu ermutigen«.?
Und er sagt weiter: »Ich habe fiir mein Buch den Titel >The Evolution of
Cooperation< gewihlt, um die Analogie zur biologischen Evolution hervorzu-
heben. Es behandelt die Frage, wie Kooperation in einer Welt, in der es
bislang keine gab, entstehen kann und wie sie sich aufrechterhalten und
ausbauen l4ft. Die Menschen neigen dazu, effektive Strategien immer wieder
anzuwenden und weniger effektive entweder ganz aufzugeben oder wenig-
stens abzudndern. Dadurch entwickelt sich alles zu den effektiven Strategien
hin.«

2.2. Spielsituation 7: Das Hasardspiel

2.2.1. Auch das Hasardspiel ist ein 2-Personen-Spiel mit partiellem Konflikt.
Wieder wihlen wir eine einfache und extrem idealisierte Variante. In unserer
Version riskieren die beiden Spieler ihr Leben.

Spiel 7:30
Zwei Autofahrer rasen mit hoher Geschwindigkeit aufeinander zu. Jeder muf3
in letzter Sekunde entscheiden, ob er ausweichen will oder nicht.
Die Spielmatrix erhalten wir durch Diskussion der Konsequenzen und
Festlegung von Auszahlungswerten:
(1) Kein Fahrer weicht aus.
Die Automobile prallen frontal aufeinander. Auszahlung: 0.
(2) Beide Fahrer weichen aus.
Jeder verliert zwar an Gesicht, weil er ausgewichen ist, beide behalten aber
ihr Leben. Mittlerer Auszahlungswert: 3.
(3) Einer der Fahrer weicht aus,
er verliert sein Gesicht, wéhrend der andere als der Sieger gilt. Auszahlung
fiir den Ausweicher 1, fiir den Sieger 5.
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Die Spielmatrix (Auszahlungsmatrix) hat damit die (symmetrische!)
Form:

Fahrer 2
| ausweichen nicht ausweichen
ausweichen 3,3) (1,5)
Fahrer 1 M7
nicht ausweichen G, 1 (0, 0)

Sicher ist es fiir die beiden Fahrer besser, gleichzeitig auszuweichen und sich
mit der Auszahlung 3 zu begniigen, als die maximale Auszahlung 5 erreichen
zu wollen. Andererseits will auch keiner der Kontrahenten nachgeben, sein
Gesicht verlieren und den anderen als Sieger vom Platz gehen lassen.

Das Hasardspiel modelliert in einfacher Weise viele Konfliktsituationen,
wie wir sie zwischen Supermichten, im Arbeitskampf oder auch im téglichen
Leben zwischen Menschen oder staatenbildenden Tieren im Rangordnungs-
kampf erleben.3! Dabei macht es fiir das Verhalten wieder einen Unterschied
aus,

a) ob ein solches Spiel nur einmal gespielt werden soll oder kann — wie
in der extremen Version unserer Einkleidung, die auf Leben und Tod
geht — oder

b) ob das Spiel — wie in der Politik, im Arbeits- oder Rangordnungskampf
— mehrmals gespielt werden kann oder soll, wobei es insbesondere in
einer gemiBigten Version nicht unbedingt auf Leben und Tod gehen
muB.

2.2.2. Imiibrigen zeigen neuere Ergebnisse der Spieltheorie, dal es 78 wesent-
lich verschiedene 2-Personen-Spiele mit partiellem Konflikt gibt, von denen nur
das »Hasardspiel« und das »Dilemma der Gefangenen« zu solch ungiinstigen
Ergebnissen fiir die Beteiligten (fiir die Gesellschaft als Ganzes) fiihren, wenn
sie kurzsichtig nur ihre Eigeninteressen verfolgen.
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IV. Mehr-Personen-Spiele

1. Nullsummenspiele

1.1. Die Situation der kompetitiven Spiele gewinnt grundsdtzlich neue Aspek-
te, wenn man von 2 zu mehreren Spielern iibergeht. Wie auch sonst vielfach in
der Mathematik ist auch hier der Ubergang von 2 auf 3 bedeutsamer als der von
3 auf 4, auf 5, allgemein auf irgendeine positive ganze Zahl n > 2.

1.2. Betrachten wir den Fall n = 3, also 3-Personen-Spiele und hier wieder
zundchst den Fall des 0-Summen-Spiels. Gewinnsumme 0 heifit nach unserer
Definition, daB sich die Gewinne und Verluste so verteilen, daf3 am Ende der
urspriingliche Einsatz erhalten bleibt. Bei jeder Partie ist also die Summe der
Auszahlungen g, g2, g3 an die 3 Spieler O:

gi+g+g3=0.

Auch bei den Mehr-Personen-Spielen (»n-Personen-Spielen«) konnen wir
ein Spiel »fair« nennen, wenn die Spielregeln bzw. die Auszahlungsmatrix
jedem Spieler die gleichen Chancen einrdumen. Dennoch kann es sich ereig-
nen, daf} der einzelne Spieler gegeniiber den anderen im Nachteil ist, wenn er
nur fiir sich spielt und seinen Gewinn zu maximieren trachtet. Dies ist genau
dann der Fall, wenn sich die beiden anderen Spieler gegen ihn verbiinden,
wenn sie eine Koalition eingehen.

1.3. Die Moglichkeit der Koalitionsbildung ist das grundsitzlich neue Element
in der Spielsituation beim Ubergang von 2 auf 3 oder auf mehrere Spieler. Zwei
Spieler konnen sich gegen den dritten verbiinden, indem sie eine gemeinsame
Strategie verabreden, die im Einklang mit den Spielregeln steht. Sie kénnen
damit den gemeinsamen Gegner iibervorteilen und am Ende ihren Gewinn
teilen.3?

Nur in Sonderfillen kann der erste Spieler den Gewinn O erzielen. Und
genau in diesen Fillen gilt dann auch, daf

Max, Miny,  h (u, v, w) = 0.

Nur in diesem Falle richtet auch eine Koalition nichts gegen den ersten
Spieler aus. Jeder der drei Spieler kann einzeln den Gewinnwert O erzielen.
Im allgemeinen Fall eines fairen 3-Personen-Spiels mit gleichen Chancen
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kann jeder einzelne fiir sich nur den Gewinn —M erreichen, wihrend die
beiden anderen, wenn sie kooperieren und den Gewinn M teilen, je +1/2 M
erhalten.

2. Nicht-Nullsummenspiele

2.1. Nicht-Nullsummenspiele — Zuriickfiihrung auf Nullsummenspiele

2.1.1. Invielen Fillen kann die Voraussetzung der Erhaltung der Gewinnsumme
nicht aufrechterhalten werden, so bei Anwendung der Spieltheorie auf das Wirt-
schaftsgeschehen oder etwa auf die Konfliktsituation in Kriegen. Manche Kontra-
henten werden in diesen Interessenkonflikten gewinnen, »siegen«, manche wer-
den verlieren, und die Summe der » Auszahlungen« bleibt in all diesen Fillen nicht
konstant. Im Wirtschaftsgeschehen werden Giiter produziert, werden Gegen-
stinde durch den Bearbeitungsprozef} veredelt, gewinnen an Wert, wihrend zu-
gleich Werkzeuge und Maschinen abgeniitzt werden. Und analog hat jedes Kriegs-
geschehen die Vernichtung von (z. T. auch unersitzlichen) Werten zur Folge.

2.1.2.  Wir konnen hier nicht auf die Weiterungen der Spieltheorie eingehen.
Mit zunehmender Komplexitit der Konfliktsituation werden naturgemif} auch
die spieltheoretischen Modelle zunehmend komplexer, und entsprechend
schwieriger gestalten sich auch die mathematischen Uberlegungen.

Immerhin soll erwidhnt werden, dafl der Fall eines n-Personen-Nicht-0-
Summen-Spiels auf den des 0-Summen-Spiels zuriickgefiihrt werden kann,
wenn man einen »fiktiven (n + 1)ten Spieler« einfiihrt, der verliert, was die
anderen gewinnen, oder gewinnt, was die anderen verlieren.

2.2. Robinson Crusoe

2.2.1. Der einfachste Fall eines Nicht-0-Summen-Spiels ist der eines einzel-
nen Spielers, des Robinson Crusoe auf einer einsamen Insel. Sein Wirtschaften
konnen wir zunichst als ein Agieren im Rahmen eines 1-Personen-Nicht-0-
Summen-Spiels modellieren.

2.2.2.  Wirkonnen das Leben und Wirtschaften des Robinson Crusoe auf seiner

einsamen Insel aber auch als »Spiel gegen die Natur« auffassen und dabei das,
was er durch Zufall oder Geschick gewinnt, als Verlust der Natur betrachten.
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Das »Robinson-Spiel« ist dann wieder ein 2-Personen-0-Summen-Spiel. Alles,
was sich gegen den Willen von Robinson ereignet — Regen, Sturm und Hagel-
schlag, Diirre, Insektenfra8 etc. —, interpretieren wir als Ziige des »fiktiven
Gegenspielers« »Natur.

Im Unterschied zu einem menschlichen Gegenspieler spielt der Gegen-
spieler »Natur« freilich »blind«. Die Natur zielt auch nicht auf irgendwelche
Gewinne ab. Man kann beziiglich ihrer also auch nicht nach einer »besten
Strategie« fragen.

Anders bei Robinson. Da er die Ziige der »Natur« nicht kennt, d. h.
genauer: Da er die Wahrscheinlichkeit der Ziige der Natur nicht kennt, ist es
fiir ihn angeraten, den ungiinstigsten Fall anzunehmen. Bei jeder Strategie u
berechnet er

Miny h (u, v),
also den Gewinn im ungiinstigsten Fall. Diesen Gewinn versucht er zu maxi-
mieren, d. h. er versucht
M = Max, Min, h (u, v)
zu erreichen.

Das Spiel gegen die Natur ist sicherlich kein determiniertes Spiel. Robin-
son kann das fiir ihn moégliche Gewinnmaximum nur durch eine gemischte
Strategie erzielen. Und das heifft wiederum: Robinson muf} mit gewissen
Wahrscheinlichkeiten spielen, einmal so, einmal so. Er darf nicht immer das
gleiche tun; er muf} »verspielt« spielen — jetzt freilich nicht mehr aus Griin-
den einer Geheimhaltung der eigenen Strategie, wie das in nicht determinier-
ten Spielen zwischen zwei menschlichen Gegnern erforderlich war.

2.2.3. Diese letzte Bemerkung wollen wir besonders hervorheben; sie steht mit
Grundsitzlichem im Zusammenhang:

Wir Menschen sind als Lebewesen eingebettet in die Geschehensgesamt-
heit und den GeschehensfluBl der Natur. Da wir — wie auch immer im einzel-
nen — gewisse Ziele zu erreichen, gewisse Bediirfnisse und Wiinsche zu
befriedigen trachten, sehen wir uns andererseits auch im Gegeniiber zur Natur,
sind wir, wie Robinson, Gegenspieler der Natur. Im Rahmen unserer spiel-
theoretischen Modellbetrachtungen scheint es, als hitte sich im Laufe der
Evolution unser Wesen im Lebens- und Uberlebenskampf so herausgebildet,
daB wir uns ganz von selbst so verhalten, wie uns das Robinson-Modell lehrt.
Das gilt nicht nur beziiglich der Realisierung unserer bewufiten Ziele und
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Zwecke; es gilt auch fiir unser alltidgliches Lebensverhalten. Der Mathemati-
ker van der Waerden meint in diesem Zusammenhang: »Unsere Instinkte
bringen uns ganz von selbst dazu, uns spielerisch zu verhalten. Wenn wir
irgendwohin unterwegs sind, lassen wir ganz von selbst, ohne es zu wollen,
unsere Augen dauernd herumschweifen, nach Zufall und Laune und nicht
nach einem starren Gesetz. Und auch wenn wir in der Wissenschaft ein
schwieriges Problem l6sen wollen, zum Beispiel ein mathematisches Pro-
blem, so tun wir gut daran, nicht wie ein Computer nach einem starren System
zu verfahren, sondern wir lassen in vielen Fillen am besten unsere Gedanken
herumschweifen. Wir spielen mit verschiedenen Methoden, wir versuchen es
einmal so, einmal so. Und wenn wir iiberhaupt nicht weiterkommen, so
denken wir vielleicht zwischendurch an etwas anderes. Vielleicht fillt uns in
der Nacht oder am ndchsten Morgen die Losung des Problems ein. Es gibt
dafiir beriihmte Beispiele« (van der Waerden [1976], 55).33

2.3. Zwei Menschen im Kampf gegen die Natur

2.3.1. 'Wir haben den Fall des einzelnen gegen die Natur kimpfenden Men-
schen im spieltheoretischen Modell betrachtet. Gehen wir nun zum Fall zweier
Menschen im Kampf gegen die Natur iiber. Ihre Gewinnsumme sei nicht
notwendig 0; nehmen wir aber an, daBl mit der »Natur« als »fiktivem« dritten
Spieler die Gewinnsumme immer O ist, dann konnen wir wieder die von
Neumannschen Resultate anwenden. Nach ihnen ist es fiir die beiden Spieler
von Vorteil, sich miteinander zu verbiinden, gegen die Natur eine Koalition
einzugehen. Weil man sich im eigentlichen Sinne — gemeint ist: abgesehen von
metaphorischen oder anthropomorphen Redewendungen — mit der Natur nicht
verabreden kann, kann man sich auch nicht mit der Natur verbiinden. Die einzige
Méglichkeit ist also, wie van der Waerden bemerkt, »daf die zwei menschlichen
Partner sich miteinander verbiinden, ihre Strategien aufeinander abstimmen und
den gemeinsam erzielten Gewinn oder Verlust nach einer verniinftigen Regel
miteinander teilen. Eine aggressive Kampfhaltung oder ein rein egoistisches
Benehmen zahlt sich nicht aus: Wir Menschen miissen uns miteinander vertra-
gen« (van der Waerden [1976], 56).

2.3.2. Schlieilich sei noch bemerkt, da3 bei mehr als zwei Spielern die

Verhiltnisse sich sehr komplizieren. Auch hier ist es wieder verniinftig, mit
anderen zu koalieren. Dies geschieht ja auch allenthalben in Wirtschaft und

62



Politik. Ob groBere oder kleinere und welche Koalitionen aber fiir die Beteiligten
von Vorteil sind, dafiir liefert die Neumannsche Spieltheorie keine allgemeinen
Regeln. ‘

V. Schiuf

Manfred Eigen hat in seinem Buch »Das Spiel — Naturgesetze steuern den Zufall«
spieltheoretische Uberlegungen zur Modellierung von Erscheinungen der biolo-
gischen Evolution verwendet. Er sagt: »Es ist nicht der Mensch, der das Spiel
erfand. Wohl aber ist es das Spiel und nur das Spiel, das den Menschen vollstidndig
macht.« . . . »Wir sollten uns freilich nicht der Illusion hingeben, daB man mit
Hilfe einer Theorie, die sich fast immer auf idealisierte Voraussetzungen griindet,
die Realitit voll erfassen konnte . . . Theorie setzt Abstraktion voraus. Sie subli-
miert das RegelméBige und Reproduzierbare aus der Wirklichkeit und présentiert
es in idealisierter Form, giiltig unter definierten Voraussetzungen und Randbe-
dingungen. Die Spieltheorie ist ein typisches Beispiel dafiir« (Eigen, 32).

Ergidnzend konnten wir bemerken, dal die Mathematik im allgemeinen
entweder zu einfach3* oder zu préizise ist,>> um die Wirklichkeit in toto
erfassen zu konnen. Sie schirft aber gerade dadurch nicht nur unsere Sicht,
sondern auch unsere Sichtweise, weil sie uns zwingt, begrifflich zu differen-
zieren, und weil sie uns damit schliellich gewisse strukturelle Eigenheiten
des betreffenden Ausschnitts der Wirklichkeit ins OberbewuBtsein hebt.

Was sich gegen die Uberschitzung des theoretischen — hier des mathema-
tischen — Denkens einwenden 14Bt, gilt fiir jegliches diskursives Denken.
Auch das um die qualitativen Aspekte bemiihte diskursive Denken bezieht
sich immer nur auf einen Ausschnitt der konkret-materialen oder abstrakt-
idealen Welt. Auch das in Prosa sich entwickelnde Denken erfaf3t im allge-
meinen nicht die Ganzheit einer Erscheinung oder Gegebenheit. Im allgemei-
nen gelingt es ihm nicht, das Ganze zu charakterisieren; es gelingt ihm im
allgemeinen nur, es vor anderen Wesenheiten auszuzeichnen, es zu benennen
und zu umschreiben.

»So ist denn auch der groBte Unsicherheitsfaktor in der praktischen Anwen-
dung der Spieltheorie die tatsdchliche Verhaltensweise der Spieler. Werden sie
immer im Sinne der Theorie verniinftig handeln? — Ja, werden sie nicht
jederzeit versuchen, durch Tduschungsmanéver die Berechnungen der Kon-

63



trahenten iiber den Haufen zu werfen? Wollte eine theoretische Behandlung
alle denkbaren Gegebenheiten beriicksichtigen, so miifite sie weitgehend die
menschliche Psyche miterfassen« (Eigen, 23) . . . »Das besondere Fluidum
entsteht erst durch die Kombination von Zufall und Gesetz« (Eigen, 33).

Trotz alledem: Van der Waerden, dem der junge John von Neumann in
Gottingen, noch vor der Verdffentlichung seiner ersten Arbeit iiber Spieltheo-
rie im 100. Band der Mathematischen Annalen, seine Ideen berichtet hat,
meint iiber die Spieltheorie: »Die Gedankenginge von von Neumann sind
prinzipiell wichtig. Sie werfen ein neues Licht auf das Zusammenleben von
Menschen in der Gesellschaft und insbesondere in der Wirtschaft.« Sie besti-
tigen in rationaler Weise manchen Erfahrungssatz. John von Neumanns Lei-
stung besteht u. a. darin, daB »er als erster das Problem der stabilen und
instabilen Koalition prinzipiell erortert und in einer exakten mathematischen
Theorie gefafit hat« (van der Waerden [1976], 56).

Anmerkungen

! Zur Biographie vgl. Behnke (1957), Goldstine (1980), Halmos (1973), Heims (1980), Regis
(1987), Ulam (1958, 1986), von Neumann (1962).

2 Die 6bidndige Ausgabe seiner »Gesammelten Werke« umfafit auf ca. 3 600 Seiten die Themen-
bereiche: I: Logic, Theory of Sets and Quantum Mechanics. — II: Operators, Ergodic Theory
and Almost Periodic Functions in a Group. —III: Rings of Operators. —IV: Continuous Geometry
and other Topics. — V: Design of Computers, Theory of Automata and Numerical Analysis. —
VI: Theory of Games, Astrophysics, Hydrodynamics and Meteorology. Vgl. von Neumann
(1962).

3 Deutsch: Die Rechenmaschine und das Gehimn. Miinchen.

4 Deutsch: Spieltheorie und wirtschaftliches Verhalten. Wiirzburg, Wien.

3 Vgl. Fischer (1960, 1963).

6 Ein Beispiel fiir ein Spiel in extensiver Form ist das NIM-Spiel. Fiir die verschiedensten
Varianten dieses Spiels sind Computerprogramme verfiigbar. — Fiir eine spieltheoretische
Behandlung siehe Fischer (1960); Burger 17 ff.; Schrage/Baumann.

7Vgl. hier IV.2.2.

8 Vgl. II1.1.2.3.

9 Vgl. in 1.2.1.3.

10 Diese Matrix ist nichts anderes als eine Darstellung der Auszahlungsfunktion; sie heiBt deshalb
auch oft » Auszahlungsmatrix«.

11 Man kann zeigen, daB in diesen Fillen die Spielsituation keinen der Spieler favorisiert.

12 Lucas, 153.
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13 Vergleiche: Hauptsatz der Theorie der 2-Personen-0-Summen-Spiele in II1.1.3.

14 Wenn unter gewissen Bedingungen eines von n einander ausschlieBenden zufilligen Ereignis-
sen eintreten muf}, wobei alle diese Ereignisse gleichberechtigt sind, sagt man, da8 diese
Ereignisse »gleich hiufig« auftreten, daf sie alle die »gleiche Wahrscheinlichkeit« p = 1/n
besitzen. Tritt irgendein Ereignis als Folge eines von g Ereignissen aus einer Gesamtheit von
m moglichen Ereignissen ein, so interpretiert man im Sinne der elementaren klassischen
Wahrscheinlichkeitstheorie die relative Haufigkeit p = g/m (: = Anzahl g der giinstigen Ereig-
nisse : Anzahl m der moglichen Ereignisse) als die »Wahrscheinlichkeit des betreffenden
Ereignisses«. Einem »unmdoglichen Ereignis« wird dabei als Wahrscheinlichkeit der Zahlen-
wert 0 zugeordnet, dem »sicheren Ereignis«, das also in jedem Falle eintreten mu8, entspricht
der Wahrscheinlichkeitswert 1. Die Wahrscheinlichkeiten beliebiger Ereignisse liegen also
zwischen 0 und 1 (0 und 1 eingeschlossen): 0 < p = g/m < 1. — Kann eine zufillige Grofe x die
Werte X, Xa, . . ., Xp mit jeweils den Wahrscheinlichkeiten py, pz, - . ., pn annehmen, so muB die
Summe der Wahrscheinlichkeiten p; + p2+ ...+ pa = 1 sein; es entspricht ihr das sichere
Ereignis.

15 Dabei handelt es sich um einen durch die Wahrscheinlichkeiten gewichteten Mittelwert der
Werte x,, X2, . . ., Xn.

16 p; + p2=1-vgl. Anm. 4,

17 Vgl. Vajda, 16.

18 Vgl M.1.1.2,,1.1.3.

19 Dje Matrix-Spiele mit Sattelpunkt sind in den Aussagen eingeschlossen. Die reinen Strategien
sind Spezialfille von gemischten Strategien. Die Wahrscheinlichkeiten aller reinen Strategien
sind jeweils mit einer Ausnahme gleich 0.

20 Geometrisch handelt es sich um das Problem, in einem entsprechend hochdimensionalen
Vektorraum an konvexe Korper die durch die Auszahlungsfunktion bestimmte Hyperebene bis
zur Beriihrung heranzuschieben.

21 Vgl. Fischer (1959).

22 Jedes endliche Spiel 14Bt sich graphentheoretisch als »Baumc, d. h. als zusammenhéngende
zyklenfreie Menge von Streckenziigen darstellen. Die Streckenziige entsprechen dabei den
moglichen Zugfolgen.

23 Nach diesem Satz gibt es also auch fiir das Schachspiel (mindestens) eine optimale Strategie,
d. h. eine Strategie, die, hilt man sie nur konsequent durch, zum Siege fiihren muf. Der von
Neumannsche Satz ist freilich nur ein »Existenzsatz«. Er sichert zwar die Existenz einer
optimalen Strategie, liefert aber kein Verfahren zur »Konstruktion« der betreffenden Zugfolge.

24 Nach Lucas, 158.

25 Nach Lucas, 159.

26 Nach Lucas, 160.

27 Dabei werden in der Literatur je nach der Grofe der Werte in den Zahlenpaaren verschiedene
Moglichkeiten unterschieden. Die Nomenklatur ist nicht einheitlich. Sei die Matrix gegeben in
der Form: ( (a,a) (c, d))

(c,d) (b,b)
so unterscheiden Rapoport/Guyer/Gordan (1976) fiir d > a > ¢ > b die Fille: (i) ¢ > b: »Chik-
ken-Gamex; (ii) ¢ < b: »Gefangenen-Dilemmac; (iii) ¢ = b: »borderline-Games«.

28 Die Literatur zum Dilemma der Gefangenen ist umfangreich. Wir verweisen in Auswahl auf:
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Axelrod (1991), Donninger (1986), Lucas (1989), Hofstadter (1983), Schiissler (1990). Zur
Computersimulation der Problemsituation: Rapoport (1991); Eggebrecht/Manhart (1991) mit
Angabe von Computerprogrammen in Basic.

2 Vgl. die Simulation der Situation in Eggebrecht/Manhart.

30 Lucas, 162.

31 Vgl. auch IV.1.3. und de Wals, Kollar, Korona, Maynard Smith/Price, Prosch. Prosch diskutiert
die kooperationsférdernde Wirkung von Pfiandem in einer Variante des Chicken-Games.

32 Opportunistische Koalitionsbildung gibt es offenbar bei allen Primaten. Einerseits sind dort die
Mitglieder einer Gruppe Rivalen, die sich um Nahrung und Partner, allgemein um einen hohen
Rangplatz, streiten. Andererseits sind sie voneinander abhingig und damit darauf angewiesen,
sich bald wieder zu verséhnen und zu vertragen. — Im Rangordnungskampf der mannlichen
Schimpansen kann ein Rivale schnell zum Verbiindeten und nach Erreichung einer hoheren
Rangstufe ebenso schnell wieder zum Gegner werden. Machtkdmpfe erfordern wechselnde
Koalitionsbildungen. — Als Folge solcher Beobachtungen lautet nach de Wals »die Frage nicht,
wie man Aggressionen aus der Welt eliminiert — ein hoffnungsloses Unternehmen —, sondern
wie man Aggression unter Kontrolle hilt« (de Wals). Vgl. auch Anm. 3!

33 Van der Waerden (1973) und H. v. Kleist: Uber die allmahliche Verfertigung der Gedanken beim
Reden.

34 Wegen der Komplexitit der Welt.

35 Auf idealisierte, abstrahierte und auf definierte Voraussetzungen bzw. Rand- und Anfangsbe-
dingungen gegriindet.
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