Walther L. Fischer
Marginalien uber die Beziehungen von Spiel
und Mathematik

1. Die Chiffre ,,Spiel und Mathematik*

1.1. Die Zusammenstellung von ,,Spiel und Mathematik“ ist nicht neu. Sie
ist eine vertraute Chiffre fiir den Mathematiker, eine vertraute Zusammen-
stellung auch fiir den, der sich mit dem Spiel, mit dem Spielen von Spielen
beschiiftigt — eine vertraute Chiffre fiir den, der iiber Mathematik und fiir
den, der iiber Spiele reflektiert.

»~Mathematik und Spiel“ - eine gingige Zusammenstellung, freilich ebenso
leicht ausgesprochen wie schwer zu prizisieren.

Wir sprechen einerseits vom Spielerischen in der Mathematik und anderer-
seits vom mathematischen Element im Spiel, einerseits von der Mathema-
tik als Gedanken-Spiel und andererseits vom Spiel als konkretisierte
Mathematik, und finden beide Elemente gar untrennbar und unentwirrbar
verwoben in Chiffren wie: mathematische Spielerei, mathematisches
(Denk-)Spiel, zum Spiel geronnene Mathematik ...

Wie wortlich sind solche Nennungen zu nehmen?
Lassen sie sich iiber den oberflachlichen metaphorischen Gebrauch hinaus
bei ndherem Zusehen halten, schliefilich differenzierter erfassen?

1.2. Mathematik und Spiel: Das Konstruieren einer geometrischen Figur,
das Losen einer Gleichung, die logische Schlufikette eines Beweises — wie
sollte sich die in ihrer Struktur und in der Abfolge ihrer Aussagen strengste
aller Wissenschaften mit der Ungebundenheit, ja mit dem vom chaotischen
Zufall beherrschten Spielgeschehen in einem Atemzug nennen lassen, wie
sollte man die Leichtfiiligkeit des Spiels mit der Gesetzesstrenge der
Mathematik vergleichen kénnen?

Gibt es auf den ersten Blick nicht eher mehr Trennendes als Vereinendes
zwischen Spiel und Mathematik?

1.3. Die genannte Zusammenstellung bezeichnet sicher nicht die beiden
Seiten einer Gleichung. Sie signalisiert und behauptet wohl eine irgendwie
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geartete Vergleichbarkeit der beiden Titigkeitsbereiche, eine Wechselbe-
ziehung zwischen Mathematik und Spiel, wenn nicht gar eine innere Ver-
wandtschaft. Dies angenommen, scheint es angemessen, wenn wir unser
Thema konkretisieren, wenn wir nicht den Inhalt der reichlich unbestimm-
ten Wendung ,Spiel und Mathematik' zu erhellen suchen, sondern bestimm-
ter nach dem ,Verhiltnis von Spiel und Mathematik‘, nach den ,Beziehun-
gen zwischen Spiel und Mathematik' fragen. Wir entgehen damit zugleich
der Gefahr, die Erscheinungsformen und Bereiche von Spiel und Mathema-
tik zu vermengen.

Mit der Frage nach den ,Beziehungen zwischen Spiel und Mathematik’ sig-
nalisieren wir, dafy es sich um eine Relation zwischen zwei eigenstindigen
Konstituenten handelt, um zwei Konstituenten mit je spezifischer Seins-
weise und Eigengesetzlichkeit.

2. Zwei mogliche Grundantworten

Auf die Frage nach dem Verhiltnis von Spiel und Mathematik kann man
grob gesprochen zwei einander ausschlieffende Antworten geben:

1. Die Zusammenstellung von Spiel und Mathematik ist eine Chiffre, eine
obenhin gesprochene Metapher fiir vermeintliche Gemeinsamkeiten, die
sich bei niherem Zusehen nicht halten 14fit. Spiel und Mathematik
haben nichts gemein, sie sind wesensfremd, entspringen wesensfremden
Titigkeiten, schliefien einander aus.

2. Die Zusammenstellung von Spiel und Mathematik sagt eine eher positive
Beziehung zwischen Spiel und Mathematik aus; beide sind durch eine
innere Wesensverwandtschaft miteinander verbunden.

Tragen wir zunichst einige Beobachtungen und Fakten zusammen und
beleuchten aus ihrer Sicht die in der ersten Antwort enthaltene These.

3. Spiel und Mathematik: ein antithetisches Begriffspaar

3.1. Versuchen wir uns in einem ersten Schritt an das zu erinnern, was wir
von der Wissenschaft der Mathematik und der Titigkeit des Mathematikers
aus irgendwelchen Quellen — z.B. aus unserer Schulzeit — wissen oder
zumindest zu wissen glauben, und besinnen wir uns andererseits auf unse-
re Erlebnisse, Erfahrungen im Umgang mit Spielen und Spielern, so scheint
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es filrwahr zwischen dem Titigkeitsbereich der Mathematiker und dem
Geschehensbereich der Spiele zunidchst mehr Trennendes als Vereinendes
zu geben, scheint die Zusammenstellung von ,Spiel und Mathematik‘ ein
antithetisches Begriffspaar zu enthalten, das einander ausschlielende
Absichten, Titigkeiten und Strukturen zusammenbindet — die tote,
abstrakte und statische Theorienbildung der Mathematik mit dem lebendi-
gen, konkreten und dynamischen Handlungsgeschehen des Spiels, die Rea-
lisierung der Wahrheit mit der Realisierung des Gewinns.

3.2. Sehen wir nicht den Mathematiker in einsamer Stube sitzen, ein Urbild
des Gelehrten im Elfenbeinturm, lebensfern und kalt nach den ehernen
Gesetzen eines logischen Systems die Folgerungen reihend?

Da beschaftigt sich Euklid um 300 v.Chr. mit den Primzahlen'. Er geht die
Zahlenreihe durch und wie weit er auch vordringt, immer wieder findet er
eine solche Zahl und so vermutet er zunichst, behauptet dann und schlief}-
lich gelingt ihm der Beweis: ,Es gibt unendlich viele Primzahlen”.
Man bedenke: ,,unendlich viele“, mehr als je ein Mensch in seiner Lebens-
zeit, ja mehr als die Menschheit je wird niederschreiben kénnen.

So also sieht der Laie den Mathematiker: trocken, als kiihlen Rechner,
iiberkorrekt, pedantisch bedacht auf logische Strenge, abgeschieden, welt-
fremd und an seiner Umwelt uninteressiert, in sich zuriickgezogen und ver-
sponnen.

Auf der anderen Seite sehen wir den Spieler: Emotionen begleiten seine
Aktionen, gespannt verfolgt er das Geschehen, Zug und Gegenzug ist er
hingespannt auf den moglichen Gewinn. Zuweilen erfreut er sich an seinem
Spiel, frohlockt, steigert er sich in Begeisterung, reagiert auch gereizt, wenn
die Gegner dem Gewinne niher stehen als er selbst, setzt am Ende der Ver-
zweiflung nahe gar Hab und Gut ,aufs Spiel“, um sich den Sieg doch noch
zu retten.

Der Spieler: wie im prallen Leben sieht er sich immer neuen Situationen
gegeniiber, iiberrascht ihn der Gegner mit einer unerwarteten Reaktion, ist
er zur raschen Abschitzung der Lage und zu sofortiger Entscheidung
gezwungen, bediirfen seine Ziige der Intuition, des Einfallsreichtum, mufy
er flexibel sein, wendig, ja pfiffig, muf er sich der T4duschung und des Bluffs
bedienen, der Ablenkung und der Prahlerei, gilt es allerlei Manéver und
Strategien ins Werk zu setzen, um den Gewinn zu realisieren oder wenig-
stens den Verlust méglichst gering zu halten.
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Aus solcher Sicht erscheinen Spiel und Mathematik fiirwahr wesensfremd,
ja unvergleichbar.

3.3. Dennoch, so miissen wir uns fragen, sind die vorgetragenen Beobach-
tungen und Vorstellungen auch hinreichend abgesichert, sind sie nicht viel-
leicht in groflerem Umfange zu einseitig oder schief oder gar unzutreffend?

Wir werden sehen: die vorgetragenen Meinungen vergrobern zumindest das
Bild des Mathematikers und damit auch der Mathematik zu sehr zur Kari-
katur. Nur bei oberflichlicher Betrachtung schlieffen Spiel und Mathematik
einander ginzlich aus und auch nur bei dem Beobachter, dem die Mathe-
matik und die Titigkeit des Mathematikers weniger vertraut ist als die
Eigenheiten des Spielgeschehens.

3.4. Wir vermeinen, dafy die zweite Grundantwort das Verhiltnis von Spiel
und Mathematik zutreffend beschreibt. Diese Antwort gilt es im folgenden
als These zu diskutieren und zu verteidigen, auch dann, wenn wir mit dem
Laien darin iibereinstimmen, dafl die obigen Charakterisierungen von
Mathematiker und Spieler trotz ihrer Unzuldnglichkeit und ihrer Einseitig-
keit das beriihmte Quentchen an Wahrheit enthalten.

4. Die Beziehungen zwischen Mathematik und Spiel

Wenden wir uns zunichst dem ersten Teil unserer zweiten Grundantwort
zu. In ihr sprechen wir von den Wechselbeziehungen von Mathematik und
Spiel. Wie steht es um den Nachweis solcher Beziehungen, gibt es Indizien
fiir sie? — Halten wir uns weiter an die Fakten, tragen wir weitere Beobach-
tungen zusammen, so werden wir unschwer belegen koénnen, dafy Mathe-
matik und Spiel im Verlauf der Geistesgeschichte tatsichlich vielfiltige
Wechselbeziehungen eingegangen sind.

4.1. Die Beziehungen der Mathematik zum Spiel

(a) Unterhaltungsmathematik: Mathematiker aller Zeiten haben das Ele-
ment des Spiels, der Scherzaufgabe, der zur Unterhaltung geeigneten
Geduld- und Denkspiele gepflegt, haben neue solcher Spiele erfunden, wur-
den dariiber hinaus durch Aufgabenstellungen aus dem Bereich der Unter-
haltungs-, Gesellschafts- und Gliicksspiele zu mathematischen Untersu-
chungen, ja zu neuen Theorien angeregt.

So gesehen, wird es den Laien nicht verwundern, zu héren, dafy sich im
Rahmen der Mathematik eine eigene ,Unterhaltungsmathematik® ent-
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wickelt und schliefilich, wenn auch nicht als eigene Disziplin, so doch als
eigener Zweig etabliert hat. Die diesbeziigliche Literatur ist umfangreich.
Sie reicht weit zuriick in der Geschichte der Mathematik®. Wir wissen von
berithmten Mathematikern, dafl sie sich mit Fragen der Unterhaltungsma-
thematik eingehend beschiftigt haben. Nennen wir zwei von ihnen stellver-
tretend fiir viele andere: Cardano hat in seinem Werk ,De subtilitate libri
XXI' Niirnberg 1550, Unterhaltungsaufgaben behandelt und Tartaglia in
,Questi et inventioni diversi‘ Venedig 1554.

Heute pflegen die verschiedensten Zeitschriften in einer eigenen ,Ecke’ das
mathematische Spiel beziehungsweise die spielerische Mathematik in Form
von Aufgabenstellungen, in denen Mathematisches und Spielerisches in
seltsamer Einheit verschmolzen sind. Als Beispiele nennen wir: ,,Scientific
American”“ (deutsche Ausgabe: ,,Spektrum des Geistes“), ,,Bild der Wissen-
schaft“, ,Kosmos“, ,Die Zeit“. Daneben gibt es weit verbreitet ,Ritsel-
schriften® voll mathematischer Unterhaltung.

(b) Das spielerische Element in der Mathematik: Der Mathematiker weif3
auch um das spielerische Element in mancher seiner Theorienbildungen,
in mancher seiner Aktivititen. Er nennt manche seiner Schlufiweisen
,trickreich’, er kennt — wie der Spieler — die Spannung in der Erwartung auf
ein noch unbekanntes Ergebnis seiner Bemiithungen, im Hinblick auf die
Frage, wann oder gar ob er iiberhaupt die Losung einer Problemstellung fin-
den wird, empfindet am Ende die Losung eines Problems als Selbstbestiti-
gung seiner Fahigkeiten, als ,,Gewinn“ im Ein-Personen-Spiel gegen sich.

Und nicht anders erscheint dem Laien die Arbeit des Mathematikers durch
die Jahrhunderte und bis heute vielfach als ,,Gedankenspielerei“. Euklids
Beweis fiir die Behauptung, daf} es unendlich viele Primzahlen gibt, mag ein
Beispiel sein, ein anderes die Bemithungen um den seit Euklid ausstehen-
den Beweis, daf es neben 3 und 5, 5 und 7, 11 und 13, 17 und 19, 29 und
31 noch unendlich viele andere ,,Primzahlzwillinge gibt, die in der Zahlen-
reihe nur um eine (gerade) Zahl getrennt erscheinen.

Von ,Gedankenspielerei® spricht der Laie und meint damit zugleich: Blofie
Geistesakrobatik ohne eigentlichen Nutzen, ohne sichtbaren Verwendungs-
zweck in unserer Alltagswelt, zur Lebensbewiltigung, Geistesakrobatik nur
zum Zeitvertreib, zur Selbstbefriedigung des Mathematikers und seinesglei-
chen.

Nun wohl: Immerhin spricht der Laie damit Charakteristika an, die
tatsdchlich dem Spiele eigen sind. Weil er freilich eine solche Arbeit fiir
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miiflig hilt, spricht der Laie — ihm wohl selbst nicht ganz bewuf}t — hiufig
nicht vom , Gedankenspiel“, er spricht abwertend von ,,Gedankenspiele-

43

rei

4.2. Die Beziehungen des Spiels zur Mathematik

(a) Die mathematische Struktur des Spiels: Umgekehrt der Spieler, nicht
minder gespannt auf den Ausgang seines Spiels, versucht er bestimmte —
natiirlich zuldssige“ — Ziige zu realisieren, um moglichst rasch eine
Gewinnstellung zu erzielen. Dabei ist er nicht frei — er ist gebunden an die
»Regeln“, gebunden auch an das ,Spielfeld“, die er beide mit dem Spielen
des Spiels als Gesetzesmacht anerkannt hat und fiir die Dauer seines Spiels
respektieren muf}, will er nicht von den Mitspielern als Spielverderber oder
als Falschspieler aus dem Kreis ausgeschlossen werden®. Er ist nicht nur
fasziniert von der Vielfalt der Alternativen, die wenige ,,Regeln“ und wenige
»Spielfiguren” ermoglichen, hat nicht nur den Gegner ,gegen sich, son-
dern auch die Anonymitit des Ordnungsgefiiges seines Spieles. Darin
gleicht der Spieler dem Mathematiker, darin gleicht das Spiel dem mathe-
matischen Gebilde.

Die Beschiftigung mit Spielen und das Bestreben, die jeweiligen Gewinn-
chancen zu erhohen, haben immer wieder dazu angeregt, Spielsituationen
in ihrer formalen Struktur aufzukliren. Genau diese Absicht war der
unmittelbare Anlafy zur Entstehung so bedeutsamer mathematischer Theo-
rien wie der ,Kombinatorik“, der ,,Wahrscheinlichkeitstheorie“, von Teilen
der ,kombinatorischen Topologie“ und in unserem Jahrhundert der ,, Theo-
rie der strategischen Spiele“ und der ,Entscheidungstheorie“. Der Ver-
such, Programme zu entwerfen, die ein Spiel Mensch gegen Maschine’
ermoglichen (z.B. der fiir Schach programmierte Computer) haben der
,Informatik“ wichtige Impulse gegeben.

(b) Mathematische Modelle fiir Spiele: Ein weiteres Faktum fiir die Wech-
selbeziehungen zwischen Spiel und Mathematik ist die Tatsache, daf} eine
ganze Reihe von mathematischen Theorien in ihren Gebilden und Struktu-
ren den mathematischen Hintergrund, mathematische Modelle fiir Spiele,
Spielsituationen, Spielabldufe abgeben. Ohne Vollstandigkeit und Differen-
ziertheit anzustreben, kénnen wir u.a. folgende Disziplinen nennen: Mathe-
matische Logik, Mengenlehre, Boolesche Algebra, Zahlentheorie, Kombina-
torik, Wahrscheinlichkeitstheorie, Statistik, Kombinatorische Topologie,
Endliche Geometrie, metrische Geometrie, die Theorien verschiedenster
algebraischer Verkniipfungsgebilde, die Theorie der strategischen Spiele,
Lineares Optimieren ...
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Brechen wir hier unsere Sammlung von Indizien fiir eine Wechselbezie-
hung zwischen Mathematik und Spiel ab.

5. Wesensverwandtschaft als Strukturverwandtschaft von
Formen und Prozessen

5.1. In Abschnitt 4 haben wir andeutend die These, daff Mathematik und
Spiel’ wesensfremde Titigkeitsbereiche seien, widerlegt. Im folgenden wer-
den wir versuchen, die weitergehende These einer Wesensverwandtschaft
von Mathematik und Spiel eingehender zu begriinden. Hierzu reicht freilich
eine blofie Aufzidhlung von Fakten und Beobachtungen nicht aus.

Die Beziehungen von Mathematik und Spiel sind vielfiltig. Gewifl - und
dennoch: so leicht und einsichtig es ist, geistesgeschichtliche Indizien fiir
solche Beziehungen aufzuspiiren, so schwer ist doch bei ndherem Zusehen,
iiber bloff metaphorische Redeweisen hinauszukommen und die aufgefiihr-
ten Beziehungen zu prizisieren und zu charakterisieren.

Wenn wir im folgenden unsere Frage nach dem Verhiltnis von Mathematik
und Spiel mit der These von der Wesensverwandtschaft der beiden Titig-
keitsbereiche beantworten wollen, so miifite man zu deren Begriindung

1. das Wesen des Spiels genauer charakterisiert haben,

2. auch um das Wesen der Mathematik Detaillierteres wissen.

Man miifite weiter

3. einen vermittelnden Standpunkt besitzen, unter dem sowohl iiber Spiel
wie iiber Mathematik vergleichend gesprochen werden kann,

und man miifSte schiefilich

4. den Begriff der Wesensverwandtschaft niher umrissen haben.

Der Umfang eines Aufsatzes 1afit eine systematische und detaillierte Dis-
kussion dieser Forderungen und Aspekte nicht zu. Sie fiihrte uns in jedem
Falle sehr rasch in philosophische Tiefen. Bleiben wir also auch jetzt exem-
plarisch.

5.2. Reduzieren wir unsere Anspriiche an begriffliche Allgemeinheit und
philosophische Tiefe, so werden wir bemerken miissen, dafy schon die Wen-
dung ,Wesensverwandtschaft von Mathematik und Spiel“ zu allgemein
gehalten ist.
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Als ,wesensverwandt' lassen sich zunichst nur einzelne, spezielle Vor-
kommnisse aus der Mathematik und dem Bereich der Spiele erweisen,

i) einzelne Spiele mit einzelnen mathematischen Gebilden — oder/und

ii) gewisse Prozesse, die in Spielen ablaufen und zur Realisierung von
Gewinn- (oder Verlust-)Stellungen fithren, mit Prozessen, die in mathe-
matischen Theorien den Nachweis der Wahrheit (bzw. Falschheit) von
Aussagen (Figurenkonstruktionen) erbringen.

Wir unterscheiden damit zwischen der abstrakten Gestalt eines Spiels bzw.
der (mathematischen) Theorie eines mathematischen Gebildes und dem
konkreten Vollzug, der konkreten Ereignisfolge, dem Spielen eines Spiels
bzw. dem Betreiben von Mathematik; wir unterscheiden also zwischen sta-
tischer Form und dynamischem Handlungsgeschehen.

So haben wir etwa auf der einen Seite das Schach-Spiel und ein ihm in die-
ser oder jener Hinsicht entsprechendes mathematisches Gebilde — und auf
der anderen Seite das Handlungsgeschehen beim Spielen einer Partie
Schach bzw. die ihm entsprechenden geometrischen Bewegungen von Figu-
ren in einem abgegrenzten Feld der Ebene.

Unsere These von der Wesensverwandtschaft von Spiel und Mathematik
kann sich also beziehen

i) auf die Wesensverwandtschaft von (idealen) Formen,

ii) auf die Wesensverwandtschaft von Raum und Zeit sich ereignenden

(konkreten) Handlungsketten.

Wir reduzieren damit unsere Frage nach der Wesensverwandtschaft von
Spiel und Mathematik zunichst auf die Frage nach der Strukturverwandt-
schaft von i) Gebilden (Formen) und ii) von Prozessen.

Wenden wir uns zunichst dem Vergleich von abstrakter Spielgestalt und
mathematischen Gebilden zu. Fragen wir also zun4dchst WAS ist ein Spiel?
— WAS ist ein mathematisches Gebilde? — Ehe wir spiter fragen: WIE spie-
len wir? — WIE betreiben wir Mathematik? — und: WARUM spielen wir? —
WARUM betreiben wir Mathematik?

6. Zum Wesen des Spiels
Was also ist ein Spiel? — Was ist unseren Gesellschaftsspielen, was ist

Dame, Miihle, Schach und Schafkopf, was Roulette, Fufiball und Autoren-
nen, blinde Kuh, Theater und Musik, gemeinsam, dafl wir bei ihnen allen
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von ,,Spiel“ sprechen? Und warum nehmen wir das Spiel in gewisser Weise
ernst und sprechen hiufig verichtlich von der Spielerei?

Gesellschafts-, Gliicks- und Geschicklichkeitsspielen ist gemeinsam, daf} in
ihnen allen kurzzeitig eine kleine kiinstliche Welt in der Welt aufgerichtet
wird - ein kiinstlicher Ablauf von Geschehnissen, von uns geplant, in Gang
gesetzt und von uns in seiner Gesetzmifigkeit aus freien Stiicken aner-
kannt.

Auch Tiere spielen. Aber sie wissen nicht um die Mannigfaltigkeit und um
die Endlichkeit der Anzahl der Kombinationen - sie spielen — ohne Verlan-
gen nach Begrenzung und ohne den Willen zur Konsequenz, d.h. aber: sie
bediirfen nicht des Spiel-Feldes und nicht der Spiel-Regel.

Jedes Spiel ist erklart durch den Inbegriff seiner Regeln®. Sie miissen nicht
notwendig deterministisch sein!

Das reale Spielen eines Spiels — eine Partie, ein Satz — besteht aus Bewegun-
gen von Figuren in einem Raumgebiet und in der Zeit:

a) von materiellen Realititen im Realraum (von Menschen, Billen, Steinen,
Holzfiguren, Karten, ... auf Pldtzen, in Silen, auf Tischen, Brettern ...),

b) oder von ideellen Realititen im Idealraum (bei Spielen, in denen z.B.
Worte oder Zahlen zu erraten sind oder fiir den spiteren Verlauf im
Gedichtnis behalten werden miissen ...),

¢) oder von beiden zugleich (bei Lotto, Toto ...).

Zu Spiel-Feld und Spiel-Regel, zu Spiel-Figur und Figuren-Zug kommt noch
ein Fiinftes: Der Spiel-Plan, die Strategie. Sie freilich beziehen sich schon
auf das Spielen, gehéren zum Fragenkreis: WIE spielen wir ein Spiel?

7. Mathematische Gebilde

7.1. Fragen wir uns jetzt: WAS ist eine mathematische Theorie, WAS ein
mathematisches Gebilde?

Die Mathematik ist eine Wissenschaft, die in ihrem Wesen, ihren Methoden
und Ergebnissen dem Laien besondere Verstindnisschwierigkeiten aufgibt
und die ihm daher besonders ferne steht. Dementsprechend sind die Vor-
stellungen des Laien von der Mathematik entsprechend unzulinglich, meist
bestimmt von Vorurteilen, die durch die Erlebnisse im Mathematikunter-
richt gepragt wurden. Wie in der Kiirze eines Aufsatzes die vielfaltig mogli-
chen Vorurteile zurechtriicken? — Versuchen wir es immerhin, versuchen
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wir eine Ahnung von dem, was die Mathematik ist, wie sie sich heute selber
sieht, zu induzieren. Wie jede andere Wissenschaft, so haben auch die Dis-
ziplinen der Mathematik ihren jeweiligen Gegenstandsbereich, beziiglich
dessen sie sich um die Gewinnung wahrer Aussagen miihen.

7.2. Was aber sind die Gegenstinde der Mathematik? — Nun, z.B. Punkte,
Geraden, Kreise, Kurven, Ebenen, Flichen und Raumstiicke ..., natiirliche
Zahlen, ganze Zahlen, rationale und irrationale Zahlen, komplexe Zahlen,
und weiter Ordnungsverhiltnisse, ... (algebraische) Verkniipfungen, Umge-
bungsbeziehungen und Funktionen zwischen diesen begrifflichen Gegen-
stinden und vieles andere mehr. Lassen wir die philosophische Frage offen,
welche Seinsart den mathematischen Gegenstinden zukommt, diesen
Gegenstianden, die letztlich nicht vorzeigbar, sondern nur denkbar sind:
ob sie erst durch menschliches Denken in die Welt kommen, also ,.erfun-
den“ werden, wie es die Position des ,Konstruktivismus“ will, oder ob sie
unabhingig von denkenden Menschen in der Welt des Geistes anwesend,
und daher nur ,entdeckt“ werden miissen, wie es die ,Formalisten“ mei-
nen (Fischer 1988).

Es mag uns geniigen, wenn wir aus der Sicht der heutigen Mathematik
erklaren: Die eigentlichen Gegenstinde der Mathematik sind mathemati-
sche Gebilde und Strukturen (Fischer 1995). Mathematische Theorien sind
dementsprechend durch den Einsatz formallogischer Methoden und durch
die Angabe von Grundvoraussetzungen, von Grundbegriffen und Grundsit-
zen (Axiomen) systematisierte Mengen von Aussagen iiber mathematische
Gebilde und Strukturen.

7.3. Was ist nun ein mathematisches Gebilde, was eine mathematische
Struktur?

Ein solches ,,Gebilde“ (auch Relat oder konkrete Struktur genannt) besteht
aus einer Menge T von (mathematischen) Gegenstinden (Elementen), der
sog. , Trigermenge“, und aus einer Menge S von Eigenschaften, Beziehun-
gen, Operationen, die man fiir die Elemente der Trigermenge gerade in
Betracht zieht, dem ,,Strukturdatum®. Ein System der Form (T, ¢), beste-
hend aus der Trigermenge T und dem Strukturdatum ¢ konstituiert also
ein Gebilde. Gewisse 2-stellige Relationen zwischen den Elementen der
Trigermenge, nennt man ,Ordnungsrelationen® (z.B. ,2 ist kleiner als 3,
‘Punkt P liegt auf der Geraden g links von Punkt Q', ,Hans ist jiinger als
Karl). Gewisse 3-stellige Relationen nennen wir ,algebraische Operatio-
nen“ (,Verkniipfungen“) (z.B. 3 + 4 = 7, 3 x 4 = 12). Gewisse Beziehungen
zwischen den Elementen einer Tragermenge und Teilmengen dieser Menge
nennen wir ,topologisch“, namlich solche, die einem Element die benach-
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barten Elemente zuordnen, die seine Umgebung betreffen. Je nachdem nun
welche Relationen in einer Trigermenge obwalten, sprechen wir von ,,Ord-
nungsgebilden®, ,algebraischen Gebilden“, von ,topologischen Gebilden®
bzw. wenn wir von der speziellen Natur der Elemente absehen, von ,Ord-
nungsstrukturen®, ,algebraischen® oder ,topologischen Strukturen“. In
den einzelnen mathematischen Disziplinen schliefien sich im Strukturda-
tum i.a. mehrere solcher Relationen zusammen; sie erscheinen damit als
Schichtenaufbau aus den verschiedensten Gebilden bzw. Strukturen.

7.4. Beispiele:
7.4.1. Ein Beispiel fiir ein mathematisches Relat wire der Bereich der ele-
mentaren Arithmetik (N ; < ; + ; x ), d.h. die Menge der natiirlichen Zahlen
N = {1,2,3,4,...}, mit der Relation ,, < ,, : ,kleiner-grofier” (3 < 4 : |3 ist klei-
ner als 4°) und den Grundrechnungsarten der Addition ,,+“ und der Multi-
plikation ,x“.

7.4.2. Ein anderes Relat wire das einer einfachen Geometrie, nimlich der
yaffinen Ebene“: (P, G; I, Il). Als Trager haben wir jetzt eine Menge P von
,Punkten“ und eine Menge G von ,Geraden“. Das Strukturdatum enthalt
die beiden Relationen I und Il. I bezeichnet die ,Inzidenzrelation“ zwischen
Punkten und Geraden, die Relation der ,vereinigten Lage“ von Punkt und
Gerade: P I g heifit ,Punkt P liegt auf der Geraden g“, ,Die Gerade g geht
durch den Punkt P* oder kiirzer: ,,P und g inzidieren“.

X
P : d

Il bezeichnet die Relation der ,Parallelitit“ zwischen Geraden: g Il h heifit
»Gerade g ist parallel zur Geraden h“.

7.4.3. Will man Aussagen iiber ein solches Gebilde gewinnen, mufy man
Niheres iiber die Elemente der Trigermenge und die des Strukturdatums
wissen, mufl man ihre Bedeutung kennen. Diese Bedeutung legt man nun
nicht so fest, dafl man — etwa in unserem letzten Beispiel — explizit defi-
niert: ,Ein Punkt ist ...“, |Eine Gerade ist ...“ usw. Man legt den Sinn und
die Bedeutung der im Gebilde auftretenden Gegenstinde, Eigenschaften
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und Relationen vielmehr implizit fest, d.h. dadurch, dafi man angibt, WIE
die Gegenstiande vermittels ihrer Eigenschaften und Relationen im System
fungieren. Dazu gibt es im Bereich der Regelspiele eine enge Entsprechung
in der Festlegung der Bedeutung der Spielfiguren.

Das Vorgehen des Mathematikers bei der Konstitution eines mathemati-
schen Gebildes oder einer mathematischen Struktur gleicht darin ganz
demjenigen, der ein Spiel vorlegt und erldutert. Im Schachspiel ist es im
Grunde nicht wesentlich, wie z.B. die Figur eines Turmes ,aussieht”. Der
Turm wird dort nicht definiert dadurch, dafl man sagt: ,Die Figur des
,Turms* ist diejenige Spielfigur, die einem Festungsturm dhnelt"; man sagt
vielmehr: ,Jede Figur, die nur parallel zu den Kanten des Spielbretts ziehen
darf, ist ein Turm“. Geht uns ein Turm verloren, so kénnen wir ihn durch
irgendeinen anderen Gegenstand, z.B. einen Hosenknopf, ersetzen, und
dieser Gegenstand ,,ist“ ein Turm im Spiel, wenn und solange er der Regel
gehorcht, die fiir die Bewegung einer Turmfigur im Schachspiel festgesetzt
ist. Ganz so verfahren wir ja auch, wenn wir durch Umwandlung eines Bau-
ern eine ,zweite Dame“ gewinnen. Wir setzen irgendeinen Gegenstand, z.B.
einen schon geschlagenen Turm etwa auf dem Kopf stehend, ein und lassen
ihn nach den, einer Dame zugestandenen Zugmdoglichkeiten fungieren.

Im Spiel wie im mathematischen System werden also die Grundfiguren/
Grundbegriffe implizit definiert durch die Gesamtheit der Regeln/Axiome,
die den Umgang mit den Grundelementen festlegen.

7.4.4. Im Falle unserer affinen Geometrie (P, G; I, Il) lauten die Axiome
(Spielregeln):

(Al): Zu je zwei verschiedenen Punkten P und Q gibt es genau eine Gerade
g, auf der P und Q liegen.
M.a.W.: Zu P und Q gibt es genau eine Gerade gmit PI1gund QI g.

X5 X g

(A2): Parallelenaxiom: Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P, der nicht auf
¢ liegt, gibt es genau eine Gerade h, auf der P liegt und die mit g kei-
nen Punkt gemeinsam hat.

M.a.W.: Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P fiir den nicht gilt P I g,
gibt es genau eine Gerade h so, dafl P I h und es gibt keinen Punkt Q
mitQIlgund QIh.
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)

Jede solche Gerade h heifit ,Parallele zu g durch P, in Zeichen: h il g
und QI h.

(A3) : Zu jeder Geraden g gibt es (mindestens) einen Punkt P, der nicht auf
g liegt, d.h. fiir den nicht gilt: PI g .

xP

Jedes System von zwei Sorten von Dingen — genannt , Punkte“ und ,,Gera-
den“ -, das diesen Eigenschaften geniigt, nennen wir eine ,ebene affine
Geometrie® (Pickert 1958). Unter diesen Systemen gibt es auch solche, die
nicht die nach allen Seiten ausgedehnte Ebene mit ihren unendlich vielen
Punkten und Geraden benétigen, die vielmehr nur aus endlich vielen Punk-
ten und endlich vielen Geraden bestehen. Das einfachste solcher Systeme,
die einfachste endliche affine ebene Geometrie, die sog. ,affine Minimal-
ebene“ hat 4 Punkte und 6 Geraden und hat die Form:

P
83 84 82
Py
86
Py L2 Pe

Dabei besteht hier — entgegen den iiblichen Vorstellungen — eine Gerade
nur aus zwei (einander zugeordneten) Punkten und die durch die Punkte C
und D bestimmte Gerade h ist eine Parallele zu g, denn g und h haben kei-
nen Punkt gemeinsam. Man priift leicht nach, dafl die oben angegebenen
Axiome (A1) - (A3) sdmtlich in unserem Minimalmodell erfiillt sind.

Ausgehend von den Grundbegriffen und den Grundaussagen iiber die
Grundbegriffe werden mit Hilfe der 2-wertigen Aristotelischen Logik weite-
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re Begriffe und Sitze abgeleitet. Die mathematischen Theorien entwickeln
sich auf diese Weise von Satz zu Satz deduktiv zum Geriist der Theoreme.
Wir wollen die Situation der affinen Geometrie nicht weiter verfolgen und
versagen es uns, die im Anschluf} an die Axiome ableitbaren, und das heifit:
beweisbaren Lehrsitze vorzufiithren. Es geniigt uns, angedeutet zu haben,
wie schon von der Konstitution her mathematische Gebilde und Spiele in
ihrer Form strukturverwandt sind.

Diese Verwandtschaft wird noch deutlicher, wenn wir uns nun der Kal-
kiildarstellung mathematischer Gebilde zuwenden.

8. Mathematische Kalkiile und Spiele

8.1. Das Betreiben von Mathematik ist zunidchst nicht notwendig an die
Verwendung einer bestimmten Sprache gebunden. Mathematisches Denken
kann sich auch unter ausschlieflicher Verwendung der Umgangssprache
verwirklichen — viele Denksportaufgaben und deren Losung sind dafiir ein
beredtes Beispiel. Dennoch machen es die Eigenart und Komplexitit vieler
mathematischer Uberlegungen am Ende doch nétig, eine den Begriffen ein-
deutig zugeordnete und besonders iibersichtliche Sprachform zu suchen
und zu verwenden, in der zudem die verwendeten logischen Schlufiweisen
durchsichtig werden. Mathematische Gebilde und Strukturen werden
daher sprachlich meist in der Form von Kalkiilen dargestellt.

Was sind Kalkiile?

8.2. Kalkiile sind formalisierte Kunstsprachen, d.h. Sprachen, in denen der
Aufbau einer kiinstlichen Symbolik mit Formalismen zu einem sprachli-
chen System verbunden sind (Fischer 1988, 1995).

Von Kunstsprachen sprechen wir in diesem Zusammenhang deshalb, weil
die betreffenden Sprachen von den natiirlichen Umgangssprachen in Form
und Entwicklung erheblich abweichen. Sie sind ad hoc geschaffene, von
Regeln beherrschte Zeichensysteme.

Diese Sprachen sind formalisiert, weil in ihnen bestimmte Schemata den
genauen Umgang mit den Zeichen und Zeichenketten regeln. Sie machen
z.B. das Rechnen mgglich. Formalismen sind genauer gesagt Schemata, d.h.
Gesamtheiten von Konventionen (Regeln), die unzweideutig angeben, ,,Wie
man etwas machen muf}, wenn ...“, die also nicht festlegen ,,WAS“ man
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machen muf}, sondern ,,WIE“. Die besondere Natur der Objekte, auf die ein
solches Verfahren angewendet wird, ist bedeutungslos. Jeder Formalismus
beruht auf der Abtrennung des Zeichens bzw. seiner graphischen Struktur
von seiner Bedeutung - er ist ein Rechenskelett, das durch Anordnungs-,
Verkniipfungs- und Umformungsregeln fiir Zeichen gegeben ist.

Die Anwendung von Formalismen erleichtert das Denken ungemein, ja es
macht die meisten Uberlegungen erst moglich, die sich unter Bezugnahme
auf die Bedeutung der Zeichen unentwirrbar komplizierten. Man denke nur
an die Formalismen, die uns in den Regeln zum Multiplizieren und Dividie-
ren zweier Zahlen im Verein mit ihrer Darstellung im dezimalen Stellen-
wertsystem vorliegen. Wir verwenden sie, ohne iiber das Wesen der zu ver-
kniipfenden Zahlen nachzudenken, rein mechanisch. Und man denke
nochmals an unsere obigen Bemerkungen iiber das durch Spielregeln kana-
lisierte Umgehen mit Spielfiguren, etwa im Schachspiel. Auch dort kommt
es nicht auf die Bedeutung der Figur des , Turms“ an, sondern nur darauf,
WIE die Figur im Einklang mit den Regeln ziehen darf (vgl.7.4.3.).

8.3. Die Konstitution eines Kalkiils hebt an (I) mit der Angabe einer ,Zei-
chenmenge®, eines , Alphabets“. Aus den Elementen dieser Menge kann
man durch einfaches Aneinanderreihen ,Zeichenketten“ bilden. Wie in
den Umgangssprachen ist nun auch im Kalkiil nicht jede solche Zeichen-
kette sinnvoll, bedeutungsvoll, ,zulissig“. Mit einer Anzahl von ,Term-
Regeln“ sondern wir daher aus der Menge der Zeichenketten (II) die
,Menge der zulissigen Zeichenketten“ (Terme) aus. Entsprechend unseren
Erfahrungen mit den Umgangssprachen ist auch im Kalkiil nicht jede Folge
von Termen ein sinnvoller Satz. Eine Anzahl von ,,Satz-Bestimmungen® legt
fest, wann (III) eine Folge von Termen ein ,Satz* (,,Lehrsatz“) genannt wer-
den darf. In der heutigen Mathematik sind die Satzbestimmungen meist
durch Axiome, d.h. durch als wahr vorausgesetzte Grundsitze, gegeben.
Zusitzlich braucht man noch Ableitungs- und Umformungsregeln, um eine
Theorie zu erhalten, d.h. um aus den Axiomen die Menge aller (ableitba-
ren) Sitze gewinnen zu konnen. Der Nachweis der Giiltigkeit einer ,Satz*
(oder ,Lehrsatz“) genannten Aussage aus den Grundsitzen mit Hilfe der
(logischen) Regeln wird dabei ein ,Beweis“ (in der Geometrie oft: , Kon-
struktion®) genannt. Er besteht formal letztlich in einer Kette von (Zei-
chen-)Umformungen, die von einer Ausgangs-Zeichenkette zu einer End-
Zeichenkette fiithren.

8.4. Wir haben die Geduld des Lesers etwas strapazieren miissen. Immer-
hin kénnen wir jetzt die Strukturverwandtschaft der Formen von mathe-
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matischen Systemen und von Spielen auch in den folgenden Gegeniiber-
stellungen der Konstituenten von Kalkiilen und Spielen verdeutlichen. Es
entsprechen einander im einzelnen:

im Kalkiil im Spiel
Grundzeichen
Grundfiguren Spiel-Figuren
Grundbegriffe
Triagermenge Spiel-Feld

logische und sonstige Kalkiilregeln
Axiome (Grundsitze)
Deduktionsschritte

Abgeleitete Aussagen

Ziel:

Ausgezeichnete Aussagen:
Sitze

Bewertung:
wahr

falsch

Spielregeln
Ausgangsstellungen der Figuren
Ziige

Abgeleitete Figurenkomplexionen
(Stellungen)

Ziel:
Ausgezeichnete Figurenkomplexionen:
Endfiguren
Bewertung:
Gewinn

Verlust

9. Weitere Beispiele

9.1. Die Strukturverwandtschaft von Mathematik und Spiel, d.h. von
mathematischen Gebilden und Spielen, von mathematischen Prozessen
und Spielabldufen wird besonders deutlich, wenn wir uns konkreten Ein-
zelfillen von Spielen und mathematischen Gebilden zuwenden. Je nach-
dem, welchen Aspekt wir dabei besonders favorisieren, je nachdem werden
andere Strukturverwandtschaften offenbar werden.

So kann man Schach, Miihle, Dame, Go als geometrische Figurenbewegun-
gen in Koordinatensystemen interpretieren und diskutieren. Man kann
aber auch - wie wir das im folgenden andeuten werden — das Miihle-Spiel
als strukturverwandt mit einer endlichen Inzidenzgeometrie sehen.

matreier GESPRACHE . ... ... ... . . 99



Zahlenritsel, Mensch-Argere-Dich-Nicht, das Pferderennspiel und gewisse
Befehlsspiele lassen sich in gewissen ihrer Eigenschaften durch Gesetz-
mifigkeiten von algebraischen Systemen erkliren.

Gesetze der Topologie beherrschen das Kniipfen von Schniiren (wie auch
das Stricken und Hékeln) und das Entflechten von Drahtstiicken.

Das Superhirn 1463t sich aufkldren mit den Mitteln der Kombinatorik — und
Kombinatorik, Wahrscheinlichkeit und Statistik spielen bei allen Wiirfel-
spielen (also auch z.B. beim Mensch-irgere-dich-nicht und beim Pferde-
rennspiel), bei Kartenspielen, bei Spielautomaten eine zentrale Rolle.

Im folgenden werden wir noch spezieller werden. Wir werden zwei weitere
Beispielfille diskutieren, sie werden von der Miihlegeometrie handeln und
von den gliicklichen Zahlen. Die Miihlegeometrie liefert ein Beispiel fiir den
mathematischen Hintergrund von Spielen, die Siebmethoden eines fiir den
spielerischen Charakter im Umgang mit mathematischen Fragestellungen.

9.2. Die Geometrie der Miihlefiguren

In unserem ersten Beispiel beschiftigen wir uns mit dem bekannten Miih-
lespiel’ — nicht mit der Abfolge der zulissigen Ziige, auch nicht mit der
Frage nach den giinstigen Spielstrategien, sondern mit der Geometrie, der
aus Punkten und Geradenstiicken bestehenden Konfiguration seines Spiel-
feldes, der Miihlefigur.

Die besondere Gestalt der
Miihlefigur und die Spielregeln
unseres Spiels legen fest, wie
die mit Spielsteinen besetzba-
ren Stellen der Figur unterein-
ander in Beziehung stehen.

Sind 3 durch ein Geradenstiick
verbundene Stellen der Miihle-
figur mit Spielsteinen besetzt,
so sprechen wir bekanntlich
von einer ,Miihle“. Diese Spiel-
regel ergibt eine erste Grund-
tatsache zur Charakterisierung
der Miihlefigur:
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(M1): Jede Miihle besteht aus der Besetzung von genau 3 Stellen.
Betrachten wir die Miihlefigur weiter, so fillt auf, daf} jede Stelle genau zwei
Miihlen angehoéren kann, dafl die Besetzung jeder Stelle zu genau 2 Miihlen
gehort; also:

(M2): Jede Stelle gehort zu genau zwei Miihlen.

Der Sinn dieser Festsetzung besteht darin, daf} sie die prinzipielle Gleich-
wertigkeit aller Stellen beim Setzen sichert.

Und weiter stellen wir fest: Zwei verschiedene besetzbare Stellen gehoren
entweder zu genau einer Miihle oder zu verschiedenen Miihlen, d.h.:

(M3): Je 2 verschiedene Stellen gehoren hochstens zu einer Miihle.

Diese Festsetzung garantiert, dafl das Miihlespiel ein faires Spiel ist, dafy
auch der zweite Spieler eine echte Gewinnchance hat.

Die genannten drei Grundtatsachen kénnen wir als Grundgesetze der Geo-
metrie der Konfiguration der Miihlefigur ansehen. Nennen wir die mit Spiel-
steinen besetzbaren Stellen ,,Punkte”, nennen wir die moglichen Miihlen
»,Gerade”, so lauten die obigen Grundsitze:

(M1): Jede Gerade besitzt genau drei Punkte.

(M2): Jeder Punkt liegt auf genau zwei Geraden.

(M3): Zwei verschiedene Punkte gehéren hochstens einer (gemeinsa-
men) Geraden an.

Diese Grundsitze beschreiben (als Axiome betrachtet) eine Geometrie, die
von den uns vertrauten Verhiltnissen der ebenen Geometrie, wie wir sie
auf unserer Zeichenebene realisieren, in mancher Hinsicht abweicht. Sie
bestimmen aber nichtsdestoweniger eine Geometrie, d.h. ein System von
Aussagen iiber die Eigenschaften von zusammengehoérigen Punkten und
Geraden, niamlich die der uns wohl vertrauten Miihlefigur. Wir werden
diese Geometrie im folgenden ,Miihlegeometrie“ nennen, und entspre-
chend jede Figur, die den Grundsitzen (M1), (M2) und (M3) geniigt, eine
,Miihlefigur. Die ,Miihlegeometrie”, so kénnen wir damit auch sagen,
untersucht die Eigenschaften der (méglichen) Miihlefiguren.

Der fiir den Laien vielleicht gravierendste Unterschied der Miihlegeometrie
zur iiblichen (euklidischen) Geometrie der Zeichenebene ist der, daf3 unse-
re Geometrie nur aus endlich vielen Punkten und aus endlich vielen Gera-
den besteht: sie besitzt nur 24 Punkte und 16 Geraden. Dazu sind die Gera-
den nicht nach beiden Seiten ins Unendliche ausgedehnt — die Geraden
bestehen nach (M1) nur aus je 3 Punkten ( — die die Punkte verbindenden
»Striche” sollen ja nur andeuten, welche Punkte (Stellen) zu einer Geraden
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(einer moglichen Miihle) zusammengeschlossen sind und, was fiir das Spie-
len des Spiels bedeutsam ist, wie sich demzufolge die Spielsteine bewegen
diirfen). Die Situation der endlichen Geometrie ist uns freilich nicht ganz
fremd. Schon in 7.4.4. haben wir ein endliches Modell fiir die Geometrie
der affinen Ebene kennengelernt.

Nun kénnten wir schwerlich von (einer) Geometrie sprechen, wenn es mit
diesem Versuch einer Kennzeichnung der Miihlefigur sein Bewenden hiitte.
Von einer ,,Geometrie“ sprechen wir iiberlicherweise erst dann, wenn aus
(als wahr angenommenen) Grundsitzen (Axiomen) Folgerungen (,Lehr-
sitze") gezogen werden, d.h. wenn wir mit Hilfe der Logik aus den Axiomen
ein System von Aussagen ableiten konnen.

H. Schupp hat 1974 in einem \Mathematik-Lernprogramm‘ fiir Schiiler
einige einfache Eigenschaften der Miihlefiguren, der Miihlegeometrie,
behandelt.

Geben wir einige solcher Eigenschaften an: Zunichst konnen wir uns fra-
gen: Ist die bekannte Miihlefigur durch die angegebenen Grundsitze (M1),
(M2), (M3) eindeutig bestimmt — oder gibt es noch andere Figuren, die
gleichfalls den genannten Axiomen geniigen? M.a.W. Sind alle geometri-
schen Diagramme (Modelle) einer Miihlegeometrie im Prinzip vom selben
Typ? Oder gibt es verschiedene nicht-isomorphe Modelle fiir unsere Miihle-
geometrie?

Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir aus von der Betrachtung der iibli-
chen Miihlefigur. Wir stellen fest: Die Miihlefigur hat 24 = 3.8 Punkte und
16 = 2.8 Geraden — also: Die Anzahl der Punkte ist 1 1/2 mal so grof wie die
der Geraden — oder umgekehrt: Die Anzahl der Geraden der Miihlefigur ist
gleich 2/3 der Anzahl der Punkte.

Tats4chlich kann man aus den obigen Grundsitzen folgendes beweisen:
SATZ 1: Begeichnet p die Angahl der Punkte und g die Anzahl der Gera-
den irgendeiner Miihlefigur, so ergibt sich aus den Grundsdtzen
(M1) - (M3), daf3
p=32¢g,

d.h. die Angahl der Punkte ist stets 1 1/2 mal so grof3 wie die der
Geraden.
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Zahlenpaare p und g, die in dieser Weise aufeinander bezogen sind, gibt es
unendlich viele. Stellen wir einige dieser Zahlenpaare (p, ) in einer Tabelle
zusammen:

pl 36 9 12 15 18 21 24 30 33..

0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 20 22..

e |

Der Fall p = 0, g = 0 bedeutet die leere Flache, die Figur ohne Punkt und
ohne Gerade. Wir schliefien diesen Fall tunlichst aus, indem wir von vor-
neherein fordern:

(M4): Es gibt mindestens einen Punkt.

Ist uns nun in unserer Miihlegeometrie ein Punkt gegeben, so gehoren zu
ihm nach dem Grundsatz (M2) auch 2 Geraden und nach Grundsatz (M1)
hat jede dieser Geraden 3 Punkte. Aus der Vorgabe eines Punktes folgt also
bei Beachtung von (M2) und (M1), daf} unsere Figur (Geometrie) minde-
stens 5 Punkte und 2 Geraden haben muf}. Ein entsprechendes geometri-
sches Diagramm hat dann etwa die Gestalt

?

oder

Noch haben wir damit keine Miihlefigur im Sinne der Grundsitze unserer
Miihlegeometrie konstruiert. Keiner der beiden Figurentypen erfiillt (M2)
fiir alle Punkte. Nur unser vorgegebener Punkt gehort in ihnen 2 Geraden
an. Wir miissen also unsere Figuren unter Beachtung von (M1), (M2) und
(M3) so erginzen, dafy jeder Punkt zu genau 2 Geraden gehort. Auf diese
Weise erhalten wir aus beiden Figurentypen z.B. die Gestalt

Damit haben wir die einfachste Miihlefigur gewonnen,
das Minimalmodell unserer Miihlegeometrie. Die Figur
hat p = 6 Punkte und g = 4 Geraden. Aus den Grundsit-
zen (Axiomen) unserer Miihlegeometrie haben wir also
m.a.W. einen weiteren Satz gefolgert, nidmlich:

SATZ 2: Eine Miihlefigur hat mindestens 6 Punkte und 4 Geraden.
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Kehren wir zu unserer Tabelle fiir die in einer Miihlefigur moglichen Zah-
lenpaare (p, g) der Anzahl der Punkte und der der Geraden zuriick, so stel-
len wir nunmehr fest: Neben p = 0, g = 0 ist auch das Paarp = 3, g = 2 aus-
zuschlieflen. Miihlefiguren gibt es erst fiir p = 6, ¢ = 4. Fiir alle grofleren
Werte unserer Tabelle kann man dann aber auch tatsdchlich jeweils eine
Konfiguration angeben, die eine Miihlefigur ist. Die (9,6)-Miihlefigur hat
z.B. die Gestalt:

N—

Die (15,10)-Miihlefigur und die (18,12)-Miihlefigur haben z.B. die Formen:

SATZ 3: Zu jedem Zahlenpaar (p, g) mit p 2 6 und p = 3/2 g gibt es eine
Miihlefigur.

Auf allen diesen Figuren und auch auf jenen, die mehr Punkte als die iibli-
che Miihlefigur besitzen, kann man Miihle spielen. Man hat sich nur zu
iiberlegen, wieviele Spielsteine man den Spielern giinstigerweise zu Anfang
zubilligt. Diese Frage soll uns hier nicht weiter beschiftigen, sie kann dem
Leser Anreiz sein, zum Uberlegen, zum Gedankenspiel mit der Struktur des
Miihlespiels.

Wir wollen vielmehr unsere Betrachtungen zum Thema der Geometrie des
Miihlespiels mit zwei Bemerkungen abrunden, die dem Leser einen Aus-
blick auf grofiere und weitere Zusammenhinge im Bereich der Geometrie
andeuten sollen.
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Da beobachten wir zuerst, dafy unsere minimale Miihlefigur mit 6 Punkten
und 4 Geraden im Minimalmodell der affinen Geometrie ein duales Analo-
gon hat.

Was heifit das? — Aus 7.4.4. wissen wir, dafy die einfachste Struktur einer
ebenen affinen Geometrie aus 4 Punkten und aus 6 Geraden besteht und
wie eine entsprechende Figur gestaltet ist.

Nun kann man Strukturen in endlichen Geometrien — das gilt fiir die
genannte affine Geometrie ebenso wie fiir unsere Miihlegeometrie — nicht
nur darstellen durch geometrische Diagramme in der Zeichenebene, man
kann sie auch beschreiben durch Tabellen (Inzidenzmatrizen), in denen
die vereinigte Lage (Inzidenz I) von Punkten und Geraden (etwa durch ein
»+) markiert ist. Die eine Figur, ,duale Figur, erhalten wir nun dadurch,
dafy wir im Diagramm bzw. in der Tabelle die Rolle von ,Punkt® und ,Gera-
de“ vertauschen: den ,Punkten® bzw. ,,Geraden® der einen Geometrie ent-
sprechen ,Geraden“ bzw. ,Punkte“ der anderen Geometrie. So entspre-
chen z.B. in unserem Beispielfall 3 drei Geraden in der affinen Figur, die in
einem Punkt zusammenstofien, in der Miihlefigur 3 Punkte, die auf einer
Geraden liegen. Dabei mufy man allerdings die dem Punkt P4 der affinen
Figur entsprechende Strecke g4 in der Miihlefigur zu einem Kreis kriim-
men, um sie in der dualen (Miihle-)Figur unterzubringen.

Minimalmodell
Affine Ebene Miihlegeometrie
Py
g} sl
9
T ) LA
I gl g2 g3 g4 g5 g6 I p6
pl + . + . + . g1+ . + . + .
P2 o+ o+ . . ) + g2 + + . . . +
p3 . + o+ o+ . . 83 . + o+ o+ . .
p4 . . . + + + g4 . . . + + +
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Wir haben damit eine weitere Darstellungsform fiir die minimale Miihlefi-
gur gewonnen. Die Kreislinie stort dabei nur insoferne, als in unseren
Grundsitzen der Miihlegeometrie nur von Geraden die Rede war. Eine
Besinnung auf den Ablauf des Miihlespiels lehrt freilich unmittelbar, daf§
die Gestalt der die Punkte (Stellen) verbindenden Linienstiicke (Miihlen)
fiir das Spiel selbst ohne Belang ist. Diese Linien kénnen durchaus - wie in
unseren Beispielen fiir die (9,6) — und die (15,10)-Figuren — als krummlini-
ge Verbindungen der je 3 einander zugeordneten Miihlepunkte ausgebildet
sein, so daf} unsere verschiedenen Formen fiir die minimale Miihlefigur im
wesentlichen nicht unterschieden sind.

Mit den letzten Beobachtungen kommen
wir zu unserer zweiten Bemerkung: in der
iiblichen (affinen oder euklidischen) Geo-
metrie ist stets durch zwei verschiedene
Punkte eindeutig eine Gerade bestimmt.
Drei verschiedene Punkte bestimmen dort
im all¢emeinen nicht eine Gerade, sondern
eindeutig einen Kreis.

Eigentlich, so sehen wir jetzt, verweist der Grundsatz (M1) unserer Miihle-
geometrie auf eine Art von Kreisgeometrie, d.h. nicht auf eine Geometrie
mit ,,Punkten” und ,,Geraden” als Grundelementen, sondern auf eine Geo-
metrie mit ,,Punkten” und ,Kreisen“. Der Miihle entspricht also nicht not-
wendig eine Gerade, sondern allgemeiner ein Kreis und dementsprechend
erhielte unsere minimale Miihlefigur jetzt die Gestalt:
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Die (9,6)-Miihlefigur liefle sich als Kreisfigur giinstig auf der Oberfliche
eines Torus (einer Ringfliche) unterbringen:

Mit dieser Interpretation unserer Miihlefiguren sind wir unversehens in
einem aktuellen Forschungsbereich der Theorie der endlichen Geometrien
gelandet, dem der sog. ,taktischen Konfigurationen“. Als Grundelemente
fungieren in ihnen ,Punkte” und ,Blécke”. Axiomatisch ist jeder Block
durch k Punkte bestimmt und jeder Punkt liegt voraussetzungsgemaifd auf r
Blocken. Die Miihlefiguren sind Beispiele fiir solche taktische Konfiguratio-
nen. Auch sie bestehen aus ,Punkten“ und ,Blécken® (,Miihlen“). Jeder
Block ist nach (M1) durch k = 3 Punkte bestimmt und jeder Punkt liegt
nach (M2) auf r = 2 Blécken.

9.3. Das ,,Sieb des Eratosthenes“ — Primzahlen und gliickliche Zahlen

In unserem zweiten Beispiel wollen wir das spielerische Element beim
Betreiben von Mathematik verdeutlichen. Unsere Fragestellungen entstam-
men jetzt dem Bereich der Zahlentheorie.

Die Primzahlen eines fest vorgegebenen Zahlenbereichs — z.B. im Bereich
von 1 bis 100 - kann man nach dem folgenden Verfahren bestimmen, das
von Eratosthenes von Kyrene (276 ? — 194 ? v. Chr.) stammt.

Man beginnt mit der ersten Primzahl: 2, lafit diese stehen und streicht alle
ihre Vielfachen. Die (nach 2) nichste nicht gestrichene Zahl ist 3, sie bleibt
stehen, sie ist die nichste Primzahl. Nunmehr streicht man im 2. Schritt
alle (noch nicht gestrichenen) Vielfachen von 3. Das nichste nicht getilgte
Element ist die S. 5 bleibt stehen. Im 3. Schritt werden alle (noch vorhan-
denen) Vielfachen von 5 gestrichen — usf. Jeder Primzahl kleiner oder
gleich 10 = V100 entspricht also ein Streichvorgang. Diese Streichvorginge
reichen aber auch, um alle Primzahlen im genannten Bereich zu erhalten.

Die Primzahlen im Zahlbereich von 1 — 100 sind:
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
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Das ,,Siebverfahren“ 14fit sich iibersichtlicher darstellen, und zwar in Form
eines organisierten Schemas von Vorgaben und Handlungsanweisungen.

Aufgabe: Bestimme die Primzahlen mit dem ,,Sieb des Eratosthenes“ im fol-
genden Bereich.

0  Angabe: BEREICH: 1 - 100
1. BEGINN: Beginne das folgende Verfahren mit einem 1. Element
2. Angabe: ERSTES ELEMENT: 2

3. VERFAHREN: Wende das folgende Verfahren an:

(a) Lasse das ausgewihlte Element stehen!
(b) Streiche alle (noch nicht gestrichenen) Vielfachen des ausgewihl-
ten Elements!

4. (a) Wihle zum Fortgang des Verfahrens das nichstgrofiere unter den
nicht getilgten Elementen!
(b) Verfahre wie unter Anweisung 3!

Diese Art der Darstellung des Verfahrens von Eratosthenes erinnert stark
an die Form, in der man das Verfahren als Programm einem Computer vor-
setzen konnte.

Bei nidherem Zusehen zeigt sich freilich, dafl unsere Verfahrensregeln 0 bis
4 (b) weder den Computer, noch den Mathematiker, noch auch den Spieler
voll befriedigen werden. Die Sequenz ist noch nicht vollstindig: man hat in
jedem Falle noch anzugeben, wann das Verfahre ,abbrechen” soll (fiir den
Computer), wann die gestellte Aufgabe als ,gelost” zu betrachten ist (fiir
den Spieler); es fehlt m.a.W. ein Kriterium fiir den Abschlufy der Hand-
lungsfolge. Man kann das Verfahren z.B. stoppen, wenn man auf ein Ele-
ment stofit, dessen Vielfache bereits alle getilgt sind. Man iiberlegt sich
ndmlich leicht, daf in einem solchen Falle auch fiir jedes grofiere Element
im angegebenen Bereich alle Vielfache schon gestrichen sind. Man kénnte
also unser ,Programm* fiir das ,Sieb des Eratosthenes“ so erweitern, dafy
man unter Programm-Punkt 3 eine ,logische Entscheidung® einfiihrt:

3.(c) Istin (b) kein Element mehr gestrichen worden, so sind alle Prim-
zahlen des vorgegebenen Bereichs gefunden. Verfahren : STOP !
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(d) Ist in (b) mindestens ein Element gestrichen worden, so fahre fort
mit Anweisung 4!

Jetzt wird ein Computer mit einem Programm, das im Prinzip nach den-
genannten Schritten verfihrt, die Primzahlen im Bereich von 1 bis 10 000
in Sekundenschnelle bestimmen und ausdrucken.

Typisch fiir den Arbeitsstil des Mathematikers und die mathematische
Denkweise ist es nun, daff mit der Lésung der Aufgabe, die ,Sache nicht
erledigt ist“. Der Mathematiker setzt im Gegensatz zum Computer sein
Gedankenspiel fort und fragt etwa weiter: Wie weit mufy man in der Zahlen-
reihe gehen, bis der Fall eintritt, daf} bereits alle Vielfache der betreffenden
Zahl getilgt sind? — Oder — was in anderen Worten das gleiche ist: Wieviele
Tilgungsschritte mufl man mindestens ausfiihren, wieviele Schritte genii-
gen, um im vorgegebenen Bereich alle Primzahlen zu erhalten? — Und er
wiirde die Frage selbstverstiandlich erweitern zur Frage: Gibt es ein allge-
meines Gesetz zur Beantwortung dieser Frage — ein allgemeines Gesetz und
d.h. eine Regel, die die Schrittzahl in Abhingigkeit von der grofiten Zahl
des Bereiches liefert ?

Die Antwort lautet in unserem Sonderfall des Zahlenbereichs von 1 bis 100:
Es geniigt bis zur Zahl 7 voranzuschreiten — oder m.a.W.: Nach 4 Schritten
(nach Tilgung der Vielfachen von 2, von 3, von S und von 7) kann das Ver-
fahren abgebrochen werden. Beweis: 7 x 7 = 49, also kleiner als 100, aber
fiir die n4chste Primzahl 11 haben wir bereits: 11 x 11 = 121, also grofier
als 100. M.a.W. geniigt es, die Vielfachen der groften in 10 = V100 enthalte-
nen Primzahl, nidmlich die Vielfachen von 7, auszusieben.

Typisch auch fiir die Mathematik und die Mathematiker ist, dafl das Verfah-
ren (in der sog. ,,Zahlentheorie“) nicht nur iiber die Jahrtausende hinweg
seine Giiltigkeit behilt, sondern mit einem Male wieder aufgegriffen, verall-
gemeinert bzw. in Abinderung angewendet wird. So hat in unseren Tagen
(1960) eine Gruppe amerikanischer Wissenschaftler unter Leitung des
bekannten Mathematikers S. Ulam mit einer Variante der Siebmethode
eine neue Art von Zahlen gefunden, denen man den Namen ,gliickliche
Zahlen“ gab. Die amerikanischen Mathematiker beginnen mit der Zahl 1,
lassen diese stehen und streichen dann alle geraden Zahlen, d.h. mit der 1
beginnend jede 2. Zahl; 3 bleibt stehen. Nunmehr streichen sie jede 3. Zahl
unter den verbliebenen Zahlen. Die nichste nicht getilgte Zahl ist 7; diese
bleibt im nichsten Schritt stehen und wiederum mit 1 beginnend wird jede
7. Zahl gestrichen usw.
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Im Zahlenbereich von 1 bis 100 erhalten wir schlieBlich nach 7 Schritten:

1 3 7 9 13 15 21 25 31 33 37 43
49 51 63 67 69 73 75 79 87 93 99

Es ist bemerkenswert, daf} sich viele Eigenschaften der Primzahlen bei den
gliicklichen Zahlen wieder finden. So gibt es ein Analogon zu der bis heute
unbewiesenen Vermutung von Goldbach: ,Jede gerade Zahl n, die grofler
als 4 ist, 14fit sich als Summe zweier ungerader Primzahlen darstellen®,
ndmlich: ,Jede gerade Zahl 14fit sich als Summe zweier gliicklicher Zahlen
darstellen®.

Andere Analogien zu den Primzah-
73,74 75,76 77 78 79,80 81 82 .

len ergeben sich, wenn man, was
72]43,44 45 46 47 48 49.50|183 | G [Jlgm 1963 im spielerischen Um-
71|42|21, 22 23 24 25, 26|51|84 | gang mit den gliicklichen Zahlen
70la1]|20[ 7. 8 9. 10]27|52|85| ~zufdllig® entdeckte, die natiirli-
chen Zahlen 1,2,3,4,5... ausgehend
von der 1 spiralig notiert.

69/40119| 6 | 1, 2]11|28| 53| 86

68139(18| 5 4 3.]12]|29]|54|87

67] 38|17 16 15, 14 13 30| 55| 88 Auf der einen Diagonalen des Zah-
66|37, 36 35 34 33,32 31]56/89 };enlquadratesl fi‘;{‘lier}ll Wirzdfl‘lnn eijne
olge von gliicklichen Zahlen, die
65 64 63.62 61 60 59 58 57|90 sich als Werte des Ausdrucks
100 99. 98 97 96 95 94 93,92 91 x> + X + 1 bei Einsetzung von
x =0,1,2,3,4,5,6,8 ergeben. Auf der
anderen Diagonalen liegen Quadratzahlen; von ihnen sind 1° = 1, 32 = 9,
5?=25 und 7° = 49 gliickliche Zahlen.

Brechen wir hier ab — wir haben versucht, an einem weiteren Beispiel einen
Einblick in die Arbeits- und Denkweise des Mathematikers zu geben und
haben dabei zugleich den spielerischen Umgang mit den mathematischen
Gegenstdnden zeigen wollen. Dabei fiel es dem Autor an eben dieser Stelle
des Manuskripts auf, dafl mit den letztgenannten Einsichten von Ulam
mathematische Beziehungen aufgedeckt sind, die bei der spiraligen Anord-
nung der Zahlen im ,Fiinfzehner-Spiel“ auftreten. Von der Frage nach den
Beziehungen der Zahlen in anderen Anordnungen im ,Fiinfzehner-Spiel“
ist es nur ein kleiner Schritt zu den mathematischen und spielerischen
Moglichkeiten z.B. der ,magischen Zahlenquadrate®, in denen alle Zeilen,
alle Spalten, alle Diagonalen jeweils den gleichen Summenwert ihrer Glie-
der haben.
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10. Wesensverwandtschaft als Strukturverwandtschaft, als
Verwandtschaft auch der Handlungsfelder

10.1. Ausgehend von den Fragen: WAS ist ein Spiel ? — WAS ist ein mathe-
matisches Gebilde? — haben wir bislang die Wesensverwandtschaft von
Spiel und Mathematik reduziert auf die Strukturverwandtschaft von For-
men und Prozessen in Spielen und in mathematischen Systemen.

Diese Strukturverwandtschaft 1463t sich in der Sprache der Methodologie
der heutigen Mathematik beschreiben als Homomorphie bzw. [somorphie
der betreffenden Relate, d.h. als die Moglichkeit einer relationentreuen
Zuordnung der Gebilde. Den Elementen, ihren Eigenschaften und Bezie-
hungen auf der einen Seite sind Elemente, ihre Eigenschaften und Bezie-
hungen auf der anderen Seite so zuordenbar, dafl entsprechende Elemente
auch entsprechende Eigenschaften besitzen, dafy zwischen entsprechenden
Elementen entsprechende Beziehungen obwalten®.

10.2. Mit dem Nachweis einer Strukturverwandtschaft ist die Wesensver-
wandtschaft zweier Gebilde oder Geschehensbereiche freilich nur zu
einem Teil erfafit. Wesensverwandtschaft betrifft Ahnlichkeiten bzw. Ent-
sprechungen in mehr als nur der formalen Seite des Aufbaus und in den
Wechselbeziehungen der Aufbauteile. Wesensverwandtschaft betrifft Ent-
sprechungen in nicht nur aufzeigbaren, sondern auch in erlebbaren sinn-
und wertbezogenen Gestaltqualititen, nicht nur in immanenter syntakti-
scher Strukturiertheit, sondern auch in der Ladung mit Bedeutungen, im
Bezug der Gebilde auf das Leben derer, die sie ,erfinden” und mit ihrem
Handeln ,,ins Werk setzen“ und ,;ins Leben rufen®.

So gibt es zwischen Spiel und Mathematik, zwischen konkreten Spielen
und mathematischen Gebilden neben Entsprechungen in der Form und in
den immanenten Prozessen Entsprechungen auch in den Handlungsfeldern
und ihrem menschlichen Kontext, im Gesamt des Handlungsgeschehens, in
den Titigkeitsbereichen, in denen Mathematik bzw. Spiele verwirklicht
werden: in der Realisierungsart von Spielen und mathematischen Syste-
men, im menschlichen Verhalten beim Umgang mit Spielfiguren und
mathematischen Gegenstidnden, in der menschlichen Haltung zu und bei
Spiel und Mathematik, den Gestimmtheiten, in den Hintergriinden und
Anldssen, in den Zwecken und Zielen der betreffenden Aktivititen. Man-
ches ist von dem in unseren bisherigen Betrachtungen schon angeklungen.
Suchen wir also — ohne Vollstindigkeit in der Aufzdhlung und ohne den
Versuch erschopfender Erorterung anzustreben — nach weiteren Entspre-
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chungen zwischen Spiel und Mathematik, wobei wir den Fragenkreis: WAS
ist Spiel bzw. Mathematik? — verschrinken mit den Fragen ,,WIE spielen
wir? — WIE verwirklichen wir die mathematischen Gehalte?“

11. Spiel und Mathematik eine kiinstliche Welt

11.1. Das Spiel ist hdufig ein verkleinertes Abbild einer Lebenssituation,
ein Modell fiir Umweltsituationen - in jedem Falle eine kleine kiinstliche
Welt in der Welt, ein kiinstlicher Ablauf von Geschehnissen, von uns aus
freien Stiicken geplant, in Gang gesetzt und in seiner von uns eingesetzten
Gesetzmifigkeit anerkannt.

Damit ist das Spiel iiberschaubarer als das Leben: iiberschaubar durch die
Beschrinkung der Spielwelt und ihrer Abldufe auf den Rahmen eines Spiel-
feldes — eines Feldes von der Grofie eines Tisches, eines Fufiballplatzes, auf
den Rundkurs eines Motocrosses — iiberschaubar auch durch die Beschrin-
kung auf wenige Regeln oder Schemata, die die kiinstliche Welt als Meta-
gesetze neben den Naturgesetzen beherrschen, iiberschaubar durch
Anfangsstellung und Endstellung, durch die Freiheit in der Wahl von
Anfang und Ende.

Und dennoch und andererseits sind Spiele ebenso uniiberschaubar wie das
Leben: uniiberschaubar durch die kombinatorische Vielfalt der Komplexio-
nen, die Vielzahl der méglichen Figurenstellungen, die Vielzahl der mogli-
chen Verhaltensalternativen, uniiberschaubar in vielen Spielen durch das
zulédssige Dazwischentreten des Zufalls - in der anfinglichen Verteilung des
Blattes, die moglichen Ausginge von Wiirfelwiirfen — uniiberschaubar auch
dadurch, daf} uns hiufig die vollkommene Information iiber die Spielsitua-
tion versagt ist, weil verdeckte Ziige uns den Einblick wehren, weil uns —
wie beim Kartenspiel und beim Flottenmanéver des ,Schiffversenkens® —
schon die Anfangsstellung nicht bekannt ist, uniiberschaubar auch, weil
wir allzu oft die Gedanken, und d.h. die Absichten des Gegenspielers nicht
erschliefien noch erraten kénnen, weil er uns bluffen, bewufit in die Irre
fithren kann (Fischer 1992).

11.2. In alledem sind mathematische Systeme den Spielen sehr verwandt.
Die Geistesgeschichte der Mathematik kennt viele Beispiele, die zeigen,
daf} und wie mathematische Begriffs- und Theorienbildungen h4ufig durch
die Mathematisierung und d.h. durch die mathematische Modellierung von
auflermathematischen Situationen angeregt wurden, angeregt durch Pro-
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blemstellungen, die dem Menschen im Gegeniiber mit der Naturwirklich-
keit, der Welt der menschlichen Gesellschaft, der Wirtschaft, der Technik...
erwuchsen. In jedem Falle aber sind auch mathematische Systeme kiinst-
liche Gebilde, dargestellt in ,kiinstlichen Prazisionssprachen (Kalkiilen —
vgl. 8.2. und 8.3.), von uns aus freien Stiicken als Systeme konzipiert, auf
die Losung von Problemen angesetzt und in ihrer von uns eingesetzten
Gesetzmifigkeit anerkannt.

Auch mathematische Systeme sind iiberschaubarer als das Leben: iiber-
schaubar durch die Festlegung eines Grundbereichs (Trigermenge), durch
die Beschrinkung der moglichen Bewertungen der Variablen auf die Ele-
mente dieses Grundbereichs, durch die Festlegung der Pradikate ihres
Strukturdatums, die Festlegung der Grundbegriffe und die Beschrinkung
auf eine bestimmte Anzahl von Grundaussagen (Axiomen), von Grundre-
geln, durch die Auszeichnung von Anfangs- und Randbedingungen.

Andererseits ist auch das mathematische System ebenso uniiberschaubar
wie das Leben: uniiberschaubar in der sukzessiven Entfaltung des Gebiu-
des der Theorie, in den Inhalten und in der Abfolge der Aussagen, uniiber-
schaubar im vorhinein und iiberraschend fiir den Forscher hiufig die
Ergebnisse, die Hindernisse auch, die sich der Losung einer Frage entge-
genstellen, uniiberschaubar die sich anbahnenden Vermutungen, die Quer-
verbindungen zu anderen mathematischen Theorienbildungen oder zu
auflermathematischen Anwendungsbereichen. Uniiberschaubar ist also
hiufig die Vielfalt der méglichen Ergebnisse, die Komplexitit der mathema-
tischen Situationen.

12. Spiel und Mathematik reduzierbar auf die Manipulati-
on von Zeichen

12.1. Im Spiel wie im mathematischen System wird nach dem Selbstver-
stindnis vieler Spieler und vieler Mathematiker der Naturwirklichkeit eine
ideale Welt entgegengestellt bzw. eine ideale Welt iiber die materiale Natur-
wirklichkeit gesetzt. Es ist hier nicht unsere Aufgabe, diese Meinung einge-
hend zu erértern. Ohne philosophischen Tiefgang ist die Frage nach der
besonderen Seinsweise von Spielen und mathematischen Systemen ohne-
hin nicht fafibar, lassen sich auch die menschlichen Haltungen und weltan-
schaulichen Vor-Urteile, die der genannten Meinung zugrundeliegen, nicht
herauskristallisieren. Die Ansicht von der Idealitat von Spiel und Mathema-
tik wird schon nahegelegt durch Erfahrungen, wie z.B. der, dafl man in vie-
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len Fillen zum Spiclen cines Spicles des konkreten Spielbretts und der
konkreten Figuren entraten kann; man beniitzt sie vornehmlich als
Gedichtnisstiitze, bedarf ihrer nur zur bequemeren Ubersicht tiber die
Situation. Schach kann man auch ,im Kopf spiclen”, ,blind“, gleichzeitig
auf mehreren Brettern gegen verschiedene Partner, ohne vom Wesen des
Spieles irgendetwas einzubiifien. - Und man betreibt Mathematik sehr hiu-
fig ohne Bezug zu konkreten Situationen unserer Aufienwelt, kann man
z.B. geometrische Konstruktionen ohne Verwendung von Zirkel und Lineal,
von Bleistift und Papicr blof im Innenraum unseres Kopfes, auf dem Bild-
schirm unserer Vorstellungswelt vollfthren’. Mchr noch: Die Gegenstands-
welt der Mathematik sind bestimmte Formen (abstrakter) Begriffe. Sic las-
sen sich letztlich nur denken®,

12.2. Das Spiclen von Spielen wie das Betreiben von Mathematik litfit sich
damit letztlich reduzieren auf die Manipulation von Formen, von bedeu-
tungsgeladenen Formen, laft sich reduzieren auf die Manipulation von Zei-
chen - am Ende von Denkzeichen in unserem Kopf. Mit dieser Bemerkung
tangieren wir zugleich die Frage nach einem vermittelnden semiotischen
Standpunkt, von dem aus Spiel und Mathematik vergleichbar sind. Auch
seine Diskussion ist freilich nur philosophisch auszuloten.

13. Weitere Ubereinstimmungen

13.1: Manche Ubereinstimmung, manch Yerwandten Zug zwischen Spiel
und Mathematik gilte es noch aufzuzeigen.

Fragen wir danach, WIE wir Spiele, WIE wir Mathematik verwirklichen,
WIE wir spielen, WIE wir Mathematik betreiben, so fillt auf, daf uns in bei-
den Fillen ,Aufgaben gestellt” sind, die es ,zu losen” gilt. Im Spiel wie in
der Mathematik kommt damit zu Spielfeld bzw. Trigermenge, zu den
Grundfiguren bzw. Grundbegriffen, den Regeln und den Axiomen noch ein
weiteres Element hinzu: Das Lésen einer Aufgabe bedeutet im Spiel wie in
der Mathematik das Entdecken und Durchlaufen von bestimmten Hand-
lungsketten von einem Anfang bis zu einem ganz bestimmten Ende: bis zur
Sicherung des Gewinns oder der Versicherungen einer Wahrheit in der
~Probe*. Indseiden Fillen sind wir zugleich getrieben, einen Zustand seeli-
scher Unrast, der Ungeduld, der Spannung in uns abzubauen und in Befrie-
digung und Freude aufzulésen®.

Die Absicht, unsere (cine) Aufgabe ,zu lésen®, zwingt uns in jedem Falle zu
Konsequenzen, in unserer Vorgehensweise dazu, konsequent zu handeln,




stellt uns vor Entscheidungen, zwingt uns, bei jedem Zuge cine bestimmte
Figurenbewegung (einen bestimmten Deduktionsschritt) unter einer Viel-
zahl maglicher Alternativen auszuwithlen, zwingt uns dazu, nicht willkir-
lich vorzugehen, sondern uns cinen ,Losungs-Plan* zurcchtzulegen. Das
Problem, den besten Spicl-Plan, die beste Strategic zu finden, ist das Pro-
blem des Spicls schlechthin - und cs ist letzten Endes auch das Problem
des schipferischen Mathematikers im Ringen um neue Erkenntnis, wie des
Schitlers im Bemtthen um das Ergebnis ciner Ubungs- und Pritfungsaufga-
be. Rationales Verhalten ist uns im Spiel und bei der Gewinnung cines
mathematischen Satzes aufgegeben, Spiclwitz und begriffliche Phantasie
werden uns hilfreich sein.

13.2. Verwandt sind die Kriterien zur Auswahl der Regeln bei der Konstitu-
tion cines Spiels, zur Auswahl der Axiome bei der Konstitution einer
mathematischen Theorie. Frei sind wir auch hier nur in gewissen Grenzen.
Eingeschritnkt wird unsere Wahl durch die Forderungen, dah die Spiel-
Regeln wie die Axiome einander in ihren Folgen nicht widersprechen diir-
fen (Widerspruchsfretheit). Die Wahl soll iiberdies so getroffen werden, dafl
wir nicht mehr als nétig fordern, dad Regeln und Axiome zu streichen sind,
deren Forderungen und deren Folgen sich aus anderen Regeln und Axio-
men schon ergeben (Unabhingigkeit). Und am Ende legen wir noch Wert
darauf, dag sich alle Ziige bzw. Folgerungen gewinnen lassen, die wir gerne
verwirklicht sihen (Vollstindigkeit).

14. Grenzen und Unterschiede der Vergleichbarkeit

14.1. Halten wir inne - zu sehr droht sich unser Thema auszuweiten, forder-
te jeder der angefiihrten Aspekte eingehende Dissoziation und Diskussion.

Immerhin scheint es angezeigt, ein weiteres Mal hervorzuheben, dafl wir
bei alledem nicht von Ubereinstimmungen im Wesen, von Wesensidentitit
gesprochen haben, dal wir immer nur die Verwandtschaft im Wesen von
Spiel und Mathematik zu belegen suchten. Das bedeutet aber, dall wir uns
der Grenzen der méglichen Vereinbarkeit und auch der Unterschiede von
Spiel und Mathematik durchaus und im vollen Umfang bewuft sind.

14.2. Nicht jedes mathematische Problem liafit sich algorithmisch, durch
blole Anwendungen von (Rechen-)Regeln losen". Die Verwandtschaft von
Spiel und Mathematik im Hinblick auf die Bestimmtheit durch ein System
von Regeln hat also ihre Grenzen. Die Unterscheidung von syntaktischen




und semantischen Kalkiilen, von Unvollstindigkeit und Unentscheidbarkeit
in mathematischen Systemen (Fischer 1988) liefie diese Grenzen der Ver-
gleichbarkeit und der Verwandtschaft von Spiel und mathematischen Theo-
rien prazisieren.

14.3. Unterschiede lassen sich auch finden, ausgehend von den Fragen:
WARUM spielen wir? — WARUM betreiben wir denn Mathematik? - Ver-
wandt und doch verschieden sind Spieltrieb und Erkenntnistrieb. Nicht
immer ist zudem die Arbeit des professionellen Mathematikers losgelost
von dufleren Zwecken denkbar, so wie die des Spielers. Genau besehen
miissen wir an dieser Stelle der Erwigungen den Gliicksspieler aus der
Schar der Spieler losen, miissen wir den Hobby-Mathematiker in seiner
Eigenart vom professionellen Mathematiker unterscheiden. Die Mathema-
tik ist letztlich nicht nur Spiel mit den sprachlichen Reprisentanten
mathematischer Gegenstinde, wie es der vermeinen konnte, dem Sie
Hobby ist und Zeitvertreib. Die Mathematik ist auch Wissenschaft, getragen
von Streben nach Erkenntnis, am Ende eingebunden in einen sozialen Kon-
text, steht in der Verantwortung auch vor der Mitwelt, bezieht einen Teil
ihrer Rechtfertigung auch im Blick auf sie.

14 4. Unterschiedlich ist auch die Rolle der Zeit im Spielen eines Spiels und
in der Verwirklichung einer mathematischen Theorie. Zu gewinnen heifit
h4ufig nicht nur an ein bestimmtes Ziel zu kommen, es heifit ,vor“ dem
Partner die Ziellinie zu passieren. ,Vor den anderen anzukommen® ist in
der Mathematik eigentlich nicht von Belang. Das Bestreben, als Erster die
Wahrheit eines Satzes zu beweisen, eine mathematische Entdeckung
gemacht zu haben, dient nicht der Wahrheit, sondern nur der Eitelkeit des
Mathematikers als Einzelwesen. Und doch: auch Mathematiker sind Men-
schen!

Spiele verlaufen, werden sie wiederholt, in der Zeit ,immer anders",
mathematische Wahrheiten sind dagegen zeitunabhingig giiltig". Es gibt
zuweilen mehrere Beweise fiir einen Lehrsatz, aber auch sie sind, einmal
gefunden, feste Wegkomplexe (Zugfolgen) die Voraussetzung und Behaup-
tung miteinander verbinden.

14.5. Unterschiedlich sind Mathematik und Spiel auch in den Graden und
der Hohe ihres Abstraktions- bzw. Konkretionsniveaus. Spiele als konkrete
Relate werden in ihrer Struktur beschrieben durch abstraktere Gebilde,
z.B. durch mathematische Systeme — mathematische Systeme als abstrakte
Relate werden in ihrer Struktur exemplifiziert durch konkretere Gebilde,
z.B. durch die Spiele.

116 o matreier GESPRACHE



15. Ausblick

15.1. Am Ende kommen uns Weiterungen unseres Themas in den Sinn:
Zum Beispiel die Frage nach der Urlogik von Mathematik und Spiel, wie sie
sich in allgemeinen Schematismen menschlichen und rationalen Verhal-
tens manifestieren, im zielgerichteten Handeln duflern mogen, wie wir sie
auch in der Geschichte der Mathematik und des Spiels erfahren.

15.2. Viel zu wenig ist bislang die Frage nach den Funktionen und nach den
Moglichkeiten einer Hilfestellung des Spiels im Unterricht, speziell im
Unterricht in Mathematik, bedacht und untersucht.(Fischer 1982, 1987b)

15.3. Auch die Beziehungen von Mathematik und Spiel zur Kunst galte es in
den Kreis der Betrachtungen einzubeziehen.(Fischer 1987a)

In Mathematik, Spiel und Kunst manifestiert sich die Seinsweise des Men-
schen im Spannungsfeld der koexistentiellen Pole Freiheit und Bindung in
besonderer Weise. Frei sind wir in den Betitigungsformen unserer Phanta-
sie, im Aufspiiren von Ideen, in unseren Konzeptionen, frei sind wir in der
Wahl der Regeln und Gesetze, der Konventionen, frei hiufig in der Wahl
zwischen verschiedenen Alternativen, frei in der Setzung von Anfang und
Ende. Haben wir freilich die Wahl getroffen und die Ubereinkiinfte gegen-
seitig angenommen, sind wir in unserem Handeln, in unseren Ziigen gebun-
den an die Regeln und Gesetze, an die Folgerungen und ihre Wertungen.

In der Zusammenstellung ,Mathematik und Spiel“ thematisiert die Mathe-
matik am Spiel die Bindung an die Gesetze, thematisiert die Mathematik
am Spiel den durch die Regeln bestimmten Ordnungscharakter von Form
und von Geschehen - das Spiel thematisiert am mathematischen Gesche-
hen die Freiziigigkeit und die Rolle unserer Phantasie, die Freiziigigkeit in
der Wahl der Voraussetzungen. Beide, Mathematik und Spiel, thematisieren
zusammen ein Chrakteristikum des Menschen, das nur aus der Tatsache
der Koexistenz von Freiheit und Bindung verstanden werden kann: ,die
grenziiberschreitende Tendenz des Menschen® (Berggrav 1929), sein Ver-
langen und sein Bestreben, sich selbst zu steigern, sein Gefangensein in der
Endlichkeit der Zeit und im Umkreis seines Lebensraums in der Idealitit
geistiger Konstruktionen zu iibersteigen. Spiel und Mathematik thematisie-
ren den Versuch des Menschen, sich gegen die Anonymitit der kombinato-
rischen Vielfalt der Komplexionen im 2-Personenspiel des Ich gegen das
Nicht-Ich, ja auch im 1-Personenspiel des Ich gegen das Ich selbst zu
bewihren, sie thematisieren letzten Endes die Note und Hoffnungen, die
ihm aus seiner rationalen Existenz erwachsen.
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Anmerkungen

1

10.

11.

Unter einer ,,Primzahl® versteht man eine ganze positive Zahl verschieden von 1, die
nur durch sich selbst und durch 1 teilbar ist. Die Reihe beginnt mit: 2,3,5,7,11,
13,17,19,23 ...

Literaturauswahl: AHRENS (1901), ROUSE BALL (1892,1931), SCHUBERT/FITTING
(1853), SMITH (1925, 532-599) und zahlreiche Biicher von Martin GARDNER. — The-
men der Unterhaltungsmathematik finden sich schon in den iltesten Zeugnissen der
Mathematik in Babylon, in Agypten, in China und Indien.

Der Begrift des ,Spiels‘ ist komplex. (vgl. EINSIEDLER 1991 und den Aufsatz von EIN-
SIEDLER in diesem Band). — In der Vielfalt der Typen von Spielen denken wir im
Rahmen dieser Arbeit vornehmlich an den Typ des ,strategischen Regelspiels* (vgl.
FISCHER 1992).

Die (mathematische) Theorie der strategischen Spiele hat in den Wirtschaftswissen-
schaften grofie Bedeutung gewonnen (FISCHER 1992).

Die genannte Bestimmung gilt zunéchst fiir ,,Regelspiele“. In einem gewissen Sinne
bestimmt sie aber auch das Wesen vieler anderer Spielarten.

Dabei ist die Zuordnung der Trigermengen der beiden Relate im Falle der Homomor-
phie eindeutig, im Falle der Isomorphie umkehrbar eindeutig ...

Jakob STEINER (1796-1863) sagte, man konne geometrische Konstruktonen ,blof§
mittels der Zunge ausfithren®.

Viele mathematische Gebilde lassen sich als Ganzes ,,anschaulich® nicht vorstellen,
nicht durch Modelle, die Elemente unserer mesokosmischen Welt enthalten, vollstin-
dig reprisentieren. Sie lassen sich aber denken. — Beispiel: Der unendlich-dimensio-
nale Hilbert-Raum.

Das Wort ,,Losung" im Zusammenhang mit Aufgabenstellungen wird erst verstindlich,
wenn wir es psychologisch verstehen.

Nicht jede mathematische Theorie ist axiomatisch-deduktiv durchstrukturiert bzw.
konstituiert, nicht jedes Spiel ist ein Regel-Spiel, sollten wir ergéinzen. Es gibe Paralle-
len zwischen naiv-mathematischen Uberlegungen und Verhaltensweisen in anderen
Spielformen, z.B. in Phantasiespielen.

Mathematik ist die einzige Wissenschaft deren Wahrheiten nicht ,veralten“ (vgl.
FISCHER 1990a).
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