
Ueber die

Ein^w^ii-kung eines gleichförmig dichten

rechtwinkeh^en Parallelepippeds auf

einen materiellen I'unkt,

unter der Voraussetzung, dass die Kraft, mit welcher zwei

Moleküle (materielle Punkte) einander anziehen, deren

Massen direkt und deren gegenseitigem Abstände verkehrt

proportional sei.

Von Dr. K. Iriesach.

Wenn man das Parallelepipped auf ein rechtwinkeliges

Coordiuateusystem bezieht und die Coordinaten eines beliebigen

Punktes m des Parallelepippeds durch a;, y^ ^, diejenigen des von

dem Parallelepippede afficirten Punktes M hingegen durch H, r], C

bezeichnet, so ist der gegenseitige Abstand dieser beiden Punkte

:

u = K(^ — x)'^ + (7j — 2/) ' + (C — ^j2^ und die Kraft, welche das

Körpereleraent dxdyds (der Punkt m) auf ilf ausübt, = ^ ,

wo h einen konstanten Faktor bezeichnet. Sind «, ß, t die Winkel,

welche die Richtung dieser in der Geraden mM wirkenden Kraft

mit den Axen der x, y, z bildet, so ist:

^ — X . Y] — y C — z
cos a =

, cos ß = , cos t = .

u u u

Wird daher diese Kraft nach drei den Axen der x^ y, z

parallelen Richtungen zerlegt, so ergeben sich, für die Compo-

nenten, die Ausdrücke:

Ä: (^ — x) dx dy dz h (/] — y) dx dy dz h{^ — z (dx dy dzDi
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woraus, durch Integration, die Componenten X, Z, Z der von

dem gesammten Parallelepippede auf den Punkt M ausgeübten

Anziehung gefunden werden. Die lutegrationsgrenzen werden hier

sowohl durch die Dimensionen des Parallelepippeds als durch

dessen Stellung zu den Coordinatenaxen bestimmt. Gibt man diesen

Axen eine solche Lage, dass der

Anfangspunkt mit dem Mittel-

punkte des Parallelepippeds (dem-

jenigen Punkte, welcher von je

zwei einauder parallelen Seiten-

flächen gleich weit absteht) zu-

sammenfällt, und die Axen OX,
Or", OZ den Kanten, deren

Längen, durch 2a, 2&, 2c aus-

gedrückt werden mögen, parallel

sind, so hat man:

1) x^,jYß-^''j'''\
—c —& —a

+c +ö +a
(ri — y) dx dy dz

-'ff!—c —b —a
W

+c +& +a
(i;— s) dx dy dz

-iff W
— c —h —a

Indem man für u dessen obigen Werth setzt, wird:

+c +& +a
x^__ r r rKi-x)dx

—c — & —a

+c -f-ö -{-a

^{^-^r-hin-yy-hi^-^yDi
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18^

4-c +6

-c -b
+c +b

-f-ß

dy

y {l^ay ~^{ri - yY ^{r^ - zy
c -b

und wegen

+c

-^ = l^dz lg (6 - T1 4- K(5 _ ay+ (/]- fe)' H- (C - zy )

— c

+c

- /f^-? ^^ (- ^^ — ri + V^(^ — a)' + {A -h ^y' + (C — ^)' )
—

-fc

- dz lg{h-n + »'"r; H- ay + (rj -f- ö)» + (C - 0)» ) -|-

— c

— c

-j- dzlg(~ h-n~^yJ^^ay + {ri-\-hy-{-{Q- z)^l

—

c

Wird nun auf jedes dieser Integrale die Formel

fdzlg Zz=zlgZ — jl^

angewendet, so hat man, wenn man der Kürze wegen

\^(l-ay-hiri-by-{-{^-cy = H

yH-ay-hin + by-^iQ-cy = fiö

K(^-ar+ (r]-6)'H-(;+ c)' = jB,

•^(^ 4 a)'+ (0- ö)' 4- (C 4- c)' = Kae
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^{l+ ay-\-{ri+ h)^+ {^+ cy = H^^,

setzt:

X
2) T =

__ (g-7]+5)(J/c-71-f &)(i7a&— 7]— ?>)(gabc— 71-&)
~^^3 {Hb -n-b){Hbc— ri-h){Ha -ri-\-h){Hac--n+b)

c

/.

-c

z\

"7^

!;H-(^
-

-^z p^ - ^+ >"/^c+ ci- ^r ]

z{z— C) dz

n +

"^
* ^h\^+ {^-^r\.-^-r^+ ^hl^+{S-Z)]'^

M2-:)dz

- c

^Kah+ i^-^r [- 6- -^ + >ajaö+(^-^)1"
—

c

Setzt man ferner g— C= s, so erhält man lauter Integrale

von den Formen

rs^s Ps'ds

Für y^Ä'-^-s'^t, wird:

^IgiB + y^A'^s') 3)

2*
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Um die andere DiflFerentialformel zu integriren, setze man

yA^-\-s^ z=zÄ+ sv, so wird

Cs'ds _ ^ 8> r v'äv

\ A-Bl
Durch Zerlegung in Partialbrüche nach den Factoren v' — 1 und

A-\-B 1
V» 4- , ., , und abermalige Zerlegung der Grösse -r-^ j—

ergibt sich:

l A~Bf

A — B'^

. A Pdv . C dv

- 2yA'-B\ arc tg
|
v'Y^^^\

Ol/TT—7H ,
)\/'Ä^B VA'+ s'-A)

= s— Blg{s+ V A'+ s') —

Aus 3) und 4) folgt , indem man , anstatt s , wieder

/er— C setzt;

i
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/sds P s* ds

/z{z— ^)dz
^

+ 2 -Big [z— ^-\-yA'+ {z - O'J - 2 \^ir^B' X

y arc t. LlziL yA^Mz-^?-^A
\

Indem man die yier Integrale in 2) nach der Formel 5)

berechnet, hat man:

+ c

/ z{z~X)dz H-T^-^-h

Vh\^{z-^y\h~n^^'^h\+{z-q-y"~^^^iIc-'^v^~
—

-arctg_J: 2 i I

+ c

/
z{z— :) dz

yj^\}^-^{^-^)^l-^-ri-^vh\^^{z~:y]~
— c

Hu— T,— h Eu— Z+ c

=+ -^^
f/ . j,

-h^C-^(J>+ ri)lg-^ ^—

-

]

/
z(2—i:)dz

^^^^g ($-a)(-c-C) 1+
+ c

ziz— Odz
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22^

(?^Ca4-n-6)(Äa-%)

arctg

-/

(^+ a)(-c-C)
+ c

]

. o/g . ^^^^..^ (^^^ab+yl-f^>)(Hab--%b)+ 2(Ha)|^arctg
(^^^^(,_,)

, ('iCab+^+&)(^abc-b^ab)|

Addirt man diese vier Werthe zu dem ersten Gliede des

zweiten Theiles der Gleichung 2), so erhält man, nach gehöriger

Zusammenfassung der logarithmischen Ausdrücke:

6) ..-^^(c+ C)^^
^^^^_^_,^^^^^_^^,^ +

, ^,^ ,, (gb-^ + ^)(gabc-^-g) ,

+ (^+'^)^^^bc-^-^)Äb-C+ 0)
+

I

-"«tg g_.„,(,_g
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arc tg

23

(ÄCa4-^-&)(^ac-%)
-f arc tg

— arctg

- arctg

feb+y; -I- &)(gab - %b) _
i^+ a)(c— i;)

C%b+ y] + &)(gabc - ^^Cab)"l

(^ + a(c-|-!;) J*

Au3 1) erhellt, dass der für -^ erhaltene Ausdruck in Bezug

auf h, t] und c, ;; symmetrisch sein muss. Diese Symmetrie ist in 5)

wohl aus der ersten Zeile, nicht aber aus der zweiten und dritten

ersichtlich. Es lässt sich übrigens leicht darthun, dass diese beiden

Zeilen in der That ihren Werth nicht ändern, wenn man in den-

selben b, ri, c, K mit c, !:, 6, r; vertauscht. Denn , hätte mau , nach

vollbrachter Integration nach x, zuerst nach e und dann nach y

integrirt, so hätte man für ~j~ einen Ausdruck erhalten, welcher

sich von dem obigen nur dadurch unterscheiden würde, dass, in

der zweiten und dritten Zeile, c, ?, h, t] an die Stelle von fc, ri, c,

;

getreten wären.

Da jedoch beiden Ausdrücken derselbe Werth zukommen

muss, so ist damit die erwähnte Symmetrie erwiesen.

Y ZUm die Ausdrücke für -j- und -^ zu erhalten , hat man

blos in 6) a, ^, &, rj, c, c, mit &, iq, c, ;;, a, ^, oder c, ;, a, ?, &, r:, oder

auch nur a, ^ mit &, v) und c, c zu vertauschen. Bei der gewählten

Bezeichnungsweise wird diese Vertauschung in H und Ji durch

blosse Vertauschung der beigesetzten Zeiger bewerkstelligt.

Weit einfacher gestaltet sich obiger Ausdruck in dem Falle,

wo der angezogene Punkt M in der Axe OX, d. h. in einer im

Mittelpunkte der Seitenfläche 6c, auf derselben senkrecht stehenden

Geraden liegt. Di
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In diesem Falle ist

;=r3= o; ferner J?b= irc=-ö^bc=^= ^(^ — a)'+ &'+ c'=«ip

% == Ä; := K'(^— a)'+ 5'=:^

+ 4(^-a)Larctg ^^^.^^ -arctg
^^^_^^ J

-4($-fa) [arctg
^^^^ ^^'^tg ^

^^^^^^ J

Durch Anwendung der Formel

arc tg M — arc tg v= arc tg -r ,

wird

^ c(?— a)
^ c{K—a)

-arctg
f^^_^^j-^,_^,^^^jj,_2^^^^

--arctg ^^—^
Auf dieselbe Art wird auch der in 4(^4-«) multiplicirte

Ausdruck vereinfacht, und man hat schliesslich:

Ä ^C-^— &)(<&a+ &) ''(^;)-C)(^aH-c)

- 4($-«)arctg ^-j-j-^^ +4(?+a)arctg|pp^^^.

Liegt der Punkt h überdiess in der Seitenfläche, so ist ^= a,

und verwandelt sich obige Gleichung in

"^ ^(K&^_j.c^_c)(K4a'+ 6'+ c'+c)

hc
-4-8aarctg ^ 1^7—? i, .
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