
Die

jVIittelpunk ts-Grleichungen

der

Elipse, Hyperbel und des Kreises in der absoluteii Geometrie.

Von A. V. Frank.

Herr Dr. J. Frischauf giebt in den Artikeln 48 — 57

seiner absoluten Geometrie, die Gruudzüge einer analy-

tischen absoluten Geometrie. Die nachfolgend gegebeneu

Entwicklungen sind nur die Erweiterungen jener Grundzüge.

Die Bezeichnungen sind, soweit sie nicht Neues betreffen,

dieselben, wie in dem angeführten Werke; die Benützung der

hyperbolischen Funktionen , die stets mit grossen deutscheu

Buchstaben geschrieben sind, geschah nur der Schreibkürzung

wegen.

§ 1.

Um die Gleichungen der Ellipse und Hyperbel zu erhalten,

stellen wir vorerst die Distanz d, zweier beliebiger Punkte {Xi , t/i )

und (rTg, yt) nach pag. GG und G7 dar; es ist;

d_

e
k = -^ (1.

worin die Werthe Z2 und Z, ausgedrückt sind

durch

:

Z, = a[^-Y ^--jr )^-jr^ ^ y , ._ ,,;, . j J( ^ k e k )

Zi =o(^g-fc- + e k )e k -f-i 1/ 1- rt&_lj|^c k-e k
)

, . (2.
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48

und die Konstanten a und h erhalten werden aus:

ye Ic + e /'• Jyac A' -\-h c 'l J = 2 ^e b — c k J
) (3.

y^e k -\^ c k Jy^ac k -f- /> r k J = 2ye k — c k J
Bezeichnen wir nun mit d und cV die beiden Leitstrahlen,

so haben wir für

d -\- ä' ^ 2 Ä die Ellipse

d — d' = 2 Ä „ Hyperbel.

Nach Gleichung (I. ist aber

(4.und analog :
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siren ; bezeichnen wir mit £ di« Excentricität mit x, y die laufen-

den Coordinaten der Ciirve, so wird für den einen Leitstralil:

.r, = — £
, Vi =

.Tg = X
, y.^

— tj

und mit diesen Werthen gehen die Gleichungen (5. über in:

e k Z(^ IL

©in
X-\-i

. (6.

h =
c b %ü y.

Für den zvv^eiten Leitstrahl, wo ft' und // die Constanten

bezeichnen sollen, hat man:

a'l = + £ r y\ =
Vi = y

somit

«' =

fci =

6 ^ ^0 f

7— r^ ;/

"©in ^

(7.

j

Um die Werthe -^, , Z/, Z2 und ^2' zu bilden, hat man
folgende Gleichungen nach Formel (2.

Z, = 2 a 6d§ ^ e T- + (VTIT^-l) 2. @in^
Z, = 2 a 6o§ 4. c T" + (l/r^-l) 2. ©in-^

-^.' == 2 a'6o8 J^ c T- 4- (Vr=lF6'-lj2.ent-f-

^3' = 2 a' (s"o§ ^ c /.• 4- (y !_«'&' „1)2. ©in -^
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Für die beiden Fälle haben wir einraal a-, = — s
, t/j =r- o

,

Q'^^ :=z X
,

y.2 = y , und das anderem al a;, = f
s

^ y^ ,= o
,

x.^ = X
,

y.^ — y zu setzen, und bekommen:

(8.

Zi = 2a e k

X

Z, = 2a (Soä I-
e ^ -h iVT^h-[) 2. ©in f

Zi' = 2a' e T

Substituirt man in diese 4 Gleichungen die Werthe der

Consfcanten aus (t>. und (7. , so erhält man nach einigen Reduc-

tionen folgende Endwerthe:

Zir=2
Sflf

©in
X-\-t

Z, -
©in -j x-\-

(?;{tu
X+'^

- e f^ + 2Sinf(yi^(A)l,)

Zi' = 2
sflf

©in

. (9-

_ , y

©tn —r-

Führen wir endlich die eben erhalteneu Ausdrücke (9. in

die Gleichungen (I) und (11) ein , und umformen gleich , so

kommt:

2A

(IH).
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als Ellipsengleichuüg in erster entwickelter Form ; und ganz

ähülich:

©üg^ (5üÖ ^

als Gleichung der Hyperbel.

-jT r i£ K
, nyj_

§ 3.

Setzt man in den Gleichuugeu (Uli und (IV) für

... (10

m'^m'l^&oü\

so erhält man sofort:

e A> =(6üäcp + 8tn ?)((5o3?' + ©in <p') . . .(II.

und: e T" ^ (6o8 -f -f gm,) . . . (12.
•

weil aber;

So8 'f -f- ©in <p
— e? 1 ^

^ ^ (^3^

(5-ü8 'f'+ ©tu?' = cf
j

ist, so hat man auch:

2Ä cp_cp'

e -= a • •
(".

und

e fc =e . . .
(lo.

oder beide Ausdrücke zusammengefasst

:

als die gemeinschaftliche Gleichung der Ellipse und Hyperbel,

wobei das obere Zeichen für jene, das untere für diese gilt.

Anmerkung". Die Gleichung der Lemniscata würde also

nach allem Bisherigen die Form haben:

2A
-j- = cp t' . . . («.

4*
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§4.

Um auch die kleine Axe 2B in Reclmuiig zu nolimou,

setzen wir in der Gleichung (III) x = o , und lü.sen l'ür das zu-

gehörige y welches nun

y = B
wird auf;

und hieraus:

2^

g._ C A + 1
. . .(17.6ü§-^ =

2e Ä (Sog y
oder:

^=_!!!i_ . . .(18.(5o8y

Aus dieser Gleichung zielien wir den Werth:

(Sos-^= -i- • •
-(lö-

welchen wir in i^lll) substituireu. Zugleich bemerken wir, dass:

e ]c = (^o3-7r--[-iSstn-^

lio« —==- = (Süy yCioS y + ^m-j7 Sin y

®tny = A/ (s.üg
^. - 1

mit Hilfe dieser Formeln wird die Gleichung (III. i:

(SoS-^ + Stil
'^ =

I
(^(£o«f (ioS^ + ©inf ©iiif)(^"o§

-f-
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(6üöf6osi-®{n|Sm|)6o6|

+ ^^(©00 |-6og y - ein ^ Sin^^ 6oö 2J/

und nun Formel (J9. benutzt, erhalten wir mit Berücksichtigung

einiger Vereinfach uugen

:

B r A _, A\

und diese 4. Form der Gleichung der Ellipse wäre das Analogen

der bekannten Gleichung:

a'^ h'- r=z a'- iß -\-h'i X ^

Diese zuletzt erhaltene Form ist jedoch nicht die bequemste

zu weiteren Untersuchungen, im Gegentheile soll in der Folge

immer Gleichung (III) benützt werden.

Um die ähnliche Hyperbelgleichung zu erhalten, müsste ein

anderes Verfahren eingeschlagen werden; da aber diese Form

der Kegelschnitts-Gleichungen nicht weiter verwendet wird, so

kann diese ümstaltung für die Hyperbel füglich unterbleiben.

§5.

Die Gleichung des Kreises kann man nun ganz kurz aus der

Ellipsengleichung (HI) bekommen , wenn man £ = ö setzt , und
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dann die Halbaxe Ä in den Halbmesser B übergelien lässt; mau

hat dann:

^^=6o8f6o8|+yiZ"fe;^l^", . .
.(VII).

n'elcbe Form auch übergeht, wenn wir die Gleichung (13. be-

nützen, in:

f =? . . . (VIII.)

Gleichung (VII) kann unmittelbar nach y aufgelöst werden, man

erhält weil:

B _B

2 =^'^-k

ist, sofort;

eo§|6o§|- = (5ü6| . . . (IX.)

als 2. Form der Kreisgleichung.

§6.

Die Gleichung (III) lässt sich auf folgende Weise nach y

auflösen

:

Wir setzen

k

und

1
'^ g

(äo8
-f-
= ?

man hat dann:

c = (r, ß + y^T^zTiXr,^ ß 4- VvF^^)

und diese Gleichung nach ß aufgelöst giebt:

C--1
ß =

2\/c (C «' — «) (C a — a')

und durch Vertauschang der Bezeichnung:
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ho

er . y

e k

oder noch umformt, indem wir bemerken, dass

6ü8 -^ — 60Ö ^ 600 y + Siny 3in -^

(5o§ -^ (Sog —^ = (5o§ y (5o8
"x-
— <Stn -^ <Bm -^

j[

e k —e k -|_l==4c k @tn

ist, erhalten wir:

6ü6 f c= ==^ (X.)

oder wenn wir berücksichtigen, dass:

©in -jT ='2 Sog y @in y
2 a? 2 ic

®in -j= (5og"-yr— 1

ist, so kann man auch schreiben

:

6o§-|-=

endlich wird durch Benützung der Formel (19.

y A A.
_ (XII )

2.4
XI.

eoSf = - ^ .

die einfachste Form der Gleichung der Ellipse erhalten.

Setzen wir in (XU)

so ersclieint sofort die Kreisgleichung (IXj.
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§7.

Auf eine ähnliche Weise kuuu die Gleichung (IV) der Hy-

perbel aufgelöyt werden. Wir finden dann, mit Berücksichtigung

der im vorigen Artikel gewählten Bezeichnung:

2 Vc ('^-— '-'•1 c){"-i — '' c)

und haben nach Vertauschung der Substitution:

^ I y^ 2A "^ -i 2A ^

welche Form auch weiterhin umstaltet, übergeht in:

2A

<5o§4= ,Y^x\

2 1/ C^oy ^ (5o8 y^ ©tn -^ — Sin y ein y @9ö ^

Diese Gleichung unterscheidet sich nur durch das Zeichen

des Zählers von der der Ellipse.

Nun wäre die imaginäre Axe 2 i? in Rechnung zu nehmen.
Wir haben aus einem 'rechtwinkligen Dreiecke eine Kathete zu

bestimmen. Nach Gleichung (3., pag. 52 der absoluten Geo-

metrie ist

eo§y = (5ü8y(5o9^ . . . (20.

welcher Werth in (XII) eingesetzt giebt:

(5o§ = — .

'"

(SoS ly^^^F6o8
Ix

(XIII.

die einfachste Form der Hyperbelgleichung, die auch so geschrie-

ben werden kann:

^. A
y @tn -r-

6og-rl/ c?;n'^_^;„2£k y Bin -r — ©in -r . (21.
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