
Die Pothenot'sche Aufgabe auf der Kugel.

Von Dr. K. Friesach.

n) Die Pothenot'sche Aufgabe besteht bekanntlich in Fol-

gendem :

In der Ebene eines gegebenen Dreieckes A' B' C ist die

Lage eines Punktes Di so zu bestimmen, dass <^ C Z), B' == m
und <^ C Dj A = n sei. Hinsichtlich der Lage von Dj sind drei

Fälle möglich, welche durch die beigesetzten Figuren versinnlicht

und durch J, II, 111 bezeichnet sind.

I. III.

C'

*" In allen Fällen ergibt sich

aus den Dreiecken C B^ Ä' und

C'BiB' die Gleichung:

,'i sin in sin u^ = '/ sfn n sm Vy 1.)
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Ausserdem ist für I und II: m-\-n-\-u^ -\-v^ -|- C'= 360^i

und für Z7J: m-\-n-\-UY-\-v^ =C' ^
-^

Setzt man sonach im Falle /und II: 360^ — (m -{- n -\- C = N
im Falle III: C - m — n = N,

so ist i\ = N — % und hat man mit Rücksicht auf 1.):

a sin n sin N
^9' Wj =-75

—

-.

\

-. ^, .... 3.),
p sm m -f- a sin n cos N

wodurch die Aufgabe gelöst ist,

h) Liegen die Punkte Ä, B, C, D auf einer Kugelfläche und

ist D derart zu bestimmen, dass die sphärischen Winkel CDA
und CDB die Werthe m und n annehmen, so hat man gleichfalls

die drei soeben betrachteten Fälle zu unterscheiden. Bezeichnet

man die Seiten des sphärischen Dreiecks mit a, ß, v und die den

%, fj, rj etc. entsprechenden sphärischen Winkel mit u, v, r etc.,

so folgt aus den Dreiecken CD B und CB A :

sin [i sin m sin u = sin a sin n sin «;.... 4.)

und aus ABB:
cos V = cos (m -\- n) = cos v sin (A + u) sin {B + v) cos (A + u) X

X cos (B + v) . . . .5.)

wo die oberen Zeichen für den Fall I und II, die unteren für

//Igelten. Zur Ermittlung von u und v hat man die Gleichungen

4.) und 5.)

Grunert hat in seinem Archiv für Mathematik und Physik,

Band 47, eine directe Auflösung bekannt gemacht, welche jedoch

so mühsam ist, dass man in einem gegebenen Falle wohl immer

einer indirecten Auflösung den Vorzug geben wird.

Hierzu benöthigt man zunächst einen genäherten Werth für

u, den man aus 3.) erhalten kann. Die Gl. 4.) und 5.) können

auch so geschrieben werden:

sin ß sin m sin u — sin a sin n sin v = F (u, v) = . 4.')

cos {m -j- n) + cos (A + u) cos (B + v) — cos v sin (A + u) X
X sin (B ^ v) =: f (m, v) = . . 5.')

Man setze nun u = Ui und berechne aus 5.') den dazu ge-

hörigen Werth V = v^^ so wird 5'.) durch % und i\ erfüllt,

nicht aber 4'.) und man hat demnach:

F (u„ V,) = ^

f (%, ^i) =
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Sind nun u^ -\- du, v^ -\- dv die gesuchten Werthe, so ist

dF ^ . dF ^ .

au -f- —^— dv = — ö
dui dv^

^

df , . df ^ i
• • ^^

-^ du 4- —^— dv = \

du^ dvi j

dF . , .

wo —
:,

= Sin ,j sm m cos «,
du^

-^ = + sin {A + «j ) cos (-B+ v^ ) + cos v cos {A'^u^ ) sin (-B+ Vi

)

dF
., = — sin a sm n cos v,

dvi

—:. = + cos {A + u^ ) sin {B + t'i ) + cos v sin {A + u^ )cos{B'^ v^ )
0/ Vi

A3 -^

Aus 6.) ergibt sich dann du = , ^
dv^

dF df dF df

dv^ du^ dui dvi

u = u^ -{- du,

worauf man v am bequemsten aus 4.) erhält.

c) Wenn die Seiten des gegebenen sphärischen /\A£ C, wie

es bei geodätischen Dreiecken stets der Fall ist, die Länge von 1
'^

nicht überschreiten, kann die Berechnung von u und v, mit Hilfe

des bekannten Legendre'schen Satzes, in folgender Weise ausge-

führt werden:

Es sei A' B' C das mit ABC gleich lange Seiten habende

geradlinige Dreieck und ^ -f- 5 + 6' — 180*^ = £", so ist,

nach dem Legendre'schen Satze

:

A - A-^ B' = B

und hat man zur Bestimmung des Punktes Di , wie oben gezeigt

wurde

:

a sin n sin N ,-,

tg. «1 = —r—:
^1

-. w^ ^1 = ^'i ~ ^•
'

jj sm m -\- OL sin n cos JS

Für die übrigen in der Figur angegebenen ebenen Winkel

ergeben sich nachstehende Werthe:

F
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Fall I.

Ä"j — .JL — U^

rj =180"— w — %
5j =180 — m — ^1

=3600 — m _,^

Fall IZ:

^1 = Wi — J.'

r^ =1800— n —u^

5i =180 — m — Vi

= 7)1 -\- n

Fall lll

Xi^= Ä' -\- Ui

yi= -B'-j-
^'i

r^=1800— n —u^

5i
= 180 — m — i\

= m -\- n

Wegen Kleinheit der Seiten a, ß, v, sind die u^ , v^ etc. von

den u, V etc., und ebenso die Flächenräume der oberen Dreiecke

C Z)| Ä, C D^ B\ A' Z), B' von denjenigen der sphärischen CD Ä,

CD B, AD B sehr wenig verschieden. Letztere werden aber be-

kanntlich durch die sphärischen Excesse dieser Dreiecke, welche

ich durch jE'o, E^^, E^ bezeichne, ausgedrückt. Man darf daher

setzen

:

2 sin n sin 1
" '

" 2 sinm sin 1 "
'

2 sin v sin 1

"

Diese Ausdrücke geben die sphärischen Excesse in Bogen

-

Sekunden, wenn a, ß, v in Theilen des Halbmessers ausgedrückt

sind. Als Probe für die Zulässigkeit der letzten Gleichungen kann

die Gl. 7.) dienen, welcher die gefundenen Werthe -E^, Eo, E^^

genügen müssen.

E = E,^^-\- Eo + E^^ (Fall I)

E = E.. + ^ß - -^v

E ^v - ^a -
(Fall 71)

(Fall III.)
i

7.)

Jedem der zuletzt genannten sphärischen Dreiecke entspricht

ein ebenes, das mit ersterem gleich lange Seiten hat. Indem ich

diese ebenen Dreiecke durch C D' A\ C D' B\ A'D'B'. und die

in denselben vorkommenden, den n, r, m etc. entsprechenden

Winkel durch m', v\ m' etc. bezeichne, ist nach dem Legendre'schen

Satze

:

E, E>

m = m — 71 = n

E,

'ß E.

T. . ,

'ß

rerner ist r = r — —

^

3
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folglich

r' -{- s' = r -\- s
^a+^3

c-

E -i-Eo
(Fall l u. II.)

Eo -\-Eo

3600_a ^^I^' (Fall III.)

Aus den Dreiecken Ü B' A' und C B' B' ergibt sich nun

8.)
P stn m sin u = a. sin n sin v I

u' -f- n' + r' + s' -}- v' + m' = 3G0^^
S

" * "

Setzt man daher 360'^ — (m -{- n' + / -|- s') = N\
so ist wie zuvor:

,
a sin n' sin iV

, ^t, ,

tg. U = -^; -. -, -j :
;

=r= , V == JS U .

f> Sin m -\- o. sm n cos Jy

Sind aber u' und v' bekannt, so ist

u = u' -^ ^^ V = v' -\- —

.

Ini Folgenden stelle ich sämmtliche zur Berechnung von u

und V erforderhchen Formeln übersichtlich zusammen:

I
I

IL
1

III

A-i-B -{- C - 1800 = E, A' = A — ~B' = B — E^

3
'

3

fg- «1 = -,
a 5m n sin N

,3 sin m -\- cc sin n cos N

C — {m -\- n) = iV*

, i\ = N — ui

Xi = A' M^

iji = B' — ri

Ti = 180°— n — u^

5j = 180 — m — V]

= 360 — 711 — n

A'x^ = u^

Vi = «''i
— ^'

r^ = 180"— n — iii

5j =180 — w — Vi

= m -\- n

-ß oi'^sinvi sinSi ^ ^:i''simii sin i\ ^ ^/-sinx^ siny^

^ 2sinm sin 1" '
'"" ""

2 sin n sin 1" ' ^ 2 sin v sin 1"

Xi = A' -{- 11

1

^1 = S'-\- ^\

rj = 1800 — w _^,j

5^ = 180 — m — t\

= m -{- n

m = m —
3

Er. E.

n = n = V —

3600 _{_ _1_ P _ (,„'_|_,^'_|_C') = iV" c-{-
^a+^ß

(m'+n')^X
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a sin n' sin N' , , ,^
tg. u = ——. ^-j -. , ^,. r = H — ^

ß sin m -\- a st7i n cos JS

^ß ^a
« = «'-}-—-, V = v' -{- ^^

6 o

e) Um zu zeigen, dass diese Berechnuugsweise auch bei Drei-

ecken, deren Seiten die Länge Eines Grades weit überschreiten,

noch anwendbar ist, lasse ich ein nmnmerisches Beispiel folgen.

In dem gegebenen sphärischen /\ ABC sei

a = 20 = -^ \ / ^ = 410 25' 26-"6

ß = 3 = ~\ woraus { ^ = 82 50 1-2

V = 2-5 = -^ 1 ( C = 55 47 8-1
i'2 j \

E= 2 35-9

Der Punkt D ist derart zu bestimmen, dass

m = 120«, n = 1500, folglich v = 900.

Mttelst obiger Werthe findet man:

.A^
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