
Ueber das Verhältniss des loxodromischen

Weges zum sphärischen.

Von Dr. Karl Friesach.

Es seien m, m^ zwei Punkte der hier kugelförmig ange-

nommenen Erdoberfläche, ©, Oj und fl>, <\\ ihre geographischen

und vergrösserten Breiten, a ihr Längenunterschied, a und ß ihr

loxodromischer und sphärischer gegenseitiger Abstand, deren letz-

terer als eine gegebene, constante Grösse betrachtet werden soll,

endlich, Kürze halber,
'f
— o^ = «5 ,

fl) — ^>^ = D. so gelten

die Gleichungen

cos ß — 5m
<pi

sin ®
cos A =

a =
I)

cos Cj cos o

Y A=^ + D'

1.)

2.)

"/> und ß werden hier als positive innerhalb der Grenzen

und - hegende Grössen betrachtet. ^ und 1) haben stets das

nämliche Zeichen, und unter Y a'^ -|- ]j~ ist immer die positive

Wurzel zu verstehen.

a erscheint hier als eine Function der beiden Veränderlichen

9 und
'f ] . Lässt man aber nii einen fixen Punkt der Kugelober-

fläche sein, so hängt a nur von der einen Veränderlichen o ab.

Da es gleichgiltig ist, welchen Pol man als den positiven annimmt,

betrachte ich hier ^j stets als eine po.sitive Grösse. Aus 1.) folgt

cos (o — Cj) — cos ß
sin

cos

irj- -^ Di
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dlci K Sin
<pi
— cos [j sm 9

6^9 cos ©i cos (p2 sin a
^

Ferner ist <I) = l tg. (45« + -^) = Z
^ + ^«** 9

2 t-os ü

<Z2) (^fl> 1

5.)
<?<p (Zqs C05 9

Endlich folgt aus 2.)

dat. rf(p C05 <p
^

. . C.)

~d^
~

T,i yx^-Ip^

Indem 9 alle mit der Gleichung 2.) vereinbarten Werthe

durchläuft, beschreibt m um m^ einen Kreis, der von dem Meridiane

des Punktes m^ halbirt wird. An den Durchschnittspunkten hat

9 seinen kleinsten und seinen grössten Werth, die ich durch 9k

und 9g bezeichne und ist, je nach den Werthen von 91 und /-,

entweder a = oder a = ::. In dieser Beziehung sind die fol-

genden drei Fälle zu unterscheiden

:

1 / -^
(

97^ = 9i - ß

\ 2 'M 9^ = 91 + ß
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des Ausdruckes für —r— (s. Gl. 6.) uneiidlicli gross, während
elf

die übrigen Glieder endliche Werthe behalten. Da aber der Nenner

nur positiv sein kann und diess auch von dem Producte clD a

gilt, so haben, in diesem P'alle, — ,-—- und —^— das nämliche
do dcp

Zeichen. Nun ist für q = -

TT

Vi

d'h sin ß X
I o--^ ••

—5— = 7 j—TT—:

—

- ) 0, wegen ©. + p> -—
6^9 cos f^ cos i:^^ -\- ß) sm k / ° '^

'
'-^ 2

und für © =: ß — o^ — n:

d'h sin ß / o ^ '''

—^— =
7o ^^—r-^- ( ö, wegen h — <?iZ> -77-

d 9 cos ©1 cos (p — 9, ) sm >^ \ '2
a ist also im Wachsen, wenn sich m sehr nahe bei //, im

Abnehmen aber, wenn es sich sehr nahe bei Je befindet. Da aber

9 an diesen Punkten seinen grössten und seinen kleinsten Werth

hat, so findet in beiden Fällen ein Maximum statt.

Aus dem Gesagten ist ersichthch, dass, indem sich m auf

seinem Kreise, von Je nach [/ bewegt, der loxodroraische Bogen a,

im Falle / mindestens einmal ein Maximum, im Falle III aber

mindestens einmal ein Minimum werden muss. Diese und sämmt-

liche sonst noch etwa ausserhalb des Meridians von
;/?i

vorhan-

do(.

dene Minima und Maxuna müssen der Gleichung —=— = Ge-
«9

nüge leisten. Leider ist diese Gleichung solcher Art, dass sie

keine allgemeine Auflösung nach 9 gestattet. Nur das Eine lässt

sich leicht aus G ) ableiten, dass im Allgemeinen für 9 = 9,

,

'J- kein Maximum sein kann, es wäre denn 97/ = 9i i
d. 1. 9i = —;^— •

Denn in diesem Falle nimmt -^r^- die Form — an und kann
f?9

der Werth dieses Bruches auf die bekannte Art durch Differen-

tiiren des Zählers und des Nenners bestinmit werden. Aus 6.) folgt

doL B ^

f^^ _ A^ (^ — D cos 9)

<?9 yX2^jr)2 j)^\2^jD'z D'^cosfx/y^+ D'^

Setzt man 9 = 91 , so verschwindet das erste Glied dieses

Ausdruckes; das zweite verwandelt sich in

7*
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^ —1— 7-
av d A____ ^ ,os 91 -^

11 A ',*. •
A (-^ — 2> cos 9)

und das dritte m

Nun ist

D'^ cos f

^ — D cos o JD sin 9 sin ©.

D'^ cos
'^

2 D—D'^sin(p 2

Man hat sonach

do(. = cos
(pi
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leicht bewiesen werden, dass dasselbe nicht allgemein für -x = — cpi

statthaben könne. Denn, wäre diess der Fall, so müsste —=—

i

acp

wenn man in diesem Ausdrucke 9 = — 9^ setzt, für jeden

Werth von o^ verschwinden, oder es müsste

(
'- — <I») -\ . :

^ — _ il)3 =
4 C05 9 2 co5'f v/1— 2 5m9^

cos -^-
"X ' 2 , eine identische Gleichunff sein. Da

wobei cos —r- =
2 cos 9

aber diess nicht der Fall ist, obgleich obiger Ausdruck immer

einen sehr kleinen Werth hat, auch dann, wenn man 9, ''', a in

Bogenminuten angibt, wodurch sie grosse Zahlwerthe annehmen

können, beweisen jene Tabellen nur, dass das in Rede stehende

Minimum in der Nähe von cp = ^^ liegen müsse.

Nachdem ich mich umsonst bemüht hatte, dieses Minimum

durch Reihen analystisch nachzuweisen, gelang mir der Nachweis

endlich dadurch, dass ich in die Gl. 2.) anstatt der geographischen

Breiten <p und 0| , deren Summe und Differenz einführte.

n 1 ^ . S -f- (5

Setzt man ^j -|- 9 = 5, 9 — 9^ = ^, so ist 9 = —-—
s — l

und 9j = —-— , und ergeben sich nachstehende Gleichungen:

D = ltg. (45'^ + ^4^') - l tg. (45« + ^^) . 7.)

2 sin— sm—
dD l 1 2 2

ds s-\-^ s — 5 cos h -\- cos s
2 cos—— 2 cos—-

—

2 2

cos ^ — cos ß
sm

•)

^=r2 f cos ^ -{- cos s

\ \ /^ cos s 4- cos ß \ ^

.

cos — = 1/ ^rn \ 9.)
2 f cos 6 -f- cos s /

^

K 1 /^ cos ^ — cos ß
^' 2 ~~ y cos s -{- cos ß

sin s tö —
d\ __ sin s 1 /^ cos ^ — cos .3 ^ ^'2

10.)

ds ~ cos ^ -{- cos s V cos 5 4- cos ß cos 8 + cos

s
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dy. }i\ ^ d\ _ 1 dD ^
ds n v/A=^ +
-, _ 2 cos -- cos —
äB __ 2 2 12.)

d^ cos ^ -\- cos s

S . ^ r . s'^ .
«5^

2 cos— sin '— fsin \~ ^'^^ ~w]dW _ T." __ 2 2 y 2' 2 J . 13.)

d^^ {cos -j- C05 ^)^

cot -— sm —
dk ., 2 2

15.)

d^ cos S -f~ <^^^ ^

\
2 5m —

-

da _ D'^ 4- ^i)X )/ + A^ (J — ^D')

dh ~ ^ y -a2 -j-^gf"

Da, wie leicht einzusehen, c unverändert bleibt, wenn s oder

«^ sein Zeichen ändert, können 5 und ^ immer als positive, zwischen

den Grenzen o und tu enthaltene Grössen angesehen werden.

Für s = 0, wird —^— = o und —r-^
, folglich auch -r- = ö.

fZ5 öfs rfs

Es lässt sich nun zeigen, dass —7^ nur positiv sein kann.
ds

Wie (aus ] 1 .) ersichthch , stimmt das Zeichen von —-=— mit
(X s

demjenigen des in der Klammer stehenden Ausdruckes überein,

welcher jedoch stets positiv ist. Denn, mit Rücksicht auf 8.) und

lO.j ist

X 2A . 5 . .5

dl 1 dB ^^^ ^^^ -T - ^ '^^ -Y ^^" T
ds D ds cos 8 -{- cos s

s

^ ''""^
i s ^ K l . S \ . 16.)

cos () -\- cos s

(S ^ K l . ^ \ . H
<^os-^tg- ~-^ sm - J

S S ~\~ O s
und da sin -^ und cos ^ -\- cos s = 2 cos —^!-— cos

2 ' '22
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= cos 9 cos 9i nur positiv sein können, hat —;^^— das Zeichen

des in 16.) in der Klammer stehenden Factors oder des Aus-

s "T ^"* T
druckes cos —- — r- — , welcher positiv ist, wenn

^ , '> JJ

-^ 2

^ . ^
2 5'm —

-

s \ 2
cos -—

^ Dass Letzteres wirklich der Fall ist, kann

auf folgende Art bewiesen werden:

Da D, für ^ = o, verschwindet, ist Z) = / D'd^

>^ r. s ^ 8 s ö ,

.

2 cos -;r^ CÖ5 -^r-\ r 2cos — cos —- aör 2cos -^ cos —\ r

^*J cos A -|- cos S i'Jcos ^ -j- C05 S 0^ \ -\- cos S

• ^
,ö ^ 2 s^w —

—

cös --- d^ =
2 s

cos —- 0^ cos —

-

.5 . ^
, 2 5^>^ —

—

2 5^>^ -—

-

\ 2 5 \ 2
Es ist also Z) ) oder cos —- )

—-^— , w. z. B. w.
/ 5 2 / i>

cos —
—z-^ ist also immer ijositiv, d. h. a wächst bei constanten <5,

ds

zugleich mit s, und erlangt, zugleich mit diesem, den klein-

sten und grössten Werth, Das Minimum von a findet daher

statt für 5 = 0, das Maximum, für s = ~ — ß. Dass s den

Werth 7i — ß nicht überschreiten kann, ergibt sich aus der

Gleichung ^ö —^ = 1/ r ^r- , welche zeigt, dass
^ ^ 2 r cos s -\- cos ß '

A mit zunehmendem s fortwährend wächst, und, für s = - — /5,

seinen grössten Werth, d. i. ~, annimmt.

Das Minimum für s = o erklärt nun auch das in den

Horizontalreihen der Tabellen, bei 9 = — <?i, auftretende

Minimum. In diesen Tabellen entsprechen die der Geraden ) ,
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parallelen Diagoualreihen einem constanten ' , und liegen die

f
^

Minima der mit ah parallelen Diagonalreihen sämmtlich in der

Diagonalreihe c d. Da nun diese Minima sämmtlich klein sind,

und dem kleinstmöglichen Werthe, d. i. /5, nahe kommen, so

begreift man, dass auch die Horizontalreihen in der Nähe der

zuletzt genannten Diagonalreihe im Allgemeinen ein Minimum

zeigen werden.

Minder durchsichtig, als bei constantem i^, ist das Verhalten

sowohl positiv als negativvon a, bei constantem s, indem

sein kann.

Für 5 = 0, wird auch

d^

da

d^
= 0. Denn in diesem Falle

ergibt sich aus den Gleichungen 12.)— 15.):

D' =

D" =
V =

k" = —

1

cos

cot

2 cos

da.

IT
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Gleichung 15.) nach ^ differentiirt , erhält man eine Keihe von

Brüchen, welche man auf den gemeinschafthclien Nenner
2)3 Q^2 _|_ j)-2yh

|)i-ii)gen kann, worauf dieselben, indem man

6 = setzt, sämmtlich die Form — annehmen, da sowohl der

gemeinschaftliche Nenner, als sämmtliche Zähler verschwinden.

Betrachtet man ^ als eine kleine Grösse erster Ordnung, so

erweisen sich auch 7>, )/ ,
])" als kleine Grössen erster Ordnung.

Bei der Bestimmung des Perthes der unter der Form

—

erscheinenden Brüche, können nun alle Zählerglieder, deren

Ordnungszahl bezüglich der Grössen (^, D, "// , D", die Ordnungs-

zahl des Nenners — d. i. 3 — überschreitet, weggelassen werden,

worauf nach gehöriger Reduction nur folgende Zählerglieder

übrig bleiben:

2 A4D' {W — D) — \nDD" + A^D (2i)-A' — 25D'a' +
-f S^DV) 4- a2 2)2D' (35D' — 2D).

Für 5 = 0, wird der Nenner gleich "^3 D^^ und hat man

cPo, 2 kl)' (5D' — D) 18D" ,
2"A'

+
d'^ i)3 D^ ^ D

Berücksichtigt man, dass
i)3 SD'D'^

so erhält man mit Hilfe der Gleichung 18.):

^.,
12 -6A cot -|- .Ml +^-^)

1 2 A cos —
. ß

wo sin -— =

19.)

2 5 .

•

cos —
Es findet also ein Minimum oder Maximum statt, je nach-

dem der Zähler des Bruches 19.) positiv oder negativ ist.

Man folgert hieraus, dass für kleine ß und 5, weil dann

cos -^ sehr gross, der Fall des Maximums, dass hingegen, wenn

ß wenig von - verschieden ist, jener des Minimums eintritt.
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Wie oben gezeigt wurde, fällt bei constantem <^, das

Maximum von a mit s = 7: — ß und a = tt zusammen, und

da dies für jeden Werth ^ gilt, so sind sämmtliche Maxima in

der Formel

ß —

^

, ßH--^
^ l-\-cos —~— 1 -f- cos

' ^

stn sm
2 2

begriffen, unter welchen sich auch der grösste Werth, welchen a

überhaupt erreichen kann, befindet. Es lässt sich nun leicht

beweisen, dass dieser grösstmöghche Werth nur dann für ^ =

stattfinden könne, wenn ß\ 124« 37' 9".

Denn, setzt man in 19.) "a = -, so hat man

,., . 12 — ~'^
(1 + cos ^\

d~A ^
' 2 /

^^' ,. • ß
1 2 71 5^/^— •

2

An der Grenze, wo das Maximum mit dem Mininuuii

wechselt, ist daher 12 — -^ (i -\- cos -—) = 0, oder

p \/l2 Ti'^ 3
cos^ =

, woraus -^ = 62<'18.'9",3 =124''37' 8".

2 Ti
'

2

Uebersteigt ß diesen Grenzwerth, so wird A ein Minimum

und hegt der grösstmöglichste Werth A zwischen ^ = und

8 = [j. Hieher gehört auch der Fall ß = ~, wo s constant

gleich ist und das Maximum für <5 = 164" 4'. 5, d. i. für

cp = —
<Pj
= 82" 2'. 2 stattfindet.

-vSQ/-
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