
Ueber den loxodromischen Bogen zwischen

zwei Punkten von gegebenem sphärischen

AbStande.

Von Dr. K. Friesach.

Es seien m, wij zwei Punkte einer Kugelfläche, r/, y^ ihre

Abstände vom Kugeläquator oder Breiten, CP, 0^ die entsprechen-

den vergrösserten Breiten, l ihr 180'^ nicht überschreitender

Längenunterschied, ß und a der kürzeste Normal- und loxo-

dromische Bogen mm,, endlich — 0^=D, so ist, Kugelhalb-

messer = 1 gesetzt:

D= l _li ?4 I.)

, COS ß- sin cp sin Wa
cos k = ^ ^ 2.)

cos (f cos <pi

a = ^^\r;.^ + i)^ 3.)

Indem man ß als eine gegebene constante Grösse betrachtet,

bewirkt man, durch Variircn von (f und q>^ , eine Verscliiebung

des Bogens ß auf der Kugelfläche, wodurch auch a seinen Werth

ändert. Es soll nun untersucht werden, in welclier Lage des

Bogens ß, a seinen grössten und kleinsten Wertli hat?

Der kleinste Werth, dessen a überhaupt fähig ist, hat

offenbar statt, wenn cf - r/, = ß, weil dann vi und m, in dem-

selben Kugelmeridiane liegen, folglich A = o und a = ß ist. Sonst

ist stets a^ ß.

Nicht so leicht ist es, die dem Maximum entsprechende

Lage zu finden. Da mir hierzu weder die Gl. 3.) noch die Aus-

drücke für -r— und -=— geeignet erscheinen, ersetze ich <t und </,

1*
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durch die neuen Variablen s = (f
-{- <pi und d =^ (p — ^ i

. Da-

durch wird:

^It + -4—/ cos j— sin ^

4.)

cosl =
cosß-

. s-^d . s
sin—s

—

sm —

cos
s-{-ö s— ö

cos

sm

cos

cosd— cosß

cos ö -j- cos s

cos ß -\-cos s

^ \ cos d -\- cos s

l \fcos d— cosß
^^"~~

V cösß-\-coss

ö'
,

5.)

D

2 sin -^ sin -^cW
d s cos ö -\- cos s

6.)

V.)

sm s cos 6 — cos ß
X

sin stg'2dl_
d s cos d -\- coss\ cos ß -}- cos s cos d -f- cos s

da dl

ds D'^Y'l'^-\-D'^
'D

dl

d s ^^)

•)

9.)

_ fZi)_2cosyCos^

d d cos ö-\-cos s

sin d cos -^

A'=:— = —
dd cosd-\-coss

da _ D'^-\-dDll'-^lHD-ÖD')
dd~ WyW^W
Für d= 0, nimmt -=r die Form - an, und folgt

10.)

11.)

12.)

aus ^.): a = l
Yr,
= lsin~ 13.)D

Für 5 = o, verschwindet sowohl -:r— als , . folglich auch-^r--
ds ds ds
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Wie leicht einzusehen, hat das Zeichen von s und <) auf

den Werth von « keinen Einfluss, wesshalb es hier gestattet ist,

s und J, folglich auch D, immer positiv anzunehmen. Diess

vorausgesetzt, kann -r- nicht negativ sein, wie auf folgende Art

gezeigt werden kann:

(l cc

Offenbar stimmt das Zeichen von ~— mit jenem des in 9.)
äs

in der Klammer stehenden Factors überein. Mit Rücksicht auf

7.) und 8) ist aber:

^ . s ?. l . d

ds ds coso-\-coss\ ^ ^ / JJ f

s l
Da nun der Zähler 2 D sin -^^9 \ nur aus positiven Factoren

besteht und auch der dazu gehörige Nenner, wegen cos ö+ cos s

= 2 cos (f
cos (f^,

nur positiv sein kann, hat obiger Ausdruck das

Zeichen des eingeklammerten Factors, der sicher positiv ist;

denn, da D, für d= o, verschwindet, ist

ö ^
d

^ d/Q r cos-,dd ~. <} Pcos 77 dö
D'dd=2cos^ ^f y2cos^ --T^

iy cos d-{-coss y' 2j i-\-coss
o

2 sin -77 s 2 sin
-^

oder D^ , folglich cost,'^—7:^

—

s * JJ
cos -j

— ST 2s?n2
und, wegen —r- <; 1, um so mehr cos^ —

j^— !> 0,

ig-i ^9-2

w. z. b. w.:

-r- ist also stets positiv, d. h. : Bei constantem d, wächst a zugleich
ds
mit s, und hat zugleich mit diesem den kleinsten und grössten

Werth. Das Minimum von a hat sonach Statt für 5 = 0, das

Maximum aber für s= n— jJ. Dass s diesen Werth nicht über-

A
schreiten kann, ergibt sich aus dem Ausdrucke für tg^ in 5.)

welcher zeigt, dass auch /, zugleich mit s, wächst, und, für s=n-ß,
seinen grössten Werth, d. i. /r, annimmt.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Wie eben bewiesen wurde, trifft bei constantem d, das

Maximum von a mit s = .t — ß und / = rc zusammen. Da diess

für jeden Werth von d{d=ß allein ausgenommen), gilt, sind

sämmtliche Maxima, folglich auch der grösste Werth, dessen a

überhaupt ist, in den Formeln:

ä=^V^7T^ + 2)'^ 14.)
1)

. ß . . d
sin 1- sm —

15.)

. ß . . d
sinY + sin -^

ß . ö
sin -ö sm -^

enthalten.

Aus 14.) und 15.) folgt nun:

r. ß (^
r. ß ^

2 sm ^ cos -TT 2 sin ^ cos -^

B'= ^ ^=—J—^ 16.)
cos — cosß . ß* . o*

stn-^-siUj

l' =
öä B^-\-n^D — n^dB'

17.)

Wie ich in einer früheren Abhandlung (s. Mittheilungeu

des naturwissenschaftlichen Vereines für Steiermark, Jahrgang

1876) bewiesen habe, verschwindet -y-r für d =^ o, und ist dann ä
ad

ß'^

ein Maximum oder Minimum, je nachdem 12 — ti'^ {l -\- cos -^ )^ o,

_\^2iT'^ — 12 _
d. h. je nachdem sw/?^ oder ß%^ 124° 37'. 8. .

Im zweiten Falle muss ä, zwischen d = o und ()'= /i, min-

destens einmal zu einem Maximum werd(3n.

Es bleibt nun noch die Frage zu erörtern, ob « nur Eines

Maximums fähig sei ? Zu diesem Zwecke entwickle ich den Zähler

in 17.), dessen Zeichen mit jenem des Differentialquotienten -^-^
ad

übereinstimmt, in eine nach steigenden Potenzen der Grösse

. d
sm-^

m =—^ geordnete Reihe, welche, wie im Folgenden gezeigt

werden soll, das Verhalten von «, zwischen J= u und d = ß,

vollständig zu erklären geeignet ist.
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Da d den Werth ß nicht überschreiten kann, vermag m
höchstens die Einheit zu erreichen. Der Fall d= ß oder m = 1

ist aber bereits erledigt, und soll darum in der Folge immer

m <;; 1 vorausgesetzt sein.

Aus 14.) folgt:

^='f^--^^+ T^ + T'+- • + £-.+
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Aus 1 8 ) und 1 9.) folgt nun

:

/>:' = 8m-*(l 4-^1 «i'^i-f ylaw^+ • • • +J,,wi'^"+- •) 21.)

Da die nur positive Glieder enthaltende Reihe 18.), für

m<Cl, convergirt, so gilt diess auch von den durch Quadriren

und Kubiren daraus entstandenen Reihen 19.) und 21.), woraus

hinsichtlich deren Coefficienten weiter nichts folgt, als dass die-

selben nicht unendlich gross werden können. Es lässt sich jedoch

beweisen, dass diese Coefficienten, bei wachsendem Stellenzeiger,

abnehmen, und, für w = co, unendlich klein werden.

Aus 20.) ergibt sich, für ein gerades n:

23.)

1 . 1

und für ein ungerades:

also allgemein
:
««< ^^^ (^ "^ 3

^
^ 2r^V '

' '
"^^'^^

WO r= - -|- 1 oder r= —~—
,

je nachdem n gerade oder

ungerade. Da aber 3 2r— 1, für ?? = co, verschwin-

2r— 1

det, (s. Anhang 1.), so gilt diess auch von «„.

Schwieriger ist es, das unendliche Abnehmen von /!„ zu

beweisen, und ist mir diess nur auf folgende Art gelungen:

Angenommen, es sei n ungerade und -—^— gerade, so ist,

mit Rücksicht auf 20.):
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10

Glieder mit p und q bezeichnet, ergibt sich aus der Addition

obiger Gleichungen:

öfw+l ÖSn+3

^ +,^+--+-^+^+«..=i'+2 26.)

Zufolge 22.) ist nun:

Cln+i An+1 <^n+3 \

folglich, mit Rücksicht auf 26.) und 27), auch:

An=^-]-q 28.)

Man kann nun zeigen, dass q<Cp:

Die in 20.) auf einander folgenden Nenner (2n-f 1)1,

(2m -1)3, (2w-3)5 etc., bestehen aus je zwei Factoren, deren

Summe den constanten Werth 2 w+ 2 hat. Da aber ein Product

zweier Facten, deren Summe constant ist, um so grösser ist, je

weniger die Differenz der beiden Factoren beträgt, sieht man

ein, dass obige Nenner von links nach rechts wachsen, was das

2 2 2
Abnehmen der dazu gehörigen Glieder ;— , ;

r-, -—
^ ^ 2m+1' (2w-1)3' (2« -3)5

u. s. f. zur Folge hat. Selbstverständlich gilt diess auch von

sämmtlichen Horizontalreihen in 25.) Es sei nun f die Summe

der in der r'®" horizontalen Reihe von oben, links vom Zeichen a

(in p\ g die Summe der in der r'"' Horizontalreihe von unten

rechts vom Zeichen Y (in q) enthaltenen Glieder. Erwägt man,

dass, in der mit n-\-\ überschriebenen Verticalspalte, das r^" Glied

von oben mit dem r'^" GHede von unten identisch ist, und dass,

wie eben bewiesen wurde, der Gliederwerth, in jeder Horizontal-

reihe, von links nach rechts abnimmt, so begreift man, dass jedes

Glied in g kleiner ist, als das letzte, somit kleinste Glied in f.

Ausserdem enthält g weniger Glieder als /", wie sich aus dem

Bildungsgesetze der Coefficienten a ergibt, welchem gemäss die
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11

Gliederanzahl in f clurcli -~ {r — l) = —^^5^—
, jene

in g aber, je nachdem r gerade oder ungerade ist, durch

n-\-\ r «4-1 — 2^ 1 n-\-\ r— 1 w4-3— 2r— =—'— oder — -— =—'

4 2 4 4 2 4

ausgedrückt wird. Wenn man das Gesagte zusammen fasst,

erkennt man, dass g<if\ folglich auch q<ix^.
3

Mit Rücksicht auf 28.) ist nun An<i~p-\-p-

Aus 27.) folgt:

9 ^,71:^ (1 + «1 + «^2 H h ««^1)

2
Nun ist ff, = - und, wenn man die Summe

3 ' 5 '
' 2r-l

durch 5.^, 1 bezeichnet, nach 24.):

<45('+¥++S)
2

5/4—
1

Da jedoch ^-±^ (i + | + £i + , , . + ^^J
, für „ = o.,

9

verschwindet (s. Anhang 2.), so gilt diess auch von .'1„, w. z. b. w.

w -f- 1
Es wurde hier n ungerade und y gerade vorausgesetzt,

weil, ohne eine derartige Annahme, die Gl. 25.) nicht aufge-

schrieben werden könnten. Es ist jedoch klar, dass eine andere

Annahme nur auf die Endglieder der Ausdrücke für a„, a„_i etc.

Einfluss hat, während an der obigen Beweisführung dadurch

nichts geändert wird.
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12

Es bleibt nun noch dD' in eine Reihe zu entwickeln übrig.

hetzt man sin-=£, so ist sm- = em, c!)S'-=y l-s'
2

und folgt aus 16.):

'^m ^,

D' =
s

Ferner ist:

d . . . r^—: i 2
d= 2 - = 2 arc sin s m= 2 Y~l - s'^ m'^ ts m -\-~8^

2.4 . . \+ ^e"w^H
J

29.)

2 '^4
daherdi)'=2(l-£'^wi'^Xl-»w^rHw«H-ö^'^*"^H

—

'-^^m'^-\
) 30.)

3 3.5

=2 m (1 + ^, m^ + 5a »'^^ H h A.w«'^» + • •) 31.)

^ , e'-' 2ei 2.4 . .. (2w-2)€'^«
wo 5„=1 ^^

:!
. . . 32.)

3 3.5 3.5 . . . (2w-l)(2w4-l)
^

Wie aus 32.) zu ersehen, nimmt J9„ ab, indem n wächst,

ß

und nimmt, für n= oo, den Werth -^ an. Diess ergibt sich so

:

Aus der Gleichung:

arc sin e 2€' 2.4 £^

oder, wenn man beiderseits integrirt, wobei man zur Bestimmung

des Integrals im ersten Theile der Gleichung, die Formel:

J^udv= uv- J^ vdu,

wo u= arcstne, av= ^ , anwenden kann:

s-Y l-sKarcsms^j-}-— + __ + . .

. + a

Da der erste Theil dieser Gleichung, für £ = 0, verschwindet,

ist ^'=0, folglich:

V^l-e'^. arc sin e ^'^
_i

^^^
_i

2.4£''

€
^ ¥^3^"^ 3.5.7

~^'
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13

endlich, mit Rücksicht auf 32.):

^"^-^-J-^-sJj---- 1
'

oder, da arc sin £ = -, e= sm -, V" 1 -e ^= cos -

:

ß

Ba. = — 33.)

Da Bn um so kleiner ist, je grösser n, folgt aus 32.) und 33.)

dass B„ nie negativ sein und die Einheit nicht überschreiten kann

Ueber die Convergenz der Reihe in 31.) kann sonach kein

Zweifel bestehen. Ferner ergibt sich aus 32.):

-^" =1 34.)
(£=0)

B. _1_1_A_-M__ 2.4 .. (2n-2)
g

(£=1) 3 3.5 3.5.7 3.5.7. (2m-1)(2w+1)

Letzterer Ausdruck lässt sich auf einen einfacheren redu-

ciren. Für £=l, verwandelt sich die Gl. 30.) in

(2 2.4 2.4. . . 2w \

daher ^" - 2-4--.(2n-2) 2n

^^^^^'(£=l)-3.5. .(2n-l)(2w+l)
^^'^

Die beiden Werthe für '" ,, aus 35.) und 36.) sind also
(£=1)

gleich, eine Relation, die auch durch Induction leicht gefunden

wird. (S. Anhang 13.)

Aus 18.), 21.) und 31.) erhält man endlich die gesuchte

Reihe für den Zähler in 17.), nämlich:

Z=D ' + Ti'^D - n^ ÖD' = 2m-' {% + 51, m'^+ 91^ >" ^ + • •

+ 5(,.m'^"+-.) 37.)

Dabei ist ^To = 4 + ^ — tt*-' ^i
3

und allgemein : '?[„ = 4An + — r-^ — n'^ -B„+i
zn -\- o

38.)
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14

da
Aus 37.) ist nun ersichtlich, dass -y-^

= :,für

m = 0, verschwindet. Denn D'^Y^n'^-\~D'^ geht in diesem Falle

über in Z)%, und ist, mit Rücksicht auf 19.):

da 2 7n^ STq w«5lo ^
dd im'^Tt In

Aus 38.) erkennt man leicht, dass 9f„ nur negativ sein

kann, wenn n gross und e<^l ist; denn 4^n-}- -——- nimmt,
2 w+ 3

bei dem unendlichen Wachsen von w, unendlich ab, während

Tv^n+i sich ohne Ende dem von Null verschiedenen Grenzwerthe

TT-* V
nähert. Für « = 1 wird allerdings 5[oo = ; aber auch in

*»§

diesem Falle müssen die späteren Glieder in 37.) negativ sein,

da
weil sonst -^ überhaupt nicht negativ werden könnte, was mit

dem Umstände, dass ä, ehe es, für m = 1 , seinen kleinsten

Werth ß erreicht, nothwendig in den Zustand des Abnelimens

gerathen muss, unvereinbar wäre. Um darüber klar zu werden,

wie 5t„, bei wachsendem w, abnimmt und endlich negativ wird,

habe ich nachstehende Tafel berechnet:

n
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Wie diese Tafel zeigt, sind die Coefficienten 5t negativ,

sobald n die Zahl 20 übersteigt, und gilt diess um so mehr

für e<Cl, als, vermöge 32.), J5„ um so grösser, folglich 5I„ um
so kleiner ist, je kleiner e. Ferner zeigt die Tafel, dass die

Anfangs-Coefficienten 9fo 51] ... . bis 9t2o? für £= 1, eine abneh-

mende Reihe bilden. Dasselbe gilt, wenn «= 0; denn in diesem
TT

Falle ist 5l„ = 4 ^„ + -—r-^ — n'^. welcher Ausdruck, bei wach-
2n-\-6

sendem «, offenbar abnimmt. Es ist sonach, sowohl lür e = 0, als

für £==1, so lange n die Zahl 20 nicht übersteigt:

Oar'i

oder IK - i?.,^. <|-, («,.-«+.) + (2„+3)(2«+ 5-, ' ' ' ^»'^

Aus 32.) ergibt sich aber:

2.4. . .2n

3.5. . .(2w-f3)

ein Werth, welcher, indem e wächst, stätig zunimmt. Die das

Abnehmen von 5(„ bedingende Ungleichung 39.) besteht daher

für jeden hier zulässigen Werth von e.

Da nun die Anfangs-Coefficienten bis 5(20 fortwährend ab-

nehmen und die übrigen stets negativ sind, kann in der unend-

lichen Reihe % + 5t, m ^ + 51^ ^ + 51, m ^ -f • • •

auf ein negatives Glied nur ein negatives folgen, und kann

eißem positiven kein negatives vorangehen, und hat daher obige

Reihe die Form;

Co -|- C, X -\- C^X'^-] \- Cr-i X ''~^—{Cr X ''-f Cy+l X ''+1
-| ),

WO sowohl X als sämmtliche c positiv sind.

Wenn die Summe S einer derartigen convergiorenden Reihe

für x= Xi negativ ist, so ist dieselbe auch für jeden grösseren

Werth von x, negativ.

Beweis: Angenommen die Summe S obiger Reihe sei,

für x= Xi, negativ, so ist um so mehr, nacli Weglassung von c„,

c, ./, -f c^ :/' ,
^

-I
[- c,_i :r

, '-' — (Cr .r,
' + c, +1 .r,

'• + ' H )<
f

oder, wenn man mit — multiplizirt:
r,

r c
i
-\- r c 2 X i

-\- r c ^x ^'^ -{--}- r c ,__i x ,

'"'* - (r CrOc^
'"^

-f rC,+i.t:,'+-)<0,
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folglich um so mehr:

+ (r+l)c,.+i^i'-+-..)<0.

dS
Letzterer Ausdruck ist aber = 3 • Dieser Differential-

Quotient ist nun negativ, d. h. S befindet sich im Zustande des

Abnehmens, kann also, wenn x "^ x^ wird, nur negativ sein.

Mit Rücksicht auf das eben Gesagte, führt die Gl. 37.)

hinsichtlich des Verhaltens des loxodromischen Bogens ä, indem

m allmälig von bis 1, oder d von bis ^ alle möglichen

Werthe durchläuft, zu folgenden Ergebnissen:

Wie aus 38.) erhellt, ist:

STo= je nachdem sin %= oder /?^ 1 24° 37'. 8 . .

Im ersten Falle sind, dem Obigen zufolge, sämmtliche %
dfji

negativ. Der Differential-Quotient -pr ist also negativ; d.h. a be-
do

findet sich, indem m von bis 1 wächst, fortwährend im Zustande

des Abnehmens, und hat daher seinen grössten Werth für

m= d=0. Das Nämliche gilt auch, wenn ß = 124° 37'. 8. .

Dann verschwindet wohl 5Io, aber 5(i ist negativ, folglich auch

alle übrigen S(.

Ist endlich /?> 124° 37'.8. ., so ist jedenfalls % positiv,

und können, je nach dem Werthe von /?, auch die folgenden

Coefficienten bis incl. STao, positiv sein. — hat dann, so lange m

eine gewisse Grenze nicht überschreitet, das Zeichen der An-

fangsglieder, wird aber, bei fortgesetztem Wachsen von m, endlich

negativ, a ist daher anfänglich im Zustande des Wachsens, bis

da
, . ,

-T-f verschwmdet, wobei es sein Maximum erreicht, und mmmt
do
dann, bis zu seinem Minimum fortwährend ab.

ä hat also stets nur Ein Maximum, welchem, so lange ß
die Grenze 124° 37'. 8. . nicht überschreitet, der Werth w?=0,

sonst aber ein grösserer Werth von m entspricht, welcher um

so grösser ist, je grösser ß.
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Hinsichtlich des Maximums des Bogeus ä, das ich mit M
bezeichne, und dessen Verhältnisses zu ß, ergibt sich, aus dem

Vorhergehenden, Folgendes

:

So lange ß den Grenzwerth 124" 37'. 8. nicht überschreitet

Dieser

• ß
ß M ^ sin ^

ist immer M= n sin ^ (s. Gl 1 3.) folglich —=
^ ß ß

Quotient nimmt ab, indem ß wächst, und hat daher seinen

grössten Werth, wenn ß unendlich klein ist, in welchem Falle

M 71 31— = - = 1 57 . wird. Für ß = 124° 37'- 8. ., nimmt — den
ß ^ ß
Werth 1-27. . an.

Ist ,?>124° 37'- 8 . , so ist ilf>rr sin ^, und der Quotient

31— «<l-27.. Dieser Quotient nimmt, bei wachsendem ß, ab, wie

31 -

aus folgender Tafel zu ersehen, welche, nebst ß, Jf und —, auch
P

das dazu gehörige m und 31- ß enthält, ß und M sind in Bogen-

minuten angegeben.

ß
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Bezüglich der Differenz 31-ß, zeigt obige Tafel, dass die-

selbe anfangs, bei wachsenden /i, zunimmt, später aber abnimmt.

und dass, für deren Maximum, /? nicht viel von 6000' oder 100°

verschieden ist. Genauer findet man den dem Maximum von M-ß
entsprechenden sphärischen Abstand ß aus der Gleichung:

d
,ßi^-ß)= o

wobei offenbar M=7i sin
^

Man hat sonach:

d , . ß , 71 ß ,

-y- {n sin '-—/:?)=- cos - — 1 =0,
aß i ' i i

ß 2
woraus cos-^=^,

rc

ß= 100° 5G'. 8 .
=6050'-

8

M= 8330-3

M-ß= 2273-5

Anhang".

1. Wie Euler gezeigt hat, nähert sich die Summe

>S„ = 1 + 77+ TT+ • • + - 1 bei dem unendliclien Wachsen
2 6 n

von w, unendlich der Grenze 6'+/,,, wo C= 0-57721 • Für

n = oo, ist daher Ä„ ^ C -j- /„ ,

Sn 1,1
_

n n n''

und da -
, für ?/ = co, unendlich klein wird, so gilt dies aucli

n

von —
n

S-
Für r = CO, verschwindet daher auch ^'—

, und um so
2r-\

mehr r^^', weil -V-i <!'S'2r-i, w. z. b. w.
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Um die Grenze zu finden, welcher sich «2.-1 ohne Ende

nähert, indem r unendlich gross wird, kann man so erfahren

:

Oftenbar ist

Q
folglich 5.;,._i= N2,. —j-

Für r = 00, bat man daher

:

/> I
7

C -\-lr ^17
I

')

«2'— 1 = ^ -f- t (2 )•)
.^

^^ "2
I

^ '^
I 7

oder S2,_i = Z-f :?, wo 5'= 0981 75. .

Man kann nun allgemein 52,-1 = Ä" ,- -}- -^ setzen, wo kl-

eine von r abhängige veriable Grösse bedeutet, welche, für r= 00,

in K übergeht. K, nimmt ab, indem r wächst, und ist immer

nur wenig von K verschieden, wovon man sich leicht überzeugen

kann, indem man S2'-i und ?,-, für r=2, 3 etc. berechnet.

Man findet so: Z2—^= 000500. ., Zj« —Z= 000020,

u. s. f.

Da Ky höchstens die Einheit erreichen kann, nämlich für

r = 1. so ist immer

52,._i< 1 4- ^ ?r 40.)

2. Da

—

r--^<l-~,^ genügt es, zu beweisen, dass
n-\-2 n-\

2

Sn-i

—- 1 1 + -TT + -- +
1 ™l , ftii' n = 0, verschwindet.

Vermöge 40.) ist

^3^5^ ^2>--l^ ^2^3^ ^r^2Vl^2^ ^rT
oder, wenn man obige drei Summen durch ^2--!, 5', und o,. be-

zeichnet, und durch 2r— 1 dividirt:

^2>-l ^ Sr ,
g>- S'' ] (>,.

2r-l 2r-l"^2(2r-lj^ r
~^

2 r

2*
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Da nun, für y = oo, — unendlich klein wird, handelt es
r

sich hier nur noch um den Beweis, dass dasselbe auch von

- gilt.

Um die Grenze zu finden, welcher sich die Summe o,- bei

dem unendlichen Wachsen von r unendlich nähert, kann man

sich der bekannten von E u 1 e r herrühren Summirungsformel

:

oder der daraus abgeleiteten:

^-^ + J^rt^i-2i-
12 24+ 720 160+ ^^'^

bedienen, vfo S= f (l) -\- f(2) + --fix), tj= f {cc\ J x = l,

und S^i, 2^2 etc. die bekannten BernouUischen Zahlen bedeuten.

Im vorliegenden Falle ist:

Ix r -, ßx)'^ ^ dii 1-lc d"y an-{-^nlx

^ x'^ ^ 2
'

' dx x^ ' dx'' x''-\-\ '

wobei für a« und 6„, die Gleichungen:

hn = 1.2.3 ••n (— 1)", ün = hn-\ nün-i
gelten.

Ferner ist: l{x-{-\) Ix
^y=

{x-\-\)~ ^'

^ x-\-n VI/ a;+w-l +V2/ x-\-n—2 *~^
'^ ä;

Um die Constante C zu bestimmen, habe ich a bis zum

C Osten Gliede berechnet und fand aus obigen Formeln C =
— 0-0728. .

Es ist sonach, für ^= 00:

3 3.5

0^ = — 0-0728. .

[ie Gleichung:

2.4
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für die Zahl n gilt, so gilt sie auch für n-{-\, weil

2.4 . .(2^—2) 2n 2.4. (2m— 2) 2w

3.5 .(2«— l)(2w+l)~3.5. .(2w— l)(2nH-l)(2«4-3)

_2.4..(2«— 2) 2w (2m+2)"
3.5 .(2«-l) (2w+l) (2w-j-3)

Da sie aber für w=l, 2 etc. besteht; denn es ist

12 1 2 2 4
1 =—, 1 !l_=— u. s. f., so gilt sie für jeden Werth

3 3' 3 3.5 3.5 ' "
^

von n.
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