
Die Ebene und Gerade als Elemente
eines dem barycentrisohen analogen

CalOllis

Ferdinand Lippich;

Professor der Mechanik am 1. Joanneum.

Vorbemerkungen.

Bekanntlich hat Mob ins durch seinen barycentrischen
Calcul zur Behandlung der Geometrie ein Hilfsmittel geschaf-

fen, das durch seine Erfolge in einer grossen Classe von Aufgaben

einen bleibenden Werth errungen hat. In diesen Eechnungsmethoden

werden die geometrischen Gebilde als Punktgebilde aufgefasst. Wie

der Punkt sind aber auch die Ebene und die Grade einfache Ele-

mente, aus denen geometrische Gebilde construirt werden können.

Vermöge den Gesetzen der Reciprocität wird der Nachweis für die

Existenz eines mit Ebenen und Geraden analog dem barycentri-

schen operirendeu Calculs nicht nur von rein theoretischem In-

teresse sein, sondern als naturgemässe Ergänzung auch einen prak-

tischen Nutzen liefern.

Im Folgenden soll dieser Nachweis durch ganz elementare

geometrische Betrachtungen geliefert werden, die wo möglich den

von Möbius angewendeten dual gegenüberstehend gewählt wur-

den. Da hiedurch die Analogie mit dem barycentrischen Cal-

cul deutlich hervortritt, so ist es dann an der Hand desselben

auch leicht, die fundamentalen Aufgaben zu stellen und zu lösen,
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die einer weiteren Anwendung vorhergehen müssen. Ich habe es

daher unterlassen, hier näher auf derartige Specialisirungen und An-

wendungen einzugehen und nur denjenigen Sätzen eine grössere

Aufmerksamkeit zugewendet, die entweder den Zusammenhang

mit dem baryceutrischen Calcul klar stellen sollen, oder

welche für weitere Ausführungen von Rechnungen von Wichtig-

keit sind. Hieher gehören namentlich gewisse Transformationen der

Ausdrücke, die sogleich näher charakterisirt werden wollen.

Bezeichnungen. Eine Ebene, Gerade und ein Punkt

sollen beziehungsweise mit «7, j und i bezeichnet werden. Diese

Situationszeichen werden aber auch die Bedeutung mathema-

tischer Grössen erhalten.

In allen Fällen , in denen ein Ausdruck, mag er aus Situa-

tionszeichen oder mathematischen Grössen bestehen, dahin gedeu-

tet wird, dass er eine Ebene, eine Gerade oder einen Punkt be-

stimme, soll zwischen dem Ausdrucke und dem entsprechenden

Situationszeichen das Zeichen ^ gesetzt werden.

Ist j der Durchschnitt zweier Ebenen / und J' , i der ge-

meinsame Punkt dreier Ebenen J, J' J" , i der Durchschnittspunkt

zweier Geraden jj' in der Ebene ; i der Durchstosspunkt einer Ge-

raden mit einer Ebene J; J die Ebene durch drei Punkte i i' i"
,

u. s. w., so pflegt man zu schreiben:

j = JJ'; i - JJ'J"; i = jj'\ i ^jJ; J =ii' i".

Wird durch einen Punkt i eine Gerade gezogen, die eine

Ebene J oder eine Gerade j scheidet, so soll die Länge der Strecke

zwischen * und dem Durchschnitt mit \Ji\, \i J\; \ji\ bezeichnet

werden.

Von den beiden Theilen des unendlichen Raumes, in welche

derselbe durch eine Ebene zerfällt, soll der eine als positiv von

dem andern als negativ unterschieden werden, und demgemäss auch

die beiden Seiten der Ebene. Desgleichen sollen auch die beiden

entgegengesetzten Richtungen einer Geraden auseinandergehalten

werden.

Führt man zu einer Ebene eine Gerade oder zu einer Gera-

den eine Ebene, so bestimmt sich die positive Richtung der Ge-

raden und die positive Seite der Ebene durch die Festsetzung,

dass, vom Durchschnittspunkt aus gerechnet, die positive Richtung

der Geraden in den positiven Theil des Raumes hineinfalle.

Die positive Richtung der Durchschnittslinie zweier Ebenen
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ist jene, von welcher aus gesehen die positiven Seiten der Ebenen

im Sinne einer Rechtsdrehung liegen. Umgekehrt bestimmt sich

hieraus aus einer gegebenen Ebene und einer in ihr liegenden Ge-

raden, die positive Seite einer zweiten durch letztere geführten

Ebene.

Wird in derselben Ebene zu einer Geraden eine zweite ge-

zogen, so soll als positive Richtung der letzteren diejenige be-

trachtet werden, in welche durch eine Rechtsdrehung um den

Durchschnittspunkt, die positive Richtung der ursprünglich gege-

benen Geraden hineinfällt.

Bei parallelen Ebenen und Geraden sollen, wenn noch darüber

willkürlich verfügt werden kann, die positiven Seiten gleich ge-

richtet angenommen werden.

Unter dem Winkel zweier Ebenen oder Geraden möge der

kleinste Winkel verstanden werden, um welchen die Drehung zu

geschehen hat, damit die positiven Seiten zusammenfallen.

Wie im barycentrischen Calcul durch Punkte und numerische

Coefficenten andere Raumpunkte bestimmt werden durch gewisse

Ausdrücke, so bestimmen ganz analoge Ausdrücke Ebenen und

Gerade durch Ebenen und Gerade und numerische Coefficienten

;

und während der erstere Calcul mechanisch gedeutet auf Schwer-

punkt-Bestimmungen basirt, bildet für den letzteren die Ermitt-

lung der Resultante gegebener Kräfte die Grundlage.

Die früher angedeuteten Transformationen beziehen sich auf

Aufgaben von der Natur der folgenden:

Wenn i ^ JJ'J" ist, aus den gegebeuen Ausdrücken der

Ebenen durch Ebeneu-Coefficienten, den Ausdruck von i in Punkt-

Coefficenten zu finden.

Die Lösung aller dieser Aufgaben ist eine sehr einfache und

ge.^chieht nach demselben Principe. Man betracbtet nämlich J'JJ"
wie ein wirkliches Product und erhält durch Entwicklung dessel-

ben den gewünschten Ausdruck, indem man bezüglich der Situa-

tionszeichen-Producte gewisse Multiplicationsregeln einhält.

Es hätte zwar mehr den Kern der Sache getroffen, wenn ich

sofort die Untersuchungen mit der Betrachtung eines imaginären

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



218

Zahl-Systemes (mit nicht commutativer Multiplication) in Ver-

bindung gebracht hätte. Absichtlich sollten aber hier alle weniger

elementaren Hilfsmittel ausgeschlossen bleiben.

Sätze über die ^coiiietriscJic Addition von Strecken.

Sind a^ cl «.,,... die Längen beliebiger Strecken mit be-

stimmten Eichtuugen und bildet man einen polygonalen Linien-

zug, indem man immer an den Endpunkt einer Strecke die nächste

mit ihrem Anfangspunkte und ihrer Eichtung hinzufügt; so ver-

steht man unter der geometrischen Summe dieser Strecken die-

jenige, welche den Anfangspunkt der Polygons mit dem Endpunkte

verbindet. Ihre Eichtung ist die Eichtung vom Anfangspunkte zum
Endpunkt.

Jede nach Länge und Eichtung gegebene Strecke kann als

Summe beliebig vieler Theilstreckeu angesehen werden.

Eine Strecke von der Länge a und bestimmter Eichtung soll

mifö" bezeichnet werden, so dass eine geometrische Summe aus-

gedrückt wird durch :

a ^= a^ -}- a^ -J~ «.-j
~|~ •

Die blosse Länge der geometrischen Summe schreiben wir

a, \~^l oder |^ + ö. + «^^ + |.

Von der geometrischen Summe "ä sind folgende Eigenschaf-

ten bekannt:

1) Die Summa V ist commiitativ und distributiv.

2) Ersetzt mau ohne die Eichtuugen zu ändern «,«,«,,

durch die proportionalen Werthe ä;«, /m, fc«, . .
.
, so ändert auch

die Summe ihre Eichtung nicht uud ihre Länge geht über

in Jm.

3) Ist j irgend eine Gerade so ist, wenn

:

a = a, + ((2 + (h + ,

a cos (aj) —. a, cos (aj) -f- a, cos («oj) + «j cos (aj) + ••.

4) Ist J irgend eine Ebene und ä' a'i a'i — die Projec-

tioneu der Summenstrecke und der Theilstreckeu auf diese Ebene.

so ist a' = a,' -f- «2' ~i~ ".)' ~f"
''

•

ö) Die Länge der Summenstrecke findet mau ausgedrückt

durch die Theilstreckeu in ihre Winkel aus

a'^ = I al -f- - «111 «11 cos («m («11 ).
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Hieraus ergeben sich leicht die weiteren Sätze, die später

benöthiget werden und die hier im Zusanamenhange nur mit theil-

weiser Herleitung versehen, angeführt sind.

6) Es sei 'a = a] -\- al- FiYhrt man durch einen Punkt

drei Gerade j, j,, j^ beziehungsweise parallel oder, in einer zur

Dreiseit-Ebene von ä ^ «2 parallelen Ebene , senkrecht zu den

Richtungen von « öj äa, so ist immer

:

sin (ii J2 ) _ sinjjja). _ sin O'Ji)-

a a, «2

Ebenso hat man für die Ebenen <7 J, /gi die durch die-

selbe zur Ebene von « «i «2 senkrechten Geraden beziehungsweise

parallel oder senkrecht zu ä ä, ä^ geführt werden:

sin (J^ J2) sin (J J-)) sin {J J\).

a a, «2

Wie ersichtlich
,

gilt auch die Umkehrung dieses Satzes.

7) In der Ebene der Geraden j j, j^ und in einer Normal-

ebene zum Durchschnitt der drei Ebenen J J^ J^ soll ein Punkt i

angenommen werden. Durch diesen Punkt ziehen wir Senkrechte

zu den drei Geraden und zu den drei Ebenen. Die Längen der

Perpendikel nehmen wir übereinstimmend mit obigen Festsetzun-

gen positiv, wenn der Punkt i von der Geraden oder Ebene aus

gerechnet auf der positiven Seite der Senkrechten liegt. Sodannt

ist immer:
(^\j'^\ = «1 I ii *

i + «2 I ia * h
a

\
Ji

\
= a^

\

J^ i
\ + «2 I

«^2*
I

•

8) Sollen drei Strecken öl" «2 «^ die geometrische Summe
Null geben, so muss die Bedingung erfüllt sein:

Ctj Qja ^i

sin («2 «3) sin (% a^) sin (a, a^)

Zusatz a). Aendert man nur die Längen dreier Strecken

a, a-i «3 in öi' «2' %' und soll die geora. Summe in beiden Fällen

dieselbe sein, so müssen die Strecken a,'—«,, «g'—«j , a,/- «j die

Summe Null geben; daher ist die Bedingung dafür, dass, wenn

a/ija,, «21^2? ct.j i%i

die Summe ungeändert bleibe:

Q' 1 et
I

Oj n ein Ob •> €b \

sin («2 aj sin (a., «,) sin (a, «J
Zusatz b.) Soll bloss die Richtung der Summen von

02 «3 und öl" ö^" 0^3" ungeändert bleiben, so ist wegen
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2), wenn (h"\'äi , äj^Hö^, «^"üfflg

+ «2 + «3

ist, ein Faktor k =
vorhanden, so dass

wird. Die Bedingungsgleichung für obige Forderung wird daher

Jctti"— a,, iMi"—«2 ___ Jca.^"—a.j

sin («2 «3) sin («3 a,) sin (a, »2)

Zusatz c.) Wenn wie früher

(0) = a^ + rt2 + «1

ist und die !!5eiteu &i &2 6., eines Dreiecks sind parallel oder stehen

senkrecht resp, zu «7 «2 «3» so ist immer:

h_ __ h_ __ ^.
a, «, «3

9j Es soll die Bedingung dafür gefunden werden, damit

vier Strecken a, a^ a,^ a^ , deren Richtungen vorgeschrieben

sind, die geometrische Summe Null geben.

Auflösung. Es seien durch die vier vorgeschriebenen

Eichtungen gezogen ä] al äj Tu und vom Punkte A. aus die vier

Strecken, z. B. in der Ordnung der Indices aneinander gefügt,

wobei der Endpunkt von a^ mit dem Anfangspunkt zusammen-

falle. Zieht man die Verbindungslinie h vom Eckpunkt («., «,)

zum Eckpunkt (Ö2 «O' ^^ zerfällt das räumliche Vierseit in zwei

ebene üreiseite, deren Ebenen an der Durchschnittskante h den

Winkel ß bilden mögen.

Aus «2 sin (a, h) , a, _ sin (a, b)

h sin {a^ a^) h sin {a^ a,)

folgt zunächst a. _ sin («3 a, ) sin («, h)

a, sin («, a.) sin («3 &)

Ferner ist

:

sin (a, b) sin (b3 «„ «, «,) sin (a, «,) sin (&, «o, ^3 «3) sin(a3 «,),

sin («3^ ~ sin ß

*

sin ß

wie sofort aus der Betrachtung der an & befindlichen Dreikante erhellt.

Berücksichtigt man noch die in entstehenden Dreikante

fa, Hl «,), («.' rt:i «.,), [a, «, (6,), (Vt, «, rf.) und bezeichnet für

jedes derselben das constante Verhältniss der Sinusse der Ebenen-

winkel zu den Sinussen der gegenüber liegenden Kantenwinkel der

Keihe nach mit t^ -=^ ^2 z-r, so wird

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



sin K «., a a,) = . sin («. .g, sin (a, «„ ., .,) ^^ ., sin («, a^).
Hiemit wird schliesslich

v
' 3^

^ -= /2 sinCa, gj sin_(a^,) sin (a, «3).

^* % sin («, «J sin "(öTajTsinT^^ «,)•
Sucht man in ähnlicher Weise die übrigen Verhältnisse der
Streckenlangen, so gelangt man zu der Bedingungsgleichung:

^ =^ ^ a^
__ a

m welcher die Producte der drei Sinusse durch ein einfache. Sym-
hol ersetzt sind.

' -^

Zusatz a) In gleicher Weise wie unter 8) findet man
als Bedmgung dafür, dass

a^, + < + «^3 + ,7, ^ «; + «; ^ ~
^ ^^

sei, wenn die Thejlstr^cke^ dieselben Richtungen haben, also

«'.l«U «'J|«„ f*'3iK, ^Ji^
ist, durch die Gleichung ausgedrückt:

__
Zusajz 6) Soll blos die Richtung der Summen «, + «T + «"

+ a, und a", +^a\J.a\-^ a\ imgeändert bleiben, während

(^\hn «''Jk, ^^l«;,, «^'ji«;
ist, so lautet die Bedingungsgleichung (vergl. 8, Zus. b) wenn man

k == _ki_±4i_ + «3 4- ^1

macht k"+./'Tä?:räT

Zusatz c) Wenn
•- , ^

nJ

^ = «, + 0^2 + ä'3 4- ^^
und man legt senkrecht zu den vier Richtungen Ebenen, die nicht
durch dense ben Punkt gehen, nennt A, A, A3 A, die Flächen-
mhalte der das entstehende Tetraeder begrenzenden Dreiecksflächen,
wobei A. senkrecht zu a, liegt u. s. f.; so ist immer:

«, «2 «3 «4*

16
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Beweis. Bezeichnet man die Kanten der Tetraeders mit

(J., Ä^), {Ä^ Ä^) . . . ., betrachtet einmal Ä^ dann A^ als Basis

und rechnet das Volumen F, so hat man:

3 F==^, {Ä, Ä,) sin {Ä, Ä,, A^ AJ sin {A^ A,)

= A, {A^ A^) sin (^3 A^, A, A,) sin {A, A,)

Nun ist aber

^ ^3 J., ^ ^ «3 a„ <^ A, ^3, J.3 A^ = -^ a, «3, «3 a,

u. s. f.

Macht man diese Substitutionen und bedenkt die Bedeutung

der £, so fmdet man
J-, «2

A, ~ a,

und in gleicher Weise die Gleichheit irgend eines anderen Paares

von Verhältnissen.

n.

Bestimmung der Lage von Ebenen.

1) Die Ebene im Ebenenbüschel. Es seien zwei nicht

parallele Ebenen J", und J., gegeben, ausserdem zwei Coefficienten

A^ und A^. Man soll einen Punkt i so bestimmen, dass

1) A,\J,i\+A,\3,i\=o
ist. Um diese Aufgabe zu lösen, denke man sich zwei Längen

A^ und yi, normal zu J, und J, genommen und sodann

Ä = Ä, -h Ä,

construirt. Zieht man durch /, J^ eine Ebene J senkrecht zur

Richtung von A, so hat jeder Punkt dieser Ebene die gewünschte

Eigenschaft (I, 7.)

Es gibt nur eine solche Ebene r/, denn für jeden ausserhalb

der Ebene J gelegenen Punkt ist

V) A,\J,i^\-[-A,\J,i'\^A\Ji'\,

also nicht Null, da A nicht Null sein kann.

Zusätze, a) Die Lage der Ebene /ist nur abhängig vou

der Lage der beiden Ebenen J, und J, und von dem Verhältnisse

A^'. A^ der Coefficienten (I, 2). Ist dieses Verhältniss positiv, so

liegt J innerhalb, sonst ausserhalb des Winkels von /, und J^.

Durchläuft .4, : ^, alle möglichen positiven und negativen Werthe

so nimmt J alle Lagen im Ebenenbüschel ein.
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h) Für jede durch J, J^ gehende Ebene / ist nur ein ein-

ziger Werth von A^ : A^ vorhanden, so dass für irgend einen

Punkt i derselben die Gleichung 1) besteht; denn kehrt man die

in (II, 1) gelöste Aufgabe um, so handelt es sich um die Con-

struction eines Dreiecks, dessen Winkel gegeben sind.

c) Betrachtet man /; und J^ als Fundamental-Ebenei^, so

kann durch eine Gleichung wie 1') jede Ebene des Ebenenbüschels

dargestellt werden. Da hiebei die Lage des Punktes i' ganz will-

kürlich ist, so kann keine Zweideutigkeit entstehen, wenn man

obige Gleichung in der Form schreibt

A, J^-\.A,J,=AJ.
Diese symbolische Gleichung erhält sogleich ihre algebraische

Bedeutung; wenn man unter /, J^ J die von irgend einem, aber

demselben Punkte auf die Ebenen gefällten Perpendikel versteht.

Durch die in I festgesetzten Bezeichnungen kann man als

Ausdruck der Ebene J auch schreiben

J-^ J, /, +A^_J^.

d) Von vier Ebenen des Büschels

/„ /„ J, ^ ^, J, -4- A^_ J,, J-, ^ 5, /, + B, J,

soll der Werth des Doppelverhältnisses durch die Coefficienten

ausgedrückt werden.

Aus

CT T T T\— ^^" C'^» ^3)
.

sin (J"i J.)

^ '
-^^^~" sin(/3 JJ • sin (/,/,)

folgt unter Berücksichtigung von (I, 6)

A B
(J, J, J3 ^^4) ^^ j^ ' ^

Sollen die Ebenen J^ J^ durch J, J^ harmonisch getrennt

sein, so muss

A, B,

werden. Setzt man demnach das Verhältniss der Coefficienten gleich

Jf, und bedenkt, dass man in den Ausdrücken der Ebenen den

rechten Theil durch irgend einen Coefficienten dividireu darf, so

sieht man, dass vier harmonische Ebenen immer auf die Formen

gebracht werden können:

16*
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2) Ebene im Ebenenbündel. Es seien drei nicht durch

dieselbe Gerade gehende Ebenen «7, J^ J
^
gegeben, ansserdem drei

Coefficieuten A^ Äl A^. Man soll einen Punkt i so bestimmen,

dass

2) A,\J,i\-^A,\J,i\-^A,\JJ.\ =
ist.

Man denke sich drei Strecken, deren Längend, A^ A^ sind

normal zu J, J^ J^ genommen und sodann

^ = ^, + Ä 4- A,

construirt. Führt man durch J, J^ J^ eine Ebene J senkrecht

zur Richtung von A, so hat jeder Punkt dieser Ebene die ge-

wünschte Eigenschaft.

Um dieses zu beweisen, bestimme man nach (II, 1) eine

Ebene J"' so dass

I^ = Z, + i;; A'\J'i\ = A, \J,i\ + A,\JJ\

wird. Sucht man dann ebenso wie in (II, 1) eine Ebene /, welche

durch J' Jg, also auch durch J, J, J^ hindurch geht und auf der

Richtung von

Z = Z + Z^ = J^+iU+A
senkrecht steht, für welche also, wenn i in ihr liegend ange-

nommen wird

A'\J'i\ ^A^\JJ\^=0
ist, so folgt auch durch Substitution für diese Ebene die zu er-

füllende Gleichung.

Für jeden Punkt *', der nicht in J liegt, hat man

A'\J'i'\-\- A, J,i^\r=A\ Ji'
I

und weil auch

A, \J, i'j+^2 1-^2*' \=-A'\J'i\

ist, so folgt für jeden nicht in J liegenden Punkt

20 A,
I

J,i^\ ^A,\JJ'\-i.A,\JJ'\ = A\ Ji' i,

also nicht Null, da A nicht Null werden kann, weil die Richtun-

gen von A^ A^ A^ nicht in einer Ebene liegen. Es gibt also nur

eine Ebene von der obigen Beschaffenheit und ist auch die Ord-

nung, in welcher man die früher zu ihrer Bestimmung angewendeten

Constructioneu ausführt, ganz willkürlich,

Zusätze, a) Die Lage der Ebene J im Ebeneubündel ist

nur abhängig von der Lage der drei Ebenen </", /, J^ und den

Verhältnissen der drei Coefficieuten A, : A^ : A,.
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Durch AenderuDg des Verhältnisses A^ : A^ durchläuft /'

alle Lagen im Ebenenbüschel /, J, und der Schnitt von /' auf

J^, durch welchen J geht, alle Lagen eines Strahlenbüschels in

J, '/j'/,. Da nun / durch Aenderung von A: A^ ebenfalls alle

Lagen des Büschels durchläuft, dessen Träger der dem A^: A^

entsprechende Schnitt J' J,, ist; so kann je nach dem Werthe

von A^:A^ und A':A, oder, was dasselbe ist, von Aj:A^:A^,

J jede Lage im Ebenenbündel annehmen.

&) Für jede Ebene J im Bündel gibt es nur ein Werth-

system der beiden Verhältnisse J. ,: vi, : ^4 3, so dass bezüglich

irgend eines Punktes i derselben die Gleichung 2) besteht. Denn

nimmt man senkrecht zu / die Länge A beliebig, so soll

^— J., + ^Ä, + A,

sein, wobei die Richtungen von A^ A^ A^ vorgeschrieben sind.

Der Endpunkt von Ä^ liegt aber in der durch den Endpunkt von

A parallel zur Ebene A^ A^ geführten Ebene, ist also bestimmt

und hiedurch werden es dann auch die Längen von A, und A^^

da sie zwischen zwei Punkte nach gegebenen Richtungen einzu-

schreiben sind.

c) Betrachtet man J, J, J.^ als Fundamentalebenen , so kann

durch eine Gleichung wie 2') jede Ebene des Ebenenbündels dar-

gestellt werden. Auch hier kann man, wie in (II, 1, c.) ausein-

andergesetzt, abgekürzt schreiben:

A, J, + ^, J, + .I3 J, = A,J
oder ^, J, + ^2 ^2 -h A^J^^J

oder, indem man durch einen der Coeflficienten dividirt, noch ein-

facher

d) Es seien J und J' zwei Ebenen des Bündels und

A J ^ A, J, + A, J, + A^ J3,

.i'J' = A\J, +A\ J2+ A\ J„

unter A und A' immer die Längen der geometrischen Summen

der rechts stehenden Coefficieuten in der oben (II, 2) erläuterten

Weise verstanden. Jede Ebene des Büschels J J' kann dargestellt

werden durch

AJ-i-xA'J'
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wo X eine veränderliche Grösse ist. Wegen der Bedeutung der

Zeichen J, J', J, .... ist es offenbar erlaubt, die obigen Aus-

drücke zu substituiren und man erhält

(A, + X A\) J, + {Ä^ + Ä',) J, 4- (^3 + X A',) ^3,

welcher Ausdruck als der Durchschnittslinie J J' angehörig be-

trachtet werden kann, da er alle Elemente des dem Träger J J'

zugehörigen Büschels urafasst.

3) Die Ebene im räumlichen Systeme. Es seien vier

nicht durch denselben Punkt gehende Ebenen J, J, J^ J^ gegeben,

ausserdem vier Coefficienten Ä^ Ä^ Ä^ A^. Man soll einen Punkt

i so bestimmen, dass

3) A^\J^i\+A,\JJ\-{.A^\JJ\^A^\J,i\=.0 ist.

Man denke sich vier Strecken, deren Längen Ä^ Ä^ A^ A^

sind, resp. normal zu /, J^ J^ J^ genommen und sodann

A = A^ + Z, + Z3 + 1^
construirt. Es wird vorausgesetzt, dass diese geometrische Summe
nicht Null, also das aus den gegebenen Strecken gebildete Vier-

seit nicht geschlossen sei.

Nun construire man wie in 2) eine Ebene J\ die durch

/, J., J3 hindurchgeht und auf der Kichtung von

Z' = Z, + A + ^3
senkrecht steht. Führt man dann durch den Schnitt J' J, eine

Ebene J senkrecht zu xl, so hat jeder Punkt dieser Ebene die ge-

wünschte Eigenschaft.

In der That, ist i ein solcher Punkt, so hat man wegen (11, 2)

A,\J,i\+A,\J,i\ + A,\J,i\=:=A\J^i\.

Da aber

z = z + ^.,

so ist wegen (II; 1)

Ä\J'i\ + A, \J^i\=^0,

woraus durch Substitution die Gleichung 3) folgt.

Für jeden nicht in J gelegenen Punkt l' hat man

A\ I J\ ; i' I + A. \JJ' \-\- A,\ J, i'
\

= A'\ J' i'
i

und

A'
I

J''i'\ + A, \J,i'
I

=A\Ji'\,
woraus folgt:

3') A, I J, i' \^ A,\JJ'\ +A,,\ J, i'
I

+ A,
|
/, i'

|

•:- A
\
J i'

\

also nicht Null, da A der Voraussetzung gemäss nicht Null ist.

Es gibt also nur eine Ebene, deren Punkte die Gleichung 3) er-
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füllen und es ist somit auch die Ordnung, in welcher man die

früher zu ihrer Bestimmung angewendete Construction ausführt,

ganz willkürlich.

Zusätze, a) Die Lage der Ehene J ist nur abhängig von

der Lage der vier Ebenen J^ J^ J^ J^ und den Verhältnissen der

vier Coefficienten J., : A^ : A^ : J.^, denn nur von diesen Verhält-

nissen und nicht von den absoluten Werthen der Coefficienten

hängt die Lage der Ebene /' im Ebenenbündel J^ J^ J^ und der

Ebene / im Ebenenbüschel / J^ ab. Je nach den Werthen der

Verhältnisse A^ : A^: A^ kann /' jede Lage im Ebenenbündel

J, J2 J3, somit auch der Schnitt von /' und J^ auf dieser Ebene

jede Lage annehmen. Da dann je nach dem Werthe von A' : Al
oder A^, J jede Lage im Ebenenbüschel J' J^ annehmen kann, so

kann / überhaupt jede Ebene des Raumes werden, denn jede

Ebene des Eaumes muss einem der Büschel /' J^ angehören.

h) Für jede Ebene / des Raumes gibt es nur ein Werth-

system der Verhältnisse A^:A^:A^\A^ so, dass bezüglich eines

beliebigen Punktes i derselben die Gleichung 3) erfüllt wird. Denn

nimmt man senkrecht zu J die Länge A beliebig, so soll

1 = I, + X H- J3 + Z,

sein, wobei die Richtungen von A^ A, A^ A^ vorgeschrieben sind.

Die Ebene /schneide J^ in J J^. Durch diesen Schnitt und durch

/, Jj J3 muss die Ebene J' gehen, deren Lage somit gegeben ist.

Hiedurch ist aber auch die Richtung von A' bekannt, die mit

A und A^ als Normalen zu / und J^, die sich auf /' schneiden,

zur selben Ebene parallel läuft. Zieht man also aus dem Anfangs-

punkt von A eine Parallele zu A' und aus dem Endpunkt eine

Parallele zu A^, so sind durch den Schnittpunkt derselben die

Längen so bestimmt, dass

z = z + x
ist. Construirt man noch wie in (II, 2. b,)

Z, + Z, + X3 = z
so hat man für ein beliebiges A die vier Coefficienten bestimmt

und somit ihre Verhältnisse eindeutig angegeben.

c) Betrachtet mau /, J^ J3 J* ^Is Eundamentalebenen , so

kann durch eine Gleichung wie 3) jede Ebene J des Raumes dar-

gestellt werden. Auch hier kann man wie früher abgekürzt

schreiben

:
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A^ ,/, -[-A,J,-\- Ä, J, -i- Ä,J,=ÄJ oder

A, J, + Ä^ J, H- Ä, J^-\-A,J,^^J oder

J, H- .¥ J, -h iV J3 -i- P J, =J.
d) Es seien J und J' zwei Ebenen und

A J= A, J, + A,J,-^ A, J, + A, J,

A' J'^A\J,-\- A\ J, + .4-3 J3 + A', J,.

Jede Ebene des Büschels J J' kann dargestellt werden durch

AJ-i-xA'J',
somit wird

U, + o; ^'J J, -H (.I3 + :^' A\) J, + (^3 + X ^'3) J3 +
(A, + o; ^'J J,

der allgemeinste Ausdruck einer Geraden im Eaume, aufgefasst

als Träger aller Elemente des Büschels J J'.

e) Sind J J' J" die Fundamentalebenen eines Bündels, so

kann jede Ebene desselben, da sie der Lage nach durch zwei

Coefficienten-Verhältnisse bestimmt ist, durch den Ausdruck

vi J-j- X A' J' -\-y A" J"

dargestellt werden. Setzt man hierin die "Werthe von A J . . .

ein, bezogen auf die früheren vier Fundamentalebenen , so wird

(A, + X A\ + y A\) J, -i- (A, + X A\ + y A\) J, 4
U, + X A', + y A'\) J, + (^1, + X A\ + y A\) J,

der allgemeinste Ausdruck eines Punktes im Räume sein, aufge-

fasst als Träger aller Elemente des Bündels J J' J."

f) Es sei unter Beibehaltung obiger Bedeutung

I, + A, + 2, -f- 1, = 0.

in diesem Falle ist, da das aus den vier Strecken gebildete V'ier-

seit geschlossen erscheint, die Richtung von

74' ==A,J^ A, 4- Ä
direct entgegengesetzt der von ^1,, daher sind die beiden Ebenen

J' und /, parallel und der Durchschnitt J' J,, durch welchen

auch J hindurchgeht, unendlich entfernt.

Man kann aber auch die Ebene J erhalten , wenn man zuerst

eine Ebene J" sucht, die durch J, J., J, hindurchgeht und auf

J" =. A, -1- A, + .4,

senkrecht steht. Es geht nämlich / auch durch den Schnitt J" J,

hindurch. Im gegenwärtigen Falle ist aber auch dieser Schnitt

unendlich entfernt; ?5omit ist die Ebene

J- A,J, -^ A, J, -h A, J,-h A, J,, A, -h A, -\- A^-r A,-0,
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die UD€üdlich entfernte Ebene, da sie durch zwei unendlich ent-

fernte Gerade hindurchgeht, die in nicht parallelen Ebenen liegen.

Nach {I, g, c) verhalten sich die Coefficienten der unendlich

entfernten Ebene wie die Inhalte der Seitenflächen des aus den

Fundameutalebenen gebildeten Tetraeders.

4j E r g iL n z u n g. Nach dem Vorhergegangenen wird man

sofort für das Ebenenbüschel, das Ebenenbüudel und für das räum-

liche System die Richtigkeit des folgenden Satzes aus der beige-

fügten Construction erkennen.

Es seien die Ebenen J, J^ J, • Jn gegeben, ausserdem die

Coefficienten Ä^ Ä, ^4., . . . An. Diese Coefficienten betrachte man

als Längen, normal gegen die Ebenen mit gleichen Indices ge-

richtet. Man bilde nacheinander die geometrischen Summen:

so dass schliesslich

1= Z, + X + Z, + + 'An

ist. Sodann tühre man die Ebenen /' J" . . . .
J(n-2) J senkrecht

zuZ, 1" .... Z("-2) X durch die Durchschnitte /, /„ J' J",

.... J0'-3), Jn-i: J("-^)/ii. Dann gilt für jeden ßaumpunkt

*' die Gleichung

4') A,
I

/, i' + .4., J, i'
,
+ ..,. + .4„ : Jni'l —A'iJi'

und sonach, wenn Ä nicht Null ist, nur für Punkte * der Ebene

./ die Gleichung

4) A,\J,i^-h A.^\J,i\-i-....-\-An\ Jn i\ = 0.

Es gibt also nur eine Ebene J, welche den Gleichungen

4) und 4') entspricht und ihre Lage ist daher von der Ordnung,

in welcher obige Constructionen ausgeführt werden, ganz unab-

hängig. Ihre Lage ist nur abhängig von den Lagen der gegebenen

Ebenen und den Verhältnissen der Coefficienten.

Zusätze, a) Die umgekehrte Aufgabe , für eine gegebene

Ebene J aus den Lagen der Ebenen /, J.^ J^ . . . . Jn die Coeffi-

cientenVerhältnisse zu bestimmen, wird unbestimmt, wenn n im

Ebenenbüschel die Zahl 2, im Ebenenbündel die Zahl 3 und im

räumlichen Systeme die Zahl 4 übersteigt.

Die oben in (//, 1, 2, 3) angewendete abgekürzte Schreib-

weise kann natürlich auch hier ohne Zweideutigkeit angewendet

werden.
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b) Obwohl die Constriiction zur Bestimmung der Ebene J
voraussetzt, dass für die einzuhaltende Ordnung zwischen den

Ebenen J^ J^, J' J^, J" J^ Durchschnitte in endlichen Ent-

fernungen existiren, so gelten doch die Gleichungen 4) und 4')

auch für den Fall als alle Ebenen J^ J^ J^ . . . . Ja zu einander

parallel werden, also bei keiner zu wählenden Ordnung die erste

Durchschnittslinie im Endlichen liegt.

Man denke sich in diesem Falle nur z. B, J, durch zwei

sich auf /, schneidende Ebenen Jx Jy ersetzt, so, dass wenn JLx Ay
als zwei zu Jx Jy normale Längen betrachtet werden.

A^ -=: Äyi -{- Äy Ist.

Construirt man dann, was nach Früheren immer erlaubt ist,

statt in der Ordnung

Xx +Ty = ^, ~A,+A]=Ä', Z(°--2) + Zl ^ ^
in der folgenden

Ay -hA, = B\ JB' -H ^3 = B'\ , Bi^-^-) + An ^ 5(»-2)

5(n-l) + /lx = J,

SO erhält mau, da jetzt die Ebenen J^ J^ und somit auch die fol-

genden nicht mehr parallel laufen, lauter in der Endlichkeit ge-

legene Schnitte.

In allen Fällen bedeutet also

A, /, + A, J, + .^3 J, .^.... + AnJn = AJ
eine ganz bestimmte Ebene, nur wird im Falle paralleler Ebenen

der Coefficient A in die gewöhnliche Summe
A A, + A,-i-A,-\-....-^An

übergehen, während er im allgemeinen Falle aus (/, 5) zu be-

rechnen ist.

Im Falle paralleler Ebenen lässt sich die Gleichung 4) noch

auf andere Weise schreiben. Denkt man sich nämlich in den

Ebenen J, J^ J.^ .... beliebige Punkte i^ i^i^ . . . . und zieht aus

diesen nach beliebiger Eichtung Parallelen bis sie Ebene / schnei-

den, so sind diese Abschnitte
j

i, /
|

, |
i, J

| , |

i-^ J
\

• • • • den

früheren Senkrechten \J^ i
\

, \J,^ i \

, \
J^ i

\
aus irgend einem

Punkte der Ebene J proportional, man hat daher:

4") A/[i,J-\- A, ' i^ /' -f A., ' i, /; 4- . . . . = a

Endlich erkennt man sofort die Richtigkeit folgender Sätze:

Sind .4, A^ A^ . . . . Längen senkrecht zu gegebenen Ebenen

J, J^ J, ist ferner / eine Ebene bestimmt durch
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Ä J -- A, ./, -I- ^, /j -h ^3 J3 + ,

A = A, + X 4- .I3 + • • • M

so sind alle Ebenen zu einander parallel.

Ist

J^ A, J^ + A, J^

und zugleich /, parallel zu J, so muss auch J^ parallel zu J sein.

c) Es seien die Punkte i, i., «3 . . . . '^n im Kaume gegeben,

und die Coefficienten J., A^ A^ . . . . An. Durch die Punkte sollen

drei Schaaren paralleler Ebenen geführt und zu jeder Schaar die

Ebene //'/"bestimmt werden durch die Gleichungen:

AJ=A,J, 4. A, J,+A,J, +.... + An Jn,

AJ—A,J\ 4- A^ /^ + ^3 /'3 + . . . . + An J'n,

AJ"=A, J'\+A, J\ + ^3 /"3+ . . . . -f An /"n,

A= A,-{-A,-\-A,-{- -j- Au.

Sodann ist der Punkt
i^JJ'J"

der Schwerpunkt, der mit den Massen A^ A._ A^ . . . . An behafte-

ten Punkte i, i, ij . . , in.

Um dieses einzusehen, multiplicire man die zweite und dritte

Gleichung mit beliebigen Coefficienten x und y und addire hier-

auf die ersten drei Gleichungen, so erhält man:

A (/+ xJ' + y J") ='^ Ai {/i + X /i + g J"\ ).

izzi

Es sind aber

/ 4- a; / + ^ /' =
I
I -I- ^ -(- y\. J'"

Ji -\- X J'i ^ y J" =
\
1 + ^ -j- y\. J"'i

parallele Ebenen der Ebenenbündel in i und in ii Substituirt

man diese Werthe und lässt den gemeinschaftlichen Factor fort,

so wird obige Gleichung

A /" = A, J\"' + A, J,'" -f A, /,'" + .... + A /n '".

Dieses Resultat lässt sich so aussprechen

:

Führt man durch die Punkte ii i.^ i-^ .... in eine beliebige

Schaar paralleler Ebenen /(-), /(-*, J^-)^ . . . /(')n und bestimmt

mittelst der Coefficienten A^ A^ A^ . . . An eine Ebene /(^) aus.

A /(^) = A, /(^), + A, J('\_ + A', J('), + .. + An /^^) n,

so geht jede solche Ebene /^-) immer durch einen und denselben

Punkt i hindurch.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



232

Fiir jeden Punkt i' dieser Ebene J^^^ gilt die Gleichung

A,
I
J(^)i'

I

+ ylJ -n^K, 0' \-\-.... -^ An
I

J^'K i'
\
^ 0,

die nach Gleichung 4") in Zusatz h) mit derselben Bedeutung der

doi't gebrauchten Bezeichnungen auch durch die folgende ersetzt

werden kann

A, \
l, J('^ \-\~A,\i, J-(^^ \+Ä,\ l, J^')+ .. . . - 0,

Da diese Gleichung gilt , welche Lage auch J (^) haben mag,

indem i^ i^ i^ ^ . in für jede Schaar paralleler Ebenen unverändert

bleiben, so kommt dem Punkte i dieselbe Eigenschaft zu, durch

welche der Schwerpunkt der mit den Massen A^ A^ A.^ . . . An be-

hafteten Punkte i^ l^ i^ . . . in von Mob ins geometrisch definirt

worden ist.

d) Mit einer ganz naturgemässen Erweiterung der Bedeu-

tung kann man eine allgemeine durch Gleichung 4') bestimmte

Ebene J, die geometrische Summe der Ebenen J, J, J^ • •

nennen.

III.

Bestimmung der I.age von Geraden.

1) Die Gerade im Strahleubiischel. Es seien zwei sich

schneidende Gerade ;, undj, gegeben, ausserdem zwei Coefficienten

«, und «2- Man soll

A) Eine durch j, j, gehende Ebene J" so bestimmen, dass

1a) a, sin (j, /) + «, sin (j, J) = 0;

B) einen in der Ebene von j, j, gelegenen Punkt i so be-

stimmen, dass

1b) a, \j, i
I
-haj ja* I

=
ist. — Um diese Aufgaben zu lösen, denke man sich zwei Längen

a, und «2 parallel zu j, und j, genommen und

a = a, -\- c(,.,

construirt. Zieht mau durch j, j. eine Gerade j parallel zu «, so

erfüllt jede durch diese Gerade geführte Ebene die Gleichung

lA, und jeder in der Geraden gelegene Punkt die Gleichung Ib.

Die Richtigkeit dieser Lösung ergibt sich für Ja aus [I, 3).

wenn man die Normale zur Ebene J zieht , und für 1 b aus (/, 7),
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Dieselben Sätze zeigen auch , dass nur eine Gerade j möglich

sei, denn füi- jede nicht durch j gehende Ebene J' nnd für jeden

nicht in j liegenden Punkt i' hat man die respectiven Gleichungen

1'a) «, sin (j, /') -\- a.^ sin (j^ J') = a sin {j «/'),

Tb ) a,
I i, 'V

1 -h aJ k »'
I
= «

I i *'
I,

sobald nur J' durch j^ j^ geht und i' in der Ebene von ji, und

j^ liegt. Der rechte Theil ist also nicht Null.

Zusätze, a) Die Lage der Geraden j ist nur abhängig

von der Lage der beiden Geraden j, und j.^ und von dem Ver-

hältnisse a, : «2 der Coefficieuten (/, 2). Durchläuft a/.a^ alle

möglichen positiven nnd negativen Werthe, so dui-cliläuft j alle

Strahlen des Strahlenbüschels.

h) Für jede durch ;/', j^ gehende Gerade j ist nur ein ein-

ziger Werth von «, : a-, vorhanden, so, dass die Gleichungen

1a nnd 1b gelten.

c) Betrachtet man j, und;/, als Fundamental-Strahlen , so

kann durch eine Gleichung wie I'a oder 1'b jeder Strahl des

Büschels dargestellt werden. Da hiebei J' und i' ganz willkürlich

sind, so kann keine Verwirrung entstehen , wenn man in der Be-

zeichnung des Sinus oder der Senkrechten nur das Zeichen der

gegebenen Geraden beibehält, also symbolisch für beide Gleichun-

gen schreibt

«, il -7-^2 j 2 =«.?\

wobei man sich unter j, j, j hier noch nach Belieben die Sinusse

oder die Perpendikel zu denken hat, um der symbolischen Glei-

chung ihre algebraische Bedeutung wieder zu geben,

d) Das Doppelverhältniss von vier Strahlen

Jll h^ h ^ «1 i, + «2 J2, h = ^1 i. + &2 J2

ist, durch die Coefficienten ausgedrückt:

Vier harmonische Strahlen, von denen j, j^ durch j^ j^ ge-

trennt sind, können immer auf die Formen gebracht werden:

ii'i2.i3 =i. -f ^nj,,j, =i, — mj,.

(Man vergleiche die Zusätze zu II, 1.)

2) Die Gerade im Strahlenbündel. Es seien drei

nicht in derselben Ebene gelegene, aber durch einen Punkt gehende

Gerade j^J.^ j.^ gegeben, ausserdem drei Coefficienten a, a^ a.^. ManDi
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soll eine durch den gemeinsamen Punkt gehende Ebene / so

bestimmen, dass

2) «1 sin 0', J) + <*2 sin (j, «^) f f*,-? sin (J3 J) = ist.

Man nehme drei Längen a, a, a,, parallel zu j^ j^j^ und

construire sodann

a = a, + ttj -f~ ^3

;

führt man durch den Schnittpunkt der drei Geraden eine Gerade

parallel zu a , so hat jede durch diese Gerade gehende Ebene die

verlangte Eigenschaft.

Sucht man nämlich nach (III, 1a) eine Gerade j\ so

dass also

a' = a, + ttj ; a' sin (j' J) = a, sin (j, J) -\- a^ sin {j^ J)

ist, hier auf eine zu

a =z a' -\- a^ = a^ +• «2 + «ü

parallele Gerade, also die Gerade j; so wird für die durch sie

gehende Ebene J
a' sin (f J) + «3 sin (j^ J) = 0,

woraus durch Substitution die Gleichung 2) hervorgeht.

Für jede nicht durch j gehende Ebene J' hat man

a' sin 0' J') + «3 sin (j^ J') = a sin (j J"'),

und weil auch

a, sin (j/ J') -f ttj sin {j" J') = a' sin (j' J')

ist, so folgt für jede nicht durch j gehende Ebene J'

2') a, sin 0, ./') -f «, sin (j, J') + a, sin (j, /') = a sin (j «/"Oi

also nicht Null, da a nicht Null sein kann, indem die drei Rich-

tungen nicht in derselben Ebene liegen.

Es gibt also nur eine Gerade von der angeführten Beschaffen-

heit und es ist in Folge dessen auch die Ordnung, in welcher die

zu ihrer Bestimmung nöthigen Constructionen ausgeführt werden,

ganz willkürlich.

Zusatz: Es wäre überflüssig, die Zusätze hier analog den

früheren in extenso aufzuführen. Sie ergeben sich sofort aus den

beim Ebenenbündel gemachten, indem man nur an Stelle der

Worte „Ebene, senkrecht" die Worte „Strahl, parallel" treten

lässt, mit einer kleinen Ausnahme in Zusatz h), in welchem die

Construction der Coefficienten - Verhältnisse gezeigt ist , und wo

statt „Ebene J., yl^" begreiflicherweise „Ebene a, a^" zu lesen ist.
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So wird sich z. B. analog dem Zusätze d)

(a, -I-
X a,')j, -}- (a, + x a^'jj.^ + (a., + 5. a3')i3

als der Ausdruck einer Ebene im Strahlenbündel, bezogen auf die

Fundameutalstrahlen j^ j^ j^ , ergeben , da er alle Elemente des

dem Träger jj' zugehörigen Büschels umfasst, wobei

j'= a,'j,-\- a,'J, + a^'j, ist.

3) Die Gerade im ebenen Systeme. Es seien drei nicht

durch denselben Punkt gehende aber in derselben Ebene liegende

Gerade j^ j^ j^ gegeben, ausserdem drei Coefficienten a^ a, a.^.

Man soll einen Punkt i der Ebene so bestimmen, dass

3) «,
I i, i\ + a, \j, i

1
+ «3

I
j, i

I

= werde.

Man denke sich drei Längen a^ a^ a^ parallel zu j^ j^j^ und

sodann die geometrische Summe

a = a, -f «2 + <^*3

construirt. Es werde vorausgesetzt, dass a nicht Null, also das

aus den gegebenen Strecken gebildete Dreiseit nicht geschlossen sei.

Nun construire man wie in 1) eine Gerade /, die durch

i, j^ hindurch und zu

a' = a, -}- «2

parallel geht. Führt man dann durch den Schnitt j'j.^ eine Gerade

i parallel zu ä; so hat jeder Punkt dieser Geraden die gewünschte

Eigenschaft.

In der That ist i ein solcher Punkt, so ist wegen Gleichung V b

und in Folge der Gleichung 1b

a'
1 f *

I H- «3
i h i\ ^0,

da j durch j' j^ geht und zu

a ^=- a' -f" ^3

parallel ist. Durch Substitution folgt aber sofort die Gleichung 3).

Für jeden nicht in j gelegenen Punkt i der Ebene hat mau
(Gleichung 1'b )

<*,
I i,

«

I
H- «2

I ia ^
I

= «'
I i'

*'
I

«i^d

a' \j' i'
1 +«3 I J3 i'

I

=a 1.//'
I ,

woraus durch Combination hervorgeht, dass

3') «.
I j, i'\+a,\ j, i'

I -f aJ ^3 *'
I

=_ a
I

j i'
\ ,

also nicht Null ist. Es gibt also nur eine Gerade, deren PunkteDi
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der Gleichung 3) genügen \m<\ es ist somit auch die Ordnung, in

welcher man die zu ilirer Bestimmung angewendete Construction

ausführt, vollkommen willkürlich.

Zusätze: a) Die Lage der Geraden j ist nur abhängig

von den Lagen der Geraden ;/, j^ j.^ und den Verhältnissen der

Coefficienten. Je nach dem Werthe von a, : a,_ kann./ durch jeden

Punkt von j^ hindurchgehen und je nach dem Werthe von a' : a^

auch j jede Lage im Strahlenbüschel j' j^ annehmen. Da jede

Gerade der Ebene einem der Strahlbüschel j'
./., angehören muss,

so kann j jede Gerade der Ebene werden.

h) Für jede Lage der Geraden j gibt es nur ein Werth-

system der Verhältnisse a, : a, : «3 , so dass die Gleichungen 3)

und 3') erfüllt werden. Denn nimmt man parallel zu j die Länge a

beliebig, so soll

a = «, -}- «2 + «3

sein, wobei die Richtungen von «, a^ a^ vorgeschrieben sind.

Die Gerade j schneide j^ in jj^ Durch diesen Schnitt und

durch j, J2 muss aber f gehen, deren Lage somit bestimmt ist

und hierdurch auch die van ä'. Zieht man also aus dem Anfangs-

punkte von a eine Parallele zu _/' und aus dem Endpunkte eine

Parallele zu j\, so sind durch den Schnittpunkt die Längen a' und

«., so bestimmt, dass

a ^ a' 4" «3

ist. Construirt man dann auf dieselbe Weise

a' = a, -f- «21

so hat man für ein beliebiges a die drei Coefficienten eindeutig

bestimmt, wodurch die Verhältnisse bekannt sind.

c) Für irgend eine Gerade j der Ebene kann in abgekürzter

Schreibweise bezogen auf drei Fundamental-Strahleu der Ausdruck

auf die Formen

«1 i, + «2 i. -f- «3 is = «i oder

«1 i. + «2 j, + «3 ia = i oder

Ji +»'^ A + ^^ia =^ i

gebracht werden.

d) Es seien j und j' zwei Gerade und ihre Ausdrücke be-

zogen auf drei Fundameutalstrahlen

a j = a, j, + a, j^ -\- a, j.Di
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Jede Gerade des Büschels j j' kann dargestellt Amrden durch

aj -i- X a' j',

somit wird

der allgemeinste Ausdruck eines Punktes, aufgefasst als Träger

aller Elemente des Büschels jj'.

e) Es sei

a, 4" ^2 + ^3 "-^^ ^'

also das aus den drei Strecken gebildete Dreiseit geschlossen.

Dann ist die Richtung von ä' =- ä, + a^ direct entgegen gesetzt

der von äj und daher die Geraden j und j^ parallel und ihr Durch-

schnitt, durch welchen j gehen soll, unendlich weit.

Man kommt aber wegen der Willkürlichkeit in der Ordnung

der Construction zu derselben Geraden j, wenn man zuerst eine

Gtrade j" sucht, die durch j^ j^ hindurch geht und parallel ist zu

Dann muss j durch den Schnittpunkt j" j, gehen. Da aber auch

j" parallel zu j, liegt, so ist im gegenwärtigen Falle auch dieser

zweite Punkt unendlich weit, und

i= «, ii + «2 J2 + «3 J3 ; ö^. + «2 -f- «3 =^ Ö

die unendlich entfernte Gerade, da sie durch zwei unendlich ent-

fernte Punkte geht, die in nicht parallelen Geraden liegen.

Nach (I, 8, c) verhalten sich die Coefficienten der unendlich

entfernten Geraden wie die Längen der Seiten des aus den Funda-

mentalstrahlen gebildeten Dreiseits.

4) Ergänzung. Wie für Ebenen, lässt sich auch für die

Gerade im Strahlenbüschel, Strahleubündel und im ebenen Systeme

die Richtigkeit der folgenden Erweiterung erkennen.

Es seien die Geraden j\ j\ j\ . . > gegeben , ausserdem die

Coefficienten a^ a^ a^ . . «n. Diese Coefficienten betrachte man als

Längen parallel zu den Geraden mit gleichen Indices gerichtet.

Man bilde nach einander die geometrischen Summen

a, + ^2 = ^'; ci' -\- cij = a"; . . cc"^ + Un = a,

so dass schliesslich

a = «, + «2 + c^3 -f- • • • + <^n

ist. Sodann führe man die Geraden / j" . . .
y(n-2)

/ parallel zu

«', a" . . .
a(n-2)j a durch die Durchschnitte j^ j^ ,

j' j^ . . .

17
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j(n3)
y^^.j^ j -,'.^2) jj,, Dann gilt für die Gerade,/ die Gleichung

4) a, i, + a, j, + a, j, + + «n > — aj.

Im Strahleübündel hat j die Bedeutung des Sinus des Win-

kels der Geraden mit einer durch den Träger des Bündels geführ-

ten Ebene, im Strahlenbüschel und im ebenen Systeme hingegen

bedeutet es die Länge des von irgend einem Punkte der Ebene

auf j gefällten Perpendikels.

Aus (J. 4) folgt zugleich für beide Fälle:

Ist / eine Ebene und j\ j\ .... j'nj' die Projectiouen der

entsprechenden Geraden auf diese Ebene, sind ebenso a\ a'^ ....

«'„ a' die Projectiouen der den Geraden parallelen Strecken a^

rt, . . . ftn a\ so gilt die Gleichung

:

ä\ j\ + ä'3 j'^ + . . . + ä'n j'n ^a/j'
;

hierin bedeuten die j\ i, . . . die Perpendikel von irgend einem

Punkt der Ebene / auf die Geraden j\ j\ . . . . j'nj'.

Zusätze, a) Die umgekehrte Aufgabe , für eine Gerade j

aus den Lagen von j, j, . -jn die Coefficientenverhältnisse zu be-

stimmen, wird unbestimmt, wenn n im Strahlenbüschel die Zahl 2,

im Strahlenbündel und im ebenen Systeme die Zahl 3 über-

schreitet.

h) Die Gleichung 4) behält noch ihre Bedeutung, wenn j^

j~ . . . jn zu einander parallel werden und in derselben Ebene liegen.

Man denke sich in diesem Falle nur z. B, j, durch zwei sich,

auf j, schneidende Gerade jx und jy ersetzt, so dass, wenn a^,

ay zwei zu diesen Geraden parallele Strecken sind

a, =^ «x + «y

ist. Construirt man dann

äy -1- ä, -^t\ h' -{ ä, = h'\ .... &("-'-2) + an = Mn-O
&(n-i) _|_ as. == a,

so erhält man lauter in der Endlichkeit gelegene Schnitte, wie in

4) vorausgesetzt war, und kann somit j bestimmen durch

«y iy + (^2 J2 + «3 i:. -i- _'.-{- an jn -\- «x jx = a j,

a -= «y + «2 + «3 + • . • + «a + «X,

oder weil

üy jy + ax ix = a,j,

und die Strecken rt, a^ ... «n zu einander parallel sind durch

4') a, j, + a, j, -f «3 ia -h . . . -f an jn -- aj,

a ^^ tt, -f- «2 "l~ ^3 H" • • • H~ ^n-
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Für einen Punkt i auf j lautet diese Gleichung

«1
I ii *

I
+ f*2 Ii2 ^

i + «a i in *
I +— + «n

I
in i \=o,

die sich noch etwas anders schreiben lässt. Wählt man nämlich

^-uf ji ji Ji ' in beliebige Punkte i^ i^_ ^s - • *n, zieht aus die-

sen Parallele nach beliebiger Eichtung und sucht die Durch-

schnitte mit einer durch i gelegten Ebene J, so sind die Ab-

schnitte auf diesen Parallelen
j

i, /[, 1*2'^!» \i^ J\ . . . .\in J\

den früheren Perpendikel proportional. Man kann daher statt 4')

auch schreiben

4") a,
I

i, J
I
+ «, I

^2 J
I
+ »3 1 «3 J"

I + -f-ftn |«n J"|= 0.

Führt man aber eine Ebene J' parallel zu / und ist i ein

auf i liegender Punkt , so werden die Abschnitte

woraus mit Berücksichtigung von 4'') folgt

4'") a,
\
i, J' \

'\- a^
\
i^ J'

\
+.... + an \in J'\=^ a \ i J'\.

c) Es seien die parallelen Geraden j/, j^ . . . jw gegeben , die

nicht in derselben Ebene liegen und die Coefficienten a, a^ . . an,

ferner eine zu den Geraden parallele Ebene J'. Man construire in

der Ebene
./, j^ die Gerade j nach der Gleichung

Ebenso construire man in den respectiven Ebenen die Geraden

Sodann hat man nach 4'") der Eeihe nach die Gleichungen

:

a, \i,J'\-\-a^\i^J'l-=a\i' J' \, a'\i' J'\-\-a^\i^ /'j^a"}*" J'|,

a(«-2)|i("-2)j>i-|-a„|in J'i=aj*/i,

und hieraus durch Substitution

*) a^\i^J'\-\-a^
I
^2 </'

I -f- • . • -f- O^n
I

*n /'
I

= a
I

* «/'!,

a= a^ +«2 + . . • 4- o^n.

Ist a nicht Null, so wird obige Summe nur Null, wenn

J* mit j zusammenfällt und da dieses immer geschieht, wie auch

J' durch./ geführt sein mag, so ist j eine ganz bestimmte Ge-

rade im Räume und folglich immer dieselbe , welche Ordnung man

auch in obiger Construction zu ihrer Bestimmung einhalten mag.

d) Man ziehe durch die Punkte i, i^ ... in im vorhergehen-

den Zusätze eine andere Schaar paralleler Geraden./', j\ . . . . j'n und

bestimme zu ihnen ganz wie in der früheren Construction eine

17*
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Gerade J' mit denselben Coefficienten ; dann ist für eine zu den

Geraden parallele Ebene J"

**) ci,
1
i, J" \'{-ci,\i,J"\i-....+ an

I

in J"
I

= a \j' J"
j,

«= a, 4- «2 + . . . -f «n.

Wählt man die beiden Ebenen J' und J" so, dass sie mit

einer zu den beiden Systemen von Geraden parallelen Ebene J'"

zusammenfallen und lässt man auch die Parallelen aus *, i^ . . . % in

beiden Fällen dieselben sein, so werden die linken Theile der

Gleichungen *) und **) identisch und man hat daher

1^ J'"
I

=
1

i' J'"\

was nur möglich ist, wenn j und j' in derselben Ebene liegen,

d. h. sich schneiden. Nun muss aber aus denselben Gründen für

jede dritte Schaar paralleler Geraden durch i^ i^ ... in die mit

den Coefficienten a^ a^ ... «n construirte Gerade j" sich so-

wohl mit j als auch mit j' schneiden und da j" nicht mit j und j'

zugleich in einer Ebene liegen muss, so gehen alle drei Gerade

durch denselben Punkt, Man kann also folgenden Satz aussprechen

:

Sind die Punkte i, i, ... in gegeben, ausserdem die Coeffi-

cienten a, «2 . . . «n und man führt durch diese Punkte eine be-

liebige Schaar paralleler Geraden, aus denen mit den gegebenen

Coefficienten eine Gerade nach Angabe der Construction in Zusatz c)

bestimmt wird; so geht diese Gerade immer durch denselben

Kaumpunkt i hindurch, und für jede durch sie geführte Ebene J
gilt die Gleichung

«j I

i, J"
I

-[• «2
I
+ i2 «^

I

4- • • • + «n
\
in J

\
= 0.

Da somit diese Gleichung auch für jede durch i geführte

Ebene gilt, so folgt ganz wie in (11. 4. c), dass i der Schwer-

punkt der mit den Massen a^ a^ . . . an behafteten Punkte i^

ij . . . in sei.

f) Wir nennen auch hier eine allgemein durch Gleichung 4)

bestimmte Gerade die geometrische Summe der Geraden j, j.^ . . . jn.

5) Ergänzung. Es sei irgend ein Strahlenbündel oder

ebenes System gegeben, ausserdem eine Gerade j^. Man führe

eine zu j^, senkrechte Ebene J",,, welche die Gerade in i„ schneidet.

Projicirt man die Strahlen j, j^ • • • jnj auf die Ebene J^ nach

j'i j'2 ' • ' i'n i'' ebenso die den Coefficienten entsprechenden

Strecken a^ a^ . . . an a nach a\ a\ . . . a'n a', so gilt nach (///, 4)

die Gleichung
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«', j'x+ «'2 i^2 + + ^'nj'n = a' j'

a', + a'3 -1- . . . . a'n •= a\

Wählt man den Punkt «,, als denjenigen, aus welchem die

Perpendikel auf j', j\ ... gefällt wurden, so lautet obige Gleichung

vollständig angeschrieben

<». siD (i, io) I i', % I
+ «-> sin (i, jj \

j\i^
\
^ .... -\-

ttn sin (/n iJ I
j'n *o |

= « siu (j jj |

j' *J.

Die
I J\ *„ K I i'2 *n I

• • • sind die kürzesten Abstände zwi-

schen den Geraden j, j^, j^ j,^, , . . Bezeichnet man symbolisch das

Product aus diesen kürzesten Abständen in die Sinusse der Win-

kel der Geraden mit j^ durch

[ii io], Ik iü]> • • • [inio]» [iio],

so kann man obige Gleichung schreiben:

«, [i.io] + «3 [^2 io] + .
• • + «n [inij -- a [jij,

a, H- «2 "i" + «n = a,

oder , da j^ jede beliebige Gerade des Raumes sein kann
,

ganz

den früheren Fällen entsprechend, noch einfacher:

«, i, + a, J2 4- . . . + «n in — aj.

Es seien nun beliebige Strahleucomplexe
,

gleichgiltig ob

Strahlenbündel oder ebene Systeme, gegeben. Für jeden dieser

Complexe bestimmen wir die geometrische Summe und erhalten

so, bezogen auf dieselbe Gerade j\ des Raumes

a', J\ + «'2 J\ +•• •+ a'm j'm = a' j\

^\3\ + «"2 j\ + • • • + «"n j\ = a" /",

Machen wir nun die Annahme, es sollen sich / und ,/"

schneiden, so können wir ihre geometrische Summe /^^ bestimmen

und erhalten, bezogen auf dieselbe Gerade ,/„ des Raumes

a) a' j' -\^a"j"= a'^"» f^\
Wenn sich noch jO) undf" schneiden, so folgt ebenso

h) a(i),;(0 -f a"'j'"= a(2) j(2)

u. s. w., wenn dieselben Annahmen für die folgenden Geraden

gemacht werden. Ist j die letzte Gerade, die man so erhält, und

substituirt man aus den vorhergehenden Gleichungen, so wird

schliesslich

:

2 rt'i i'i + 2 a"i j"i + 2 a"'i j'"i + • • • = aj

2 ä'i -j- 2 ä"i + 2 ä"'i + . . . = ä.
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Ist a nicht Null, so kann obige Summe nur verschwinden,

wenn jo durch einen Punkt von j geht oder zu j parallel ist.

Unter allen Geraden also die zu ä parallel liegen, gibt es nur

eine Gerade, für welche obige Summe verschwindet, wenn j^

durch sie hindurchgeht. Demnach ist j eindeutig durch obige

Construction bestimmt. Es ist daher auch ganz gleichgiltig , in

welcher Ordnung die einzelnen geometrischen Summen vereinigt

werden. Ist also eine andere Gruppirung der Geraden zu Com-

plexen möglich , die den Bedingungen, unter denen die Construction

ausgeführt werden kann, genügen, so liefert ihre Vereinigung die-

selbe Gerade j. Man kann daher ganz allgemein schreiben

5) a, i, + «2 i, + . . . -|- an in= a J.

Diese Gleichung darf aber nur dann auf einen Complex von

Geraden im Räume angewendet werden, wenn j wirklich con-

struirbar ist, d. h. wenn Durchschnitte vorhanden sind, damit die

den Gleichungen von der Form wie a) h) entsprechenden Ge-

raden möglich werden.

Umgekehrt, besteht die Geichung 5) so sind nothwendig solche

Durchschnitte zwichen den geometrischen Summen gewisser Strahlen-

gruppen vorhanden.

IV.

Transformationen.

1) Die gemeinsame Gerade zweier Ebenen. Es seien

drei Ebenen J J, J^ gegeben, so dass

A J ::r. A^ J, + A^ J^

ist. Man schneide die drei Ebenen durch eine vierte J' in jj^j^
und wähle in /' irgend einen Punkt i', dann ist nach der Bedeu-

tung obiger Gleichung

A\Ji'\^A, \J,i'\ { A,\J,i'\.

Es ist aber:

I

Ji'
I

=
I i z'

I

sin (/ J'),
I
^. *'

I

= I i,
^'

I

sin (/, J'l

\J,i'\= |j>''|sin(J, J'),

daher kann man auch schreiben

A sin (/,/'; \jV
1
^ A, sin {J, J')\j\ i'

[
+ A, sin Oh J')\j\ i'

I,

oder symbolisch
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l) aj^^aj, -\-a,j\

a= Asm (JJ'), a, = Ä^ sin (/, J^),a^-^ A^ sin (J^ J%
Es ist also der Schnitt / die geometrische Summe zu den Schnitten

j, und ^2 , und die Liniencoefficienten haben hiebei die obigen

Werthe.

In Folge dieses Umstandes können j y, j^ in 1) auch die

Bedeutung wie in ('Ia', HI; und 5, III) erhalten.

Zusätze, a) Die Gleichung 1) kann dadurch entstanden

gedacht werden, dass man der Bezeichnung

gemäss aus den beiden Gleichungen:

AJ=A,J^+ A^ J^

J' = J^

das Product bildet , und hiebei allgemein für das Situationszeichen-

Product die Regel einhält,

1') / J' = sin (J J% j

zu setzen in der Gleichung

1") A.JJ'= A,.J,J' + A,.J,J',

wodurch diese mit Gl. 1.) identisch wird.

h) Ist J' die geometrische Summe zweier Ebenen,

A J'= A,'J,' -\- A,' J,',

so ist es offenbar erlaubt, die Glieder im rechten Theile von 1")

ebenso zu entwickeln wie es für J J' in dieser Gleichung ange-

zeigt ist. Es heisst dieses ja nur, die beiden Geraden, deren Summe

j ist, wieder als Summen anderer Geraden darstellen, und so j

als Summe von vier Geraden zu erhalten, wobei den j die in

(5. III.) angegebene Bedeutung beizulegen ist. Man hat also

AA.JJ'=^A,A,:J,J,' -hA,A,'.J,J,' -{-A,A,'. J,J,'

I ^2 -"-2 • ^2 2 •

Diese Gleichung ist aber identisch mit dem Producte der Aus-

drücke von A J und A J'. Durch Gl. i') erhält man aus ihr die

Gerade i ausgedrückt durch die vier Durchschnittslinien und den

entsprechenden Strahlencoefficienten. Man kann nun sofort auf Aus-

drücke von beliebig vielen Gliedern übergehen.

c) Lässt man im vorhergehenden Producte die /' mit J zusam-

menfallen und nimmt A = A, so wird wegen JJ=0,
0^= Ai A^. /, J2 -h A, A,. J^ J, oder

1'") J,J,^-J,Jr
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Das Product in V) ist also nicht commutativ und man hat daher

immer wenn <^ J J' positiv angenommen wurde, <^ J' J negativ

zu nehmen.

2) Die Gerade durch zwei Punkte. Es seien drei

Punkte ii^ ii gegeben, so dass

« i = «, i, + «, i^

ist. Man verbinde diese drei Punkte mit einem vierten i' und

lege durch diesen irgend eine Ebene J', dann ist nach der Be-

deutung obiger Gleichung

Heissen j, j, j, die drei Verbindungsgeraden und fällt man von

i i, i, Perpendikel auf die Ebene J\ deren Längen der Reihe nach

sein werden

\ii'\ sin (j J'), \i,i'\ sin (j, J'), \i,i'\ sin ij, J%

so sind diese Perpendikel den Längen
|
* J]

, |
i, J' [, | *, /'

|

pro-

portional und man kann daher auch schreiben

a\ii' \. sin (j J') = a,\i^ i' \. sin (j, J') + «, |
i, i' \. sin (j, /')

oder, ganz wie in Gl. 1a, symbolisch

I a= ot
I

z -i'
I,

et, = «j
I
«1 i

I, «2 = «2
I
*2 *'

!•

Es ist also die Verbindungsgerade j die geometrische Summe
aus den Verbindungsgeraden j^ und j^, entsprechend den Strahlen-

coefficienten, die in 2) durch die Punktcoefficieuten ausgedrückt sind.

In Folge dieses Umstandes können j y, j^ jede der drei in

(1 und 5 III) angegebenen geometrischen Bedeutungen annehmen.

Zusätze, a) Wenn man
i i' ^^ j

gemäss aus den beiden Gleichungen

i' =^i'

das Product bildet und hiebei allgemein für das Situationszeichen-

product die Regel einhält

2') i i' =\ii'
\ j

zu setzen, so wird die Gleichung

2-') 'i.ii'= a, i, i' + «2 i^ i'

mit Gl. 2) identisch.

h) Ist i' der Schwerpunkt zweier Punkte, also

a' i' = a\ i\ + a\ i\,

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



245

so ist es erlaubt, die Glieder im rechten Theile von 2") so zu

entwickeln, wie es für i i' in dieser Gleicliung angezeigt ist und

es gelten genau dieselben Bemerkungen wie im Zusätze h) der

vorigen Nummer
c) Ganz entsprechend dem vorhergehenden Zusätze c) er-

kennt man, dass auch hier

2'") i^i^= — i^ i,.

zu setzen ist, also die Distanzen | i, i^
\ und |

i^ i,
|
entgegenge-

setztes Vorzeichen zu erhalten haben.

3) Die Ebene durch Punkt und Gerade. Es seien

erstens drei Punkte gegeben, so dass

r/ ^= a^ i^ -|- r/^ l^

ist. Mau lege durch diese und eine Gerade J die drei Ebenen

J J^ Jj- Es sollen drei Coefficienten so bestimmt werden, dass

AJ=^A, /, + ^3 J,

wird. Zu diesem Zwecke lege man durch j irgend eine Ebene J*

und fälle auf sie von den drei Punkten die Senkrechten \i J'!,

|i, J'
I , I

*2 /'l, dann ist

Ist nun *' ein Punkt in der Ebene J*, so ist

und ähnlich für die beiden anderen Punkte. Hiedurch wird mit

Weglassung des gemeinsamen Divisors
]
j i'

\

a\y\.\Ji-\=a,\iJ\.]J,i'\^r.^\iJ\.\ J, i%

oder symbolisch

l Ä=^^\ij\, Ä,=^,\i,J\, A,==\\i,

Es seien zweitens drei Gerade gegeben, so dass

ist. Man lege durch diese und einen Punkt i drei Ebenen J J, J^

und bestimme drei Coefficienten so, dass wieder

J. /— ^j /, + ^, J,

wird. Die drei Ebenen bilden ein Büschel und die drei Geraden,

sind die Schnitte derselben mit der Ebene /„ dieser Geraden, dem-

nach muss nach (I. IV)

AJJ,=Ä,J,J,-\- A^ J, J,

identisch sein mit der gegebenen Relation zwischen den Geraden, also ist

a= A sin {J JJ, a, = J., sin (J, J^), a^ = A^ sin (J, JJ.
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Fällt man aber von * auf J^ das Perpendikel
1
Jq *

I

^^d

ebenso auf die Geraden die Senkrechten
| i *

| li, ^ i ia *l'

so ist z. B.

I
^0 ''"

1

—
= li^ 1

sin (/JJ.

Es werden somit mit Hinweglassung des gemeinsamen Di-

visors
\

J^i
\

in der Gleichung

AJ=A,J,+A,J,
3^) ^= rt

I
j i \, A^ = a,

I i, r , ^, = aJ j, «

|

die gesuchten Coefficientenwerthe sein, die sonach mit den vor-

hergefundenen darin übereinstimmen, dass sie bezüglich der gegen-

seitigen Lage von Punkt und Gerade nur von der senkrechten

Entfernung abhängig dargestellt werden können.

Versteht man daher unter j i eine durch Punkt und Gerade

gelegte Ebene J und setzt man

3') ii= \.ij\. J^ j i=\ji . J
so erhält man die Gleichungen 3, und 3,, indem man gemäss der

Bezeichnung die Producte

{aj)i = {aj, + aj,}i
mit Berücksichtigung der Gleichungen 3') entwickelt.

Zusatz. Bestimmt man drei Ebenen aus

so ist es offenbar erlaubt, hierin j als die Summe zweier anderer

Geraden anzusehen und zu substituiren

da dieses wieder nur den Sinn hat, die Ebenen *, j und i^ j

je durch zwei andere Ebenen gemäss obiger Construction zu er-

setzen. Es wird also die Ebene ij auch bestimmt sein durch

« ajj= a, a,.?, j\ -}- «^ a, iJ, + '\ a^ i,j\ + '^, a^ i,j\.

4) Der Punkt als Durchstosspunkt der Geraden
mit der Ebene. Es seien erstens drei Ebenen JJ^ J^ gegeben,

so dass

AJ=A, J, + A,J,

ist, ferner die Gerade _/, welche die drei Ebenen in den Punkten

i, i, ?'2 triift. Es sollen drei Coeflficienten so bestimmt werden, dass

'^ *= «, *7 + % \
ist. Zu diesem Zweck denke man sich in j einen beliebigen Punkt
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i' gewählt, dann lautet die Gleichung zwischen den drei Ebenen

A\Ji'\^A, \J,i'\-\r A. \'r,i'\.

Nun ist aber

\
Ji'\ ^\ii^\ sin (/i), \J^i'\=:\i,i'\ sin (J-, i),

\J,i'\ = \i,i'
I

sin(J',i'),

und hiemit wird obige Gleichung

A sin {Jj} \ii'
\
= A, sin (J, j) \

i, i'
\
+ A, sin (/, j) \

i, i'
\

oder symbolisch

1 « = ^ sin (Jj), a, == ^, sin (J, ;), ^ = ^, sin (J, i).

Es seien zweitens drei Gerade gegeben, so dass

ist. Eine Ebene J treffe diese Geraden in den Punkten i i^ i^, es

sollen wieder drei Coefficienten gefunden werden, so dass i der

Schwerpunkt von i, und i^ wird. Die drei Geraden sind die Ver-

bindungslinien der drei Punkte mit dem gemeinsamen Durchschnitt

der Geraden *„. Es muss daher nach (2. IV)

« * ^0 = «1 *t % + ''2 ^ %
identisch sein mit der gegebeneu Relation zwischen den drei Ge-

raden, also ist

a = ^
\
ii,

\ , a, = ^, \
i, i^

\ , a^ = \ \ \ \ \
.

Fällt man aber von i^ das Perpendikel
\
J io \

auf die Ebene J,

so ist z. B.

,
, . , ,. -TN sin f? J")

\Jk\ = \^\\ sin 6«^^; '^= a
I

j-
I

'

Es werden somit, den gemeinsamen Divisor
\
Ji^

\
weglassend

in der Gleichung

^ a = a siisin (j J), ^^ = a, sin (j, /), », = a, (i^ J)

die gesuchten Coefficientenwerthe sein, die gleichfalls mit den

vorhergehenden übereinstimmend nur den Sinus des Neigungs-

winkels der Geraden gegen die Ebene enthalten.

Versteht man daher unter j J den Durchstosspunkt der Ge-

raden mit der Ebene und setzt man

4') Jj = sin {Jj) . i, j J = sin (j J) . i,

so erhält man die Gleichungen 4,) und 4^), indem man der Be-

zeichnung gemäss die Producte
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{AJ)j = {A,J, +A,J,)j\
(a j)J={a, j\ + a, j\) J

entwickelt.

Zusatz. Wie im früheren Zusätze angegeben wurde, so kann

auch hier j oder J als geometrische Summe aus zwei anderen

Geraden oder Ebenen betrachtet und die Producte entwickelt werden.

Anmerkung. Die Zulässigkeit der Product-Bildung von

zwei zweigliedigeu Factoren, bedingt sofort die Zulässigkeit der

Productentwicklung aus zwei Factoren mit beliebig vielen Gliedern.

5) Die Ebene durch drei Punkte. Es seien drei Punkte

i i' i" mit den respectiven Coefficienten « «' «" durch ihre Aus-

drücke gegeben und die Verbindungsgeraden mit

i i' ^^j", i' i" ^^j\ i" i ^j'

bezeichnet. Nach 2) erhält man den Ausdruck einer dieser Ver-

bindungsgeraden, z. B. j'\ wenn man das Product

vermöge der gegebenen 'Punkt-Ausdrücke entwickelt.

Die Ebene J durch die drei Punkte ist aber gleichbedeutend

mit der Ebene j" i", und nach 8) wird ein Ausdruck dieser Ebene

durch Entwicklung des Productes

n. a' a"
|

i ^«j. j" i" = n «' ^^" H i'
\ \

j" i"\. J

mit Hilfe des eben gefundenen Ausdruckes der Geraden j" und

des gegebenen von i" gewonnen. Dieses Product ist also auch

gleichbedeutend mit

'x a a". i i' i'\

Bezeichnet man noch mit | ii' i"
\
die Fläche des Dreieckes

ii' i", so kann man mit Weglassung des Factors 2, schreiben

« a' n" i i' i"= a a' a"
| ii' i" \. J.

Will man demnach den Ausdruck der Ebene durch drei

gegebene Punkte erhalten, so hat mau nur entsprechend der Be-

zeichnung, obiges Product zu entwickeln nud für die auftretenden

Situationszeichen-Producte überall nach der Gleichung

5) ii'i"=
I
ii'i" \. J

zu substituiren.

Da es hiebei gleichgiltig ist, von welcher der drei Geraden

man ausgeht, so hat man
5') i i' i" .= i' i" i 3= i" i i'.
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Weil aber nach 2") ii'= — i' i, so wird

5") i i' i" ^ — i' i i", i' i" i= ^ i" i' i, i" H' = — i i" i'

zu setzen sein.

6) Der gemeinsanie Punkt dreier Ebenen. Es seien

drei Ebenen J J' J" mit den resp. Coefficienten Ä Ä' Ä" gegeben

durch ihre Ausdrücke und die drei Durchschnitte bezeichnet mit

JJ'^r, J'J"^j, J"J^j\
Nach 1) erhält man den Ausdruck einer dieser Durchschnitts-

linien z. B.J", wenn man das Product

A Ä' JJ' =ÄÄ' sin (/ J'}. J"

mittelst der gegebenen Ebenen-Ausdrücke entwickelt.

Der gemeinsame Punkt i der drei Ebenen ist aber gleich-

bedeutend mit dem Durchstosspunkt j" J" und nach 4) wird ein

Ausdruck dieses Punktes durch Eutwickelung des Productes

Ä Ä' A" sin (//')• J" J' --ÄA' A" sin {J J') sin (;'" /"). i

mit Hilfe des bereits gefundenen Ausdruckes der Geraden j»'" und

des gegebenen von J" gewonnen, welches Product gleichbedeutend

ist mit

A A' A" J J' /".,

Durch Betrachtung des sphärischen Dreiecks, welches durch

die drei Ebenen aus einer um i beschriebenen Kugel herausge-

schnitten wird, erkennt man sofort, dass, wenn man das constante

Verhältniss der Sinusse der Ebenen Winkel j j" zu den gegen-

überliegenden Kanteuwinkel / J" mit ^ bezeichnet

sin {JJ') sin (J" J")= ^ sin (JJ) sin {J J") sin (J" J)

wird, oder nach der Bezeichnung in [g] I]

^[JJJ'l
Will man demnach den Ausdruck des Punktes erhalten, so

hat man nur entsprechend der Bezeichnung des drei Ebenen ge-

meinsamen Punktes, obiges Product zu entwickeln und für die

auftretenden Situationszeichen-Producte nach der Gleichung

6) JJJ"^,\_JJJ'yi
zu substituiren. Denkt man die drei Ebenen durch eine vierte

Ebene J^ geschnitten, so ist übrigens nach (^. c. 1) , '-[JJJ]
der in J^ gelegenen Tetraederfläche proportional.

Von welcher der drei Geraden man ausgeht, ist gleichgiltig,

daher wird
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6) JJ'J'*-^J'J"J^J''JJ'
sein. Weil aber nach 1") J J' = — J' J ist, so folgt:

6") / J' /' - - / JJ'\ J J" J^—J"J' J, J" JJ' ^-- —J J" J\

1) Zwei sich schneidende Gerade. Führt man Ge-

rade durch einen Punkt, so bestimmen je zwei eine Ebene, liegen

die Geraden in derselben Ebene, so bestimmen je zwei einen Punkt.

Es seien erstens zwei Punkte i i' mit den Coelficienten

a a' durch ihre Ausdrücke gegeben und j, ihre Verbindungslinie,

deren Ausdruck erhalten wird aus

a u' i i' = a o.' \%i' \. ^j.

Verbindet man sämmtliche Punkte und deren Verbindungs-

linien mit einem Punkt i^, so werden die entstehenden Strahlen

die Schnitte der entstehenden Ebenen des Bündels sein. Sind j und j'

die den Punkten % i^ entsprechenden Strahlen und /die durch j,

gehende Ebene, die also auch die Ebene durch j und j' ist, so

werden deren Ausdrücke erhalten aus

Es ist aber
\
ii' { .

\ j ^
i^

\
^ie doppelte Dreiecksfläche i^ii'

und daher

I

*^'
I li.io I

==
I »*o I I *'*o I

sinC;7)-

Setzt man dieses in den Ausdruck der Ebene, so sieht man,

dass der Ausdruck dieser Ebene auch erhalten wird, wenn man

gemäss der Bezeichnung J^Jf das Product

aa'jf
vermöge der Ausdrücke der Geraden entwickelt und hiebei für

die Situationszeichen-Producte nach der Regel

die Substitutionen vornimmt.

Zugleich ist hier

zu setzen, da die umgekehrte Ordnung j?''j erhalten wird, wenn

man im Ausdruck von / und j\ das Product i i' bildet, welches nach

2") das entgegeugesetzte Vorzeichen hat.

Auf das ebene System übergehend, nehme man zweitens

an, es seien zwei Ebenen ./ J' mit den Coelficienten A A' durch

ihre Ausdrücke gegeben und /, ihre Durchschnittslinie, deren

Ausdruck erhalten wird aus

AAJJ'^^AA'^m {JJ').j.
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Schneidet man das räumliche System durch eine Ebene J"^,,

so werden die entstehenden Durchstosspunkte die Durchschnitte

der entstehenden Durchschnitts - Geraden. Sind j und / die den

Ebenen J J' entsprechenden Schnitte und i der Durchstosspunkt

von / , so werden deren Ausdrücke erhalten aus

:

ÄJJ,:= Ä sin (J /J. y , Ä' J' J, =- Ä' sin (J' J,).f

ÄÄ' sin {JJ'^j\ J.^AA sin (/ J') sin ij, JJ. i

= ÄA' -^[JJ'J.l'i

Setzt man hierin

^ s^n (jj')

sin (J J-)
'

SO wird der Ausdruck des Punktes

Ä sin (J Jq). ^' sin (J' /,) sin (y^')- *

und man sieht, dass dieser Ausdruck auch erhalten wird, wenn

mau gemäss der Bezeichnung i =^Jj das Product

aa'jf
mittelst der Ausdrücke der Geraden entwickelt und hiebei die

Regel einhält, für die Situationszeichen-Producte

7 2) jf ~-^ sin {Jj'). i

zu setzen. Auch hier ist wie früher und aus ganz ähnlichen Gründen

7'.) JJ' ^- -i'i.
8) Punkt und Ebene. Ist ein Punkt und eine Ebene ge-

geben, so kann hiedurch allein keines der drei Elemente Punkt,

Ebene und Gerade als in ähnlicher Weise bestimmt angesehen

werden, wie dieses in den vorhergehenden Fällen geschehen ist.

In diesen waren nämlich die durch die gegebenen Elemente be-

stimmt gedachten Elemente immer die gemeinsamen Elemente

der Grundgebilde, als deren Träger die gege-benen Elemente ge-

dacht werden können. Ein solches ist für Punkt und Ebene nicht

vorhanden.

Versteht man nun in diesem Falle unter J i und i J die

durch i auf J senkrecht gezogene Gerade, so ist zu setzen

8a. J i = i J-^J
In der That, hat man drei Ebenen in der Beziehung

und zieht man zu diesen aus i die drei Senkrechten ^ J, y^, so

ist wegen der Gleichheit der Winkel

auch: AJ= AJ, + AJ^.
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Sind aber drei Punkte gegeben, so dass

"
1 "^1 1^ 2 '^J

ist und zieht man durch diese Senkrechte zur Ebene J, so ist

nach (4, III.) auch

d. h. J die geometrische Summe der Parallelen j\ und jj.

Man erhält demnach ganz allgemein den Ausdruck der durch

i gezogenen Senkrechten zur Ebene J, wenn man gemäss der Be-

zeichnungJ = i / mittelst der gegebenen Ausdrücke von i und J
das Product unter Berücksichtigung von 8a) entwickelt.

Es ist aber auch offenbar erlaubt

8b) iJ^^-^Ji^^
I
Ji

I

zu setzen , denn hiedurch wird die symbolisch geschriebene

Gleichung

A J=^ A, J, + A^ J^

nur auf ihre ursprüngliche algebraische Bedeutung zurückgeführt

und ebenso die Gleichung

Es wird dann auch aus den beiden Gleichungen

AJ= A,J,-^A^J^
« ^ = «, *, + ^ *j

gefolgert werden

^«|Ji|— ^, ^\\J,i,\+ A,rx^\j^i; J^A,^\\J,i,\+A,^\\J,i,\.

Denkt man sich die Ebene J in Gleichung 8b) aus den Aus-

drücken dreier Punkte i'" i'' i' bestimmt, also

i>" i"i> = 1
i"' i" i'\. J

gesetzt, so folgt

(i'" i" i^)i'-^\ i'" i" i' \Ji= \ i>" i» i>
\

\Ji\,

also gleich dem dreifachen Volumen des durch die vier Eckpunkte

gebildeten Tetraeders, welches mit
j
i"' i" i' i

\
bezeichnet sein

mag. Da es nunmehr gleichgiltig ist, von welcher Ebene desseb

ben man ausgeht, so kann man mit Hinweglassung eines Zahlen-

factors schreiben

8c) i'" i" i' i -=
l

i'" i-' i' i\-

Bei Veränderung der Factorenfolge ist das Vorzeichen ge-

mäss den Gleichungen (5' und 5" IV) zu wählen, so dass also

wegen 8 b), jede cyclische Vertauschung zwischen den vier Factoren

und jede solche zwischen drei aufeinanderfolgende, das Vorzeichen

ungeändert lässt.
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Betrachtet mau aber in 8b) Jen Punkt * als Durchschnitt

dreier Ebenen, setzt demnach

J" J" J' = ^ [/'" J" J'j *,

so folgt

/'" /" J' / == s [/'" j" j>^ij-_^^ [/" j" jq \Ji\,

Es ist aber nach ( 9/) das Verhältniss der in J gelegenen

Tetraederfläche zum Factor von
\
J i

\
constant für dasselbe

Tetraeder; nennt man diesen Quotienten ? und bezeichnet das

Volumen des Tetraeders mit
\
J'" J" J' J\, so kann man mit

Hinweglassuug des Zahlenfactors 3 schreiben

8d) J'" J" J' J ^- \J"'J"J'J\.

Bezüglich des Zeichenwechseis bei veränderter Factorenfolge

gelten dieselben Bemerkungen , wie sie zu Sc ) hinzugefügt wurden.

Die symbolische Gleichung

kann, wenn j' irgend eine Gerade im Räume bedeutet, nach [5 III]

geschrieben werden

a Cii']= «1 [j\ f ] + a, [j, j'l

Es ist daher auch erlaubt

8e) jj' = un
zu setzen, und hienach die Producte der Ausdrücke von Geraden

zu entwickeln.

Betrachtet man in 8e) jede der Geraden aus zwei Punkten

bestimmt, setzt also

so erhält man
i'-' i" i' i=\ i'" i^'

\
\i' i\ jj' =

I
i'" i"

I

\i' i
\ ljj%

und da der rechte Theil das sechsfache Volumen des aus den vier

Punkten gebildeten Tetraeders ist, so fällt, mit Hinweglassuug

eines Zahlenfactors, der hier gefundene Werth des Productes von

vier' Punkten mit obigem 8c) zusammen.

Ebenso, wenn man

J'" J"= sm (/'" J"). j\ J' J= sin (J' J).j'

setzt, wodurch

J'" J" J' J= sin (J" J") sin (J' J)jj' = sin (/'" J") sin [J' J) [jj']

wird; erkennt man aus einfachen Betrachtungen, dass bis auf den

Zahlenfactor 6, auch der hier gefundene Werth für das Product

von vier Ebenen mit den in 8d) angegebenen übereinstimmt.

18
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Die in 8e — 8c enthaltenen Werthe, der Situationszeichen-

Producte liefern keine Ausdrücke von Ebenen, Geraden oder

Punkten, sondern nur gewisse rein metrische Kelationen.

Zusatz. Auch für Strahlen und Ebenen-Büschel und Bün-

del und für das ebene System, erhält man durch Entwicklung ge-

wisser Situationszeichenproducte nur rein metrische Relationen.

So wird beispielsweise im ebenen System

immer dieselbe Ebene, nämlich die des Systemes bestimmen und

diese erscheint daher in allen Gliedern der Entwicklung und kann,

wie sofort aus der Bedeutung des Zeichens / hervorgeht , wie ein

gemeinsamer Factor weggelassen werden. Dann bleibt aber nur

eine gewöhnliche algebraische Gleichung übrig.

V.

Anwendungen.

An einigen Fällen , die der Einfachheit wegen auf Aufgaben

in der Ebene beschränkt bleiben mögen , soll die Art und Weise

der Anwendung der vorhergehenden Sätze vorgeführt werden.

1) In der Ebene sei ein Dreieck gegeben mit den Eckpunk-

ten i^ i^ ij und diesen gegenüberliegenden Seiten j^ j\ j\. Die

positiven Richtungen seien durch die Bewegung nach der Reihen-

folge der Indices der Eckpunkte bestimmt. Die Winkel der posi-

tiven Richtungen der Seiten an den Eckpunkten werden mit m^

Wj 0J3, die Längen der gegenüberliegenden Seiten mit Ai A2 A3»
die Höhenperpendikel mit /, y., 7,3 und endlich die Dreiecksfläche

mit *i> bezeichnet.

Die Geraden und Punkte der Ebene mögen alle auf dieses

Dreieck als Fundamental-Dreieck (F. Dreieck) bezogen werden.

a) Den Ausdruck des Durchschnittspunktes zweier Geraden

zu finden.

Sind die Ausdrücke der beiden Geraden

und i ihr Durchschnittspunkt, so findet mau nach (T^ IV)

i ^^jj'^ (a, a', — a', aj sin ,.,, i, -f- (a^ a\ —a\ «

j

sin (üj «2 "f (<*i ^\~ f*'i ^2) ^i^ "^3 h'
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h) Den Ausdruck der Verbindungslinie zweier Punkte zu

finden.

Sind die Ausdrücke der Punkte

und j ihre Verbindungslinie , so findet man nach (2' IV)

J^ i i' ^ {a, «'3 — a\ aj A, j\ + {«3 «'1 " «'3
^-'i) A2 ^2

4-(a, «',-«', ^^JA3i3•
c) Den senkrechten Abstand eines Punktes von einer Ge-

raden zu finden.

Sind die Ausdrücke von Punkt und Gerade

a i = «j ij -f- r/.^_ i^ + «3 *3,

«i = «,i, +«2^2 + «3i3.

und \ji\ =h, so findet man nach 3) IV, (man bemerke den

Zusatz zu 8)

a a j i = a a h == a^ a^ 7., 4- a^ «j 7-2 ~f" ^3 ^-'n
'^3-

Um die Bedingung zu erhalten , dass i in j liege , hat man

nur h = zu setzen. Berücksichtigt man noch die Relationen

X, A, = 7.2 A2 = 7j A3 = 2 $,

A, _ A, _ A3
sinm, sin CO

2
sinw, '

so lässt sich die Bediugungsgleichung in den beiden Formen dar-

stellen

A, A2 A=
(l, '!., O/r, ry Cl^ «,

sm 10

,

sm (0^ smto
3

d) Es sei ein Punkt i gegeben durch den Ausdruck

i= «, *, + «2*2 + «3*3-

Man ziehe in dem Viereck i, i^ i^ i die sechs Verbindungs-

linien, so werden deren Ausdrücke sein

h ^2 = J,^ i,i= j"'=— a^ A, i, + ^ A2i2,

^2 K ^in i, ^= i' EEE — «3 A2 i2 + ^'-2 A3 i3'

^3 ^ =i2, *2 *=i" = «3 A,i, — «, A3 h-
Sucht man die Durchschnitte j'j,, j'',/,,^''"/^, so erhält man

hiefür

18*
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welche Ausdrücke man auch sogleich durch Betrachtung des

Ausdruckes von i gewinnen kann.

Endlich werden die Verbindungslinien dieser drei Punkte

untereinander sein

i' i" =p^= a, ''., Ali, -h ^-3 '. tsik — ^ «. Aai.i

^"' ^' =i'-*= ^ '^3 Ali, — % ^ l\-,u+'\ s Asia-

Diese Geraden lassen sich aber mit Berücksichtigung der

Ausdrücke der sechs Verbindungsgeraden auch so schreiben:

p') = s «3 A,i, — «, j' ^^ ^ A2i2 H- S i",

^•(1)= «3 «, A2 J2 - «2 i"= ", ^ Asia + «3i"\

i(2) = a, «3 A, y , + ", i'
=

«, «2A 3 ia — "4 i'"-

Nach (IIT, d) erkennt man hieraus, dass j\ f durch jC^) JCO,

jj j" durch J(2)i<^') und jji'' durch ^(OjC^) harmonisch getrennt

sind, ein bekannter Satz.

e) Es seien in zwei Punkten h Hi zwei Strahlenbüschel ge-

geben

aji +xa'xi , hjii -\- y h' j'u.

Lässt man 3/ von x abhängig sein, so gehört zu jedem

Strahl des ersten Büschels ein oder mehrere Strahlen des zweiten

als entsprechende.

Die einfachste Beziehung ist y = x. In diesem Falle sind

die beiden Strahlbüschel projectivisch. In der That setzt man für

X vier beliebige Werthe ein, so erhält man für das erste Büsr^hel

die vier Strahlen

ö,,/, =aii + ^x a' j'i ,a._j._ = a ji +'x,a'j'i

j\ = aji + X, a'j'i , j, = aji -f x, a' j'\.

Macht man hierin

tÄ/ . r "> *A/ rt •*' 1 I'
' "^ **- <>

/y* —
.
- ' ^_ /Y» -- ' ' ^

1 + *' ' 1-H'.'

so lassen sich die Ausdrücke der beiden letzten Strahlen auch so

schreiben

:

^3 = «1 i. + ' «2 ^21 J, = «, i, + e' «2 ^2,

daher ist nach (III, 1, d) das Doppelverhältniss

.... ig,
_

4'ft^ _ _4_

also unabhängig von a und a', und nimmt daher für das zweite

Büschel denselben Werth an. Man bemerkt zugleich, dass in den
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beiden Büscheln ji imd Jn (für x ^= o) j'i und J'n (für ^= 00)

entsprechende Strahlen sind.

Denkt man sich die Strahlen ji j'i ju j'n auf das F. Drei-

seit bezogen und ihre Ausdrücke eingesetzt, so werden die beiden

projectivischen Strahlbüschel in n und in durch die Ausdrücke

bestimmt sein

I. (a, -f- X a\)j, -f («3 + X a\)j^ + {a, + x a\)j,

IL (&, + X h\) ;. -f (&, -f X h',)j\ + (&3 + ^ h\)j\

Multiplicirt man die beiden Ausdrücke, so erhält man einen

Ausdruck für die Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen.

Dieser enthält x in der zweiten Potenz, stellt also eine Curve

zweiter Ordnung dar.

Lässt man die Punkte i^ und *, beziehungsweise mit k und

in zusammenfallen, so hat man a^ a\ &, h\ Null zu setzen und

die Ausdrücke I und II werden dann

(a, 4- X a\)j, -\.{a^-{- x a\)j\,

Es mag noch ig nach dem Schnittpunkt zweier entsprechen-

der Strahlen verlegt werden. Damit dann j, und j, entsprechende

Strahlen werden , müssen die Coefficienten von j^ für einen und

denselben Werth von x verschwinden, dieses ist aber nur möglich,

wenn a, = 63, a'^ = h'^ ist.

Multiplicirt man nun die beiden Ausdi'ücke

(a, 4- X a\)j\ -\-{a, + x a'^)j,

(h, -\-xb',)j^ -\- {a,-h X a\)j^,

dividirt das Product durch a\ a\ h\ und setzt an Stelle der

Quotienten der Constanten neue Zeichen , so lässt sich der Ausdruck

der Curve schreiben

a' (x—h) [x— c) i, -\-h' {x— c) {x — a) i._-\-c' (x— a) {x ~ h)i^

Ertheilt mau x die Werthe ah c, so erkennt man, dass die

Curve durch i, i, i^ hindurchgeht.

f) Sind p q r Funktionen von x, so stellt

den Punkte-Ausdruck einer Curve vor. Lässt man hierin x wach-

sen um dx^ so geht man von irgend einem Punkt zu einem

unendlich nahegelegenen

{p -f
}'>' ^ x) i, -\- {q^ q' d x) i^ -\- {r -\- r' d x) i^

über. Multiplicirt man beide Ausdrücke, so erhält mau den Aus-
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druck der Taageute in irgend einem Punkte der Curve, also den

Tangenten-Auödruck derselben

:

(q r' — q' r) A, i, + (*" P' - ^' p) A2 i= -h {p q' — p' q) A3 h-

Wendet man dieses Verfahren auf den vorhin gefundenen

-Punkt-Ausdruck der Curve zweiter Ordnung an, so erhält man,

nach Einführung neuer Zeichen für die auftretenden constanten

Factoren

a, (x— ay ;, -\-h^ (x~ hfj^ -|- c, (a; — cf j^

als Tangentenausdruck der durch die Eckpunkte des F. Dreiseits

gehenden Curve.

Nach dem Gesetze der Dualität zwischen Punkt und Strah-

lengebilden in der Ebene schliesst man sofort, dass

«' e,-ß) (^-T)i, + ß' (^ ~ 1) i^-'-^^A + T'(^ -«) (4- ?)j\,

die Tangenten und Punkt-Ausdrücke der Curve zweiter Classe

sein werden, welche die Seiten des F, Dreiecks berührt.

g) Indem man die in die Constanten a' b' c' mit einbezogenen

Sinusse wieder separirt, kann man den Ausdruck des durch die

Ecken des F. Dreiseits gehenden Kegelschnittes schreiben:

a sin CO, {x — h) {x — c) i, -\- h' sin w, {x — c) {x — a) i,

4- c' sin C03 {x — d) {x— h) l^.

Ertheilt man dem x drei verschiedene Werthe x' x" a;'", so

erhält man drei auf dem Kegelschnitt liegende Punkte i' i" i'",

welche mit den drei Punkten i, -i^ *3 zusammengenommen als

Eckpunkte des Sechseckes i, %' l^ i" i^ i'" betrachtet werden sollen.

Indem man abkürzend

(X' — a) = '/', {x' ~h) = ß', (x' — c)= y', (x" — rt) — «",

{x" — &) = ß"

setzt, werden die Ausdrücke der sechs Seiten nach Hinweglas-

sung gemeinsamer Factoren

:

i, i'= h' -i' J3 - c' ß'
i,., i" i^ = -~ a' ß" j, + h' «"

i,,

i' i, = a' V j, — c' a'j\, »3 i'"= — 6' «'"
j, + a' ß"*./^,

K i" 'E^ — a' r'j\ 4- c' '^" ,/,,*'" *, E^ C ß"' j, — h' t"'j,.

Man suche die drei Durchschnittspunkte der neben einander

stehenden Seiten, so erhält man mit Weglassung gemeinsamer

Factoren

:

i'\^ i' i^. i^'i'""^ a' sin w, t' ß'" i, -\- h' sin i"., -,• «'"»^

4- c' sin (03 «' ß'"
^3,
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i'" ^i, i'. i" i^^ a' sin u), v' p" i, -J-
&' sin w^ y' «''

*2

+ c' sin ü)3 P' «"
f,,

i'g ^"^2 *". i"' i^ ^a' sin w, y" ß'" K + ^' sin Wj r'"
«" *2

+ c' sin w., ß'" a" ij.

Multiplicirt man diese drei Ausdrücke, indem man bedenkt,

dass für das ebene System

zu setzen ist , die Producta aber , in welchen wenigstens zwei

gleiche Factoren auftreten, verschwinden ; so erhält man mit Weg-
lassung des gemeinsamen Factors

a' h' c' sin ü>, sin 0)3 sin m.^ «i»
«" p'" y',

die Fläche | i", i"\ i\
\

proportional dem Ausdrucke

a' (ß" Y'"— ß'"
-i") 4- a" (o/" T' — ß' T'") -I-

«'" (ß' y" — ß" y').

Nun ist aber z. B.

ß" y"' — ß'" y" = {x" — ^"') i^— c),

daher wird obiger Ausdruck

(b — c) [{x' — a) (x" — X'") -h (^" — a) {x^" - x')

+ {x'''~a) {x-— xJ')']=o.

Das Verschwinden der Dreiecksfläche
]
i", i'-'^ i\

\
zeigt

aber an, dass die drei Punkte in derselben Geraden liegen , und

mau bemerkt leicht, dass obiger Ausdruck auch hervorgeht, wenn

man nach (c. V) die Bedingung dafür sucht, damit l'\ auf ^'"3

*';, liegt.

Es ist somit hier der Pascal'sche Satz unmittelbar aus der

Gleichung des Kegelschnittes ohne Zuhilfenahme von Zwischen-

sätzen bewiesen worden.

Zum Beweise des Brianchon'schen Satzes braucht die

Rechnung gar nicht geführt zu werden, da in der neuen Bedeu-

tung die Gleichungen sämmtlich dieselbe Form behalten.

Diese wenigen Anwendungen werden die Eingangs aufge-

stellte Behauptung, dass die vorgeführte Ergänzung des barycen-

trischen Calculs einen praktischen Nutzen zu gewähren verspricht,

zum Theil rechtfertigen; noch mehr wird dieses aber die Ueber-

legung vermögen, wie die Theorie der Krümmung von Linien

und Flächen, die geometrischen Verwandtschaften, mechanische
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Probleme u. s. f. durch die dargelegten Rechnungsmetlioden theils

einer vervollständigenden, theils einer sehr naturgemässen Behand-

lung unterzogen werden können; das Princip der Dualität aber

kaum auf einem anderen Wege der Untersuchung einen entspre-

chenderen Ausdruck finden dürfte, indem für den dualen Satz der

ganze Complex von Formeln ungeändert bleibt und nur die Be-

deutung der Situationszeichen und gewisser Coefficienten ent-

sprechend abzuändern ist.
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