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Das Gleichungspolynom eines Elementes eines linearen
Raumes ist eine lineare Form; hiingen die Coefficienten dieser
Form von einer Anzahl willkiirlich verénderlicher Parameter ab,
so beschreibt das Element cine Mannigfaltigkeit. Differentiirt man
die Form nach diesen Parametern, so erhilt man neue lineare
Formen und kann nun infinitesimale invariante Bildungen der
gegebenen Mannigfaltigkeit als simultane Invarianten dieses
Systems linearer Formen aufstellen.

Aber auch, wenn das lineare Polynom von dem Elemente
eines quadratischen Raumes herrithrt, wird man diese Methode
anwenden konnen, wie dies in der vorliegenden Arbeit fiir
Strahlencongruenzen, der zweifach unendlichen Mannigfaltigkeit
gerader Linien, geschieht. Zu einem Congruenzstrahl gesellen
sich dann sofort zwei Ilineare Complexe als infinitesimale
Covarianten, die Begleitcomplexe des Strahles genannt werden.
Sic stehen in einfacher Beziehung zu den Inflexionstangenten
der Brennfliche in den Brennpunkten eines Strahles; ihr
Doppelverhiltniss ist bei Normalencongruenzen eine Grosse
dritter Ordnung, welche bei Weingarten’schen Flidchen (bei
welchen ein Hauptkriimmungsradius eine Function des anderen
ist) den Werth 1 hat und bei Flidchen zweiter Ordnung den
Werth 9. Dieses Doppelverhiiltniss steht zudem in einfachem
Zusammenhange mit den Krimmungsmassen der Centrafliche
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in den beiden Hauptkrimmungscentren einer Normale, durch
welche Relation ein Halphén’scher Satz iiber Weingarten’sche
Flidchen verallgemeinert wird. Auch die Fldchenberiihrung dritter
Ordnung wird hiebei in Behandlung gezogen und Herrn Hermite’s
Resultaten iiber die Beriihrung dritter Ordnung von Flichen
zweiter Ordnung eine neue Auffassung und Erweiterung gegeben.

Zur Betrachtung der Normalensysteme der Centrafliche
werden allgemeinere Congrunenzen behandelt, Congruenzen von
Centralstrahlen; hierbei ergeben sich unter anderem Herrn
Mannheim’s Beziehungen der Kriimmungsgrossen der Centra-
flache.

§. 1. Brennlinien und Inflexionstangenten eines Strahles.

1. Es sei

= ax, = (ax) =0
%=1
die Gleichung einer Geraden, wobei die «, als Klein’sche Linien-
coordinaten der Relation X (,)? = (wx) = O gentigen und ebenso
die «, der Relation (¢«¢) = 0. Hingen die «, von zwei willkiirlich
veranderlichen Parametern u, v ab, so beschreibt die Gerade eine
Strahlencongruenz, und man hat in der Umgebung eines allge-
meinen Strahles ¢ die Gleichung:

0= a+(bdu+cdv) + % (e du?+2f dudv+ g dv?) + 1)

Die b, e, e, f, g sind Differentialquotienten von a beziig-
lich #, v und héngen demnach linear von den @ ab; daher sind
b,¢, ¢ f,g =0 Gleichungen linearer Complexe. Zwischen den
Coordinaten diescr Complexe miissen, wenn 1) fiir alle Werthe
du, dv eine Gerade und nicht einen linearen Complex vorstellen
soll, die Relationen bestehen:

(aa), (ab), (ac) = 0 )
(60)+(ae), (be)+(ef), (co)+(ag) = O \

) 2)

welche man auch durch Differentiation der Identitit (ee) = O
erhalten kann.
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2. Wird « von der benachbarten Geraden « — a+da ge-
schnitten, so muss!?

Yda® =0
sein, also hier, da de = bdu+cdv ist, die Bedingung
(b0) dut+ 2 (be) du dv+(cc) dv? = 0 3)

erfillt sein; es gibt daher zwei Nachbarschnittgerade «,, a,.

Die letzte Gleichung erhdlt man auch zur Bestimmung der
singuldren Complexe des Biischels b du+cdv=0. Sind «, (v=1,2)
die Wurzeln der Gleichung

(bb)oa?+2(be)a+(cc) = 0, 3’

so sind ba,+¢ = 0 die Gleichungen dieser beiden Complexe.
Weil (ab), (ec) = O ist, schneiden die Axen 4, dieser Complexc
die Gerade «, und zwar schneide 4, in dem Punkte 1 und sei
mit ¢ durch die Ebene I verbunden; 4, liefere analog den Punkt 2
und die Ebene II.

Man kann speciell das Parametersystem »,v so wihlen, dass
man mit % = const. oder v — const. developpable Regelflichen
der Congruenz beschreibt, dass also du = 0 und dv = 0 die
schneidenden Nachbarstrahlen liefern; dann ist tiberall (b0),
(¢c) = 0, und die Axen 4, sind identisch mit den Complexen b, c.
Nach den Formeln 2) ist hier iiberall (a¢), (ag) = 0, und man
erhilt ferner durch Differertiation auch (be), (of), (¢f), (cg) = 0.

3. Die beiden Strahlenbiischel (1,II), (2,I) enthalten die den
Complexen «, b, ¢ = O gemeinsamen Stmhleni, welche demnach
auch in den Complexen

0=a+de = a+bdi+cde

liegen. Daher schneidet jeder zu « benachbarte Strahl der Con-
gruenz alle Strahlen der beiden Biischel. Da ferner jede Gerade
des Biischels, welche « und 4, enthdlt, durch die Gleichung
A+, b+c = 0 dargestellt ist, so liegt die Nachbarschnittgerade
@, = a+eab+c = 0 in diesem Biischel. Es folgt also, dass 1, 2
die Schnittpunkte, I, IT die Verbindungsebenen von « mit den

Siehe F, Klein, Differentialgieichungen in der Liniengeometrie.
Math, Annal., Bd. V, S. 295.
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Nachbarschnittgeraden sind: Brennpunkte und Brennebenen des
Strahles «.

Die drei Complexe «,0,¢6 =0 haben demnach eine
in zwei Strahlenbiischel zerfallende Regelschaar ge-
mein, deren Strahlen die Tangenten der Brennfliche
in den Brennpunkten 1 und 2, die Brennlinien, sind.
Diese Brennlinien schneiden also alle Nachbarstrahlen von ¢,
wesshalb man sagen kann, dass letztere einer unendlich dlinnen
Regelschaar angehoren. Zu dieser Regelschaar gehoren auch
noch die Strahlen der Biischel (1,T) und (2,1II), da diese Strahlen
alle Brennlinien schneiden; diese Strahlen sollen Central-
strahlen des Strahles « genannt werden. Die Leitschaar
dieser Regelschaar besteht aus allen Brennlinien und aus den
unendlich nahen Geraden von @, welche alle Centralstrahlen
schneiden.

Ich will nun die Gesammtheit der unendlich nahen Strahlen
eines Strahles einer Congruenz als Strahlengarbe bezeichnen
(eine Garbe von Halmen an zwei Stellen, den Brennpunkten,
geknotet) und spreche dann von den Brennpunkten und Brenn-
ebenen dieser Garbe, ihren Brenn- und Centrallinien. Zu jeder
Garbe gehort eine conjugirte Garbe; die Brennlinien der einen
Garbe sind Centrallinien der anderen; zwei Strahlen conjugirter
Garben schneiden einander.

Jeder lineare Complex, welcher alle Garbenstrahlen enthiilt,
enthilt auch alle Centrallinien und umgekehrt; die Brennlinien
sind fiir ihn paarweise in Involution, und er ist ferner in Involution
zu jedem Complex, welcher die Brennlinien enthiilt.

Die Axen 4, = «,0+-¢ sind Centrallinien, da sie alle Brenn-
linien schneiden miissen; fiir die speciellen Developpablen-
parameter (Art. 2) sind demnach 0, ¢ = O Centrallinien.

4. Der soeben gefundene Satz kann noch in folgender Weise
erhalten werden. « schneide eine Ebene E in einem Punkte g,
der Garbenstrahl « in dessen Nachbarpunkt o/, Die Coordinaten
dieser Durchstosspunkte in der Ebene E konnen nun als Para-
meter w, v gewihlt werden. Wenn dann in der Gleichung
Sa,(u, v)o, = 0 die 2, festgehalten werden, so erhilt man fiir a,
die Coordinaten aller Congruenzstrahlen, welche die Gerade
schneiden, und die Gleichung (ax) = O stellt dann die Curve ¥ dar,

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL C. Bd. Abth. IL a. 11
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welche der Ort des Durchstosspunktes des Congruenzstrahles mit
der Ebene E ist. Diese Curve geht einfach durch den Punkt g,
wenn die Gerade x den Strahl « schneidet, sie hat in a einen
Doppelpunkt, wenn @ auch den Complexen (bx), (c#) = O geniigt.
Es gibt also eine Regelschaar von Geraden, deren Curve % in
a einen Doppelpunkt hat. Diese Regelschaar besteht nothwendig
aus den Brennlinien der Garbe; denn ist # eine Brennlinie, so
wird deren Curve % in a einen Doppelpunkt haben, weil 2 alle
Garbenstrahlen schneidet, und die Curve demnach alle Nachbar-
punkte von o enthilt. Die Curve hat also einen Doppelpunkt,
wenn die Gerade o die Brennfliche beriihrt und numgekehrt.

Wenn demnach die Gerade 2 die Brennfliche in zwei auf-
einander folgenden Punkten berithren soll, so muss die Curve
eine Spitze haben, d. h. es muss

= () (e@) (g2) =0

sein. Folglich: I'=f?*—¢.g = 0 ist die Gleichung eines
Complexes zweiten Grades, welcher aus den Brenn-
linienbiischeln die Inflexionstangenten der Brenn-
fliche ausschneidet.?

Die Axen 4, fallen zusammen, wenn die Discriminante der
Differentialform 3) verschwindet, wenn also

A = (bc)* — (bb)(cc) = 0;

dann fallen auch die Brennpunkte des Strahles « zusammen und
die Brennebenen. Vermoge der Formeln 2) ist dann aber auch

(af)*—(ac)(ag) = 0,

wesshalb « dem Complexe I' angehort, also Inflexionstangente
ist. Daher ist A =0 die Differentialgleichung derjenigen Congruen-
zen, welche aus den Inflexionstangenten einer Fliche bestehen.?

1 Auch jede Invariante der Differentialformen, welche in 1) auftreten,
gibt cinen infinitesimalinvarianten Complex des Strahles a; denn solch eine
Invariante bleibt bei einer Veriinderung der Parameter «, » und bei linearer
Trausformation der Strahlencoordinaten invariant.

YVergl. Klein, a.a. 0., S. 290.
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§. 2. Projectivititen in den Brennbiischeln.

5. Geht man von dem Strahle ¢ zu dem benachbarten ¢/, so
schreitet der Brennpunkt 1 auf der Brennlinie t, nach 1/, und die
Brennebene I dreht sich hiebei um eine Brenntangente =, des
Punktes 2 nach I'. In analoger Weise erhilt man fiir den Punkt 2
und die Ebene II die Brennlinien t,, z,.

Die Geraden t,, 7, schneiden die Gerade «, ¢'; sie schneiden
auch, weil sie 1, 1’ verbinden, respective in I, I’ liegen, die
Nachbarschuittgeraden a,, «}, welche «, respective «/, schneiden.
t,, 7, sind demnach diejenigen beiden Geraden, welche «, «,, o/, ]
schneiden, also geniigen sie den Gleichungen

«=0, y=a+ab+c=0, d=a+bdut+cdv=0,

aus welchen folgt, dass sie in den Complexen «, b, ¢ = O liegen.
Hieraus kann man nebenbei schliessen, dass die Nachbarpunkte 1’
in den Brennebenen liegen, dass also der Ort der Brennpunkte
von den Brennebenen bertihrt wird.

Die Geraden t,, befriedigen aber noch die vierte Gleichung:

)=, +da, = a+oab+c+b.dutc.do+b.da, +
+o(e.du+f.dv)+ f.du+g.dv =0,

demnach liegen sie in den vier Complexen «,b,¢ =0, (¢, e+f) du+
+ (&, f+¢)dv = 0. Analog liegen die Geraden t,, r, in den Com-
plexen «,b,¢ = 0, (eye+f)du+ (o, f+g)dv =0.

Liasst man «' in der Garbe variiren, so beschreiben t, t,, 7,7,
projective Strahlenbiischel, welche auf die Garbe projectiv bezogen
sind. Zwischen den vier Tangenten t, t,, 7, 7, bestehen
demnach sechs Projectivitdten, die wir nun analytisch
ausdriicken wollen.

6. Die Projectivititen P=(t,)'A (t,) und II = (7)) A (5,).
Fiir den Strahl t, des Brennbiischels (1) hat man die Gleichung:

(2, (et)+(f1)) du+ (2, (f1,) + (g91,))dv = 0
und fiir den Strahl t, des Biischels 2) die Gleichung:

(2 (ety) + (fty)) du + (2 (1) + (g1))dv = 0;
11
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daher wird die Projectivitit P, wenn (et,) — ¢,  gesetzt wird,
vermittelt durch die Gleichung

aey+fiy afi+9
ayeatfyy %fa+gs

= 0.

Vermige der Werthe von o, geht diese Gleichung iiber in
(0), (be), (cc)

e, I
by fy 9,

-+ \/K(”1flz+"2.’/1—2ﬂfz) =0.

Multiplicirt man die beiden Gleichungen («,e+f)du +
+ (a,f+g)dv = 0 mit (bb)(e,—e,) und setzt
r = (00) (% 0+ (5, ) f+) = (ee)e—2(00)f+(BD)g |
s' = (bb) (B e+2a,f+g), du—o,dv = dv/, Cu—a, dv = dv' ’
so erhilt man

rd'—stdv’ =0, s*du'—rdv’=0. 5)
Aus D) folgt dann fiir die Projectivitiat P
ridu'—sldv' =0, sidu'—r,de'’=0

und durch Elimination von du, dv die Gleichung:

- 12 —
rr,— 8,85 = 0. 6)

Fiir die Projectivitdt II ergibt sich analog:
s =0. 1)

Y 1
"7 3%

Der Complex » = 0 schneidet aus den Brennbiischeln zwei
Linien aus, welche Hauptbrennlinien des Strahles a ge-

nannt werden mogen. Es ist in Folge der Formeln 2):

(ar) = 24, (as’) = —[(bb)e2+2(be)a,+(cc)] = 0. 8)

Demnach sind s* = 0 die Gleichungen derjenigen Complexe
der Mannigfaltigkeit e.du®+2f.du.dv+g.dv*=0, welche die
Gerade « enthalten.

7. Die Projectivititen J,= (t.) A (v,). Fiir die Strablen
t,, 7, gilt respective:
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(o e+f)dut(a,f+g)de =0, (e +f)du+ (2, f'+¢')dv =0,
so dass man als Gleichung der Projectivititen, wie oben, erhilt:
(08), (be), (co) |
o f Y !

dy fy g
Nun gilt die Gleichung

| (0D), (be), (ec) ‘i
() f 4 ! =0,
¢, fla g

bei festem t, die Gleichung eines linearen Complexes, welcher
die Gerade A, enthilt und welcher auch die Gerade « enthiilt;
denn fiir # = ¢ wird vermoge der Gleichungen 2) die letzte Zeile
der Determinante der ersten gleich. Daher enthilt dieser lineare
Complex jede Gerade des Biischels 1), und die Gleichung besteht
fiir beliebige t, und @, die dem Biischel angehdren. Demnach
reducirt sich die Gleichung 9), wenn wir voraussetzen, dass A
nicht verschwindet, auf:

+ \/A(eg'+ dg—2ff) = 0. 9)

7o

e + g—2ff'=0.

Dies ist aber die Polarbeziehung des Complexes I' = O,
wesshalb sich ergibt, dass die Beziehung zwischen t,,r in-
volutorisch ist, und dass ihre Doppelstrahlen in dem Complexe
I'=0 liegen. Da die in 1' liegenden Brennlinien nach Art. 4
Inflexicnstangenten der Brennfliche sind, so folgt, dass die Pro-
jectivititen J, mit den Dupin’schen Tangenteninvolu-
tionen der Brennpunkte identisch sind. Dies Ergebniss
ist auch von vornherein geometrisch klar; denn t, ist die Ver-
bindungslinie von 1 mit seinem Nachbarpunkte 1/, wihrend -,
die Schnittlinie der Ebenen II, I’ ist, II’ ist aber die Tangential-
-ebene des Punktes 1'.

Die Tangente « speciell ist conjugirt der Tangente, welche
dem Complexe

(ae)g-+(ag)e—2(af)f =0

angehort oder vermoge der Formeln 2) dem Complexe » = 0.
Daher sind die Hauptbrennlinien des Strahles « (siehe
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Art. 6) die zu « conjugirten Tangenten der Brenn-
fliche.

Diese beiden Hauptbrennlinien fallen zusammen, wenn das
Quadrat der Matrix |« b ¢»|, welche aus den sechs Coordinaten
der vier Complexe «,d, c,» gebildet ist, verschwindet.! Nun ist
nach den Formeln 2)

0, 0, 0, (ar) ’
0, (b6), (be), (bv)
0, (eb), (ce), (er)
(ra), (48), (re), (m)
daher ist vermoge Formel 8)
H = 4A3. 10)

Durch Einfithrung der Complexe 7, s* kinnen die Gleichungen

der Involutionen J, auch geschrieben werden:
rrl—sls¥ = 0, rr'—sVs?2 =0,

8. Die Projectivititen P, =(t,) A (r,) und P,=(t,) A (v,)-

P, ist gegeben durch

H:[abcrlz—:;‘ ,
f

(a,e,+f)) -du+(a, f+¢,).de =0
(a0 e+ 1) du+(a, f+¢,) . dv = 0
oder durch
at, —a,, 1
e, fiv 9.1=0.
ey fy 9!
Da ferner die Geraden {,, v, in dem ersten der Complexe 5)

liegen, die Geraden t,, v, im zweiten dieser Complexe, so sind
die Projectivititen P, auch dargestellt durch die Gleichungen:

Voar QY —
sjr,—syr, = 0.

Fallen fiir einen Strahl « die Projectivititen P,
zusammen, s0 muss s sZ—s?s) — O sein, dann ist aber auch
vermdge der Gleichungen 6) und 7) P=II. Ist umgekehrt
P=1I, so ist auch P,=P,.

1 Siehe Klein, a.a. 0., S. 284,
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§. 3. Die Begleitcomplexe.

9. Jeder Strahl, welcher in dem Biischel (1, 1) liegt, also in
dem Biischel, welches durch ¢ und den schneidenden Nachbar-
strabl @, bestimmt ist, wurde ,Centralstrahl des Punktes 1¢
genannt; derselbe liegt in der Tangentialebene I des Punktes 2
der Brennfliche. Es soll nun gezeigt werden, dass die Central-
strahlen fiir alle Nachbarpunkte 1’ des Punktes 1 in
einem linearen Complexe liegen, oder aber, dass die
Ebenenl’ ihren Punkten 1’ in einem Nullsysteme entsprechen. Hiezu
ist bloss nothwendig, nachzuweisen, dass die Gerade 1, 1’ —=¢t,
der Schnittgerade I, I'’=r, beziiglich eines linearen Complexes
conjugirt sei. Nun besteht nach dem letzten Artikel zwischen
t, und 7, die Projectivitit P,. Ist t, mit « identisch, so auch =,
wie dies aus der Gleichung der Projectivitit P, folgt (es ist
némlich dann:

(sta)(r=y) —(s's,) (re) = 0,
weil aber nach Formel 8): (s'a) =0, (rra) 7 0 ist,s0 folgt (s'z,) =0
und =, = «), oder auch geometrisch: wenn 1 anf « weiterriickt,
80 dreht sich T um «.

In der Projectivitiit P, entspricht sich demnach der Strahl «
selbst, wesshalb thatsichlich (nach Sylvester’s Erzeugungs-
weise des linearen Complexes) entsprechende Strahlen conjugirte
Polaren beziiglich eines linearen Complexes sind. Diesen Complex
nennen wir den Begleitcomplex des Strahles « fiir den
Punkt 1 und bezeichnen ibn mit €C'; er wird also erfiillt von den
Strahlen der linearen Congruenzen, deren Leitlinien entsprechende
Strahlen t, =, sind. Ebenso ergibt sich aus der Projectivitit P,
«der-dem Punkte 2 zugehorige Begleitcomplex C?.

Jeder der Begleitcomplexe enthilt die Centralstrahlen der
Garbe (@), er enthilt daher nach Art. 3 auch alle Strahlen der
‘Garbe (a). Der Begleitcomplex C'! enthilt ferner die Garbe (a)
einer beliebigen, von Centralstrahlen gebildeten Congruenz @,
daher enthédlt er auch nach Art. 3 die Centralstrahlen
der Garbe (a), oder anders ausgedriickt: Die Nullebene des
‘Complexes C! eines Brennpunktes eines Centralstrahles o fiir die
Congruenz € beriihrt die Brennfliche der Congruenz § im anderen
Brennpunkte des Strahles q.
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Wenn die Begleitcomplexe eines Strahles in einen zusammen-
fallen, so enthélt dieser Complex die Nachbarschnittgeraden «,
«, des Nachbarstrahles «/, da diese Geraden Centralstrahlen der
Nachbargarbe («') sind; daher enthélt dieser Complex auch alle
Strahlen dieser Garbe («’): Fiir Strahlen, deren Begleit-
complexe zusammenfallen, liegen die oo® in zweiter
Ordnung benachbarter Strahlen in diesem linearen
Complexe und umgekehrt.

10. Die Gleichung des Complexes C! kann in folgender
Weise bestimmt werden. Sind e« und « zwei sich schneidende
Gerade, so ist 2e+«, = O die Gleichung einer beliebigen Geraden
ihres Biischels; daher sind die Centrallinien des Punktes 1 ge-
geben durch die Gleichung (siehe Art. D)

r+a, = L(a,b,¢) =0,
die des Punktes 1/ durch
v+ =L'(a,b,¢) + (2, e-+f) du+ (« f+g)dv = 0,

wobei L, L’ linear aus «, b, ¢ abgeleitet sind. Da nun die Coordi-
naten jedes der fiinf Complexe «, b, ¢, % e~+f, « f-+g die Deter-
minante sechsten Grades C'=(«, b, ¢, o, ¢+f, «, f+g¢, ) annul-
liren, so geschieht dies auch fiir Jeden aus diesen fiinf Complexen
linear abgeleiteten Complex, also auch fiir die Centrallinien.
Demnach sind

=(a,b, ¢, a,e-+f;, a,f+¢g) =0 11)

die Gleichungen der Begleitungscomplexe.

Um die Gleichungen der Begleitcomplexe auch in anderer
Weise abzuleiten, bemerken wir, dass ein Begleitcomplex in
Involution liegt mit jedem Complexe, welcher ein Paar seiner
conjugirten Polaren t,,<, enthilt. Diese Polaren liegen in den Com-
plexen «, b, ¢ = O und nach Art. 6 im Complexe »du' —s'de’ = 0.
Variirt du’: dv’, so beschreibt dieser letate Complex ein Biischel,
und man erhdlt alle Geradenpaare t;, =,; C'ist daher mit allen
Complexen dieses Biischels in Involution, also anch zu den Com-
plexen r, s!. Man hat daher zur Bestimmung der Coordinaten des
Complexes C! die Gleichungen:

(@Ch, (bCh), (cChH, (rCY), (s'C' = 0.
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Die Gleichung des Complexes C* ist daher:
C=(abecrs, x)=0. 12)

Diese Gleichungen der Begleitcomplexe besagen, dass sie
beide zum Complexe 7 in Involution liegen; demnach sind die
Hauptbrennlinien, welche der Schnitt von » mit den Complexen
a, b, ¢ sind, conjugirt beziiglich beider Complexe: Die Haupt-
brennlinien sind die Leitlinien der den Begleitcom-
plexen gemeinsamen Strahlencongruenz, sie sind ein Paar
entsprechender gemeinsamer Strablen der beiden Projectivititen
P,; das andere Paar ist im Strahle « vereinigt.

Hienach ist der Begleitcomplex dadurch bestimmt, dass er
die Hauptbrennlinien zu conjugirten Polaren hat, und dass er in
Involution liegt zu einem der Complexe s’, oder wie man dies
auch ausdriicken kann, dass die unendlich nahe conjugirte Polare
seines Strahles « in einem der Complexe s” liegt.

11. Die Projectivititen P,, aus welchen die Begleitcomplexe
abgeleitet wurden, sind covariante Gebilde der Congruenz fiir den
Strahl «. Die Invarianten der Begleitcomplexe werden daher
infinitesimale Invarianten der Congruenz sein. Mit Hilfe der ein-
gefiihrten Complexe », s gelingt es, einfache Ausdriicke fiir diese
Invarianten aufzufinden.

Wir suchen zunédchst die Bedingung dafiir, dass die beiden
Begleitcomplexe oder aber, dass die Projectivititen P, zusammen-
fallen, oder, was nach Art. 8 dassclbe ist, dafiir, dass die Pro-
jectivitit P mit II identisch ist. Die Coordinaten dieser Complexe
sind die Unferdeterminanten der Glieder der s!-, respective
s%- Columne der Determinante

T=(a,b,c,r s s?);

sind also die Complexe identisch, so miissen diese Unterdeter-
minanten einander proporiional sein, wesshalb die Determinante
verschwindet. Ist umgekehrt diese Determinante — 0, so sind
die entsprechenden Unterdeterminanten einander proportional,
die. Complexe daher identisch. 7' = O ist daher die nothwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Begleitcomplexe
oder die Projectivititen P, zusammenfallen. Nun ist, wenn man
die Gleichungen 4) beniitat:
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T = (bb)?(a,b,¢, (cc) e—2(be) f+(bb) g, «* e+ 2a, f+ g, ek e+ 20, f+g) =
(ce), —(be), (60)

2
afy,  dy, 1 D
28]

= 2(bb)?

H

2

! 5 Uy 1 |

wenn
D = (a,b,¢c,¢,f, g)
gesetzt wird. Demnach ist
T=_8".D. 18)

Wenn also fiir einen Congruenzstrahl nicht A =0 ist, d. h.
wenn seine Brennpunkte nicht zusammenfallen, so kinnen die
Begleitcomplexe noch coincidiren, wenn (abcefg) = O ist und
umgekehrt. Es gibt in jeder Congruenz oo! solcher Strahlen oder
es haben alle Strahlen diese Eigenschaft, dann gentigt die
Congruenz der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
(abcefg) = 0. Solche Strahlen mit D — O sind nach Art. 9 die-
jenigen, fiir welche die in zweiter Ordnung benachbarten Strahlen
demselben linearen Complexe angehdren.

12. Die Invarianten (C!C?'), (C!C?), (C*C?) der Be-
gleitcomplexe, deren Verschwinden anzeigt, dass sie singulir
respective zu einander in Involution liegen, lassen sich als Pro-
ducte von A und von Determinanten dritten Grades darstellen
Es ist

(€ C") = |abers’|?, (C'C?*) = |abers'|.|abers?|;
nun ist
0, 0, 0, (ar), O
0, (bb), (be), (br), (bs”)
(C'C) = |abers'|>=| 0, (cb), (cc), (cr), (cs’)
(ra), (rb), (re), (1), (rs’)
0, (), (%), ("), (5°s")

Vermoge Formel 8) erhélt man demnach:

(CCY) = —4A*|bes|? 14)

Ebenso erhélt man:

(C'C?* = —4A*|best|.{bcs?|. 14"
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13. Die Bedingung dafiir, dass die Begleitcom-
plexe einander bertihren, d. h. dass die Leitlinien der ihnen
gemeinsamen Congruenz zusammenfallen, ist:

B=(C'C*?*—(C'C?)(C*C?) = 0.

Fallen die Begleitcomplexe zusammen, so haben sie gewiss Con-
gruenzen mit zusammenfallenden Leitlinien gemein, daher muss 7'
Factor von B sein. Ausserdem muss der in Art. 7 gefundene Aus-
druck H Factor von B sein, da sein Verschwinden anzeigt, dass
die Hauptbrennlinien, die ja Leitlinien der Congruenz sind, zu-
sammenfallen. In der That gilt,! da

I (aa) (s

T =
(515", (8159
() (o), 57?)

ist, die Gleichung:

2

3T* __or? . oT* _< orT >2
B8  A(sts) (s \B(sTY
oder

T2 |laber|®* =|abers'|®. |abers?|2—(|aberst||abers?|)?,
demnach:

B = —|aber|*. |abers's?|* =—H.T* = —28A5D*. 15)

B ist mit A positiv, denn von den Coordinaten der reellen
Geraden « sind, als der Relation X(«,)* = O geniigend, z. B.
entweder drei reell und die drei tibrigen rein imagin#r, daher
hat D den Factor ¢% und D? den Factor —1.

Das Doppelverhiltniss ¢ der Begleitcomplexe, welches wir
als ,Doppelverhiltniss des Strahles «“ bezeichnen wollen,
ist, wenn 3, die Wurzeln der Gleichung:

(C1CYHBE+2(C1C?)B+(CCH) =0 16)

1 Siche Brioschi, Theorie der Determinanten, S. 9.
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sind :

(c'ch—\/B

6:&: —
Br (C'C®) +\/B

Als absolute Invariante der Begleitcomplexe
wihlen wir:

J_<a_1>2_ B _ A
= \6x1/) " (CTCHE~ " ([bes'|bes?])?

14. Wihlt man das Parametersystem #, v in der in Art. 2
angegebenen speciellen Weise, dass also «, = o0, «, =0 wird,
so wird nach Formel 11)

C' = (abcefr), C*= (abefy).

Es ist ferner r = —2(bc)f, so dass der Complex f die
Hauptbrennlinien enthilt.
Ferner ist

(€1CY) = |aheef|* = (be)* . (ee), (C*C*) = |abefy|* = (be)*(g9)
(C'C?%) = |abeef!.|abefy| = (be)®[(be) (eg)—(bg) (ec)].

Bei Congruenzstrahlen mit dem Doppelverhiltnisse 1 wird
(abeefg) = 0, daher sind die Determinanten der Matrix |abeef| den
entsprechenden Determinanten der Matricen |abefy| und |beefy|
proportional. Die Begleitcomplexe fallen daher in den Complex
(beefgxr) = O zusammen.

§. 4. Die Hauptbrennlinien und die Projectivititen zwischen
Nachbarstrahlen und Brennlinien.

15. Bleibt man bloss in dem Systeme der beiden Brenn-
punkte und Brennebenen, so ist ausser « keine weitere Brennlinie
ausgezeichnet. Man muss, um das Brennbiischel durch einen
Parameter darstellen zu konnen, noch Differentialquotienten
zweiter Ordnung oder die e, f, ¢ hinzunehmen. Dann sind es die
Hauptbrennlinien, welche sich zun#chst als ausgezeichnet dar-
bieten.
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Die Gleichungen dieser Hauptbrennlinien lauten, da diese
Linien Leitlinien der den Begleitcomplexen gemeinsamen Con-
gruenz sind:

B,C'+ C*=0.

Die linke Seite dieser Gleichung hat aber, wie sich zeigen
wird, den Factor D, welcher jetzt ausgeschieden werden muss,
um auch fiir Congruenzen mit D — O die Gleichungen der Haupt-
brennlinien zu haben.

Es ist

(€1CY (B,C'+C% = (CI1CHC*—(C' ) C = \/BCY,

da nach Formel \/B = 24iA%D ist, muss also gezeigt werden,
dass auch (C'C")C*—(€C'C*)C*' die Determinante D zum Factor
hat. Es ist nun vermige der Gleichungen 14) und 14'):

(crener—(cren et =

= —4A*{|bes!*(abersta)—|best||bes?| (abers'a)} =

= —4A%(a, b, ¢, v, |best|Ps*—|best| |bes?| st @) =,
wenn die Determinanten der Matrix |aberar| gleich z, gesetzt
werden,

= —4A%|best|.(Jbest|(s*2)—|bes?|(st2))

= —4A%|best|.|b, ¢, s'(s*2) —s*(s'2)].

Es ist ferner

(s'y)(s*2) — (s'2) (s*y) =

2 / (bb)7 (bc)’ (cc)
= (bb)* ayy 2ay, 1 ’ U1 02 =4a® (ey), (1y), (9y)
a2, 2y, 1 (e2), (f2), (97) (e2), (f2), (97)
also ergibt sich
best] 16, ¢, s'(s*2) —s*(s'2) | =
estl.| (s*2) — s*(s'2) | (bb), (be), (cc)
:4A1/2)b7 os'l|be) e fiog |l
(e2). (1), (9%)

Der letzte Ausdruck wird, wenn man die Matricen multi-
plicirt, mit Benutzung der Gleichungen 2) und 8):
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(bb), (be), (bsh), O, O

y (eb), (cc), (es?), 0, ©

=—4A% | (eb), (ec), (esh), (ea), (e2) | =

(f8), (fe), (fsh), (fa), (f2)

(gb), (g¢); (95Y), (9), (92)
(ar), O, 0, 0O, O,
(&), (bd), (be), (bsh), O,
:—QA_% (07‘)7 (Cb)7 (CC), (031>; 07 0
(er), (eb), (ec), (es"), (ew), (ez)
(fr), (fb), (fe), (f31)7 (fa), (fz)
(g7); (9), (g¢), (95", (ga); (92)

=—2A 2.D.(abers'z).

0
0

Fiihrt man nun statt der z wieder die a ein, so wird dies:
1

= —2A" %.D.|abers'||aberaz| = 4A". D. abes'.|bera);
daher ist endlich:
(C1CHC*—(C'C* 0 = —2*A". D . G,
wenn
C' =|abest| |bera!

gesetzt wird.
Schliesslich ist:

(C1CY (B, C'+C?) = 24iA". D . H,.
Die Gleichungen der Hauptbrennlinien sind daher:
H,=i6'+A"C1' =0. 18)

16. Dass der Complex € im Biischel der Begleitcomplexe
liegt, folgt sofort aus seiner Gleichung; denn es ist (&*#) =0
fir « = a, b, ¢, ; demnach sind die Hauptbrennlinien beziiglich
@ conjugirt. Der Complex @ ist geometrisch auch dadurch
charakterisirt, dass er in Involution zu €’ liegt; denn multiplicirt
man in @ = |abcs’|.|bera| die Matricen und setzt in (ax), (b2),
(cx), (s x) die Coordinaten von €, so folgt (C"€") = 0.
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Setzt man fiir « die Coordinaten von ¢, so erhilt man:
(€€ = —2/_\2\abcs“|.]bcrs"| = —4A3bes' P = A(C' CY).

Man kann nun einfacher die Gleichungen der Hauptbrenn-
linien finden; dieselben sind conjugirt beziiglich € und ¢, daher
ist ihre Gleichung

L&+ C =0,
wobei
2EE)+22(€C)+(C'C)=0
ist.
Da nun (€"@") = 0O ist, folgt:
1
R ___i(C"C"')2 i

A 1= k!

©e)*®

demnach ist:

H=ig+A"¢ 18)

Fiir die Begleitcomplexe, ausgedriickt durch die Haupt-
brennlinien, ergibt sich:

9/ ke 1= —_
oa". ¢'= H,—H, } 19)

2A 0= B H,— B, H,
17. Die Gleichung eines Strahles des Brennbiischels 1) sei nun:

14 (2
Maw)+4A%H, = A(ax) + 510—72 =0
4iA"D

Die Geraden t, =, liegen (siehe Art. 6) im Complexe
rdu'—s'dy’ = 0, die Geraden t,, 7, im Complexe s*du/—rdv' = 0.
Daher erhélt man den Parameter 2 — t, fiir die Gerade t, aus der
Gleichung:

Tdv _
4;A"p "~

2
t(ar) du'+ (nach 13)) = t, (&) du'— —TA dv'=20

oder vermige Formel 8):

t,du'+idv = 0. 21)
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Analog hat man fiir die Parameter <, t,, =, von respective
7y, by, 7, die Gleichungen:

r, dv'—B idu'=0 )
t,dv'—B,idu' =0

22)
di +idy = s

Durch diese Gleichungen sind die Projectivititen,
welche zwischen den Nachbarstrahlen und den zuge-
horigen vier Brennlinien bestehen, ausgedriickt.

Die Projectivititen P und II sind gegeben durch die Para-
meterbeziehungen:

bty = B, 77 = By,
es entspricht daber in der Projectivitit P der Geraden t,(«a)+
+4A*H, =0 die Gerade (B,(ax)+4A%t H, — 0. Eliminirt man
aus diesen beiden Gleichungen den Parameter t,, so erhilt man
die Gleichung des Complexes zweiten Grades, der alle linearen

Congruenzen enthilt, welche die Geradenpaare t,, t, zu Leitlinien
haben, némlich die Gleichungen:

16A*H, H,— B, (ax)* = 0. 23)
Ebenso erhilt man fiir Il den Complex zweiten Grades:
16 A*H H,—B,(a2)* = 0. 24)
Fiir die Projectivititen P, und P, ergibt sich t, =+, und
Bit, = B,r,, und die Involutionen J, und J, sind gegeben durch
t,r, = B, und t,7, = (.

§. 5. Die Inflexionstangenten der Brennfliche.

18. Die Parameter der Inflexionstangenten des Tangenten-
biischels (v) erhilt man nach den letzten Gleichungen des Art. 17
aus der Gleichung

t? = * = B,; 25)

die Gleichungen der Inflexionstangenten sind demnach

1

4A%H, == (B,)? (az) = 0. 26)
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Es lisst sich fiir die Realitéit der Inflexionstangenten ein ein-
faches Kriterium angeben. Drei der sechs Coordinaten «, sind
rein imaginér und ebenso die b,, ¢, e, fx, ¢+, mit gleichem
Index und auch die gleichstelligen 7, s!, s%; daher sind die
Bildungen (ar), (bs?), (cr), reell. Die gleichstelligen Coordi-
naten des Complexes ¢’ sind daher auch rein imaginir, wihrend
fiir den Complex €” = (abcrs’x) die anderen drei Coordinaten
rein imaginir sind. H‘,-_—i@‘—_i—Ai/'l C!' =0 ist daher eine reelle
Gerade, weil wieder die gleichstelligen Coordinaten rein imaginir

sind; aus denselben Griinden ist die durch die Gleichung 26)
1

dargestellte Inflexionstangente reell, wenn (2,)2 reell ist. Ist A
positiv, so ist nach Art. 13 auch die Discriminante B der
Gleichung 16) positiv; dann sind die B reell und es folgt: Die
Inflexionstangenten des Brennpunktes v sind reell, wenn 3, positiv
ist, sonst imaginir.

Ist B, =0 oder = oo, so fallen die Inflexionstangenten des
Brennpunktes v zusammen. Es ist daher (C"C") = —4A*bes* =0
oder, wenn A 320 ist, |bcs*|? = O die Bedingung daftir, dass einer
der Brennpunkte ein Riickkehr- oder parabolischer Punkt der
Brennfliiche sei.

19. Die Zuwiichse du/, dv', welche denjenigen Nachbar-
strahlen entsprechen, welchen die Inflexionstangenten zugehdren,
geniigen den Gleichungen, welche man durch Elimination von 2
aus der Gleichung 20) und der Gleichung 21): Adw'+idi' =0
erhilt, ndmlich den Gleichungen:

dv'*4-8,.du'* =0,
oder fiir die beiden Brennpunkte gemeinsam der Gleichung:

] de'* (B, + 2,) du*de"*+ B, By du’* = 0,
oder

(C*CHdu*—2(C' CHdu"*dv®+ (C'CY)dv™* = 0;  27)

diese Gleichung gibt also die Zuwiichse derjenigen Nachbar-
strahlen, deren Brennpunkte auf einer der vier Inflexionstangenten
des Strahles « liegen.
Direct folgt diese Gleichung aus der Bemerkung, dass die
Inflexionstangenten gleichzeitig in den Complexen a, b, ¢ und den
Sitzb, d, mathem.-naturw. Cl. C. Bd. Abth, II. a. 12
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Complexen 5) liegen miissen, dass also fiir diese fiinf Complexe,
da sie eine Gerade gemeinsam haben sollen, die Beziehung besteht:

la, b, ¢, r di/—s'dV/, s*di/—rdv'|* = 0,

welche Gleichung entwickelt die Gleichung 27) gibt.
Das Doppelverhiltniss der Wurzeln dieser Gleichung oder
das Doppelverhiltniss der vier Nachbarstrahlen in der Garbe ist:

o= (\/g-{- \/@)2: (\/§+ 1)2.
\/51_ \/xgz \/6—1
Sei wieder als absolute Invariante

o' —1)\2
y= (=1

\

gewiihlt, so besteht zwischen dieser und der absoluten Invariaante J
des Strahles (s. Art. 13) die Relation:

J+J = 1. 28)

Fallen die Begleitcomplexe zusammen, so ist 6 — 1, also
6’=0, demnach entsprechen sich die Inflexionstangenten der
Brennpunkte 1 und 2 in der Projectivitit P, welche mit I
zusammenfillt (s. Art. 8).

Fiir § = —1 ist ¢’=-—1, daher entsprechen, wenn die
Begleitcomplexe in Involution liegen, die Inflexionstangenten des
einen Brennpunktes in den Projectivititen P und Il conjugirten
Tangenten des anderen.

Congruenzen, fiir welche alle Strahlen dasselbe Doppel-
verhiltniss haben, gentigen der partiellen Differentialgleichung
zweiter Ordnung:

J = — const.

_B_
(C 1i 02) 2
oder der Gleichung
k(C'C¥H**—(C'CH(C*C*) = 0. 29)
Ein Beispiel solcher Congruenzen sind die obigen mit ¢ =1,
welche der linearen Differentialgleichung

D = (abcefgy = 0O



Strahlencongruenzen und Flichen. 179

geniigen.! Zu diesen Congruenzen gehoren diejenigen, welche
einem linearen Complexe angehoren, denn sdmmtliche Garben
einer solchen Congruenz liegen in dem linearen Complexe, also
auch alle in zweiter Ordnung zu « benachbarten Strahlen. Dess-
halb fallen nach Art. 9 die Begleitcomplexe in den gegebenen
Complex zusammen.

Ein weiteres Beispiel ist die desmische Congruenz sechster
Ordnung zweiter Classe, die collinear zur Normalencongruenz
einer Fliche zweiter Ordnung ist, denn die Strahlen dieser
Normalencongruenz haben, wie sich in Art. 46 zeigen wird, das
constante Doppelverhéltniss & = 9; demnach bat das Doppel-
verhiltniss ¢/ iiberall den Werth 4.

§. 6. Congruenzen von Centralstrahlen.

20. Ein Centralstrahl des Strahles « liegt in dem Biischel,
welches « und die schneidende Nachbargerade a, enthilt. Fiir
die Developpablenparameter », » ist 6 —= O die Gleichung eines
Centralstrahles {s. Art. 3). Daher ist

g =i+b=20

die Gleichung eines beliebigen Centralstrahles des Punktes 1.

Ist ) eine Function von w, », so beschreibt der Centralstrahl
eine Congruenz, welche als ,Congruenz A% bezeichnet werden
moge. Die Brennlinien des Strahles q, gehoren dann den durch
Differentiation erhaltenen Complexen

b =A\e+db+e =0, G=la+ie+f=0

an,

Setzt man in die Gleichung (abcefa) = O des Begleitcomplexes
&, = 0y, O1zy 01, S0 wird sie erfiillt; daher liegt der Begleit-
complex zu den Complexen q,, b,, ¢, in Involution und muss dem-
nach dic Strahlen der Garbe (%) enthalten.

Mit einer Function (v, v) kann man eine ,Congruenz p.“
von Centralstrahlen des Punktes 2 bilden, deren Gleichung ist:

a, =pe+c=0;

1 Vergl. Darboux. Legons sur la théorie générale des surfaces
t. 11, p. 345.
12%
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die Brennlinien des Strahles a, gehtren dann den Complexen an:
by = pa+pb+f =0, ¢ =Mpa+pc+g=0.

21. Die Congruenz A mit der Gleichung a, = O bleibt unge-
dndert, wenn man q, mit einer willkiirlichen Function ¢(u, v)
multiplieirt; die Gleichung:

d=¢.0,=0
stellt dieselbe Congruenz dar. Ebenso stellt
0, =v.0, =0

die Congruenz a, vor.

Man kann sich nun die Frage vorlegen: Ist es moglich, die
Functionen 2, y, ¢, J so zu bestimmen, dass o, o) die Differential-
quotienten von a nach w, respective v, sind, wobei

6
o= Z ax (e, v)ae, = 0
2=1

die Gleichung einer 2-fach unendlichen Mannigfaltigkeit linearer
Complexe ist?
Zur Erfilllung dieser Forderung ist nothwendig und hin-
reichend, dass
da) _ 9da}

v
ist oder ausgefiihrt, dass die Gleichung besteht:
0. (he+0)+ 9. Qua+2e+f) = Y (pa+e)+P. (pa+ph+f).

Nun besteht zwischen den vier Complexen «, b, ¢, f keine
lineare Relation; denn wire f— «a+pb+¢, so wire auch

(af) = —(be) = a(aa) + (ab) + y(ac) =0,

was wir ausschliessen, da wir Congruenzstrahlen mit A = (b¢)* =0,
also mit zusammenfallenden Brennpunkten, nicht in Betracht
ziehen.

Da keine Relation besteht, miissen die Coefficienten von
, b, ¢ in der letzten Identitéit einzeln verschwinden, es muss also

‘f‘z)\+§°7‘2 — 4’1.'""“"“"17 Y= P2, 'f}* =1y, P = Y
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sein, daher folgt:

)
A= ‘U‘:ﬁ

¢ ¢

Setzt man y = log ¢, so ist X =y, ». =y,, und die lineare
Complexmannigfaltigkeit, welche differentiirt diese beiden Con-
gruenzen gibt, ist dann:

a=e".a.

Solche Congruenzen, wie diese )- und p-Congruenzen, welche
durch Differentiation einer Mannigfaltigkeit a erhalten werden
konnen, sollen Differentialcongruenzen genannt werden. Es
ergibt sich somit:

Zwei Differentialcongruenzen, welche aus Central-
strahlen der Congruenz « bestehen, werden nur durch
Differentiation der Congruenz

a=p(u,v)a
erhalten; ihre Gleichungen sind:

0 )
bzalza—f‘: , 'czazz—B%:O.

Hitten wir nicht die Developpablenparameter «, » zu Grunde
gelegt, so wiren hier und in den folgenden Sitzen die Differen-
tiationen in den Richtungen du:dv — «, zu nehmen.

22. Die Differentialcongruenzen 2 und p sind eineindeutig
aufeinander bezogen, indem die Strahlen, welche demselben u, v
zugehoren, einander zugeordnet sind. Die Brennlinien des Strahles
a,= b liegen noch in den Complexen e, f =0, die des Stralles
a,=c¢ in den Complexen f, g =0, wobei ¢, f, g die zweiten Dif-
ferentialquotienten von a nach «, » sind.

Es seien nun o,, die Brennpunkte des Strahles a,(v,p = 1,2)
und /;, seien die Brennlinien des Strahles a,, welche q, schneiden.
Dieselben liegen in den Complexen b, ¢, {; in diesen Complexen
liegen ebenso die zwei Brennlinien /,, des Strahles a,, welche
den Strabl a;, schneiden. Die vier Brennlinien /,, liegen daher
auf der Regelschaar, welche die Complexe b, ¢, f gemein haben;
daher beriihren die Ebenen, welche a, mit Z,, verbinden, dieselbe
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Regelschaar in den Punkten p,,, oder: Die Brennfldchen
zweier Differentialcongruenzen beriihren in den Brenn-
punkten entsprechender Strahlen dasselbe Hyperboloid.

Es ldsst sich nun umgekehrt die Frage stellen: Welche
Beziehung muss zwischen den Functionen 2 und g bestehen,
damit die zugehorigen Centralstrahlencongruenzen die letzte
Eigenschaft haben, dass ndmlich die Brennflichen dieser Con-
gruenzen in den Brennpunkten entsprechender Strahlen dasselbe
Hyperboloid beriihren?

Wenn die Strahlen zweier Biischel, welche einen Strahl q,
gemein haben und zweier weiteren Biischel, die einen anderen
Strahl a, gemein haben, simmtlich dasselbe Hyperboloid berithren
sollen, so gehoren diese Strahlen demselben linearen Complexe an;
denn die vier Strahlen der Biischel, welche a, und a, schneiden,
gehoren der einen Regelschaar des Hyperboloids an, welehe in
elnem Netze linearer Complexe liegt. Unter diesen Complexen
gibt es einen, welcher auch die Strahlen g, a, enthdlt und somit
alle Strahlen der Biischel. Werden umgekehrt in einem linearen
Complexe zwei Strahlenbiischelpaare angenommen, die je einen
Strahl gemein haben, so berithren die Biischelstrahlen dasselbe
Hyperboloid.

Es miissen demnach, wenn die fragliche Beziehung erfiillt
sein soll, die Brennlinien des A-Strahles und die des p.-Strahles
demselben linearen Complexe angehoren. Die Brennlinien des
2-Strahles liegen aber nach Obigem in den Complexen q,,b,,¢c, =0,
die des p-Strahles in den Complexen q,, b,, ¢, = 0; da es nun
einen Complex geben soll, der sich linear aus den drei ersten und
auch linear aus den drei letzten dieser Complexe ableiten ldsst,
50 muss zwischen diesen sechs Complexen eine lineare Beziehung
bestehen, oder es muss ihre Determinante:

(40,0 a4+ e, hya+re+f, pa+c, p a+ub+f, pya+pe+g) =
= (m—2) (abeefy)
verschwinden; es folgt also:

Die Brennflichen einer - und einer p-Congruenz
berithren in den Brennpunkten entsprechender Strahlen
dasselbe Hyperboloid, weun der Strahl « das Doppel-
verhiltniss 1 hat und sonst, wenn
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op 0
u T v
ist.

Liegen die Linien /,, hyperboloidisch, so auch die Diagonalen
der beiden Vierseite a,,4;, und a,,l,. Diese Diagonalen sind
aber Centralstrahlen der Garbe (a,), daher folgt: Auch die
Centrallinien entsprechender Strahlen eimer - und
einer p-Congruenz heriihren dasselbe Hyperboloid,
wenn der Strahl das Doppelverhidltniss 1 hat oder
sonst, wenn p, =2, ist.

Die Linien /,, liegen nach Art. 9 bei & =1 im Begleit-
complexe des Strahles «; sie liegen daher auf der Regelschaar,
welche b, ¢ mit dem Complexe (beefge) = O (s. Art. 14) gemein
haben. Da aber fiir ¢ =1 auch (bcefga) =0 ist, so enthélt das
Hyperboloid des letzten Satzes bei ¢ = 1 auch den Strahl «.

23. Nach Art. 3 gehtren die Centralstrahlen der Garbe (a,)
dem Begleitcomplexe C! an, in welchem auch q, liegt. Die Brenn-
linien /;, schneiden alle diese Centralstrahlen, daher geht die con-
jugirte Gerade z. B. von [, beziiglich C! durch p,,, und der Null-
punkt der Ebene (a, /;,) liegt auf [,, wesshalb [, die conjugirte
Gerade von [, ist. Die Hauptbrennlinien H, sind auch conjugirt
beziiglich C!, daher liegen die Linien /;, mit den Haupt-
brennlinien hyperboloidisch oder in einem Netze linearer
Complexe.

Die Linien /;, sind beziiglich des Complexes C? conjugirt;
es folgt also, dass bei Strahlen vom Doppelverhiltnisse 1, fiir
welche die Begleitcomplexe zusammenfallen, die vier Linien /,,
hyperboloidisch liegen, wie sich schon oben ergab.

Es gilt ferner: Bei den Congruenzen, fiir welche

oy 0

du v
ist, und nur bei diesen, enth#dlt das Hyperboloid, welches
die Brennlinien entsprechender Congruenzstrahlen
beriihrt, auch die Hauptbrennlinien H, des Strahles «.

Die Linien [, liegen namlich ihrer Definition nach in den
oo? linearen Complexen

ga +vb e +ma, =03
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unter diesen gibt es nach Obigem ein Netz linearer Complexe,
welche die Linien H, enthalten, die den Complexen a, b,¢,f =10
gentigen. Es muss also in der letzten Gleichung der Factor v
von e verschwinden, weil sonst ¢ in Folge von «, b, ¢,f = O ver-
schwinden miisste; es miissten demnach die Determinanten der
Matrix |abcef]| verschwinden, was nicht moglich ist, da der Begleit-
complex (abcefxr) = O nicht identisch verschwindet. Die Complexe,
welche die Linien /;, und H, enthalten, gehtren daher dem
Netze an:
o‘a1+ T, -+ wa, = 0.
Ebenso liegen die Linien /5, H, in den Complexen des Netzes:
oa+ 7 b,+ w'a, = 0.
Sollen nun die sechs Linien Z,,, H, hyperboloidisch liegen, so
miissen diese Netze identisch sein. Da aber zwischen «, b, ¢, f
keine lineare Relation besteht, so miissen die Gleichungen gelten,

die man durch Vergleichung der Coefficienten von «, b, ¢, f in
diesen letzten Gleichungen erhiilt:

(s—d)A+7d—p, + (0—o)p =0
o—d' =7p, o'—w=11, =7
Hiezu ist aber nothwendig und hinreichend, dass 2, = p,,

womit der obige Satz bewiesen.
24. TIst fiir ein allgemeines Parametersystem u, v

o=+, v).a+ab+c=0

ein Strahl der 2-Congruenz, so liegen die Brennlinien seiner
Garbe (}) in den linearen Complexen, die man erhilt, indem man
die letzte Gleichung nach « und » differentiirt, also in den Com-
plexen:

. . oz
b, =xa+ib+ a—u'b-{—-o.le—{-f: 0,

X 9
¢ = dett4De + Bivlb_.,_alf_,_g —o0.

Die singuldren Complexe n, des Biischels 45, + ¢, = O haben
dann die Gleichungen:
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w=%0+¢ =0,
wo 7, der Gleichung geniigt:
(5,6) 72 +2(0,¢,) -+ (¢,1) = 0. 30)

Wir suchen nun die Bedingung dafiir, dass die Brenn-
ebenen der Centralstrahlengarbe (i) aus dem Brenn-
biischel (1) conjugirte Tangenten der Brennflidche
ausschneiden.

Da die Axen 1, der singuliiren Complexe 1, in diesen Brenn-
ebenen liegen, so ist die Bedingung aufzusuchen, unter welcher
diese Axen conjugirte Tangenten des Biischels (1) schneiden; es
miissen die Strahlen t, des Biischels (1), welche den Complexen
1, = 9.6, +¢, = 0 angehéren, conjugirte Tangenten sein. Diese
Strahlen t, liegen aber, da sie in den Complexen «,b,¢ = O liegen,
auch in den Complexen, deren Gleichungen man erhilt, indem
man in 1, = 7,6, + ¢, =0 setzt: «, b, ¢ =0, also liegen sie in
den Complexen:

P (ae+f)+ e f+9g=0.

Multiplicirt man diese Gleichungen mit (66)(«,—«,), so
iibergehen dieselben unter Anwendung der Formeln 4) in:
T, = () 1 (1. — o) s = 0
die durch diese Gleichungen gegebenen Complexe miissen somit
die Brennlinien t, enthalten.
Ein Strahl desBiischels (1) hat nun nach Art.17 die Gleichung

5,0+ C*

T —0; 31
4iA"D ' )

die Parameter % —=1, der Strahlen t, ergeben sich daher aus den
Gleichungen:

Aax) +

£(CT) +(C*T) _
4iA" D

b (¢T,) + 0. 32)

Da aber

(0T) = (=) (@) = 27— %) A
(€)= (=) (0= (e €1
(C*T) = (1) (€7r)— (1— ) (C*s')

()
(S
~—~
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ist und sich nach Formel 12) und 14) ergibt, dass
(C'r) =0, (C's) =0, (€' =—T=28A"D),
so folgt:
(€'T,) =0, (€*T,) = —8(y,—a)A"D. 34)
Setzt man 33), 34) in 32) ein, so ergeben sich fiir die Para-
meter t, die Gleichungen:
b —oy) +i(p—2).
Wenn nun die Tangenten t, conjugirt sein sollen, so miissen
die zugehorigen Parameter t, der Gleichung:
tit, = 5,
geniigen (s. Art. 17), daher ist die gesuchte Beziehung:

N—% Yo% __ B
= TP

N1—% ™%
oder, wenn fir die symmetrischen Verbindungen von v,, v, die
Werthe aus Gleichung 30) eingesetzt werden:

(by oty ¢y, byety ;) + By (6,0 + ¢, by +¢,) =0

Sind «, v Developpablenparameter, so ergibt sich die
Beziehung

Y% = —B oder (b,5,)B + (¢,c,) =0.
Aus den in Art. 20 angegebenen Gleichungen der Complexe

by, ¢, ergibt sich dann (b,6,) = (ee), (¢;¢) = —A; (be) + (),
daher iibergeht die obige Beziehung in:

(¢€) By+ () = 2, (be)-
Fiir die Congruenz, welche bei diesen Parametern der Strahl
b = O beschreibt, ist b, = ¢, ¢, =f, daher muss, wenn fiir die
Garbe die obige Eigenschaft erfiillt sein soll, die Gleichung
bestehen:
(ee) 2+ (ff) = 0; 35)
soll auch die Garbe der Congruenz ¢ = O die Eigenschaft be-
stchen, so muss
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(1) B+ (99) =0 36)

sein.

Ist die Bedingung zu finden, unter welcher die Brennpunkte
der x-Garbe auf conjugirten Tangenten des Brennbiischels (2)
liegen, so hitte man nur in der Gleichung 30) B, fir 3, zu
schreiben, und es ergibt sich die Bedingungsgleichung:

NhT"% hT% —B,.
Nh—% ™%

Wenn also bei einem Strahl vom Doppelverhiltnisse 1, fiir
welchen B, = 3, ist, die Brennebenen einer Centralstrahlengarbe
conjugirte Tangenten des einen Brennpunktes von « enthalten,
so liegen die Brennpunkte der Garbe auf conjugirten Tangenten
des anderen Brennpunktes.

25. Es wiren eine - und eine u-Congruenz gegeben, welche
aber Diffentialcongruenzen seien; es wiren also nach Art. 21

b=0, ¢c=0

die Gleichungen dieser Congruenzen. Dann gilt nach Art. 22
und 23, dass die Brennlinien der Garben dieser Congruenzen
dasselbe Hyperboloid beriihren, welches auch die Hauptbrenn-
linien H, des Strahles « enthilt.

Wir nehmen ferner an, dass dieBeziehung des letzten Artikels
erfiillt sei, dass also die Brennebenen des i-Strahles conjugirte
Tangenten t, des Biischels (1) und die Brennebenen des p.-Strahles
conjugirte Tangenten des Biischels (2) enthalten.

Bestimmt man jetzt zu einer Geraden ¢ des Hyperboloids,
welche zu der Schaar (H) gehort, welche die Hauptbrennlinien
enthilt, die conjugirte Polare beziiglich des Begleitcomplexes C?,
so erhiilt man eine Gerade ¢/, welche in derselben Schaar liegt,
da die andere Schaar des Hyperboloids dem Begleitcomplexe
angehort. Die Geradenpaare ¢, ¢’ bilden auf dem Hyperboloid
eine quadratische Involution, welche aus dem Strahle 6 des
Hyperboloids durch eine Ebeneninvolution projicirt wird, welely’
letztere Involution wieder das Strahlenbiischel (1) nach einer
Strahleninvolution schneidet. Diese Strahleninvolution ist
mit der Dupin’schen Involution conjugirter Tangenten
identisch; denn das Ebenenpaar, welches die Brennlinien /,,



188 E. Waelsch,

die nach Art. 23 beziiglich C! polar sind, projicirt, enthdlt nach
Annahme das Paar t,, und das Ebenenpaar, welches die Haupt-
brennlinien projicirt, schneidet die Geraden « und H, aus dem
Biischel (1) aus. Da aber durch die zwei Paare conjugirter Tan-
genten t, und «, H, die Dupin’sche Involution bestimmt ist, folgt:

Conjugirte Polaren des Complexes C*, welche sich
auf der Schaar (H) befinden, schneiden conjugirte
Tangenten des Punktes v.

Die Regelschaar (H) enthilt anch zwei Strahlen des Com-
plexes C!, welche die Doppelstrahlen der Involution conjugirter
Polaren ¢, ¢/ ist; diese Complexstrahlen schneiden daher
die Inflexionstangenten des Punktes 1.

Nimmt man eine beliebige Gerade g, welche 6 schneidet, so
schneidet sie noch eine Erzeugende ¢ der Schaar (H), welche
nicht durch den Schnittpunkt von 4 mit ¢ geht. Die conjugirten
Polaren ¢’ und ¢/ von ¢ und 7 beziiglich C! schneiden sich, weil
sich ¢ und 7 schneiden, und sie schneiden auch b, weil / dem
Complexe C! angehdrt; daher:

Zwei beliebige conjugirte Polaren des Complexes
C!, welche den Strahl b schneiden, schneiden conjugirte
Tangenten des Punktes 1.

Schneidet die Gerade g der Schaar (H) die Tangente t, des
Biischels (1), so wird die conjugirte Polare ¢ beziiglich des
Complexes C! von der conjugirten Tangente =, dieses Biischels
geschnitten. Da ¢, t, sich schneiden, so schneiden sich auch ihre
beziiglich €' genommenen conjugirten Polaren ¢/, 7,; -, ist hiebei
die der Geraden t, in der Projectivitit P, entsprechende Gerade
(s. Art. 8). Es ergibt sich hienach, dass die Gerade ¢’ die Geraden
7, 7, schneidet, also entsprechende Strahlen der Projectivitit 11,
daher:

Die Erzeugenden der Schaar (H) des Hyperboloids
schneiden Strahlen der Biischel (1) und (2), die ein-
ander in der Projectivitit Il entsprechen.

§. 7. Normalencongruenzen.

26. Wir wenden nun die Resultate der vorigen Paragraphen
auf Normalencongruenzen an.
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Es sei zunichst noch « der Strahl einer allgemeinen Con-
gruenz, und es seien diejenigen Centrallinien zu bestimmen, welche
auf « senkrecht stehen. Sind p;, ¢4 die Pliicker’schen Coordi-
naten zweier Geraden, so ist die Bedingung dafiir, dass dieselben
aufeinander senkrecht stehen:

(2, 9] = Piadia+Postos+P3u 3. = 0.

Wenn also der Centralstrabl ie+6 — O auf « senkrecht
sein soll, so muss

[ra+b, a] = W[a, a]+[a,b] =0

sein. Daher sind die Gleichungen der zu « senkrechten Central-
strahlen:

_ [4, ]
[a, a)

Setzt man y = log [«, a]'/", so ist:

a+b=0, —

die Congruenzen der zu « senkrechten Centralstrahlen
sind daher Differentialcongruenzen und kdnnen durch
Differentiation der Congruenz

[0

[et, 0]

—=0

/s

erhalten werden.
Sind die Coordinaten «,,, a,,, @;, des Strahles « die Rich-
tungscosinus desselben, so ist:

[a,a] =1, [a,0] =0, [a,c]=0;

daher sind 6 =0, ¢ =0 die Gleichungen der senkrechten Central-
strahlen.

Soll nun die Congruenz des Strahles « eine Normalencongruenz
sein, so miissen bekauntlich die Brennebenen desselben auf-
einander senkrecht stehen und umgekehrt; es miissen demnach
dic zu « senkrechten Centralstrahlen aufeinander senkrecht sein,
oder es muss, wenn die Annahme [«, «] =1 gemacht wird,
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[6, ¢] = O sein. Wir konnen demnach den Satz aussprechen: Die
Normalencongruenzen sind Differentialcongruenzen, oder:

Ist a(u,v) = O die Gleichung einer Normalencon-
gruenz und sind die Coordinaten «,,, a,,, a;, des Strahles«
die Richtungscosinus desselben, so sind

_ a

oa
b:ﬁ_o, C:Bv—o

die Gleichungen der Normalen der Centrafliche in den
Hauptkriimmungscentren der Normale «.

Wiren nicht die Parameter », v der Kriimmungslinien zu
Grunde gelegt, sondern wire fiir diese Linien du:dv = «,, so
wiren auch die Differentiationen in diesen Richtungen du:dv =«,
zu nehmen, um aus der Gleichung der Normale die Normalen der
Centrafliche zu erhalten.

27. Es sei m ein beliebiger Punkt der gegebenen Fliche
m’ ein beliebiger Nachbarpunkt der Fliche, «, ¢/ ihre Flichen-
normalen, («) die Garbe der unendlich nahen Normalen von «.
Die Brennpunkte 1, 2 der Normale in ihrer Congruenz sind die
Hauptkriimmungsmittelpunkte, oder kiirzer gesagt, die ,Haupt-
punkte“ des Punktes m; die Brennebenen I, IT sind die Haupt-
kriimmungsebenen oder ,Hauptebenen® dieses Punktes. Die
Hauptebenen I, II beriihren die Centrafliiche ia den Punkten 2, 1.

1/, 2/ seien ferner die Hauptpunkte des Punktes m’, also auf
a' und der Centrafléiiche in der Nahe von 1, respective 2, gelegen.
Mit q,, a, seien die Normalen der Centrafliche in den Punkten 1, 2,
mit (a,) die zugehdrigen Garben bezeichnet. 0., seien die Haupt-
punkte der Centrafléiiche fir den Punkt v, die Hauptebenen O,
beriihren die Centrafliche der Centrafliche in den Punkten o,,
(v, p = 1, 2). Endlich seien q,, die Normalen dieser Flidchen und
l,, die Brennlinien der Normale q,, welche die andere Normale q,
schneiden.

Die Hauptbrennlinien H, der Normale « sind als
Schnittlinien aufeinander folgender Hauptebenen der Punkte
einer Kriimmungslinie die Krimmungsaxen dieser Curven
fiir den Punkt m.

Unter Begleitcomplexen, Doppelverhiltniss, absoluter In-
variante des Punktes m werden die unter diesen Namen in
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den vorhergehenden Paragraphen definirten Gebilde seiner Nor-
male in ihrer Congruenz verstanden.

Liegt ein Hauptpunkt der Nachbarnormale o« auf einer
Inflexionstangente der Centrafliiche, die im Hauptpunkte 1 oder 2
diese Fliche beriihrt, so soll die Tangente mm/ des Punktes m
eine Inflexionstangente zweiter Stufe der gegebenen
Fliche genannt werden. Es gibt vier Inflexionstangenten zweiter
Stufe in m, ihr Doppelverhéltniss 6 ist an das Doppelverhiltniss ¢
der Begleitcomplexe durch Formel 28) gebunden.

Da wir im letzten Artikel erkannt haben, dass die Normalen-
congruenzen der Centrafliche Differentialcongruenzen sind, so
sind Eigenschaften dieser Congruenzen im letzten Paragraphen
enthalten, wir wollen aber einige derselben nochmals direct
ableiten.

28. Die Brennlinien der Normale a,=06 = 0 liegen in den
Complexen b, ¢, f =0, die der Normale a, =¢ =0 in den Com-
plexen ¢,f, ¢ = 0, so dass die Ebenen 9., ein Hyperboloid in den
Punkten p,, berithren, das Hyperboloid némlich, welches die
Regelschaar (H) enthilt, die den drei Complexen b, ¢, f =0
gemeinsam ist. In dieser Regelschaar liegen die Hauptbrennlinien,
denn diese sind die den Complexen a, b, ¢, f = 0 gemeinsamen
Strahlen, und da

|b,¢] = —[a,f] =0

ist, liegt auch dic unendlich ferne Gerade der zu « senkrechten
Ebene auf dieser Regelschaar. Das Hyperboloid ist also ein
hyperbolisches Parabolcid, dessen eine Directionsebene senkrecht
zu « ist. Wir erbalten daher den Mannheim’schen Satz iiber
das Paraboloid der acht Geraden:!

Die Centraflichen der Centrafliche beriihren in
den Hauptpunkten der Hauptpunkte das Paraboloid,
welches die Hauptbrennlinien enthidlt und die senk-
rechte Ebene zur Normale a zur Directionsebene hat;
die acht Geraden desselben sind die Normalen q,, die Haupt-
brennlinien A, und die vier Brennlinien Z,,. Nach Art. 23 sind
die Geraden /,, beziiglich des Complexes € conjugirt.

1 Siehe Mannheim, Détermination de la liaison gédm. ete., Comptes
rend,, t. 74, p. 4HS.



192 E. Waelsch,

Die Normalen q,, bertihren nach dem letzten Satze
des Art. 22 ein Hyperboloid, welches die Normalen q,
enthidlt und bei Normalen vom Doppelverhiltnisse 1
die Normale «

Da die Brennebenen der Garbe (a,) die Tangenten der
Kriimmungslinien der Centrafliche im Hauptpunkte v ausschnei-
den, so gehoren die Normalencongruenzen zu den in Art. 25
betrachteten Congruenzen. Es folgt demnach, dass fiir die Nor-
malencongruenz « die Relationen bestehen miissen:

(ee) B+ (f) =0, () B, +(99) = 0,
so dass das Doppelverhiltniss der Normale ¢« den Werth hat:
G U
Be (e0)-(99)°
und dass fir den Strahl vom Doppelverhiiltnisse 1 die Be-
ziehung gilt:

N
0=

()t —{(ee).(99) = 0.

29. Nach Art. 25 ergibt sich, dass die orthogonalen Pro-
jectionen jeder Erzeugenden der Regelschaar (H) des Mann-
heim’schen Paraboloids auf die Hauptebenen von m zwei Brenn-
linien sind, welche sich in der Projectivitit I entsprechen. Zwei
beziiglich des Begleitcomplexes €’ conjugirte Erzeu-
gende von (H) oder zwei beliebige conjugirte Polaren
desselben, welche die Normale a, schneiden, projiciren
sich auf die Hauptebene, welche im Punkte v die
Centrafliche berithrt, als conjugirte Tangenten der
Centrafliche; die Strahlen des Complexes C?, welche der
Schaar angehoren, projiciren sich in die Inflexionstangenten des
Punktes v. Fiir Normalen vom Doppelverhiltnisse 1 liegen auch
die Hauptpunkte der Normale q, auf conjugirten Tangenten des
anderen Hauptpunktes v'.

Zu den Erzeugenden der Schaar (H) gehort auch die unend-
lich ferne Gerade der zu « senkrechten Ebene; projicirt man
diese auf die Hauptebene, so erhilt man die Brennlinien, welche
auf a senkrecht stehen, es entsprechen sich daher in der
Projectivitidt Il die zur Normale « senkrechten Brenn-
linien,
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Nehmen wir nun an, dass fiir die Zuwiichse du:dv der
Normale o der Hauptpunkt 1’ auf der zu « senkrechten Brenn-
linie t, liege, so muss fiir den Hauptkrimmungsradius r, die
Relation gelten:

ar or
dr, = 5: du +- ET?} dv = 0;
nehmen wir ferner an, dass auch der zweite Hauptpunkt 2/ der
Normale «’ auf der zu a senkrechten Brennlinie t, liege, so muss
auch fiir dasselbe du: dv die Beziehung:

ar or
dr,=2du+ —Ldv=0
27 Bu ov
bestehen. Daher muss, wenn sich die zu « senkrechten Brennlinien

in der Projectivitéit P entsprechen sollen, die Relation:

ou Ov o Bu: ;

stattfinden; geschieht letzteres, so muss sich umgekehrt eine
Normale ¢ finden lassen, deren entsprechende Tangenten t,, t,
auf « senkrecht stehen.

Diese Relation sagt aber aus, dass ein Hauptkriimmungs-
radius eine Function des anderen, dass die Fliche eine Wein-
garten’sche Fliche sei. Nun entsprechen sich in den Pro-
jectivitdten P und 1I im allgemeinen Falle die Geraden a, H;
H,, a; da bei Weingarten’schen Fliachen diese Projectivititen,
wie soeben gezeigt wurde, noch ein drittes Paar entsprechender
Strahlen gemein halben, so sind bei diesen Fldchen die Pro-
jectivititen P und II identisch. Es folgt demnach:

Die Weingarten’schen Fliichen sind diejenigen, bei
welchen die Projectivititen P und II einer Normale
zusammenfallen, fir welche demnach das Doppelver-
hiltniss aller Punkte den Werth 1 hat.

Dieser Satz folgt auch aus dem Satze des Herrn Ribaucour,!
welcher aussagt, dass sich bei Weingarten’schen Fliachen die
Inflexionstangenten der Hauptpunkte in der Projectivitit P ent-

1 Siehe Ribaucour, Note sur les développées des surfaces, Compt.
rend. t. 74, p. 1399.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. C. Bd, Abth. II. a. 13
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sprechen, was nach Art. 19 nur fiir Strablen vom Doppelverhilt-
nisse 1 der Fall sein kann und ist.

30. Man kann nun auch nach Art. 9 sagen:

Die Weingarten’schen Fldchen sind diejenigen, fiir
welche die oo? in zweiter Ordnung zu einer Normale
benachbarten Normalen in demselben linearen Com-
plexe liegen, welcher mit den zusammenfallenden
Begleitcomplexen identisch ist.

Da die Normalen a, der Centrafliche Centrallinien der Nor-
male q, sind, gilt ferner nach Art. 9 fiir die Congruenzen der a,
der Satz:

Die Normalengarben («) und (q,) liegen im Begleit-
complexe C!, die Garben (¢) und (g,) im Begleitcom-
plexe C?% Bei Weingarten’schen Flichen, und nur bei
diesen, liegen die drei Garben («), (qa,), (a,) in demselben
linearen Complexe.

Die Hauptebenen O,, enthalten die Centrallinien der Garbe
(ay), diese Linien liegen auch in dem Complexe C*, und zu ihnen
gehoren auch die Normalen a,,; es folgt:

In dem Begleitcomplexe €' liegen die fiinf Nor-
malen a, a,, a,; bei Weingarten’schen Flichen, und nur
bei diesen, liegen die sieben Normalen ,a.,q,, in dem-
selben linearen Complexe.

Es gibt nach Herrn Mannheim oo? lineare Complexe, fiir
welche die unendlich kleine Schraubenbewegung, welche jeder
von ihnen definirt, jeden Nachbarflichenpunkt ' des Punktes m
wieder in einen Punkt der Fliche iiberfiibrt. Es sind dies die-
jenigen Complexe, welche die Normalengarbe («) enthalten. Es
steht ndmlich der Translationsstrahl des Punktes a/ fiir die durch
einen solchen Cowmplex definirte Schraubenbewegung senkrecht
auf der Normale m' von «', wesshalb m’ auf der Fliche weiter-
riickt. Da nun der Begleitcomplex €' die Garben («) und (a,)
enthiilt, so ergibt sich die folgende kinematische Definition
der Begleitcomplexe:

Es gibt nur eine unendlich kleine Schrauben-
bewegung, bei welecher gleichzeitig die Nachbarpunkte
des Punktes m der Urfliche auf dieser und die Nach-
barpunkte eines seiner Hauptpunkte auf der Centra-
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fliche bleiben; nur bei Weingarten’schen Flidchen gibt
es eine Schraubenbewegung, bei welcher gleichzeitig
die Nachbarpunkte von m und beider Hauptpunkte auf
ihren Fliachen fortschreiten. Diese Schranbenbewegun-
gen sind diejenigen, welche den Begleitcomplexen zu-
gehdren. Die Leitlinien der den beiden Complexen gemeinsamen
Congruenz sind die Krtimmungsaxen der Kriimmungslinien des
Punktes m.

31. Man kann auf einer Fliche die Curve von Punkten
costanten Doppelverhiltnisses betrachten; fiir die Para-
meter u, v der Curvenpunkte gilt dann die Gleichung 29), in
welche die Coordinaten der Normale eingefithrt sind, nimlich
.die Gleichung:

(C1CY(C?CY _ lbes'P. bes?*
(T T (bes'[bestE

Alle diese Curven gehen durch eine Anzahl fester Punkte,
welche die Schnittpunkte der Curve |bes!||bcs?| =0, d.i. der
Curve vom Doppelverhiltnisse -—1 mit den Curven [bes*|® = 0,
also der harmonischen Curve mit dem Orte des Punktes, dessen
ein Hauptpunkt ein parabolischer oder Riickkehrpunkt der Centra-
fliche ist (vergl. Art. 18). Diese festen Punkte sind demnach die-
jenigen,deren beide Hauptpunkte den letzteren Curven angehdren.

Es gibt auch Flichen, deren simmtliche Punkte das-
selbe Doppelverh#ltniss haben, dieselben geniigen der par-
tiellen Differentialgleichung dritter Ordnung (vergl. Art. 19)

|bes'*lbes?P—k(|bes!||bes?)2 = 0.

Besonders hervorzuheben sind unter diesen Flichen die-
jenigen, fir welche £ — 1 ist, welche also der linearen partiellen
Differentialgleichung:

D = (abeefg) = 0

geniigen. Diese Flichen haben in allen Punkten das Doppel-~
verhiltniss 1, sie sind, wie im Art. 29 erkannt wurde, Wein-
garten’sche Flichen.!

1 Vergl. Darboux, a.a. 0.
13#
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Auch die Flichen zweiten Grades gehoren zu den Flichen
constanten Doppelverhiltnisses, da sich in Art. 46 zeigen wird,
dass das Doppelverhiiltniss ihrer Punkte tiberall den Werth 9 hat.

Setzt man die Parameter u, v speciell als Kriimmungslinien-
parameter voraus, so ergibt sich nach Art. 29 als Differential-
gleichung der Flidchen constanten Doppelverhéltnisses die
Gleichung:

()" —k(ee) (99) = O,

und fiir die Wein garten’schenFlichen die Differentialgleichung:
(1) —(ee)(99) = O.

§. 8. Beziehungen in der Tangentialebene.

32. Es sei eine Fliiche nnter der Gleichungsform

v =f(2,y)
gegeben und es seien dann in bekannter Weise p, g; 7, s, ¢t die

ersten und zweiten Differentialquotienten von z nach @ und y,
und die dritten Differentialquotienten seien:

or or  os ot ds of
Pt @—5—72—317 %—@-—ﬁ—sw a_y-—‘(z 37)
Die Gleichung der Normale der Fliche ist:

= (y+42) = (@ +P2) Py ~+ (PY—40)P3y +PPoy+P3—P1a = 0. 38)
Wir nehmen nun an, dass das Coordinatensystem so gewiihlt

sei, dass die ay-Ebene die Fliche im Anfangspunkte bertihrt,

und dass die beiden anderen Coordinatenebenen Hauptebenen

seien. Dann ist # =y =2 =0, p == ¢ = s = 0. Setzt man diese

Werthe in die Differentialquotienten nach 2 und y der Gleichung

38) ein, so erhiilt man:

C=Py, O=—pPyu+rpy, ¢=p+ipy z 39
=T Py +7, Py, [= (1 —1) Pyy+8, Pog+8,P51, G=1 Py3+1, D3 )

Da hier «; = oo, «, = 0 ist, so ergeben sich nach Art. 14
die Gleichungen der Begleitcomplexe als:

C'= (abeefr) = 0, C* = (abefgz) = 0,
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wobei aber fiir .a,, b,, ¢,, ¢, ., g., 2, die Pliicker’schen Coordi-
naten zu setzen sind. Diese Gleichungen geben demnach ent-
wickelt:

Cr=t(r—t)r Pog+r (1= )1y Pay + (7,8, =738, ) Pyy + z
r—t)(ro P, — 1 P, =0
( ) (raP1s 1 Pau) 40)
C* =t(r—t) b pog+1r(r—r1t) typg + (4,8, — 158 Py + S
+(r—£) (tP1s— Poy) = 0

Das Doppelverhiltniss der beiden Begleitcomplexe berechnet

sich als:
7t
o= 12
7yt

~

33. Der Verbindungslinie t des Punktes m mit seinem
Nachbarpunkte m' entsprechen die vier Tangenten t,, r,, welche
der Normale a’.von m' zugehdren; zwischen t und diesen vier
Tangenten bestehen vier Projectivititen, welche wir jetzt aus-
driicken wollen.

Setzen wir die Fliache in derselben speciellen Lage zum
Coordinatensysteme wie im vorigen Artikel voraus, so ist in
der Gleichung 3’) des Art. 2, welche die schneidenden Nachbar-
normalen gibt, ¢, = oo, «, = 0, und der Complex, welcher nach
Art. b die Geraden t,, v, enthélt, hat die Gleichung ede+fdy = O,
derjenige, welcher t,, v, enthilt, die Gleichung fdx+gdy = 0,
wenn noch # = u, y = v gesetzt wird.

Nach den Formeln 39) tibergehen diese Gleichungen respec-
tive in

(1) Pz + 7y Pay) A2+ ((r— 1) Py + 8 Pog+ 5, P3 ) dy = O
(("—0) Pgy 31 Pog +5, P3y) dw—+(t Pys+1, pyy) dy = 0.

Schneiden die Geraden t,, r, auf der y-Axe die Stlicke t,, 7,
ab, dann ist fiir diese Geraden

Py = —1, p3y =0 uwnd p,, =t,, respective p,, =r,;

werden diese Werthe in die letzten Gleichungen eingesetzt, so

folgen, wenn d—g’t:t gesetzt wird, die Gleichungen, welche die

dz
Projectivitidten ausdriicken:
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fiir die Projectivitét (t, t,): 7oty 4+ (f—r 41,1 )t = 0
» (t, 7)) t—r+r,7, + 1ttt = 0.

Sind analog t,, 7, die respectiven Abschnitte der Tangenten
t,, 7, auf der @-Axe, so ist fiir diese Geraden

Pay =1, p,3 =0 und p,; =t,, respective p; = 7,,
und es ergibt sich:

fitr die Projectivitdt (t, t,):  r—f-+ft,+btt = 0
(t79): 7yt +(r—t+£7)t = 0.

34. Wir bezeichnen nun aueh die Durchstosspunkte der
Geraden t,, v, mit der Tangentialebene mit t,, =, und suchen die
construetive Beziehung dieser Punkte zu einander auf.

Durch Elimination von t aus den Gleichungen der Pro-
jectivititen (t, r,) erhilt man die Gleichung

7y T — T, = r—1I.

Construirt man den Punkt w, dessen Coordinaten sind: » =,
y = 1,, 80 erhilt man daher als dessen Ort eine gerade Linie W.
Dieselbe geht durch die Durehstosspunkte der Hauptbrennlinien
mit der Tangentialebene; sie liegt demnach auf dem Mann-
heim’schen Paraboloid.

Da die Punkte t,, 7, auf den Geraden t,, z,, also auf con-
jugirten Polaren des Begleitcomplexes C! liegen, so ist ihre Ver-
bindungslinie ein Complexstrahl, der durch den Nullpunkt der
Tangentialebene beziiglich C! geht. Die Hauptbrennlinien sind
auch conjugirte Polaren des Complexes, daher liegt dieser Null-
punkt auf der Geraden W. Sind w, die Nullpunkte der Tangential-
ebene beziiglich der Begleitcomplexe €7, so besteht demnach
zwischen den Punkten t,, r, die Beziehung, wie sie
durch Fig. 1 veranschaulicht wird. Diese Beziechung folgt
ibrigens auch aus den zu Anfang des Art. 29 angegebenen Eigen-
schaften der Erzeugenden der Schaar (H) des Mannheim’schen
Paraboloids.

Aus der zuletzt abgeleiteten Gleichung und aus der Gleichung
der Projectivitit (t, =,) folgt:



Strahlencongrienzen und Flichen. 199

— ‘2
t = — P
daher steht die Tangente t der Fliche, welcher die
Brennlinien t,, v, entsprechen, senkrecht auf der Ge-
raden mw.

Die Durchstosspunkte /; der Inflexionstangenten des Haupt-
punktes 1 mit der Tangentialebene sind die Doppelpunkte der
Involution, deren Paare die Punkte t,, r, sind. Diese Involution
ist aber bestimmt durch das Paar m, H, und dureh ihren Mittel-
punkt w,, wesshalb diese Durchstosspunkte nach Fig. 2 construirt
werden konnen, indem man die Involution auf W, welche H,, H,
als Paar und w, als Mittelpunkt hat, zu Hilfe nimmt. Die Linien i
sind die Inflexionstangenten zweiter Stufe (s. Art. 27) des
Punktes m.

Der Punkt auf t, dessen Ordinate t, ist, beschreibt bei
variablem t eine Gerade W,, welche durch H, geht und auf der
Greraden W, senkrecht steht. Daher besteht zwischen den Punkten
t,, 7» auch die Beziehung, welche in Fig. 3 angegeben ist. Um
nun die Punkte ¢ zu finden, fiir welche t,, , zusammenfallen, hat
man ein rechtwinkeliges Dreieck zu finden mit dem Scheitel m,
dessen andere Ecken auf W, und W liegen und dessen Hypo-
thenuse auf der y- Axe senkrecht steht. Zu dem Ende verfabre
man folgendermassen (s. Fig. 4): Ist /, der Schinittpunkt von W,
it der -Axe, so beschreibe man tiber [, H, als Durchmesser den
Kreis, dieser schneide die y-Axe in zweiPunkten s; die Inflexions-
tangenten zweiter Stufe sind dann parallel zu 7, s und die Punkte
liegen auch auf den durch w, zu H,s gezogenen Parallelen.

Liegt der Nullpunkt w, ausserhalb der Strecke H,, H,, so
ist die Centrafliche im Hauptpunkte 1 hyperbolisch gekriimmt.
Das Doppelverhiltniss der Begleitcomplexe ist das der Punkte w,
gegen die Punkte H,. Man ersieht, dass bei positivem Doppecl-
verhiltnisse beide Schalen der Centrafliche gleich gekriimmt
sind, bei negativem entgegengesetzt gekriimmt.

Bei Weingarten’schen Fldchen fallen die Punkte w, zu-
sammen, daher bestehen die Beziehungen, wie sie in Fig. 5 dar-
gestellt sind; es gibt zwei Tangenten t, zu welchen dieselben
Punkte t, gehoren, sie trennen die Linien i harmonisch. Es ist
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auch die Beziehung, welche zwischen einer Tangente t und
ihren entsprechenden Punkten t,, v, besteht, eingezeichnet.

§. 9. Die Kriimmungsgrossen der Centrafliche.

35. Die conjugirten Polaren der unendlich fernen Geraden u
der Tangentialebene des Punktes m beziiglich der Complexe des
Biischels, das durch die Begleitcomplexe bestimmt ist, erfiillen die
Regelschaar (H) des Mannheim’schen Paraboloids. Denn diese
Schaar enthélt #» und ferner die Hauptbrennlinien, da diese die
singuldren Complexe des Biischels sind. Auf dem Mannheim’-
schen Paraboloid liegen demnach die Geraden G,, welche die
conjugirten Polaren von « beziiglich der Begleitcomplexe C” sind;
sie mogen ,die Begleitgeraden des Punktes m“ genaunt
werden. Sie enthalten die Nullpunkie der zu @ senkrechten
Ebenen, also auch die obigen Punkte w,; sie sind Durchmesser
der Complexe oder parallel zu den Axen derselben.

Nach Art. 29 bestimmen die Hauptbrennlinien als Paar und
die Geraden G,, « als zweites Paar eine Involution auf dem
Mannheim’schen Paraboloid, deren Doppelstrahlen, auf die
Tangentialebene des Punktes 1 projicirt, die Inflexionstangenten
dieses Punktes geben. Daher sind die Hauptebenen ©,, des
Punktes 1 das Rechtwinkelpaar der Ebeneninvolution, welche
aus der Normale o, diese Strableninvolution des Paraboloids
projicirt. Die Punkte, in welchen die Ebenen dieses Rechtwinkel-
paares das Mannheim’sche Paraboloid beriihren, sind dann nach
Art. 28 die Hauptpunkte p;, des Punktes 1.

Sind also die Normalen a, und die Begleitgeraden &, des
Punktes m gegeben, so konnen die Hauptpunkte und die Haupt-
ebenen der Centrafliiche in den Punkten v construirt werden. Die
Geraden G, sind aber, da sie die Normalen g, schneiden, durch
ihre Richtungen I', bestimmt. Man kann daher alle Gr&ssen
zweiter Ordnung, die Projectivititen zwischen den
Brennlinien der Normale «, die Hauptpunkte und Haupt-
ebenen der Centrafliche construiren, wenn die Rieh-
tungen I', der Axen der Begleitcomplexe gegeben sind.

Es seien die Geraden G, gegeben, sie schnitten die Normale
a, im Punkte m, und die andere Normale g, im Punkte u,; m,, u,
seien auch gleichzeitig die Abstinde dieser Punkte von dem Fuss-
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punkte der Normale q,, auf welcher sie liegen. Es sei ferner v,
der Schnittpunkt der Hauptbrennlinie H, mit der Normale o, und
7, sein Abstand vom Punkte v,

Nun bestimmt die Schaar (H) anf den Normalen a, projectiv-
dhnliche Punktreihen, in welchen den Punkten 4, 2, u,, m, die
Punkte 1, v,, m,, u, entsprechen. Wiahlt man, wie dies in Fig. 6
geschehen ist, die Ebene aq, als Aufrissebene, aq, als Kreuzriss-
ebene, so laufen daher die Verbindungslinien entsprechender
Punkte durch einen Punkt. Sind @, die Abstinde entsprechender
Punkte von den Punkten v, so besteht die Relation:

S N ST 41)
iy 7,

Die Haupttangenten H;, des Punktes 1 sind aber nach dem
eben Gesagten das Rechtwinkelpaar der Strahleninvolution .J,,
welche durch die Paare «, H, und q,, G| bestimmt ist; denn q,, G|
sind die Aufrissprojectionen der Geraden u, G,, welche beziiglich
des Complexes C! conjugirt sind. Daher konnen diese Haupt-
tangenten u. A. so construirt werden, wie in Fig. 6 angegeben
ist: Man beschreibe den Kreis tiber 1 2 als Durchmesser und
fille von 2 auf H, die Senkrechte; verbindet man den Schnitt-
punkt ¢ von G mit dieser Senkrechten mit dem Mittelpunkte des
Kreises, so schneidet diese Verbindungslinie den Kreis in Punkten
der Haupttangenten des Punktes 1. Die Schnittpunkte w,, dieser
Haupttangenten haben dann als entsprechende in der projectiv-
dhnlichen Punktreihe auf a, die Hauptpunkte oy, .

36. Ist ¢ der Winkel, den eine beliebige Brennlinie des
Punktes 1 mit « einschliesst, so ist fiir die Linien «, H,; q,, ¢]

tg e =0, %3 oo,%,
wobei & der Abstand der beiden Hauptpunkte 1,2 von einander
ist. Daher gilt fiir ein beliebiges Paar der Involution J, die
Gleichung:

tgsv<tgs°—%>+l(tgso—%)=0;

fiir das Rechtwinkelpaar der Involution ergibt sich A — L , SO
dass fiir dasselbe die Gleichung gilt: Fi
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7 d
R

Setzt man tg ¢ = lrd—z , so geht diese Gleichung iiber in:

2 ﬂ_[_l> g
x; ((l m d.x,—d*=0

und ihre Wurzeln sind die Abscissen der Punkte w;,. Wendet
man daher die Substitution 41) an, so erhiilt man die Gleichung:

@t —, /2< ny + ‘ZZ>+d2’72 W «’-"1_0
M By Ny
deren Wurzeln die Abscissen der Punkte o, sind, welche den
Punkten w,, entsprechen, oder die Hauptkrimmungsradien ; des
Punktes 1 sind.
Beachtet man noch, dass »,m = (n,—u,)7, ist, weil m,, u,
entsprechende Punkte der projectivihnlichen Punktreihen sind,

so folgt fir diese Kriimmungsradien die Gleichung:

e ’21( i>+"£-ﬁ(12:0.
"’[ d K

Man hat daher die Gleichungen:

n k7l (] Y m

= : < (ll >d rir) =L —24%; 41)
ebenso erhilt man fiir die Hauptkrﬁmmungsradien des Haupt-
punktes 2 die Gleichungen:

e rl' <% + d> dy 4t = 2 M g2 42)
37. Aus diesen Gleichungen ergibt sich die Relation,

welche zwischen den Krimmungsradien »; und dem

Doppelverhiltnisse ¢ der Normale « besteht,.

Die Punkte m,, v, sind die Nullpunkte der durch g, gehenden,
zu « senkrechten Ebene beziiglich der Begleitcomplexe, da sie
auf den Begleitgeraden liegen, und 1,4, sind die Schnittpunkte
mit den Hauptbrennlinien, welche die Leillinien der den Com-
plexen gemeinsamen Congruenz sind; daher ist das Doppel-
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verbiltniss der Begleitcomplexe gleich dem Doppelverhaltnisse
dieser Punkte, also:

_ y(Py—).
T py(my—ny)
Nun ist wegen der projectiviihnlichen Punktreihen

Po—%g __ My

m—n,
daher ist
m,m
0 =12,
By g
aus den Gleichungen 41) und 42) ergibt sich demnach:
1,.1,2,.2
P L
d*

oder anders ausgedriickt:

Das Produet der Krimmungsmasse der Centra-
fliche in den beidem Hauptpunkten eines Flidchen-
punktes multiplicirt mit dem Doppelverhdltnisse
dieses Punktes und der vierten Potenz des Abstandes
dieser Hauptpunkte von einander ist gleich 1:

CK K,d* = 1.

Es ist dieser Satz eine Verallgemeinerung eines Halphen’-
schen Satzes. Fiir Weingarten’sche Flichen gilt ndmlich nach
Halphen! die Gleichung

1

K, = o,

welche aus der obigen folgt, da nach Art. 29 fiir diese Flichen
o =1 ist.

38. Die Strecke »| +7] ldsst sich leicht construiren. Wenn
#, der Schnittpunkt von q, mit der Brennlinie | ist, welche auf
¢, in 1 senkrecht steht, so ist die Strecke
dZ
Ny rg = 7,4+ ™

1 Siehe Halphen, Théoréme concernant les surfaces dont les rayons
ete. Bull. de la soc. inath., t. IV, p. 94.
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Daher ist

, 2\
" d U
ATy = 2(”1 f }_— 2 nyny,
v

n 1 I

also ist »! + 1 gleich der Strecke 1k, wenn &, dem Punkte x, in
den projectivihnlichen Punktreihen entspricht.

Bestimmt man in der Schaar (H) diejenige Gerade 7, deren
Aufrissprojection ¥} ist, so ist ihre Kreuzrissprojection identisch
mit der Geraden 2k,, daher:

Die Erzeugende der Regelschaar (H), welche vom
Hauptpunkte v aus unter rechtem Winkel gegen die
Begleitgerade G, gesehen wird, schneidet die Normale
g, in einem Punkte, welcher von dem Hauptpunkte v
die Entfernung »}+ 7} hat.

Ist »! 47} =0, ist also die Centrafliche im Hauptpunkte 1
eine Minimalflache, so muss die Gerade y, mit der Hauptbrenn-
linie H, identisch sein, und umgekehrt: Ist v, senkrecht zu H,
80 ist »! 4+ 2! = 0. Nun ist &' parallel zur Axe des Complexes C';
wenn diese Axe senkrecht zu H, ist, muss sie die Gerade H,
schneiden, weil diese H, conjugirt ist; es folgt demnach der Satz:

Die Centraflache ist dann und nur dann in einem
Punkte eine Minimalfliche, wenn die Axe des Begleit-
complexes dieses Punktes senkrecht steht zur Haupt-
brennlinie desselben, oder anders ausgedriickt: wenn diese
Axe die Hauptbrennlinie des anderen Hauptpunktes, der mit dem
ersten auf derselben I'lichennormale liegt, schneidet.

§. 10. In zweiter Ordnung berithrende Congruenzen.

39, Wir kehren nun noch einmal zu einer allgemeinen Con-
gruenz zuritck und sagen, dass sich zwei Congruenzen in
einem gemeinsamen Strahle bertihren, wenn er fiir beide
dieselben Brennpunkte und Brennebenen hat, dass sie sich in
zweiter Ordnung beriihren, wenn die sechs Projectivititen
P, 1, P,, J, fir beide Congruenzen iibereinstimmen.

Die den Grossen a, b, ¢, ¢, f, g entsprechenden Grossen fiir
die zweite Congruenz seien o/, 4',¢, ¢/, f/, ¢'. Sollen sich beide
Congruenzen bertihren, so miissen die Complexe o/, &/, ¢/ die aus
den Brennlinien bestehende Regelschaar, welche den Complexen



Strahlencongruenzen und Flichen. 206

a, b, ¢ angehort, gemein haben; es miissen daher die &/, ¥/, ¢/ aus
den «, b, ¢ linear abgeleitet sein. Sind dann ferner zwei von
einander verschiedene der sechs Projectivititen fiir
beide Congruenzen dieselben, so haben sie dieselben
Hauptbrennlinien, wobei also der Fall, dass die Projectivititen
P, zusammenfallen, vorderhand ausgeschlossen sein mag.

" Diese Behauptung erweist sich sofort daraus, dass die Haupt-
brennlinien in den Projectivititen P, II, J, dem Strahle « und in
den Projectivititen P, einander zugehoren. Nur der Fall, dass

B. J{=J, und P'= P wiire, ist noch niher zu betrachten. Es
1st lnel zunéchst H = H,, dass aber auch H] = H, ist, folgt daraus,
dass in der PlOJectIVItat P den Doppelstlahlen von J, Brennlinien
von (2) entsprechen, die durch « und H, harmonisch getrennt
sind; in der That ist fiir diese Doppelstrahlen, die Inflexions-
tangenten, nach Formel 25): t, — =+ \/E,, daher ist flir die ent-

sprechenden Strahlen von (2) nach Art. 17: t, = ; diese
Strahlen haben also die Gleichung: \/

=+ \/ (ax) + 4A*H, = 0
1

und trennen folglich « und H, harmonisch.

4. Es gilt ferner: Sind drei der sechs Projectivititen
P 1L, P, J, fiir einen Strahl, in dem sich zwei Con-
gruenzen bertihren, fitr beide Congruenzen dieselhen,
so coincidiren auch die tibrigen, und die Congruenzen
berithren sich in zweiter Ordnung.

Setzen wir zunéchst voraus, dass die Projectivitiiten P, von
einander verschieden seien.

Die Involutionen J, sind nach Gleichung 26) bestimmt durch
die Gleichung des Complexes zweiten Grades:

16A*H}— @, (ax)* = 0

die Projectivititen P und II nach Formel 23) und 24) durch die
Gleichung des Complexes zweiten Grades:

16A*H H,— B, (ax)* = 0}
die Projectivitiiten P, sind durch die Begleitcomplexe gegeben,
deren Gleichungen nach Formel 19) sind:
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H—4H,=0, pH—pH =0.

Damit nun die sechs Projectivitiiten der ersten Congruenz
mit denen der zweiten Congruenz iibereinstimmen, miissen die
Identititen bestehen:

it — o () = o (HE— 1, (a))
H! H,—\(d' x)* = & (H H,— v, (ax)*)
(—H, = y,(H,— H,)
‘)’/1H’_"/2HI—)(2(71 — 7 H,).

Nun ist (¢/@) = o(ax), und ferner sind nach Obigem, da
drei der Projectivititen iibereinstimmen, die Hauptbrennlinien
identisch, so dass H) = p,H, ist, daher ergeben sich die Identititen:

py HY—¢} (ax)? = p, (H}—¢, (ax)?)

und vier weitere Identitidten.
Es miisste also eine Identitit von der Form:

H; = k(ax)?
bestehen; da dies nicht der Fall, so muss

PE = o und ¢ = e

sein, oder
piey = €. 43)

Aus den weiteren Identitidten ergeben sich ferner die Glei-
chungen:

P1F’25":5£’ e ) 115152—P2 43)

Diese Gleichungen miissen erfiillt sein, wenn die sechs Pro-
jectivititen beider Congruenzen ftibereinstimmen sollen; dies ist
aber der Fall, wenn bloss drei dieser Gleichungen bestehen, womit
unsere Behauptung erwiesen.

41. Fallen die Projectivititen P, einer Congruenz zusammen
welchen Fall wir oben ausgeschlossen haben, so sind die Geraden
Jjedes Paares t,, 7, Leitlinien einer den Begleitcomplexen gemein-
samen Congruenz und konnen als Hauptbrennlinienpaar fiir eine
beriihrende Congruenz genommen werden, so dass in diesem
Falle, wenn fiir heide Congruenzen die Projectivitiiten P, in eine
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zusammenfallen, die Hauptbrennlinien noch von einander ver-
schieden sein kénnen.

Ist B, = B,, fallen also die Projectivititen P, zusammen und
wire die zweite Congruenz so gewihlt, dass sie dieselben Haupt-
brennlinien hitte, wie die gegebene, dass also H/ — p, H, wire,
so gehen die Relationen 43), da vermdge B, = 3, auch ¢, —¢, =«

und ¢ = ¢, = ¢ wird, tiber in:

pre=¢, prpps =7, P1=Pg-
Ist fir die zweite Congruenz der Begleitcomplex derselbe,
ist somit:
H;—‘Hzl - X(Hi— 2)7

so ist p, = p,, und die letzten Relationen fallen in die eine

pPre="¢

zusammen. Wenn demnach hier die Begleitcomplexe der beiden
Congruenzen und die Hauptbrennlinien iibereinstimmen, und wenn
die letzte Relation erfillt ist, d. h. wenn eine der vier #ibrigen
Projectivitéiten fiir beide Congruenzen dieselbe ist, so fallen auch
die letzten drei Projectivititen zusammen.

Daber fallen diese Projectivitiiten auch zusammen, wenn wir
nur annehmen, dass die Begleitcomplexe zusammenfallen und
auch eine der Projectivititen P(=II), J,; denn unter dieser Vor-
aussetzung coincidiren, wie man leicht sieht, die Hauptbrenn-
linien. Es gilt demnach der im vorigen Artikel ausge-
sprochene Satz auch fiir Congruenzstrahlen mit zu-
sammenfallenden Begleitcomplexen.

§. 11. Flachenberiihrung dritter Ordnung.

42, Setzen wir wie im Art. 32 eine Flidche unter der Glei-
chungsform z — f(xy) und unter der speciellen Lage zum Coordi-
natensysteme voraus, so ist die Bedingung dafiir, dass eine zweite
Flache » = f/(«y) dieselbe im Anfangspunkte in dritter Ordnoung
beriihrt, die, dass fiir ihre Differentialquotienten neben p' = ¢’ =
= s'=0 die Relationen bestehen:

Y=, t'=t, vi=nwr, th=4t.
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Bestehen diese Beziehungen, so ist aus den Gleichungen 40)
der Begleitcomplexe der ersten Fliche ersichtlich, dass sie auch
die Begleitcomplexe der zweiten Fliche sind; aber auch umge-
kehrt gilt: Fallen die Begleitcomplexe des Punktes m
der gegebenen Fliche nicht zusammen, so bertihrt in m
eine zweite Flache in dritter Ordnung, wenn sie fiir
die Hauptpunkte von m dieselben Begleitcomplexe
hat, wie die gegebene; denn ist dies der Fall, so bestehen
die Proportionen:

Johad o el oad e e
P — s i, = rys,—rys iy i, 44)
! o / / ]

bsy—tys) bt =ts,—tys £ &

Aus diesen Proportionen folgt:

(55—8p) r—(s)—8)7, = 0

(55— 8) t,— (81 —s8,) £, = 0;

da pun nach Voraussetzung die gegebene Fliche von einander
verschiedene Begleitcomplexe hat, so dass das Doppelverhiltniss
dieser Complexe von 1 verschieden ist, so ist auch »f,—r, ¢, #0,
es muss also s, =s, sein. Desshalb sind auch die iibrigen
Differentialquotienten einander gleich, und die Flichen beriihren
einander in dritter Ordnung.

Man kann daher auch sagen: Wenn die Flichen sich in
dritter Ordnung beriihren, so sind die Projectivititen P/ identisch
mit den Projectivititen P, und umgekehrt. Nun entsprechen in
der Projectivitit II der Normale « die Hauptbrennlinien #,, also
die Strahlen «, A, den Strahlen H,, «, und speciell bei Normalen-
congruenzen (nach Art. 29) entsprechen sich noch die zur Normale
senkrechten Brennlinien. Ist somit P, — P,, worauf dann H, = H,
wird, so ist auch I = II: Wenu also die Begleitcomplexe beider
Flichen iibereinstimmen, so ist auch II'=1I. Nach dem Satze
des Art. 40 stimmen dann auch die weiteren drei Projectivititen
J,, P beider Flichen tiberein, und es folgt demnach:

Beriihren sich zwei Fldchen in einem Punkte in
dritter Ordnung, so bertthren sich ihre Normalencon-
gruenzen in der gemeinsamen Normale in zweiter
Ordnung und umgekehrt.
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Wenn allgemeiner zwei beliebige der fiinf Projectivititen
P, P,, J, tibereinstimmen, so ist nach Art. 39 Hj = H,; es folgt,
wie oben, da sich die zn « senkrechten Brennlinien in der Pro-
jectivitit II entsprechen, dass II'—=II ist, wesshalb nach Art. 40
auch die iibrigen Projectivititen fibereinstimmen:

Sind zwei der fiinf Projectivititen P, P,, J, fiir
beide Flachen dieselben, so berithren sich die Flichen
in dritter Ordnung. Hierin ist Herrn Mannheim’s Satz'
enthalten: Zwei Flichen beriihren einander in dritter Ordnung,
wenn sich ihre Centrafliichen in beiden Schalen osculiren.

Zu bemerken ist, dass sich die Parallelflichen gleichen
Abstandes zweier Flichen, welche sich in dritter Ordnung be-
riihren,auch in dritter Ordnung beriihren, da die Normalensysteme
fiir Parallelfliichen dieselben sind.

43. Ist in den obigen Entwickelungen s ¢,—r,¢, = 0, fallen
mithin die Begleitcomplexe der gegebenen Fliche zusammen, so
fallen auch die Proportionen 44), welche aussagen, dass der
Begleitcomplex der zweiten Fldche mit dem der gegebenen
identisch ist, in die erste Proportion zusammen, aus welcher sich
wieder die Gleichung:

(s,—8) ry— (8] —s8,) 1, = 0
ergibt, so dass die Gleichungen bestehen:
=t _ 7
Ty

2 tl

7
)

-

1

f2—

7

7./

2 —
e = 45)
2 2 1

1
rechnet werden, ohne dass die zweitc Fléiche die gegebene in

dritter Ordnung beriihrt. Aus Fig. 1 ist hiezu ersichtlich: Sind
die Begleitcomplexe von einander getrennt, so sind es auch die
Nullpunkte 1w, der Tangentialebene, ihre Verbindunglinie W
schneidet dieHauptbrennlinien und bestimmt sie hienach, wodurch
dann ferner die Projectivitit Il gegeben ist; fallen aber die Punkte
w, zusammen, so kann jede Gerade durch den Nullpunkt als
Gerade W angenommen werden, es kann ftir die Fliche ein jedes
Paar von Brennlinien, welches beziiglich des Begleitcomplexes

Wird also »} angenommen, so kinnen hieraus die 7, £, be-

1 Siehe Mannheim, Recherches géom. sur le contact de.3i¢me ordre.
Compt. rend., t. 74, p. 929.
Sitzb. d. mathem.- Ci. C. Bd. Abih. I1. 14
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conjugirt ist, als Hauptbrennlinienpaar genommen werden. Haben
aber beide Flichen dasselbe Hauptbrennlinienpaar, so folgt nach
Art. 41, dass sich dann die Normalencongruenzen in zweiter
Ordnung beriihren, Dann beriihren sich die Flidchen in dritter
Ordnung; denn nach Formel 41) schneiden die Hauptbrennlinien

r—it {471

auf den Haupttangenten des Punktes m die Stiicke: ——,
84 2

ab. Sollen demnach die Hauptbrennlinien fiir beide Flichen iiber-
einstimmen, so muss s, = s, sein, woraus nach den Formeln 45)
folgt, dass aveh », =, £, =¢, ist: Zwei Weingarten’sche
Flichen beriithren einander demnach in einem Punkte
in dritter Ordnung, wenn sie in ihm denselben Begleit-
complex haben und fiir einen Hauptpunkt dieselbe
Hauptbrennlinie.

DieFunetion, welche die Abhéngigkeit der Hauptkriimmungs-
radien bei einer Weingarten’schen Fliche angibt, legt ferner
die Projectivitdt P, also die Hauptbrennlinien fest, wesshalb auch
folgt: Zwei Weingarten’sche Flichen, deren zugehorige
Functionen dieselben sind, bertihren einander in einem
Punkte in dritter Ordnung, wenn sie in ihm denselben
Begleitcomplex haben.

Soll in einem Punkte einer gegebenen Fliiche eine andere
in dritter Ordnung beriihren, so muss das Doppelverhéltniss der
beiden Flichenpunkte tibereinstimmen, daher: Die Punkte, in
denen eine Fliche von Weingarten’schen Flichen in dritter
Ordnung beriihrt wird, liegen auf der Curve vom Doppelverhilt-
nisse 1; um dann die Punkte zu finden, in welchen eine bestimmte
Weingarten’sche Fliche mit gegebener Funmection in dritter
Ordnung Dbertihrt, hat man diese Curve zu schneiden mit der-
jenigen, welche Ort der Punktes ist, fiir den ein Hauptkriimmungs-
radins in dieser Function von dem anderen abhingt, z. B. fiir
Minimalflichen mit der Curve von Punkten mit aufeinander senk-
rechiten Inflexionstangenten.

44. Sind die Nullpunkte w, der Tangentialebene des Punktes
m beziiglich der Begleitcomplexe fiir beide Flichen dieselben, so
stimmen die Begleitcomplexe der Flichen tiberein; dies ist auch
der Fall, wenn die Nullpunkte der unendlich fernen Ebene be-
ziiglich der Begleitcomplexe, die Begleitrichtungen I', (s, Art. 35)

S
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fiir beide Flichen dieselben sind; dann beriibren sich die Fléichen
in dritter Ordnung. Es ist demnach die nieht invariante Form
der 4fachen Bedingung der Flichenberiihrung dritter Ordoung,
welche durch die Gleichheit der dritten Differentialquotienten
ausgedriickt ist, durch die invariante 4 fache Bedingung der Uber-
einstimmung der Begleitrichtungen ersetzt.

Diese invariante Beziehung lisst sich aber auch, wie folgt,
analytisch formuliren. Die Complexe «, b, ¢, » der ersten Normalen-
congruenz haben die Hauptbrennlinien H, gemein; bei Bertihrung
dritter Ordnung der zweiten Fliche muss auch der Complex 7/
der zweiten Congruenz diese Linien H, enthalten. Der Complex
' muss daher aus den Complexen a, b, ¢, » linear abgeleitet sein,
wesshalb die Determinanten der Matrix |abers’| verschwinden
miissen,

Ferner miissen, wenn Bertihrung dritter Ordnung statt-
finden soll, die Begleitcomplexe iibereinstimmen, es miissen die
Identitéiten:

(@b'cv's'x) = p(abersa)

bestehen. Da aber «', ¥/, ¢/, »' sich linear aus den «, 0, ¢, »
ableiten, so folgt:

(abers’'a) = a(abers'z);

zur Eifiillung dieser Beziehung ist aber nothwendig und hin-
reichend, dass
(aberss)y =0

sci. Is folgt demnach:

Sollen sich zwei Flichen in eincm Punkte, in welchem sie
schon Hauptpunkte und Hauptebenen gemein haben, in dritter
Ordnung berithren, so ist hiczu nothwendig und hinreichend, dass
die 2fache invariante Bedingung erfiillt sei, nimlich dass die
Determinanten der Matrix |eber2/| verschwinder unl dass die
beiden invarianten Gleichungen (abcrs’s’) = O bestehen.
Quadrirt man die letzte Gleichung, so tibergeht sie wegen der
Formeln 2) und 8) auch in |bcs's”'|> = 0.

Ist das Doppelverhiltniss des Punktes m gleich 1, so bestchen
dic Relationen (abers!s®) =0 und (abersts?*) = 0, wesshalb
sich s* linear aus «, b, ¢, r, s' und s¥ linear aus «, b, ¢, », sV

14*

)
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ableitet; daher ist die Gleichung (¢ bcrs?s¥) = 0 eine Folge der
Gleichung (abcrs's?) = 0, wesshalb sich die obigen Bedingungen
auf das Verschwinden der Determinanten der Matrix | abers/| und
die Gleichung |b¢s!s¥|> = O reduciren.

45. Es ist hier vielleicht am Platze, einer Fliche zu gedenken,
welche beztiglich ihrer Grossen dritter Ordnung in einem einfachen
Zusammenhange mit der gegebenen Fliche steht. Zwei Flichen,
welche in einem gemeinsamen Punkte dieselben Hauptpunkte
und Hauptebenen haben, kénnen némlich auch in der Beziehung
zu einander stehen, dass sie fiir die gemeinsame Normale zwar
dieselben Begleitcomplexe haben, dass aber demselben Haupt-
punkte fiir versclhiedene Flichen auch von einander verschiedene
Begleitcomplexe zugeordnet sind. Hiezu miissen analog den Pro-
portionen 44) die Proportionen bestehen:

J

' S ol ol — . P
P8, — 1y 8 1y = 68—ty 1 0 Ey,

1
7 Pof f . — o e e g
1,‘1.<»~2—tzsl Elily =1 8y—1y8 1717,
aus ilinen folgt s, = s,; aber ferner:
st g — Ly
W= b=
t, t
2 1

Ist die einc FlLiche gegeben, so kann demnach die andere
mit verkehrten Begleitcomplexen bestimmt werden. Das Doppel-
verhiltniss der neuen Fléche ist das reciproke des Doppelverhilt-
nisses der gegebenen

5= Db
ity
und ftr die Kriimmungsmasse in ihren Hauptpunkten gilt nach
Art, 37 der Satz:
d*K, . K, = 0.

Das Produet der 8 Hauptkriimmungsradien der Centraflichen
zweier zu einander in dieser Beziehung stehenden Flichen ist
demnach gleich der achten Potenz des Abstandes der Haupt-
punkte von einander.

§. 12. Flichen zweiten Grades.
46. Ist die Gleichung einer allgemeinen Fliche in der Form
F(zyz) = 0 vorgelegt und sind F;, F;, Fy, die ersten, zweiten
und, dritten Differentialquotienten von F nach avy, so ist:
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Fi,+rF, =0, F,+tF, =0,
F,\,+3F ;r+Fyr, =0, F,,+3F,t+F¢ =0, 46)
Fiy+Fyyr+Fyry, =0, Fy + F3t+Fyt, =0.

Fiir eine Fliche zweiten Grades F? ist nun I, = 0, daher
ergibt sich:
BF r+Fyr, =0, 3F,t+F ¢t =0, Fyur+F,r,=0,
Ft+Ft =0;

fithrt man die hieraus folgenden Werthe von r,, ¢, in den Werth

Tty

des Doppelverhiltnisses &, wie er sich in Art. 32 als ¢ = ,
: Tl

ergab, so folgt:
Das Doppelverhédltniss eines Punktes einer Fliche
zweiten Grades oder einer ihrer Parallelflichen ist 9.
Um das Product der Kriimmungsmasse der Centrafliche in
den beiden Hauptpunkten eines Flichenpunktes zu bestimmen,

N mm,

miissen wir den Werth des Doppelverhéiltnisses ¢ = , der

{ 11 2
in Art. 37 gefunden wurde, bestimmen, d. h. entscheiden, ob der

Ausdruck ” pz den Werth 9 oder glj hat. Da m, die Abscisse
12

des Punktes von q, ist, dessen Nullebene beziiglich des Com-
plexes C! (s. Formel 40) senkrecht zu « ist, so geniigt m, der
Gleichung

—t(r—O)r 4+ (rys,—1y8) rmy+ 0 (r—t)r, = 0;

analoge Gleichungen erhilt man fiir m,, 11, 1,, so dass sich ergibt:

(r—1£)? (1'—1.‘)2
m = - T b= f,— Tos
78y —1y 8, 3, Syt
(r—t —
7"2:“‘ , by Uy == — £
S1ta— Sty 718y =18
und schliesslich:
ml"'g juteg —7.1 lz p— 6 ju— 9 .
Pey e 7yt

Demnach gilt nach Art. 37:
Fir die Krimmungsmasse der Centrafliche in den beiden
Hauptpunkten einer Normale einer I* besteht die Relation
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Od*K K, = 1,
ein Resultat, welches sich auch schon bei Halphen, l.c. S.96
vorfindet.
47. Wir wollen den Safz, dass das Doppelverhiltniss der F,
den Werth 9 hat, noch in anderer Weise ableiten, wobei sich auch

andere Siitze ergeben werden.
Es sei die Gleichung der F, in der Form vorgelegt:
F(zyz) = Pa*—y?+ 22 (a2 +ayy+ayz+a,) = 0;
fillt die Tangente t der F, mit der Erzeugenden ¢, des Punktes m,
deren Gleichung y—kix = O ist, zusammen, so entspricht ihr eine
Tangente =, der Centrafiiche, welche mit ¢, bezeichnet werden

moge. Der Abschnitt ¢, von ¢ auf der y-Axe ergibt sich nach
der Formel des Art. 33 aus der Gleichung:

t—ra4rye 4-tgk =0,
mit Hilfe der Formeln des vorigen Artikels als
L r—t _ F,(F,—F,) _ t, (1+4%)
T+ kty T FpF\ +kFGF,, T (a—ak)k
Dieser Werth von & hat aber auch noch eine andere
Bedeutung. Bestimmt man n#mlich die Normale des Punktes,
dessen Coordinaten

. a, y= —ka,
- ) _ ]
a—ayk a—ayk

=20

sind, welcher auf der anderen Erzeugenden ¢, des Punktes m
liegt, so fdllt diese in die xy-Ebene und schneidet auf der y-Axe
das Stiick ¢, ab, so dass sie die obige Gerade ¢, schneidet: die
Gerade ¢,, welche der Erzeugenden ¢, als 7, entspricht, ist dem-
nach diejenige Brennlinie, welche auf dem Normalenparaboloid der
anderen Erzeugenden ¢, liegt oder wegen der Bedeutuug der
Linie 7, als Schnittlinie aufeinander folgender Hauptebenen: Die
Hauptebenen eines Punktes der F? werden von den
Hauptebenen des auf einer Erzeugenden liegenden
Nachbarpunktes in Erzeugenden des Normalenpara-
boloids der anderen Erzeugenden geschnitten.

In der Projectivitiit (t, 7,) entsprechen demnach den beiden
Erzeugenden e,, ¢, der Fliiche die beiden Brennlinien ¢,, ¢,, welche
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Erzeugende der Normalenparaboloide fiir ¢,, ¢, sind; ferner ent-
spricht der einen Haupttangente 2, von F, die Normale «. Folg-
lich entsprechen sich auch die Hesse’schen Covarianten der
Tripel «a, ¢, ¢, und A, ¢,, ¢,. Nun sind! die Inflexionstangenten der
Centrafliche der F'* die Hesse’sche Covariante der drei Strahlen
a, &, ¢,, daher sind die Geraden t, welche diesen Inflexions-
tangenten in der vorliegenden Projectivitit entsprechen, die
Hesse’sche Covariante des Tripels ¢, ¢, ;.

Erinnern wir uns der Definition der Inflexionstangenten
zweiter Stufe eines Flidchenpunktes im Art. 25, so ergibt sich
eben Gesagten:

Die Inflexionstangenten zweiter Stufe eines
Punktes einer Fliche zweiten Grades sind die Hesse'-
schen Covarianten der beiden Tripel, welche aus dem
Erzeugendenpaar und aus einer Haupttangente des
Punktes bestehen.

Zwei solche Paare, wie diese Hesse’schen Covarianten der
beiden Tripel ¢, e,, b, und ¢, ¢,, h,, bei welchen &, h, von ¢, ¢,
harmonisch getrennt ist, sind aber, wie man leicht zeigt, vier
Strahlen vom Doppelverhidltnisse 4; daher ergibt sich fiir das
Doppelverhiltniss ¢/ der Inflexionstangenten zweiter Stufe oder
der Nachbarnormalen, die einen Hauptpunkt auf einer Inflexions-
tangente der Centrafliche haben, der Werth 6/ = 4. Es folgt also
nach Formel 28) fiir das Doppelverhidltniss des Punktes
F* der Werth 0 = 9.

48. Soll in einem Punkte einer beliebigen Flichc eine F*
in dritter Ordnung berithren, so muss sein Doppelverhiltniss
zundchst 9 sein (s. Art. 43); dann beriihrt dort jedenfalls

1 Siehe meine Inauguraldissertation: Uber die Centrafl. algebr. Fliichen
ete. Nova Acta der k. Leop. Carol. Akademie der Naturforscher, Bd. LI,
Nr. 6, oder auch: Uber das Normalensystem und die Centraflichen der £72,
IL. Mitth., dicse Sitzungsber., Bd. 97, S. 583, 1888; dort wurde auch gezeigt,
dass die Tangentialebene eines Puunktes der Centrafliiche die Complexkegel
desselben beziiglich zweier Complexe zweiten Grades in den Inflexions-
tangenten beriihrt, so dass die Centrafliche oder die desmische Fliiche
vierter Ordnung zwolfter Classe, als Integralfliche zweier Complexe zweiten
Grades angeschen werden kann; es wird dies in Verbindung mit der
Bestimmung der Inflexionstangentencurven der desmischen Fliche noch
udiher zn betrachten sein.
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eine Parallelfliche einer F'* in dritter Ordnung, da ja das Doppel-
verhiltniss einer solchen Fliche auch 9 ist. Da es eine Bedingung
fiir eine solche [Fldche ist, selbst eme F'* zu sein, so gibt es auf
der Curve vom Doppelverhiltnisse 9 eine diserete Anzahl von
Punkten, in denen eine F? in dritter Ordnung beriihrt. !

Es gibt ein Biischel (#'?) von F? welche mit der gegebenen
F*? dieselben Erzeugenden ¢, ¢, und die zu ihnen benachbarten
Erzeugenden ¢!, ¢, gemein haben, welche also das windschiefe
Vierseit e, ¢,, €], ¢, enthalten oder die gegebene F? lings der
beiden Erzeugenden e, ¢, berithren. Diese Flichen haben fiir
e, e, dieselben Normalenparaboloide, welche sich in den Haupt-
punkten von F? beriihren. Daher sind fiir diese Flichen die
Brennlinienpaate ¢,, ¢,, welche diesen Paraboloiden angehoren,
identisch, wesshalb auch die Hesse’schen Covarianten der
Tripel «, ¢, ¢, oder die Inflexionstangenten der Centrafliche
tibereinstimmen. Da sich demnach die Centrafliichen osculiren, so
beriithren sich nach Art. 42 die F?in dritter Ordnung. Wir kénnen
also sagen:

Es gibt eine discrete Anzahl vcn Punkten auf einer Fliche,
welche auf der Curve vom Doppelverhéltnisse 9 liegen, in denen
die Flichen eines Biischels zweiter Ordoung in dritter Ordnung
beriihren; die Flichen dieses Biischels beriihren sich lings der
Erzeugenden des Punktes. In einem beliebigen Punkte der Curve
vom Doppelverhiiltnisse 9 beriihren Parallelfiichen der Flichen
eines solchen Biischels in dritter Ordnung.

49. Die Bestimmung derasymptotischen Curvender
Centrafliche einer F? fihrt bei centrisechen Flichen
zur Multiplication ellipiischer Functionen mit einer
complexen sechsten Einheitswurzel; denn die Integration
der Differentialgleichung der Inflexionstangenten zweiter Stufe
der gegebenen F* erscheint durch diese complexe Multiplication
gelost. Sind ndmlich 2, u Parameter, welche auf je einer der

1 Herr Hermite hat zuerst gezeigt (Cours d’analyse, p. 149), dass
letztere Punkte nicht cine Curve erfiillen, wic man aus der Anzahl 10 der
fitr die F2 zu erfiillenden Bedingungen vielleicht erwarten kénnte, sondern
in discreter Anzahl vorhanden sind, wobei aber in jedem der Punkte ool F2
in dritter Ordnung berithren; vergl. auch Halphen, Sur le contact des
surfaces, Bull. de la soc. math., t. III, p. 23.
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Regelschaaren der F* ausgebreitet sind, so ist die Differential-
gleichung der Kriimmungslinien:

dr " dp.
VL TV
wobei L und M dasselbe Polynom vierten Grades in 2, respec-
tive p, vorstellen. Die Verzweigungserzeugenden, welche den
Wurzeln der Gleichungen L = 0, M = O entsprechen, sind die
acht Erzeugenden der Fliche, welche die Kriimmungslinien
beriihren, also die Umbilicalerzeugenden der Fliche, welche den
unendlich fernen imaginidren Kugelkreis schneiden und je drei
Kreispunkte der F? enthalten.
Ein Paar der Inflexionstangenten zweiter Stufe ist nun nach
Art. 47 durch die Hesse’sche Covariante des Tripels, welches
aus den beiden Erzeugenden, deren Differentialform:
ddy.
ist und aus einer der Haupttangenten mit der Differentialform:
d X " dy.
N
besteht. Die Hesse’sche Covariante des Productes dieser
IPormen ist:

i + dp? i di.dp.
L M — \/[T \/]T[’
die Differentialform der Inflexionstangenten zweiter Stufe. Aus

dieser ergibt sich als Differentialgleichung der Curven, welche
von den Inflexionstangenten der zweiten Stufe beriihrt werden:

1A d
%4‘5—\7[{_]&_:0, 47)

wobei ¢ eine der complexen sechsten Einheitswurzeln ist, womit
die obige Behauptung erwiesen.

Diese Differentialgleichung gibt nur dann ein algebraisches
Integral, wenn die quadratische Invariante g, der Verzweigungs
form L verschwindet, wenn also das Doppelverhiltniss der vier
Umbilicalerzeugenden einer Regelschaar der F? iquianharmonisch

ist. Es ist dies das Doppelverhiliniss der vier unendlich fernen
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. C. Bd. Abth. IT a. 15



218 E. Waelsch,

Punkte dieser Erzeugenden auf dem unendlich fernen Kegel-
schnitte der Fliche oder das Doppelverhiltniss des Axencom-
plexes der F,; es kann ,Doppelverhiltniss der F?“ genannt
werden. !

Wenn ¢, = 0 ist, das Doppelverhéltniss der F* demnach eine
complexe dritte Einheitswurzel ist, so sind die Integraleurven der
Differentialgleichung 47) algebraisch; allerdings ist dann die
F? und ihre Centrafliche imaginir, aber man kann leicht
eine reelle Fliche vierter Classe construiren, welche
reelle algebraische asymptotische Curven hat. Zwei
Punkte eines Kreises, deren Abstand gleich dem Radius des
Kreises ist, sind nimlich auf dem Kreise zu den unendlich
fernen Kreispunkten iquianharmonisch; legt man daher durch
den Kreis eine F* mit imaginiren Erzeugenden und nimmt in der
Ebene des gegebenen Kreises einen Kreis, welcher die beiden
Punkte enthiilt, als Masskegelschnitt an, so hat die F? in dieser
Massbestimmung eine Centrafliche mit reellen algebraischen
asymptotischen Curven.

50. Ist g, =0, so lisst sich die Differentialgleichung 47)

schreiben:
7

o dx . dp. " dp.
NV RV SV
so dass sich ergibt, dass die Integralcurven Curven vierter Ord-
nung sind, welehe dieselben Erzeugenden wie die Krimmungs-
linien berithren. Wir werden demnach zn untersuchen haben,
wieso es moglich ist, dass hier acht Erzeugende der Fliche von
mehr als einer Schaar von C* bertihrt werden.

Sind 4 A-Erzeugende projectiv 4 . -Erzeugenden, so liegen
die Schnittpunkte entsprechender Erzeugenden in einer Ebene;
die 4 A-Erzeugenden konnen aber bei allgemeinem Doppelver-
hiiltnisse noch in drei anderen Weisen projectiv den 4 p.- Erzeu-
genden zugeordnet werden, und jede dieser Projectivititen gibt
wieder 4 Schnittpunkte der Erzeugenden, welche in einer Ebene
liegen. Fiir einen Kegelschnitt, der durch die 4 Schnittpunkte
der Erzeugenden, die in einer der vier so entstehenden Ebenen

Vergl. meine Arbeit: Uber das Normalensyst. und die Centrafl,
der F2. I. Mitth., diese Sitzungsber., Bd. 90, 8. 549.
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liegen, geht, als Masskegelschnitt, hat die F? Kriimmungslinien,
welche die 8 Erzeugenden beriihren; das Tetraeder der 4 Ebenen
ist das gemeinsame Polartetraeder von F? und diesem Kegel-
schnitte.

Wenn nun die 4 ’-Erzeugenden dquianharmonisch sind, so
lassen sie sich in 12 verschiedenen Weisen auf die projectiven
p-Erzeugenden beziehen, so dass sich 12 Ebenen von 3 Polar-
tetraedern ergeben; die Ebenen jedes Tetraeders enthalten die
16 Schnittpunkte der 8 Erzeugenden. Bei einer d@quianhar-
monischen F? ergeben sich demnach in drei verschiedenen
Massbestimmungen drei von einander verschiedene Schaaren von
Kritmmungslinien, welche die 8 Umbilicalerzeugenden beriibren.
Man kann daher sagen: Die C% welche bei der diquianhar-
monischen F?* von den Inflexionstangenten zweiter
Stufe beriihrt werden, sind Schaaren von Kriimmungs-
linien fiir zwei gewisse Massbestimmungen.

Sind die 4 »-Erzeugenden harmonisch, so kann man sie in
8facher Weise auf die projectiven p-Erzeugenden beziehen, so
dass sich zwei Polartetraeder ergeben und zwei Schaaren von C*,
welche alle 8 Erzeugenden beriihren. Bei einer harmoni-
schen F? liegt der Kreispunkt eines bestimmten Hauptschnittes
auf einer axialen Kreisebene, welche zu dem Hauptschnitte senl-
recht ist; die 8 Kreispunkte, welche ausserhalb dieses Haupt-
schnittes liegen, befinden sich in zwei Ebenen, welche zu diesem
Hauptschnitte parallel sind. Von den hier auftretenden Schaaren
von C* welche die Umbilicarerzeugenden berithren, wird die eine
Schaar von den Kriimmungslinien gebildet, die andere enthilt
die Integralcurven der Differentialgleichung:

L /M
eine Curve dieser Schaar hat in einem Punkte der F? eine
Tangente, welche dem Paare angehort, das gleichzeitig das
Erzengendenpaar und das Haupttangentenpaar dieses Punktes
harmonisch trennt.

0;
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