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Über die Wirkungen gleichgerichteter sinusartiger 

elektromotorischer Kräfte in einem Leiter mit Selbst­

induction

In einer Drahtrolle, welche um eine gegen die Richtung 
eines homogenen magnetischen Feldes geneigte Axe gleich- 
massig gedreht wird, entstehen bekanntlich durch Induction 
sinusartige elektromotorische Kräfte, deren Richtung nach jeder 
halben Umdrehung wechselt. Ist die Drahtrolle noch mit einem 
zweitheiligen Commutator versehen, so entstehen im äusseren 
Stromkreise sinusartige Stromimpulse, welche aber nur in einer 
Richtung verlaufen. Um die G-esetze einer solchen Elektricitäts- 
strömung in einem Leiter mit Selbstinduction untersuchen zu 
können, muss für die elektromotorische Kraft ein mathematischer 
Ausdruck gefunden werden, welcher die Eigenschaft besitzt, dem 
einfachen Sinusgesetz zu genügen, aber für jede beliebige Zeit 
nur positive W erthe anzunehmen.

Ist eine f ( x )  von x  — 0 bis x  — tc endlich und stetig, so 
gilt bekanntlich die Beziehung

für alle Werthe von x  —  0 bis x  — n inclusive diese Grenzen und 
die Constanten der periodischen Reihe sind durch das Integral

von

J. P u l u j ,
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(M it 2 T e x tfig u re n .)

(Vorgelegt in der Sitzung am 8. Mai 1891.)

f ( x )  -=z -^■A0-hAi cos x + A z cos 2 x +  . . .
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gegeben. Für f ( x )  —  sin x  ergibt sich

2  1 -f- cos iik
71 —  * 2 1 7r n *— 1

und daher

sin x  — 1 2  o 2  >.1 — -—^ cos 2 x — — =■ cos 4a?— . . .
l - o  6 '  5

Diese Gleichung ist aber an die Bedingung 0 rsS x  n 
gebunden und gilt ausserhalb dieser Grenzen nicht mehr. Für 
W erthe a ? < 0  und x > x  ist die Summe der periodischen Reihe 
eine Function F (x ) ,  welche in endlicher Form sich zwar nicht

ausdrücken lässt, aber die gleichgerichtete Sinuscurve Fig. 1 

darstellt, wie aus dem Resultat der folgenden Transformation 
deutlich zu ersehen ist.

F (x )  =
2 2 

— ^  cos 2 x — 7—— cos 4 x — . .  . 
l - o  o • 5

1  — ( ^ -------i- )  cos 2a?— Q ------ i - ) cos 4a? — . . .

( 1  — cos 2a?) 4 - (cos 2a?— cos 4a?)+  . . .
ö

=  sm x . 1 • Q 1  . Ksin a?+ -jr- sin 3a?+ sin 5a?+ . .  .
3 5

Nun hat aber bekanntlich die Reihe

sin x +  sin 3a?+ X-  sin Ö x +  
5 5

den Werth + 1  zwischen 0 und tc, 2  k  und 3 tt, 4 n und 5tt, . . .  
— 1 zwischen n und 2 tc, 3 tc und 4 n, 5tt und Qn, . . .  und
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den Werth Null für 0, n, 2n, 3 k, . . .  Die Transformation zeigt 
somit, dass die ausgezogene Curve, Fig. 1, durch Umkehrung 
aller negativen Zweige der einfachen Sinuscurve entsteht.

Nach diesem Ergebniss kann die gesuchte sinusartige elektro­
motorische Kraft, welche für jede beliebige Zeit nur positive 
Werthe annehmen soll, durch die periodische Reihe

dargestellt werden, in welcher E0 die Amplitude der elektro­
motorischen Kraft, T  die Periode und t die Zeit bedeutet.

Es entsteht nun die Frage, wie ändert sich die Stromstärke 
in einem Leiter mit Selbstinduction L  und W iderstand R , wenn 
die äussere elektromotorische Kraft durch die letzte periodische 
Reihe normirt ist.

Mit Benützung der bekannten H e lm h o ltz ’schen Grund­
gleichung

R i + L ^  — E
dt . . .2)

erhalten wir, wenn —  — r gesetzt wird.

7x R  r
2 E0 e -

Die Reihe enthält Integrale von der bekannten Form

Wird nach der Ausführung der Integration
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gesetzt und ferner berücksichtigt, dass für den d a u e rn d e n  
Zustand der Elektricitätsströmung die Summe aus sämmtlichen 
Integrationsconstanten und dem Factor vor dem Integralzeichen 
also der Ausdruck

Darin bedeuten 1 die Phasenverschiebungen der 
einzelnen elektromotorischen Kraftcomponenten.

Die momentane Stromstärke variirt zwischen einem grössten 
und einem kleinsten Werthe, ohne je  den W erth Null zu erreichen, 
und genügt dem Gesetze der Superposition der Wirkungen der 
einzelnen Kraftcomponenten, von denen jede so wirkt, als ob sie 
a l le in  im Stromkreise vorhanden wäre.

Unter der Voraussetzung der allgemeinen Richtigkeit dieses 
Gesetzes könnte die momentane Stromstärke noch auf folgende 
einfache Weise aus der Gleichung 2) bestimmt werden. Es sei 
das Integral der Gleichung

Die Constanten A, Blt Bz . . . mögen die Amplituden der 
einzelnen Partialströme und tplf ^2 ... ihre Phasenverschiebungen 
bedeuten. Nach vorgenommener Substitution der angenommenen 
Reihe in die Grundgleichung 2 ) erhalten wir:

wird, so ergibt sich für die m o m e n ta n e  Strom stärke:

t
7r R  1-3

2
M)

. ..4 )
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R A + R B i cos ( ^ - 1— h ')  + R B Z cos t— +  ...

4 TT . /4 TT \ Sn . IS 7Z \
— LBt sin t— j  — LBt  sm ^  t _ ^ j  —

2 /  2 4 n 2 8 tt
= t  l 1  -  r s 008 ^  ‘ -  ^ 6  008 ^

Sollen die einzelnen Kraftcomponenten von einander unab­
hängig wirken, so müssen folgende Gleichungen zu jeder Zeit 
bestehen:

RA — —  E, . . . 6)n '

/4tt , \ r n 4 tt . /4tt \
RB i cos t—^  J — LB i —  sin (̂—  t— j  =

2 2 „ 4 7T
=  - 7  - 7)

cos t— +,) — i ß ,  ~  sin =

2  2  8 7r
=  - i r ' M - E“ C0S^ t - 8>
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Aus der Gleichung 6) ergibt sich der Werth der Constanten

n R
T

Aus der Gleichung 7) erhalten wir für t ■= 0 und i — —
ö

RBX cos tf/j -4-LBX ~  sin ^  = -----E0

4 TC
RBX sin rpt —LB± cos =  0 ... 6)

Beide Gleichungen quadrirt und addirt geben die Constante
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Aus der Gleichung b) folgt ferner für die Phasenverschiebung

4 7:L
t a u e t ,  = w .

Aus dieser Beziehung ist zunächst zu ersehen, dass, wie 
gross L, R  und T  sein mögen, die Phasenverschiebung 
höchstens den Werth 90° erreichen kann. Daraus folgt weiter, 
dass sin und cos ^  positive Grössen sind und somit für die 
Constante B t mit Rücksicht auf die Gleichung a) das negative 
Zeichen zu wählen i s t

In ähnlicher Weise erhält man aus der Gleichung 8) für 
Tt =  0 und t — —  die Gleichungen 
lb

2 2
RB2 cos rp2 + L B 2 sin ^  = -------- ^  E0,

TC O J

RB2 sin \p2—LBZ cos if>2 — 0

und daraus

2 2  E0 A * ,
=  lmd * * * * = - & •

Ähnlich können die übrigen Constanten B^B^. . .  ^3^4. . .  
bestimmt werden.

Für die m i t t le r e  S tr o m s tä rk e  erhalten wir, da sämmtliche 
Integrale die Form

/ ■  ( ü = < - * . ) ■ * = »

haben, den Ausdruck

#■(,•) = 4 1 - . . . 9)

Die mittlere Stromstärke ist somit von der Selbstinduction, 
also auch von der Phasenverschiebung unabhängig.

Wie aus der Gleichung 4) zu ersehen ist, besteht die 
momentane Stromstärke aus einem constanten positiven Gliede,
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2 E
------d t w e lk e s  numerisch gleich ist der mittleren Stromstärke
k R

und einer Anzahl, periodisch veränderlicher Glieder, welche 
sämmtlich negativ sind. Diese negativen Glieder sind von der 
Selbstinduction abhängig und werden desto kleiner, je  grösser 
die letztere und die Anzahl der Wechselperioden ist. Für L — oo 
verschwinden die veränderlichen Glieder, und die momentane

2 En
Stromstärke erreicht den maximalen W e r th ----- ^ . Die Selbst-

n R
induction verursacht somit keine Schwächung der mittleren Strom­
stärke, ihre W irkung besteht bloss darin, die Stromwellen zu 
ebnen.

Fig. 2.

In Fig. 2 ist die momentane Stromstärke mit der Curve i 
für den Fall dargestellt, dass die elektromotorische Kraft durch 
den Ausdruck

. , 2 7 r E n f  4 7r \
e =  E0 sin2 — t =  y ( 1 — cos—  tj

und die Curve e gegeben ist. In diesem Falle ist die momentane 
Stromstärke

, _ I E 0

und
4 kL  

‘a n g 4, =  w .

Die Curve wurde unter der Voraussetzung construirt, dass 
der W iderstand des Stromkreises R —  l ß  und die Selbstinduction

S itz b . d. m a th e m .-n a tu rw . C l. 0 .  B d . A b th . I I .  a . 52
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des letzteren so gross ist, dass der scheinbare W iderstand R x — 5Q 
beträgt, somit die Phasenverschiebung ^ =  399219 ist. Wie aus 
der Fig. 2 zu ersehen ist, erreicht die Stromcurve nie den Werth 
Null und zeigt eine Stromschwankung von 50%  des maximalen

1 E
W erthes, welcher numerisch gleich ist . Für L — oo ver-

2 R
schwindet das veränderliche Glied und die Stromcurve i ist eine

Gerade, deren Ordinate gleich ^ - E 0 ist.

Es sei hier noch bemerkt, dass nach dem obigen Ergebnis» 
(Gleichung 4) eine c o n s ta n te  Stromstärke als eine mittlere 
Strom stärke aufgefasst werden könnte, welche durch eine gleich­
gerichtete, sinusartige, elektromotorische Kraft mit unendlich 
kleiner Periode erzeugt wird.

Es soll jetzt das m i t t le r e  Q u a d ra t  d e r  S tr o m s tä rk e

T_

bestimmt werden.
Mit Rücksicht auf die Beziehung

kann die momentane Stromstärke etwas einfacher ausgedrückt 
w erden:

7 7 4  J. P u l u j ,

=  2_E<> 
n R

2 /4  n .
^ 3 cos ^  cos v i r  t— ^ ) ~~

- 3 ^ C° S ^
COS

W ird nun diese unendliche Reihe quadrirt, so erhält man 
eine Reihe von Quadraten der einzelnen Glieder und dann eine 
Reihe von doppelten Producten von der allgemeinen Form
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beziehungsweise

„T /4 ä tt , \ (4mn
cos v r ~  t — j cos V T “ t — ^

in welchen Ausdrücken M  und N  Constanten und k und m positive 
ganze Zahlen sind. Nun ist aber

/
T

cos — 0
2 /4  kn

V T
und ebenso

T

2 (4kn  \  ( 4 m n  ,
C0S t _ ^ /  C° S v T -  *— W  dt — 0 5o

es bleiben daher bloss die quadratischen Glieder. Da ferner

1L
2 r Y  9 f 4 kn , \ , 1
tJ. 008 ( "y- ‘ =  t

ist, so erhalten wir für das mittlere Quadrat der Stromstärke die 
nachstehende Reihe:

1 + T & cnt 4  (ä )2cosĴ + ...10)

Auch aus dieser Reihe ist die G iltigkeit des oben erwähnten 
Gesetzes der Superposition der W irkungen zu ersehen, indem 
das resultirende mittlere Quadrat der Stromstärke gleich ist der 
Summe der mittleren Quadrate der einzelnen Partialströme. Die 
elektromotorischen Kraftcomponenten wirken somit unabhängig 
von einander.

1 [ 2 V
Der Coefficient von cos2 tpz ist = 0 * 0 0 8 8 9  und

der von cos2 ^ 3 nur noch =  0 ‘0000053; wir können daher mit 
Rücksicht auf die starke Convergenz der Reihe das Glied mit 
cos2 ipz und die nachfolgenden Glieder vernachlässigen und 
erhalten einen angenäherten Ausdruck für das mittlere Quadrat 
der Stromstärke

52*
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* < ? > = £ ?
1 H—q- cos2 ^

oder

1 +
R %

9 d2 /4 tt  L Y  R z-h
...11)

Die im Stromkreise von der elektromotorischen Kraft ge­
leistete m i t t l e r e  W ä rm e a rb e i t  ist

j .

■ L J  o

W  =
R

1 ( 2
. . 1 2 )

oder angenähert

w  ^  *I V — ------------------------1---------

Ä 9
R* +

4 ttjLV 
TW

. COS 1plf

worin gegeben ist durch die Beziehung

4 nL
tang fr

In  der Gleichung 12) ist das Product aus dem gemeinsamen 
Factor und dem ersten Gliede der Reihe

W  — o —

2  \ 2 

T * .
R

die Arbeit, welche von dem constanten Theil der elektromoto­
rischen Kraft geleistet wird. Das zweite Product

A . 2  E

. . .  1  Vl'3 K • * '
W' = T ---------B
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repräsentirt die von der zweiten elektromotorischen Kraftcompo- 
nente geleistete Arbeit u. s. w. Die gesammte Arbeit ist somit 
eine Summe der von den einzelnen Kraftcomponenten geleisteten 
Arbeiten, entsprechend dem Gesetze der Superposition der Ein­
zelnwirkungen.

Für L  — 0 erhält man ferner die grösste Arbeit

R

Wie man sich aber leicht überzeugen kann, ist

, 1  /  2  Y \  (  2  Y 1 _  11 +  ¥ ' ö W  +  T W 5 y  +  - \ - Y >
daher

t r  1  E lW  max =  -  ■
il

Dieselbe mittlere Arbeit wird bekanntlich in einem Leiter 
ohne Selbstinduction geleistet, wenn die elektromotorische Kraft 
dem einfachen Sinusgesetz genügt und ihre Richtung periodisch 
und alternirend ändert. Für L  — oo erreicht die mittlere Arbeit 
den kleinsten Werth

4 E*
V* 11

W

somit die Differenz der beiden Arbeiten

=  ( t  -  ? )  5 ' = (r -  w max = 0' 1887 w max-

Die mittlere Arbeit kann somit durch die Selbstinduction 
höchstens bis auf 18 * 9 ° / 0 des maximalen Betrages herabgedrückt 
werden, ohne je  den Werth Null zu erreichen, was bekanntlich 
dann der Fall ist, wenn die elektromotorische Kraft eine einfache 
Sinusfunction der Zeit und die Selbstinduction L — oo ist.

Ich lasse hier noch das Resultat der Rechnung für den Fall 
folgen, dass die g l e i c h g e r ic h te te  elektromotorische Kraft 
durch irgend eine periodische Function der Zeit f(t)  gegeben ist, 
sich durch eine Cosinusreihe in der bekannten Weise darstellen
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lässt und in einem Leiter mit Selbstinduction L  und W iderstand R  
wirkt, somit die Beziehungen bestehen

^  x 1  i i 2  Tt . 4 7te - f ( i )  cos —  t + A t cos — 1 + . . .

2
An =  —  I f(t)  cos nt dt.

778 J. P u l u j ,

Jo0

In diesem Falle ist die momentane Stromstärke

A cos t— ■t i )  \ eos t— * , )

2 '  \i’-m  v M t
und

2 n L  4 rtL 6 kL
t a n g ^ = — , taDgif,2 =  — , tan g ^3

die mittlere Stromstärke

das mittlere Quadrat der Stromstärke

=  ( t  # ) 2+ T  ( § ) !cosS +  T ( ? ) Sc082 -

und die mittlere Arbeit

„  V 2  1 A\ ,  , 1  ^  ,  ,
f f  =  T + l i c0 8 * ' + I i “ +I + -

Wie aus den obigen Gleichungen 9) und 10) zu ersehen 
ist, hat diese Untersuchung noch zu einem bemerkenswerthen 
Resultate geführt. W ährend nämlich das mittlere Quadrat der 
Strom stärke mit der Selbstinduction sich ändert, ist die mittlere 
Stromintensität von derselben ganz unabhängig und numerisch

2 E
g le ic h ----- wenn die gleichgerichtete elektromotorische Kraft

7t R
eine einfache Sinusfunction der Zeit ist. Nach diesem Ergebniss 
war im Voraus zu erwarten, dass ein Galvanometer unter der
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Wirkung von schnell aufeinander folgenden gleichgerichteten 
Stromimpulsen bei grösser und kleiner Selbstinduction denselben 
Ausschlag geben wird, während die Ausschläge eines Elektro­
dynamometers desto kleiner ausfallen werden, je  grösser die 
Selbstinduction des Stromkreises bei sonst unverändertem O hm ’- 
schen W iderstand derselben ist.

Um dieses theoretische Ergebniss durch Versuche zu prüfen, 
wurde ein Erdinductor, der mit einem zweitheiligen Commutator 
und zwei Bürsten versehen war, und dessen eingehende Be­
schreibung einer späteren Abhandlung Vorbehalten werden soll, 
mit dem Spiegelgalvanometer von Prof. v. L a n g  und einer Draht­
rolle zu einem Stromkreise verbunden. Bei einer bestimmten 
Rotationsgeschwindigkeit des Erdinductors gab das Galvano­
meter einen Ausschlag, welcher objectiv auf einer 6 ' 4 m  ent­
fernten Scala beobachtet werden konnte. Die Selbstinduction des 
Stromkreises wurde durch Einschieben eines 30 cm langen, 1-8cm 
dicken, weichen Eisenstabes in die Drahtrolle vergrössert, wobei 
also der Ohm’sche W iderstand unverändert blieb. Die Drahtrolle 
war ungefär 25 cm lang und hatte ohne Eisen einen Selbstinduc­
tionscoefficienten 0 ‘ 12 Erdquadranten. In Übereinstimmung 
mit dem theoretischen Resultat zeigte das Galvanometer keinen 
Unterschied im Ausschlag, wenn die Rolle den Eisenkern enthielt 
oder nicht. Der Versuch mit dem Elektrodynamometer musste 
etwas modificirt werden, weil das letztere für schwache Erd- 
inductorströme zu unempfindlich war. Es wurde daher das homo­
gene magnetische Feld der Erde durch ein nicht homogenes 
eines in der Nähe aufgestellten Elektromagneten verstärkt. Bei 
constanter Rotationsgeschwindigkeit des Erdinductors wurde an 
der Scala ein Ausschlag von 49 cm bei Anwendung der Rolle 
ohne Eisenkern und ein Ausschlag von 56 cm beobachtet, wenn 
die Rolle den Eisenkern enthielt.

Die Gesetze der Elektricitätsströmung in einem Leiter mit 
Selbstinduction, in welchem von einer periodisch veränderlichen 
elektromotorischen Kraft Stromimpulse nur in einer Richtung 
erzeugt werden, finden ihre Analogie in den Gesetzen der 
drehenden Bewegung eines schweren Rades, welches unter der 
Wirkung veränderlicher und gleichgerichteter mechanischer 
Kräfte rotirt und in den Lagern eine Reibung zu überwinden hat.
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Die Kräfte werden nicht bloss diese Reibung überwinden, sondern 
auch im schweren Rade eine desto grössere kinetische Energie 
aufspeichern, je  grösser sein Trägheitsmoment ist.

Denken wir uns beispielsweise ein W asserrad, an dessen 
Umfang die Schaufeln so vertheilt sind, dass jedesm al eine 
Schaufel mit W asser sich zu füllen beginnt, wenn die voran­
gehende sich bereits entleert hat. Das W asserrad steht in diesem 
Falle unter der W irkung veränderlicher Kräfte, welche zu- und 
abnehmend sämmtlich in demselben Sinne auf das W asserrad 
wirken. Ein sehr leichtes W asserrad wird sich mit veränderlicher 
Geschwindigkeit drehen, und zwar so, dass die letztere und die 
mechanische Kraft gleichzeitig die Werthe Null und die maxi­
malen W erthe erreichen. Ist aber das W asserrad sehr schwer, so 
kann die Geschwindigkeit der Bewegung den W erth Null nicht 
erreichen; denn hat die äussere mechanische Kraft bis Null 
abgenommen, so gibt das W asserrad seine kinetische Energie ab 
und bewegt sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit weiter, 
inzwischen aber beginnt die wirkende Kraft wieder zu wachsen 
und vergrössert die bereits vorhandene Geschwindigkeit, welche 
einen desto grösseren W erth erreicht, je  öfters in einer bestimmten 
Zeit der Antrieb des W asserrades erfolgt und je  grösser seine 
Masse, beziehungsweise seine Trägheit ist.
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