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Die Ergénzungssatze zum bicubischen Reciprocitéts-
gesetze
von

Joseph Anton Gmeiner in Innsbruck.

1. Bezeichnen wir mit j die primitive sechste Einheitswurzel
14+i\/3
2

und sind « und b zwei reelle ganze Zahlen, so stellt
a-+bj

allgemein eine complexe ganze Zahl im Rationalititsgebiete der
sechsten Einheitswurzeln dar. « nennen wir die reelle und &
die imaginire Coordinate der Zahl «+bj.

a—bj* = a+b—bj
ist die Conjugirte zu «+0bj und das Product
(a+b5)(a—bj%) = a*+b*+ab
deren Norm. Die Zahlen
(a+bj)y* (»x=20,1,2,3,4,5)

heissen einander associirt.
In diesem Zahlensysteme ist die reelle Primzahl 3 in die
einander conjugirten und associirten Primfactoren

1+j und 1—;?

zerlegbar. Ebenso lisst sich jede reelle Primzahl von der Form
6n-1 in zwei einander conjugirte Primfactoren

a+bj und a«—bj?
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zerlegen, wihrend die Zahl 2 und die reellen Primzahlen von
der Form 6n-+5 auch in diesem Zahlensysteme Primzahlen
bleiben.

Jede Zahl a«+6j, welehe weder durch 1+j noch durch 2
theilbar ist, nennen wir regulidr, wihrend wir die durch 1+
oder durch 2 theilbaren Zahlen als singulédre bezeichnen.

Ferner heisse eine Zahl a-+bj unseres Systems primér,
wenn dieselbe modulo 3 econgruent 1 ist. Zufolge dieser Definition
kann eine durch 1+j theilbare Zahl nicht primér sein; dagegen
gibt es unter den Associirten einer jeden nicht durch 1+j theil-
baren Zahl immer eine und nur eine, welche primér ist. Die noth-
wendige und hinreichende Bedingung dazu, dass eine Zahl a+- b5
primér sei, besteht darin, dass

«=1 (mod. 3) und 6 =0 (mod. 3)

ist. Es haben also die Coordinaten « und & einer primiren Zahl
a-+bj die Formen

a=06c+3p+1 und b =6B+30,

wobei « und $ beliebige reelle ganze Zahlen sein konnen, wihrend

¢ und o unabhéngig von einander den Werth O oder den Werth 1

haben. Je nach den Werthen, welche p und o haben, lassen sich

nun folgende vier Haupttypen von priméiren Zahlen unterscheiden:
Erster Haupttypus: Es ist

p=0=0; a =6x+1 und b = 6p.

Zu diesem Typus gehdoren unter anderen die primiren
Associirten aller reellen reguldren Zahlen, also alle reellen
Zahlen von der Form 6 n+1 und das Negative aller reellen Zahlen
von der Form 62+5.

Zweiter Haupttypus: Es ist

pe=0umud ¢6=1; ¢ =6a+1 und & = 65+3.
Dritter Haupttypus: Es ist
s=6¢=1; a =6a+4 und b = 653+3.
Vierter Haupttypus: Es ist
e=1und ¢ =0; « =6a+4 und b = 64.
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Zu diesem Typus gehoren die primdren Associirten aller
jener geraden Zahlen, welche nicht durch 1+; theilbar sind.
Die Zahlen dieses Typus sind daber keine regulirem Zahlen.
Dagegen enthalten die drei anderen Haupttypen nur regulire
Zahlen, und es gehort jede primére regulire Zahl einem der drei
ersten Haupttypen an. Fiir das Folgende sind nur die drei Haupt-
typen der priméren reguliren Zahlen von Wichtigkeit.

Beziiglich des Haupttypus, welchem die Conjugirte einer
primiiren reguldren Zahl angehort, bestehen folgende, leicht zu
verificirende Sitze:

1. Die Conjugirte einer Zahl des ersten Haupttypus ist
wieder eine Zahl dieses Haupttypus.

2. Die Conjugirte einer Zahl des zweiten Haupttypus ist
eine Zahl des dritten Haupttypus.

3. Die Conjugirte einer Zahl des dritten Haupttypus ist
eine Zahl des zweiten Haupttypus.

2. Ist m = a+0bj eine regulire Primzahl, p deren Norm und
r = c~+dj eine beliebige zu m theilerfremde Zahl unseres Systems,
so besteht die Congruenz

p—1
r & =j* (mod. m),
worin x einen der Werthe 0, 1, 2, 3, 4, 5 hat. j* ist der bi-
cubische Charakter der Zahl r beziiglich der Primzahl m.
Um diese Beziehung zwischen 7, m und j* kurz auszudriicken,

. . Qo r .
bedienen wir uns desselben Zeichens (5>, welches in der

Theorie der quadratischen Reste als das Legendre’sche Zeichen
bekannt ist, indem wir

o "‘>

JT= (5

setzen, und es ist dann
r S E<7—) (mod. m).
m
Das Symbol <:7> nennen wir kurz das charakteristische
Zeichen von » beziiglich m, und wir legen demselben auch
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fiir den Fall, dass m keine Primzahl, sondern das Product der
reguliren Primzahlen m,, m,, ...m, vorstellt, eine Bedeutung bei,
indem wir festsetzen, dass in diesem Falle

()= o) )35

sein solle. Dann bestehen beziiglich des Zeichens < ) folgende

Sitze:
1. Ist M = a+0bj eine beliebige reguldre Zahl und P ihre

Norm, so ist
]- P—1
J V= ¢
(M> = M

2. Sind Q und P zwei reelle, zu einander theilerfremde
Zahlen, von denen die erstere regulir ist, so ist

\
(L J=1 (1D)
\

3. Sind M und Q zwei zu einander theilerfremde, primire
reguldre Zahlen, von denen die erstere wweigliedrig und die
letztere reell ist, und ezeichnen wir die Norm von M mit P, so
besteht die Reciproc titsgleichung

(&)= n7 T (@) (1)

4. Ist m eine regulire Zahl und 2 eine beliebige zu m
theilerfremde Zahl unseres Systems; sind ferner m/ und =’ die
Conjugirten zu m und =, so ist

n\ [ n'
(o) ol =1 av)
Mit Hilfe dieser Gleichungen I—IV kann man nun die Er-
ginzungssitze zum bicubischen Reciprocititsgesetze ableiten,

d. h. den Werth der Zeichen

1 Eine Ableitung dieser Reciprocititsgleichung werde ich ander-
weitig verdffentlichen.
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(o) wa ()

worin m eine beliebige primére regulére Zahl unseres Systems
bedeutet, allgemein bestimmen.

I. Der bicubische Charakter der Zahl 1-+j.
3. Ist ¢ eine reelle Primzahl von der Form 6245, so ist
(L4 =1+j2 =145 = j°(1+j) (mod. g),
und darauns folgt
(1)) =4° (mod. g).
Demnach ist

¢*—1 _q+1 a1

(1+j5) ¢ Ejn 6 =5 (mod. ¢).

Bezeichnen wir nun das Negative einer reellen Primzahl
von der Form 6%+ 5 mit ¢, d. h. nehmen wir ¢ primér, so erhalten
wir aus dieser Congruenz die Gleichung

/1 +j) - v.q;l
L g =/

Ist p eine reelle Primzahl von der Form 6%+ 1 und sind m,
and m, ihre zweigliedrigen Primfactoren, so ist

59)=EAE)
P/ Nm /\ om,

Nun ist zufolge der Gleichung (IV)

L)

\ m, my,

und da
1—j2 = j—1(1+y)

ist, so folgt daraus unter Beriicksichtigung der Gleichung (I)

<1 +]> _ j]):1
p
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Bedeutet P eine primére reelle regulidre Zahl und sind
Py =06n+1, p, =6n,+1,...p, = 6n,+1

ihre reellen priméiren Primfactoren, so ist

<1+j> — <1+.}> (1+J\)<1+-]> :j”1+7’:+---+”v —_—]%
4 y

P P, Dy
Es ist also fiir jede primére reelle reguldre Zahl P
144 . P—G_—l vV
( P ) =7 ™)

4. Es sei a+0bj eine Zahl des ersten Haupttypus, deren
Coordinaten zu einander theilerfremd sein sollen, und p bedeute
die Norm von «~+bj; dann konnen wir

¢« =6a+1 und b =6p

setzen, worin « und B ganze reelle Zahlen bezeichnen. Daraus
erkennen wir, dass ¢+b eine primire reelle regulire Zahl ist,
welche zufolge der Congruenz

a+b=uaj (mod.a+bj)

zu a-+-0j relativ prim ist. Daher ist nach Gleichung (IIT)

(1)

Ein Fall ist hier noch ausgeschlossen, ndmlich der, dass
a+b =1 ist, weil wir das Zeichen

’ \ j:l ad-0—1 o,
(a+1.):(_1) = - <a+b]).
a-tbj, a+b

(&t”_f‘)
1
nicht definirt haben. Setzen wir jedoch fest, dass fiir jede be-

liebige Zahl a+bj
<a+b]) —q

1

sein soll, so besteht die obige Gleichung auch fiir a+6 = 1.
Diese Bemerkung bleibt auch fiir alle folgenden Gleichungen,
worin in einem speciellen Falle das Zeichen
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(a+ by )

1
zum Vorschein kommen konnte, in Kraft, so dass wir der Arbeit
enthoben sind, solche Eventualititen eigens zu behandeln.

Da nun
atl) (W=D (0 A=
<a+b “\Taxb /" \aro) T
”’U‘l = B (mod. 2), “_‘”% = a+B und
b)*—1
(“—+6)— = 2(a+B) (mod. 6)
ist, so folgt aus (1)
(t+b> —_ aj+ayat3
(\a+ bj/ — (—L)regerte. 2)
. . . ( 145
Dieses Resultat verwenden wir zur Bestimmung von atbj .
Es ist
(’ 1+j >( a+b> N <n+b+ (a+b)j>
\a—+ bj/ \a+bj) a-+bj
und, weil
(a+b)j=0b (mod. a+0by)
ist,

('1+j><a+b>:<a+2b> 3)

e+ bj/ \a+bj +by

a+2b ist wieder eine primire reelle regulire und zu a+6j
theilerfremde Zahl, so dass die Reciprocititsgleichung besteht

’

(L2 )T T () (1)

a+bj \t+2b a+2b

Nun ist
<(t+bj>_<b(j——2)>_(j——2>_('1+j>< j? )_
a+2b/ 7 \Na+2b/ " \a+2b/ " ‘a=42b/ \u+2b/

a4 20—1  (a+20)—1
:j 6 - [

9p_ 2__

w20l i2p wd (“L??_l; 2u+48  (mod. 6),
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also
a+bj>_ 2t
(\a+2b = (=1t ’
Somit ergibt die Gleichung (4)

((t+2b
i +bj

) — ( 1)13+A+,$}_1+1.

Aus dieser Gleichung und den Gleichungen (2) und (3) erhilt

man fiir das eharakteristische Zeichen <a1ﬂ> den Werth

+by

1+]> 4
(H,,J (=1)ij= (VI)

5. Ist «+bj eine Zahl des zweiten Haupttypus mit zu ein-
ander theilerfremden Coordinaten und p deren Norm, so ist a
reguldr und primér und zu a+b4j relativ prim. Durch Bentitzung
der Reciprocititsgleichung (III) erhalten wir somit

p—1 a—1 p—1 a—1 a*—1
a+bj e e
p)= 07 () =0T T
woraus sich weiter
a sl el el
— (—1) % G 2 6
<n+ b]) =1 J )

ergibt. Setzen wir
«=0a+1 und b =63+3,

so geht diese Gleichung iiber in

a B
__ = (— 1) iteg 2, 9
(\a+ bj> (=1 J (2)
Dieses Resultat bentitzen wir zur Bestimmung von ( +'7,)-
. a—+bj
Es ist .
( 1+j>( « ) o (’a+nj>
\a+bj/ \a+bj/ T \a+bj
und, weil

aj=a+0b (mod. a+bj)

ist,
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1+j> N\ <‘2a+b‘
<a+ bj (\a+ bj )= a+b.i) ®)
Hier ist —(2a+5) reguldr und primér; folglich ist

<2a+b>:< —1 >(——2a——b‘>: (_1)1’%‘ (14 2222 <a+bj)7

a+bj a+bi'\ a+hj 2a+ b,
also
2a+0b X <a+[)j\
= (=13 |
<a+ bj> = (=1 2[1—-&-/},) )
Nun ist
(b _ (o= 23)) _ ((Li)g?) ot e S
Sart) = \2axs ) = Csari ) =Y .
und da
2_
%2) 152a+45+4 (mod. 6)
ist, so findet man daraus
a+bjy e
<2a+b,) = (="

wonach sich aus der Gleichung (4)

’

20+ 0\ »
gy = 0

ergibt. Diese Gleichung und die Gleichungen (2) und (3) liefern
zusammen das Resultat

(145N ., 7
(\(H-bj-,) -7 (V1D

6. Bedeutet a-+6j eine Zahl des dritten Haupttypus mit zu
einander theilerfremden Coordinaten, so konnen wir

@« =6a+4 und b =653+3

setzen. Daraus erkennen wir, dass «+& reguldr und primér und

zU a-+bj relativ prim ist, und wir konnten auch hier das Zeichen
1ai
<_——:—b]]> auf dhnliche Weise wie bei den Zahlen des ersten und

zweiten Haupttypus bestimmen. Es ist ndmlich
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<1+j>(’ a+b>_ <'a+[)+(a+b)j>_ J(2a+ b))_
@+ bj. 72 at+dj —( a+bj /

\a+ bj
_( J \)( —1 )'—2a—1)>
T a+bj/ \a+bj < a+bj

In dieser Gleichung ist

J —1 >
(\(t+[)j> und (\a+ bj
bekannt, und die Zeichen
'a+b> /—2a~b>
ez 5 d ! P

lassen sich mit Hilfe der Reciprocititsgleichung (IIT) leicht be-
rechnen, da

a+b und —(2a+0)

reguldr und primér und zu «+6j theileifremd sind. Wir wollen
jedoch diesen Weg nicht weiter verfolgen, weil uns hier, nachdem
wir das charakteristische Zeichen von 1+ j bezliglich einer Zahl
des zweiten Haupttypus, deren Coordinaten zu einander theiler-
fremd sind, schon kennen gelernt haben, die Gleichung (IV) auf
eine viel einfachere und kiirzere Weise zum Ziele fiihrt.

Weil die Conjugirte einer Zahl des dritten Haupttypus eine
Zahl des zweiten Haupttypus ist, so folgt aus der Gleichung (VII)

( 1+) >: ek,
\+0j* ‘ !
denn es ist
a—bj* = a+b—bj = 6(a+L+1)+ 1+ {—6(p+1)—3}J.

Daraus ergibt sich
—1

L S (L) T
8 ) = ' : — ettt ;06
(\a—bjz _(\u—bﬁ) a—py — T

worin p die Norm von ¢+ 06 bedeutet, und da

})_
6

IE da+472 (mod. 6)

ist,
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1—j2 ) ,
. — IH1y22
(a—l;jz, = (=1
Weil nun zufolge der Gleichung (IV)
i g2
(1_+l><1 ‘7.>:1
a+0j/ \a—bj*

ist, so gelangen wir zu dem Resultate

<“1T+b73> = (—1)wtjre (VIII)
7. Wir stellen uns nun die Aufgabe, eine Gleichung aufzu-
finden, welche die drei fiir das charakteristische Zeichen der
Zahl 1+ j aufgestellten Gleichungen (VI), (VII) und (VIII) ersetzt.
Ist a+ b7 eine primére regulére Zahl mit zu einander theiler-
fremden Coordinaten, und setzen wir

« =06a+3p+1 und b =65+30,

50 ist p=6=20, oder p =0 und ¢ =1, oder p =5 =1, je
nachdem «—+6j dem ersten, zweiten oder dritten Haupttypus
angehort. Vergleichen wir nun die Gleichungen (VI), (VII) und
(VIII) unter einander und mit den entsprechenden Formen der
Coordinaten « und b, d. h. mit den Ausdriicken

6a-+3p+1 und 6f+35,

so finden wir, dass die Gleichung

1+ (o o Db s a2 S
L) — (— 1)t (etatl)dtots Jai20 D
()= ; ()

den Werth des charakteristischen Zeichens von 1+ j beziiglich
einer jeden primé#ren reguldren Zahl «+04j, deren Coordinaten
zu einander theilerfremd sind, darstellt. Denn ist p=6¢=0, so
erhalten wir aus dieser Gleichung die Gleichung (VI); ist p=0
und ¢ = 1, so erhalten wir die Gleichung (VII), und endlich
ergibt sich daraus fiir p = ¢ = 1 die Gleichung (VIII).

Die Gleichung (IX) gilt tibrigens nicht nur fiir primére
regulire zweigliedrige Zahlen «-+bj, deren Coordinaten zu ein-
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ander theilerfremd sind, sondern auch fiir alle primiren reguliiren
reellen Zahlen P; denn es ist in diesem Falle
P—1

6

B=p=0¢=0 und a=

woraus wir ersehen, dass unsere Gleichung unter dieser Voraus-
setzung in die Gleichung (V) tibergeht. Ja die Gleichung (IX)
bleibt, wie wir jetzt zeigen werden, flir alle primdren reguléren
Zahlen bestehen.

8. Beziiglich des Zeichens <1:-[)7) bleibt uns noch der

fl ]/
Fall zur Untersuchung fibrig, wo a+ b5 eine zweigliedrige primire
regulire Zahl vorstellt, deren Coordinaten nicht zu einander
theilerfremd sind. Ist P der grosste gemeinschaftliche Theiler
von ¢ und b, so konnen wir

a+bj = P(a,+b.j)
setzen, und es sind dann «, und b, zwei reelle ganze und zu

einander theilerfremde Zahlen. Da a¢~+bj primér ist, so konnen
wir stets auch P und «, 5,5 als primér annehmen und

P—=6n+1, a, = 6a,+35 +1 und b, =6f,+30,

setzen, wobei », «, und 3, beliebige reelle ganze Zahlen bedeuten,
wibrend p, und o, nur die Werthe O und 1 annehmen und nicht
gleichzeittig o, = 1 und ¢, = O ist. Unter diesen Voraussetzungen
ist nun zufolge der Gleichungen (V) und (IX)

1+

SV ) = (— 1M
A M
worin

o+ to+ DB +p +o=» und o +2p +n =7
gesetzt ist. Die Coordinaten von «¢+4j haben die Gestalt

a«a=6a+3p+1 und b =6p+30,

wo «, B, p und o dieselbe Bedeutung wie die entsprechenden
Grossen «,, B,, p, und o, haben, und es ist

p=2p01 9 =7
o= a,+n+3ns (mod. 6) und B = 3 +3ns, (mod. 6).
Sitzb. d. mathem,-naturw. C1. C. Bd. Abth. II. a. 39
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Setzt man ferner noch
pot(p+a+1)34+c+5 =2z und «+25 =13,
so findet man
2=z +ng (mod. 2) und 2 = % +3ng, (mod. 6),
also
3z+1= 3%+, (mod. 6),
d. h. es folgt aus der Gleichung (1) die Gleichung

AETANE .
((H—bj) = (=1

und das ist die Gleichung (IX). Die Gleichung (IX) gilt also fiir
jede primére regulidre Zahl a+6j.

9. Nachdem wir das charakteristische Zeichen der Zahl 1+
beztiglich aller priméren regulidren Zahlen ¢-+b; bestimmt haben,
ist es nun leicht, auch das charakteristische Zeichen der Zahl 3
beziiglich dieser Zahlen a-+4j allgemein zu berechnen. Es ist
némlich

8= (1+)(1—j*) = A+)%°
und daher zufolge der Gleichungen (I) und (IX)

3 L2 a4 r'+51'71 .
(a—i— bJ) —J (1)

worin p die Norm von a—+5j bezeichnet und die Grossen « und p
dieselbe Bedeutung wie in der Gleichung (IX) haben. Haben
auch B und ¢ wieder ihre frithere Bedeutung, d. b. setzen wir
auch hier

«=06a+3s+1 und b =6B+35,
50 ist

—1
P = 2at-f+-8(ao+ ) +47+25 (mod. 6),

und wir erhalten somit aus (1) fiir das charakteristische Zeichen
der Zahl 3 beziiglich einer priméren reguldren Zahl a+-b6j die
Gleichung
(2
\a+bj

> = (—1)ortGtDpts j 2340, (X)



Bicubisches Reciprocititsgesetz. 1343

II. Der bicubische Charakter der Zahl 2.

10. Es sei a+bj eine zweigliedrige Zahl des ersten Haupt-
typus mit zu einander theilerfremden Coordinaten, deren Norm
wir mit p bezeichnen wollen; dann konnen wir in der iiblichen
Weise

a«a=06a+1 und b + 60

setzen, Zur Bestimmung des charakteristischen Zeichens der

Zahl 2 geniigt jedoch die Eintheilung der regulidren primiren

Zahlen «+-bj in Haupttypen noch nicht, sondern wir sind schon

bei den Zahlen des ersten Haupttypus gendthigt, zwei Neben-

typen zu unterscheiden, je nachdem 5 gerade oder ungerade ist.
1. Es sei 8 gerade, also

@ =06a+1 und 6 =20 =65 = 12p.
Der Weg, den wir hier zur Bestimmung von (—2—> ein-
\a—+bj
schlagen, ist dhnlich dem Verfahren, welches wir zur Be-

1+
stimmung von <—+‘Z—.) angewendet haben. Wir gehen von der
a+bj

<1+j\-) « \‘)_ a—+aj"

a+bj/ <ft+ hi/ (a+bj,»)

aus. Aus derselben ergibt sich unter Beriicksichtigung der Con-
gruenz

Gleichung

aj=a+b (mod. a+bj)

’

(l-*—j \)( « ) _ (2(¢+[)} . (2(“4' /)’)”-)’

a+bj/ \a+bj/ " \a+bj a+bj
also
T+jN\  a \ _ [ 2 »(’a+ b
<a+ b}) (\u+ [)j,) - (\a+ [;j,) N+ [)7> M

0" ist durch 6 theilbar und daber ¢+ ¥ eine primére regulire
Zahl. Ferner ist

(A+)a=2(a+0) (mod. a+1bj),
89
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woraus man unmittelbar erkennt, dass neben 1+ 7, « und 2 auch
a+b' zu a+bj theilerfremd sein muss. Es ist daher

I p—1a4b'—1 p—1 1a+b—1
(a+l).>:(_1) - —(a+l)}> (—1) 7 (a(l 2J))_
a+bj a+ b a+l’

Nun ist

({O=270) _ (2 L () (1) - T

\ a+b L+ b a-+0'/ \Na+b'

also

( (t+b, 17‘—1 a+(’/.'—1 n (a—{—b;)z—l + zl+l:6'—1 )
=0T @)

In unserem Falle ist

I’Tzo (mod. 2), ””é a8 ud
Y
% =2(a+f) (mod. 6).
Somit folgt aus (2)
-+ bl) J— a-t+3'
<a+bj = (1) ()
Fiir das Zeichen <L> besteht die Gleichung (1) in der
a+bj
Nummer 5, welche hier die Gestalt
. “ y 2a
(Jt—f— bj) —J “
. . : 1+ o die Glei .
annimmt, und fiir das Zeichen (— haben wir die Gleichung
a+bj
(VI) gefunden, die hier in die Gleichung
1+ ) o
<a+b} s (5)

iibergeht. Die Gleichungen (1), (3), (4) und (5) ergeben zu-
sammen das Resultat

e (©)

a+bj
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2. Es sei B ungerade, also
a="06c«+1 und b6 =26'= 64 = 12p'+6.

In diesem Falle gehen wir von der Gleichung

<2a.+bj)_< 2 ><a+b’j> 7
a+bj /) \a+bj/ \a+bj ()

aus. Hierin ist

2a+bj ( a p=t azl el
= = (—1)¢ T 5 ©

a+bj 4D
Da nun
p—1 _ a—1__
g =1 (mod. 2) und 5=«
ist, so bekommen wir daraus
2a+b,/> L oy ,
<a+bj =(=1) ®)

Ferner ist

()= () PR L)

\a+bj a+bj \a+bj

und, da

p—1_ ,

= 2a+2F'+1 (mod. 6)

ist,

a+b{7'> . 3,+1( o > :

— ——j2u+2] . 9
<(t+bj J a—+bj )

Nun sei 3* die hochste in &’ enthaltene Potenz von 3; dann
ist v=1 und & hat die Form

b = 37(68,+3), (10)

wobei 3, eine beliebige reelle ganze Zahl sein kann, wihrend
nur den Werth 1 oder den Werth 5 haben kann. Zufolge (10) ist

o'>_<3v\c@+?
(\(H—bj - a+bj) a+bj (11)
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und gemiss der Gleichung (X)

( . > = (=17 (12)

a+bj

Ferner ergibt sich sowoll fiir ¢ =1 als auch fiir ¢ =5 unter
Beachtung der Gleichung (10) und Anwendung von (III)

6B, +2) 5,
<a+()j) = (=D

Demnach erhalten wir aus (11)

o ata raus
. — (—1)3+ 7293
(a—l— l)j) = (g (18)
Nach (9) und (13) ist
atbj) 934812423 F2 931 ~
: — (—1)"*d AT AN 4
<r1+bj) (=1 / (14)

und aus (7), (8) und (14) ergibt sieh

\
<a-fl)j) = (1)t Bbte, (15)

Da diese Formel ziemlich complicirt ist, indem man von
der Zahl a+bj die Grossen «, 3, £, B, und v zu bestimmen hat,
so wollen wir versuchen, dieselbe zu vereinfachen und einige
dieser Grossen hinwegzuschaffen. Am vortheilhaftesten wire es,
wenn man die Grossen B, und v aus der Gleichung (15) entfernen
konnte, weil diese Grossen erst durch eine verhiltnissmissig
weit gehende Zerlegung der Zahl { gefunden werden. Es ist in der
That auch moglich, diese Grossen wegzuschaffen. Es ist namlich

O =62 +3=238"(68,+¢
und daraus folgt

F1—Des :—1 :
7 T2 (16)

B = 3B+

Ist v=1, so erhilt man aus dieser Gleichung die Congruenz

g'=B, (mod.?2),
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und wenn man noch beachtet, dass
p=2p+1
ist, so gewinnt man in diesem Falle aus (15) die Gleichung
(’ 2
\a—+0j

)= (=1, an

Ist v> 1, so hat man zufolge (16)

B =383 +«(14+3+3*+...+3 )+ %1,
also
' =38p,+{1+3(»—2)} + ? (mod. 6)
und daraus ergibt sich sowohl fiir ¢ =1 als auch fiir : =5

' =3B,+3v+1 (mod. 6). (18)
Ferner ist zufolge dieser Congruenz

G vp+2 = +v2F+1)+2 =
= @2v+1)(3B,+3v+1)+v+2=33,+3 (mod. 6)

Somit erhalten wir aus der Gleichung (15) auch in diesem
Falle die Gleichung (17).

Wir haben also fiir das charakteristische Zeichen der Zahl 2
beziiglich einer Zahl a+bj des ersten Haupttypus mit zu einander
theilerfremden Coordinaten zwei Gleichungen (6)und (17)erhalten.
Die erstere gilt fiir den Fall, dass 5 gerade, und die letztere fiir
den Fall, dass B ungerade ist. Diese zwei Gleichungen lassen
sich jedoch leicht zu einer einzigen Formel vereinigen.

Setzen wir allgemein

a=0a+1 und b = 123464,

worin ¢’ nur die Werthe O oder 1 annimmt, so ist fiir jede Zahl
a—+bj des ersten Haupttypus mit zu einander theilerfremden
Coordinaten
2
wa+0j

> = (1) wtbte’ (XI)
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Denn diese Gleichung geht fiir ¢/=0 in die Gleichung (6)
und fiir o’=1 in die Gleichung (17) iiber. Die Gleichung (XI)
gilt iibrigens auch fiir den Fall, dass a+5j eine primére reelle
regulidre Zahl darstellt; denn in diesem Falle ist

b=p =d =0,

so dass wir fiir das charakteristische Zeichen von 2 beziiglich
dieser Zahl a+0bj aus der Gleichung (XI) den Werth 1 erhalten,
was gemiss der Gleichung (II) richtig ist.

11. Bedeutet a«+6j eine Zahl des dritten Haupttypus mit
zu einander theilerfremden Coordinaten und p deren Norm, so
haben « und b die Gestalt

a="06a+4 und b =65+3.

Zur Ermittlung des Zeichens ( 2 > sind wir auch hier
a+bj

wieder genothigt, die Zahlen a-+ 45 in zwei Gruppen abzutheilen,
die sich durch die Form der Grisse « von einander unterscheiden.
Die erste Gruppe enthiilt die Zahlen a¢+bj mit geradem o und
die zweite jene mit ungeradem .

1. Es sei « gerade, also

t«$=2d = 6a+4=120/+4 und 6 = 6p+3.
Hier fiihrt uns die Gleichung
( 1+j>< b >_ <b+bj‘
a—+bj/ \a+by/ a+bj)

zum erwiinschten Ziele. Weil

b= («+0b)] (mod. a+byj)

ist, so bekommen wir zunichst
( 1+j\)< b ) _ <(/1+2b)j> :]1%1 <a+2l)>
a+bj/ \a+bj a+bj ‘ a+bj

2)—6—;-155“_*_4‘854(&/4_5) (mod. 6)

und, da

ist,
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<a1—:_bj..]'> (a—fb]) = (e <“‘f[’j> ((%-‘-'-b—b]) W

Nun ist

@ +b=6(c/+p)+b, (2)
also —(«/+0) eine primére regulire Zahl und, wie die Congruenz
b(1+j)=2(+0b) (mod. a+0by)

sagt, zu «—+ b7 relativ prim. Wir haben daher

(a’+b> (—1 ) = k— a— > (— 1>‘”Gl 1+_——“ b 1)(r¢+1)]>
a+bj w—+bj ' +b/’

und weil

"g] =0 (mod. 2)

ist, so ergibt sich daraus

<a’+b>_<a+bj>__<b(j—2)> <2(1+;)>
a+bj) —\d+b/  \ d+b ' +b

also mit Beriicksichtigung der Congruenz

(a4 b)2—

5 —4(a +p+1) (mod. 6)

und der Gleichung (2)

a’+b) o
A« — sl
<a+bj —J :

Setzt man diesen Werth in die Gleichung (1) ein, so erhilt

man
<1+j_>< b >_<_])‘+ejd+2%+1{ 27> (3)

a+bj/ \a+bj \a+bj

Y
a+bj) "~
bestimmen. & ist eine ungerade Zahl, welche aber noch den

Jetzt handelt es sich noch darum, das Zeichen <
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Factor 3 wenigstens einmal enthélt. Es sei nun 3” die hochste
Potenz von 3, welche in b noch enthalten ist; dann ist

b=3"(63,+¢2),

worin ¢ entweder den Werth 1 oder den Werth 5 hat, wihrend
B, eine beliebige reelle ganze Zahl sein kann und v=1 ist. Wir

<a 'l[) b ) ( ‘+3 b > <6tJ"{'2' b s>
J ( .} U ]

Im vorliegenden Falle ist nach Gleichung (X)

3 ) e o
— vy (2341)
<a+ by (=1 ’

also

< b )Z(_Dv]‘v(z.’wn/%ﬁ)

a+bj \a+bj

Ferner findet man sowohl fiir e = 1 als auch fir e —= 5

6B, +<
<a+bj) =1
wonach wir
[/
— (1) (2341
<a+ bj) = (=1

erhalten. Fiir das Zeichen (ﬂl +J

noch den Werth

- bj/) liefert uns die Gleichung (VIIT)

1+-i>_ 332442
(a+bj = (=Y !

und die Gleichung (3) geht demnach iiber in

\

D)
- — (—1)e'+v v (@3+1)—2p41 :
(a.+ G j) (=D o &

Hier konnen wir wieder die Grosse v wegschaffen.
Fiit v =1 erbalten wir unmittelbar

((t-I—ij\) = (—1)*+152, (5)

/
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Ist dagegen v> 1, so gilt hier wieder die Congruenz (18)
der vorigen Nummer, wenn man darin 8 statt g/ sehreibt, d. h.

es ist
B=3B,+3v+1 (mod. 6). (6)

Somit ist
26 =2 (mod. 6) und v(2+1)—2p+1=3v—1 (mod. 6)

und wir erhalten daber auch in diesem IFalle aus der Gleichung (4)
die Gleichung ().
2. Es sei « ungerade, also

a=2d =6a+4 =124/'+10 und b = 6p+3.

In diesem Falle gehen wir von der Gleichung

<a+2bj>:( 2 ><a’+bj> 0

a+bj \a+bj/ \a+bj

aus und haben zunichst

22 k)
\a+bj /T \a+0bj =/ a+bj

Hier ist
1’%1;4a'+4p+5 (mod. 6),
mithin
'a+2bj>_ L ¢'+3+1'z'+a+2< b )
(a+l)j == / a+bj ®)

Wir setzen wieder
b= 3"(68,+¢),

wobei 3" die hochste in & enthaltene Potenz von 3 ist und ¢ ent-
weder den Werth 1 oder den Werth 5 hat. Dann ist 3, eine reelle
ganze Zahl und v =1, und wir erhalten aus der Gleichung (X)
unter den gegenwértigen Voraussetzungen

3* ;
— gV (25+1)
(a + bj> J ’

b >_—_j"(23+1) <_652+5>
\a4-bF a+bj

also
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und, da hier sowohl fiir e =1 als auch fiir e =5

(s

a+bj

( b _>_—_(_1)3cjv(es+n

a+bj

ist,

wonach die Gleichung (8) tibergeht in

<a+2bj
a—+bj

> = (— 1) B e ity @3,

Demgemiss nimmt die Gleichung (7) die Gestalt an

/ N

(2 )= oy,
Py g

Wir haben jetzt noch das Zeichen <£j_ﬂ> zu ermitteln.
a+bj

Aus der Congruenz

bj= —a (mod. ¢+ bj)

folgt
(a+(;]> < —d ) < 6a’—5> (— 1) = (1'+1)<u+b‘;>
a+bj a+bj, a+bj 6a/+5
_(__1) 5 (a+1)
und, da

p—1 =1 (mod. 2)

6
(({'+bj> Cqit1
— et
a+by

= 4(«'+1) (mod. 6)

ist,

Setzen wir diesen Werth in die Gleichung (9) ein, so er-
halten wir

Aus dieser Gleichung lassen sich die Grossen v und g, wieder
entfernen.
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Ist v=1, so ist
b =68+3 =3(683,+¢), also 3=p, (mod. 2)
und daher

9\
— (1%t s+1 42

Fiir den Fall, dass v>>1 ist, besteht wieder die Congruenz (6),
aus welcher man

B+14+v(2L+1)=35,+3v+1)(1+2y)+v+1=
=3B,+2 (mod. 6)

erhilt. Es ergibt sich daher aus der Gleichung (10) auch fiir
diesen Fall wieder die Gleichung (11).

Wir haben also fiir das chrakteristische Zeichen der Zahl 2
beziiglich der Zahlen «+0j des dritten Haupttypus mit zu ein-
ander theilerfrernden Coordinaten wieder zwei Gleichungen (5)
und (11) erhalten. Die erstere gilt fir den Fall, dass o gerade,
und die letztere fir den Fall, dass « ungerade ist. Setzen wir
nun allgemein

« =120'+6p'+4 und b = 65+3,

so dass im ersten Falle o/—= 0 und im zweiten Falle o/— 1 ist
so ersetzt die Gleichung

2 : raay s S

die Gleichungen (5) und (11) vollkommen, Denn diese Gleichung
geht fir /=0 in die Gleichung (5) und fir p/=1 in die
Gleichung (11) iiber.

12. Ist a+bj eine Zahl des zweiten Haupttypus mit zu ein-
ander theilerfremden Coordinaten, so konnen wir

a=12a'+62"4+1 und b = 12p'+3¢'+3

setzen, wobei g/ und o’ unabhéngig von einander nur die Werthe O
oder 1 haben, und es ist

a—bj* =a+b—0j = 12(/+3)+6(+d)+
+4—(128'+3d' +3)j
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eine Zahl des dritten Haupttypus mit ebenfalls zu einander theiler-
fremden Coordinaten. Setzen wir daher

a+b=wa, —b=10, a, =12 +6p{+4 und b, = 65,43,

wobei p! wieder nur den Werth O oder den Werth 1 haben soll,
so ist nach Gleichung (XII)

2 ) PR
— = )= (—1D)uFeht1y2
(a—b}’2 (—1) J
Nun ist

B, =d+1(mod. 2), «f = &+ ' +¢'d/ und p{ =7 +d (mod. 2),

folglich
[ 2
ka~—bj2

und da zufolge der Gleichung (IV)

2 N/ 2 )_
(\a+ b}) (a—l)jz =1
ist, so erhalten wir fiir das Zeichen (T[ﬁ) die Gleichung

\(
/2 ]
. ’Z'+ﬂ'+fa’ . .
(\a + b}) (=1 J (XIII)

13. Wir wollen nun auch flir das charakteristische Zeichen
der Zahl 2 beziiglich einer prim#iren reguliren zweigliedrigen
Zahl a+bj, deren Coordinaten zu einander theilerfremd sind,
eine allgemeine, fiir alle drei Haupttypen der priméren reguliren
Zahlen geltende Gleichung ableiten, wie wir dies beziiglich des

Zeichens <ﬁi> gethan haben. Setzen wir allgemein
i+ by

a« =124/ +6p'"+3p+1 und b6 = 12p3/+64¢'+30
in der Weise, dass fiir die Zahlen des ersten Haupttypus p —=¢ =0,
fiir jene des zweiten Haupttypus p = O und ¢ = 1, fiir jene des
dritten Haupttypus p — o = 1 ist und ausserdem ¢’ und ¢’ unab-
héngig von einander entweder den Werth 1 oder den Werth O
haben, so ist stets

z=/¢ (mod. 2) und =4 (mod. 2),
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wenn « und 3 dieselbe Bedeutung wie in den vorausgehenden
Nummern haben. Daher kénnen wir fiir die Gleichung (XI) auch
schreiben

9 \
“ —_ o535 [
((H- 1)]) =1 (Xl
und fiir die Gleichung (XII)
2 \
—_ 2'40's' 1,2 X
(a bj) = (—1) ¥l (XIT &)

Die drei Gleichungen (XIII), (XI «) und (XII «) konnen wir
nun durch eine einzige Gleichung ersetzen, und zwar durch die
Gleichung

<;¢+2_l)]) = (— 1) eHDFHEFY ' Ho+3) st deta)sis'togots  (XIV)

Man gelangt zu dieser Gleichung, indem man die Formeln
(XIII), (XI«) und (XII«) unter einander und mit den entspre-
chenden Werthen von p und ¢ vergleicht. Die Gleichung (XIV)
ist richtig, weil sie fiir p = ¢ =0 in die Gleichung (XI a), fiir p = 0
und ¢ = 1 in die Gleichung (XIII) und endlich fiir p—=¢=1 in
die Gleichung (XII «) tibergeht. Sie gilt auch fiir den Fall,
dass a+0bj eine reelle primire regulidrve Zahl vorstellt, weil die
Gleichungen (XI) und (XI«) auch fiir diesen Fall richtig sind.
Wir konnen auch noch zeigen, dass die Gleichung (XIV) fiir alle
priméren reguliren Zahlen «+ 637 bestehen bleibt.

14. Bei den bisherigen Betrachtungen iiber das Zeichen

( 2 ) haben wir noch den Fall ausgeschlossen, wo a-+b; eine
a-+bj

zweigliedrige primire reguldre Zahl vorstellt, deren Coordinaten
nicht zu einander theilerfremd sind. Es sei nun a4 eine solche
Zahl und P der grisste gemeinschaftliche Theiler von « und b;
dann kénnen wir

a+0bj = Pla,+b,j)

setzen, wobei «, und b, zwei reelle ganze und zu einander theiler-
fremde Zahlen bedeuten. Gleichzeitig mit «+6j kénnen wir stets
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auch P und «,+06,j als primér annehmen, so dass P, ¢, und b,
sich auf die Formen

P=12a+6v+1, « =12 +6¢;+3p,+1 und
= 12B|+60d|+30,

bringen lassen, worin », &) und B3| beliebige reelle ganze Zahlen
bedeuten, wihrend die Griossen v, ¢}, g;, o] und o, nur die Werthe
0 und 1 annehmen und nicht gleichzeitig p, = 1 und ¢, = 0 ist.
Unter diesen Voraussetzungen ist zufolge der Gleichungen (II)
und (XIV)

< 2 .>:(_1)«,.,J-)~,’ (D

a+bj
wobei

# = oy + (o + DB+ (o+1) 5[+ (o, +3)) o+
+(L+g +0) o1+ und 2 = g +5
gesetzt ist. Ferner ist

« = a,P und b =10,P,
also

a«=(12n+6v+1)(12a|+6p+3p, +1)
— 12(a 25} 0+ v )+ (8 oy )+ By 1 (m0d.24)
und
b= (12n+6v+1)(12p|+60,+30a))
= 12(f\+va|+no +v3,)+6(c; +v5,)+35, (mod. 24).

Die Coordinaten von ¢+ 067 haben die Gestalt
a =124 +6g+3p+1 und b = 12p'+64'4 30,

wo o', 3/, p, /, pund o dieselbe Bedeutung wie die entsprechenden
Grossen «f, B), ¢}, o}, p, und o, haben, und es ist zufolge der
obigen Congruenzen

g=p und ¢ =g; (2)
o« = e +vp +n+vp p| (mod. 2); )
5= B\ +vo|+ns, +ve,+va s, (mod. 2); b (8)

f= ‘J[+-vpl+/ (mod. 2) und ¢’ = g/ +va, (mod. 2).5

I



Bicubisches Reeciprocititsgesetz. 1357
Setzen wir ferner
2 =o' +(p+ D) +(0+1)0"+(p+0) ' +(1+p+0) g’ +¢
und 2 = g+,
so ist geméss der Gleichungen (2)
A= pyto =4 (4)
und aus den Congruenzen (3) findet man, wenn man beachtet,

dass die Grossen p), p,, ¢ und o, stets nur den Werth O oder
den Werth 1 haben und ausserdem immer

P19 = &4
ist, fiir = die Congruenz
z=z, (mod. 2). (5)

Die Relationen (4) und (5) sagen uns nun, dass neben der
Gleichung (1) auch die Gleichung

() = 1y

a+bj

besteht, und das ist die Gleichung (XIV). Die Gleichung (XIV)
gilt also fiir jede primére regulire Zahl «—+0j.

III. Der cubische Charakter der Zahlen 1+j und 2.

15. Die aus den dritten Einheitswurzeln gebildeten ganzen
Zahlen fallen mit den aus den sechsten Einheitswurzeln gebildeten
ganzen Zahlen zusammen, weil unter den sechsten Einheits-
wurzeln ausser den dritten Einheitswurzeln nur noch die Negativen
von den letzteren vorkommen. Daher treten in der Theorie der
cubischen Reste die ndmlichen Zahlen auf, wie in der Theorie
der séchsten Potenzreste, und man kann leicht aus dem bicubi-
schen Charakter einer Zahl in Bezug auf irgend einen Modul den
cubischen Charakter dieser Zahl in Bezug auf denselben Modul
ableiten.

Ist m = a-+0j eine regulére Primzahl, p deren Norm und »
eine beliebige, zu m theilerfremde Zahl unseres Systems, so ist

.. N n
nach der Definition des Zeichens (ﬂ) stets

A, mathem.-naturw. Cl. Bd. B. Abth. 1. a. 90
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21 7
n © E<_l> (mod. m),
m

und daraus folgt

Pr—1

2
— n
n® E(—) (mod. m).
m ’

Driicken wir durch das Zeichen
]
m
den cubischen Charakter der Zahl » beztiglich der Primzahl m

auS, S0 iSt demnach
m m

Diese Gleichung bleibt, wie man leicht erkennt, auch dann
noch bestehen, wenn m eine zusammengesetzte regulire Zahl
1

. 7 "
vorstellt und das Zeichen [ —] fiir zusammengesetzte Zahlen m
in derselben Weise verallgemeinert wird, wie wir das Zeichen
n . ..
<—> fiir zusammengesetzte Zahlen m definirt haben.
m

Zufolge der Gleichungen (1) und (IX) ist nun fir jede
primére regulire Zahl «—+ bf

1oas
wobei o und p dieselbe Bedeutung wie in der Gleichung (IX)
haben. In dieser Gleichung (2) ist die Bezeichnungsweise noch
etwas verschieden von jener, welche man in der Theorie der
cubischen Reste gewdhnlich anwendet, indem wir hier als Grund-
einheit eine primitive sechste Einheitswurzel anstatt einer primi-
tiven dritten Einheitswurzel genommen haben. Es ist jedoch leicht,
das Gefundene auf die gewshnliche Form zu bringen.
Bedeutet I die primitive dritte Einheitswurzel

—1+i\/3
2 )
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s0 ist
I=j*

und jede Zahl in der Theorie der cubischen Reste hat dann die
Gestalt «—+0L Driickt man I dureh j aus, so hat man

a+bl = a+bj? = a—b+bj = o'+ b/}

Ist @+-bI eine primire regulire Zahl und setzen wir in der
iiblichen Weise

@« =62+3p+1 und b =6L+35,
80 ist
o« = 6(a—P)+3(p—0a)+1 und &' = 68+30,

also zufolge (2)

1+J] —(—1)r—552(2x—3)+c—5
[m —-( 1)' J . (3)

Da

Jj= —1I?

ist, so ergibt sich aus (3)

l—IZ'J . )
T — Je—Bte0—9), 4
[a+bl I )
Aus dieser Gleichung findet man leicht den Werth des
Zeichens [i} Bezeichnen wir die Norm von «+bI mit p,

a+bl

80 ist
p = a*+b*—ab
und daraus folgt

”%15 0 (mod. 2) und %z 4+2p—2pf—a (mod. 3).
Weil ferner
1—I= —(1—1)1

ist, so hat man nach (4)

1—71
20 = et
[a+b]] =1 ®)

90%
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oder, was dasselbe ist,

1—I)_ 5 p
[(t+bI] =1 ©)
Fiir das Zeichen [m] erhilt man aus (4) und (5) den
Werth
e = [l [l =
= = [?i+s
a+b1 a+bIlla+0bl ’
also
3 1_ T
[u-{-b[J =1 )

Die zwei Gleichungen (6) und (7) stellen die Erginzungs-
sitze zum cubischen Reciprocititsgesetze dar.

16. Fiir das Zeichen [ 2 j liefert uns die Gleichung (XIV)

a+bj

den Werth

2
— j20+3)
[a+ bj] -/ @)

wo ¢ und ¢ dieselbe Bedeutung wie in der Gleichung (XIV)
haben. In dieser Gleichung kionnte man auf &hnliche Weise wie
in der vorhergehenden Nummer j durch I ersetzen. Wir wollen

jedoch dieses nicht ausfithren, weil das Zeichen

2 .
,M]’ worin
a+b] wieder eine primiire regulidre (nicht durch 2 oder durch
durch 1—1 theilbare) Zahl vorstellt, leicht mit Hilfe des cubischen
Reciprocititsgesetzes ermittelt werden kann, sondern wir wollen
die Gleichung (1) dazu beniitzen, um die cubische Reciprocitiit
zwischen der Zahl 2 und einer primiren reguliren Zahl «+ 61
nachzuweisen. In der Theorie der cubischen Reste nimmt néimlich
die Zahl 2 keine Ausnahmsstellung wie in der Theorie der
sechsten Potenzreste ein, sondern man kann hier ebenso gut von
dem cubischen Charakter einer Zabl in Bezug auf den Modul 2
als in Bezug auf irgend einen anderen Modul sprechen, weil die
um 1 verminderte Norm von 2, das ist die Zahl 3, durch 3 theilbar
ist und fiir jede ungerade Zahl a + 61 die Congruenz

(a+0IP*=1 (mod. 2)
besteht.
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Ist «-+0bj eine primére regulire Zahl, so dass wir in der
itblichen Weise

« =6a+3p+1 und b =62+35
setzen konnen, so ist fir p = ¢ =20
a+bj=1 (mod. 2),
firp =O0und 6 =1
atbj=1+j=j—1 =j* (mod.2)
und fir p = ¢ =1
at+bj=j=—j =j* (mod.2).
Es ist demnach stets
a+bj =720+ (mod. 2),
oder, anders ausgedriickt,

[a +0bj
2

] = j2C+9  (mod. 2). @)

Aus den Gleichungen (1) und (2) ersehen wir, dass

[ 2 ]_[a-{—bj]
la+ 051 — 2 |’

[_gi] . lﬂ+bl]
a+0I] 2

ist, wenn «+ 6] ebenfalls eine primire regulire Zahl bedeutet,

also auch
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