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Uber die conforme Abbildung einer Halbehene auf
ein unendlich benachbartes Kreishogenpolygon

von

Georg Pick in Prag.

Die Beziehungen zwischen der Gestalt eines Kreisbogen-
polygons und den Constanten der Differentialgleichung dritter,
beziehungsweise zweiter Ordnung, welche die Abbildung des-
selben auf eine Halbebene vermitteln, sind bisher noch unbekannt.
Man weiss zwar, in welcher Weise die Winkel eines »n-Ecks in
die Differentialgleichung eintreten; dagegen ist nichts dariiber
festgestellt, wie die 2 (n—3) iibrigen (Kreisverwandtschaften
gegeniiber invarianten) Bestimmungsstiicke von den in gleicher
Zahl verfiigbaren reellen Constanten der Differentialgleichung
abhingen. Die Ermittelung dieser Abhéngigkeit diirfte mit nicht
unerheblichen Schwierigkeiten verkniipft sein, und es scheint
mir desshalb gerechtfertigt, wenn ich im Folgenden eine Unter-
suchung, welche sich aber auf solche Polygone beschrinkt, die
der Halbebene unendlich benachbart sind, mittheile, da die Resul-
tate derselben eine bemerkenswerthe Form besitzen, von welcher
aus wohl ein Weg zu allgemeinen Gesetzen sich wird finden
lassen.

Da es sich zundichst nicht um moglichste Vollstindigkeit,
sondern um die Darlegung der Methode handelt, so bespreche ich
mit grosserer Ausfiihrlickkeit nur den Fall, dass die Begrenzungs-
bogen des Polygons einen gemeinsamen Orthogonalkreis besitzen,
indem ich allgemeinere Untersuchungen und Erweiterungen der
behandelten Problems kiinftigen Publicationen vorbehalte.
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1.

Die Differentialgleichang dritter Ordnung, welche die Ab-
bildung der positiven Halbebene auf ein Kreisbogen-n-Eck der
¢-Ebene vermittelt, hat bekanntlich die Gestalt
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in welcher [¢], die Schwarz’sche Differentialinvariante bedeutet,
4, <<a,<<...<<a, jene Punkte der Axe der reellen « sind, welche
den Ecken des Polygons entsprechen, und »,,7,,...7, in bekannter
Weise von den Winkeln A7, 2,7,... 2, des Polygons abhingen:
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Nimmt man nun an, dass das fragliche Polygon ein der
aw-Halbebene unendlich benachbartes Gebiet darstellt, dass also &
selbst von 2 unendlich wenig verschieden ist, so vereinfacht sich
die Differentialgleichung bedeutend. Denn die linke Seite der-
selben ist ein Differentialausdruck, welcher dadurch charakterisirt
ist, dritter Ordnung zu sein und zu verschwinden, sobald £ eine
lineare gebrochene Function von # ist. Ist nun £ von 2 unendlich
wenig verschieden und linear von x abhingig, so kann man

bekanntlich
&= w+c(a+Pa+2?)

setzen, wo. ¢ einen unendlich kleinen Parameter bedeutet. Bei
solchen infinitesimalen linearen Substitutionen ist also einfach
d3e

5 — U,

da?

oder wenn wir

— 7 setzen,

A3
T = 0.
Man darf also erwarten, dass sich die Differentialgleichung
in die einfachere Form

" = R()
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wird setzen lassen. In der That ergibt sich auch durch directe

Rechnung fiir
S = x4+

unter Voraussetzung eines unendlich kleinen ¢

[6]0 — T/’”,

wenn von hoheren e-Potenzen abgesehen wird. Hieraus ist zu-
gleich klar, dass in diesem Falle die 7; und s; unendlich klein
von der Ordnung von « werden. Wir setzen

7= &0k, S == Gy,

und erbalten demnach
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Diese Differentialgleichung ist direct integrabel und gibt

4= at ot gat 3)
—2 P’v (.’v——‘ft/) lg (m—ll/k)

_3s % (x—w)? g (—az),

worin «, f, v die Integrationsconstanten sind.
2,

Wir denken uns die Variable £ in derselben Ebene gedeutet
wie z. Die Grosse en gibt dann die unendlich kleine Verschie-
bung, welche der Punkt x vermdge der Abbildung erleidet. Wir
betrachten jetzt insbesondere die Punkte der reellen Axe und
denken uns die ihnen zugehdrigen Verschiebungen in reellen
und imagindren Theil zerlegt:

= u—+iv.

Der Punkt = der reellen Axe geht also tiber in den Punkt
mit den Coordinaten o+, v.
Irgend eine der Strecken zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Punkten «; geht in einen Kreishogen iiber, der von dieser
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. Bd. C. Abth. IL a. 92
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Strecke unendlich wenig verschieden ist, also einem Kreise an-
gehort von der Gleichungsform:

Y = htpa+v(@t+y?),

wo 2, ¢, v unendlich klein sind. Diese Gleichung muss befriedigt
sein, wenn fiir # @ +u und fiir y v eingesetzt wird. Dies gibt, da
v und v unendlich klein sind,

r = ).-I—‘U.;L'—i—‘/.'vz,

so dass sich die drei den Kreis bestimmenden Coéfficienten 5, p, v
unmittelbar ans dem Ausdruck entnehmen lassen, welcher v in
Function von 2 darstelit.

Um diese Darstellung zu erhalten, setzen wir, was offenbar
erlaubt ist, ¢ als reell voraus. Wir setzen ferner die drei Integra-
tionsconstanten «, {3, 7 gleich Null, da eine beliebige lineare Sub-
stitution (hier natiirlich eine infinitesimale) von £ noch freisteht.
Endlich denken wir die Logarithmen so normirt, dass sie fiir
reelle positive Werthe ihrer Argumente reell sind. Unter dieser
Voraussetzung ist » fiir alle 2, welche grosser als «, sind, gleich
Null. Beachtet man nun die Werthinderung, welche log (z—a;)
erleidet, wenn « von reellen Werthen, die grosser als a; sind, zu
solchen kleiner als @, durch die positive Halbebene iibergeht, so
ergibt sich, dass der Werth von v fiir die Strecke a;;,, durch
folgende Gleichung gegeben ist:

v T .
e Z {onle—a) +§ (@—a)*} 4)
h=k+4

Nach dem frither Gesagten sind hieraus die Bestimmungs-
stiicke des Kreises, welechem der dem Stiicke ., ; entsprechende
Bogen angehdort, leicht zu entnehmen.

Da die Strecken —oo«, und a,2 auf einen und denselben
Kreis transformirt werden sollen, so muss

Dianlr—a)+ 5 (@—a) =0 5)
h=1

sein. Es ist von vornherein klar, dass diese Bedingung damit
ibereinstimmen muss, dass die rechte Seite der Differential-
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gleichung 1), beziehungsweise 2) fiir # — oo in der vierten Ord-
nung verschwindet, was ja bekanntlich erfiillt sein muss, wenn
& = oo kein singuléirer Punkt sein soll. Man iiberzeugt sich von
dieser Ubereinstimmung auch leicht durch directe Rechnung.

3.

Es soll jetzt untersucht werden, unter welchen Bedingungen
die Begrenzungsbdgen des Polygons einen gemeinsamen Ortho-
gonalkreis besitzen. Ein solcher miisste, da einer der Kreise
nach der getroffenen Wahl der Integrationsconstanten mit der
reellen Axe zusammenf#llt, seinen Mittelpunkt jedenfalls auf der
reellen Axe haben. Ist nun

Y = bt pav(t+y?)
wie oben die Gleichung eines der Begrenzungsbdgen und
Pa*+y*)+0Qx+R =0
die Gleichung des Orthogonalkreises, so hat man
2Pi—Qu+2Ry = (,

oder, was dasselbe ist, es verschwinden simmtliche Determi-
nanten der Matrix von n Colonnen und 3 Zeilen, welche aus den
Coéfficienten A, p, v in den Gleichungen der Begrenzungskreise
gebildet ist. Statt dieser Matrix kann man mit Riicksicht aunf die
durch 4) gegebene Zusammensetzung jener Codfficienten auch
die folgende setzen:

= |
;2 |
JI - —g “/~‘+.‘°k ’ 6)

:;L Wg— o1y, Geto
Ausserdem muss die Bedingung b) erfiillt sein, welche aus-
sagt, dass die Summe der Glieder jeder Zeile von M verschwindet
Um die Matrix M passend umzugestalten, bezeichnen wir
mit 2, y, z drei willkiirliche Grossen und multipliciren M mit der
neunen Matrix
92
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Die resultirende dreireihige Determinante lisst sich sehr
einfach schreiben, wenn man folgende Bezeichnungen einfiihrt:

Tk

\Y_ & e \ —
Low—, =ple), Lox—a; q(2).
Man erhilt
1 .
— 5 1@
MN = p(@)—aq(a) ()

1 1
—ap(@)+5 @)+ 5 o,

in welcher Determinante die zweite und dritte Colonne aus der
ersten durch Ersetzung von @ durch y und z hervorgeht. Bedin-
gung 5) des vorigen Paragraphen ist bei der Umformung zu be-
riicksichtigen.

Wegen der Willktirlichkeit von w, y, z ersetzt die eine Glei-

chung I
MmN =

alle aufgestellten Bedingungen. Aber offenbar ist das Verschwin-
den der Determinante 7) gleichbedeutend mit der Existenz dreier
von x,y, # unabhingiger Grossen 4, B, C, welehe die Gleichung

1 . 1 . 1.
4 (72 or—ap () + 5 2¥q (@) ) +B(p@)—ag@)— 5 Cq(x)=0
fir jedes a befriedigen. Bezeichnen wir die ganze Function

zweiten Grades
4 1

- 2 S
TZ* aQ —B.?/ 2 C
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mit ¢ (), so ist somit

1 , .
3 2 V@) —p @) V(@) + @) (@) = 0.

Die Bedingung fiir die Existenz eines Orthogonal-
kreises ist also die, dass die Differentialgleichung
“I’J” 2[)(3')4’,4__2({((0\)&,120 8)

ein ganzes rationales Integral zweiten Grades besitzt.

4.

Man kann dem im vorigen Paragraphen entwickelten Resul-
tate eine noch zweckmaissigere Gestalt ertheilen, wenn man sich
einer invariantentheoretischen Schreibweise! der Differential-
gleichungen, die hier in Betracht kommen, bedient.

Zunichst kann man an Stelle der Differentialgleichung 1),
beziehungsweise 2) die Differentialgleichung zweiter Ordnung

30”+sp(w)-e°’—% g(@).¢=0

einfiibren, deren Coéfficienten so bestimmt sind, dass der Quo-
tient zweier Particularintegrale der Gleichung 1) gentigt. In dieser
Gleichung ist es zweckmnissig, dem Integral ¢ eineu bestimmten
Grad zuzuschreiben, und zwar den Grad

Zo,

.) h
&

g=1—

Fithrt man nun an Stelle von ¢/, ¢” entsprechend diesem
Grade die Grossen ¢, ¢, durch die Gleichungen

E S
¢ =g99=(1—5 2wy
"_. e, = Ev
o =gg— Po=" g5 =Py
Vergl. F. Klein, Gottinger Nachrichten, 1890, Mirz, oder Math,
Ann., XXXVIII, 8. 144, sowie meine Note, Math. Ann., XXXVIII, S. 139;

letztere bietet die fiir die Entwickelungen des Textes erforderlichen Schreib-
weisen und Gradbestimmungen.
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ein, so ergibt sich

p_(a?} +q<£)-(P:0. 9

w,—2 T 1T,

i

Andert man anderseits in der Gleichung 7) des vorigen
Paragraphen die Schreibweise in analoger Weise mit Riicksicht
auf den Grad 2 der Function ¢, wobei also zu setzen ist

V= 2¢,
V= 24,,
50 erhilt man
te—2 504 4 L0y o, 10)

also bis auf die Bezeichnung der unbekannten Function Glei-
chung 9). Demnach kann das Resultat des vorigen Paragraphen
so ausgesprochen werden:

Gehdrt zu der Gleichung

?2—2 ):];L_'(Pl + ETO;,SO =0

unter Voraussetzung eines von der Einheit unendlich
wenig verschiedenen Grades von ¢ eine Abbildung mit
Orthogonalkreis, so hat dieselbe Gleichung unter Vor-
aussetzung des Grades 2 von ¢ ein ganzes rationales
Integral; uud umgekehrt hat letzterer Umstand den
ersteren im Gefolge.

Hiebei ist, wie hier ausdriicklich erwihnt werden mag, still-
schweigend vorausgesetzt, dass die Werthe der «, g und 9
reell sind.

Man kann die Grossen «; und p;, also tiberhaupt p(z) als
gegeben ansehen und fragen, fiir welche Gestalt von ¢ der be-
handelte Fall eintritt. Zu diesem Zweck empfiehlt es sich ¢ in
zwei Theile zu zerlegen, einen bekannten ¢, und einen unbe-
kannten von der Form

Q(x)
T M(e—ay)’
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wo Q(2) ein Polynom (»—4)ten Grades bedeutet.! Die Gleichung
verwandelt sich dann in

und es handelt sich um die Ermittelung derjenigen (reellen) Poly-
nome w (), fiir welche diese Gleichung eine ganze rationale Auf-
losung zweiten Grades zuldsst. Besonders einfach gestaltet sich
das Kriterium fiir den Fall, dass alle Polygonwinkel, also alle 5,
untereinander gleich sind. Setzt man in diesem Falle

Aw—a) (v—a)...(v—a) = [ (@),

wo A eine beliebige Constante bedeutet, so kann man die Diffe-
rentialgleichung eiufach so schreiben:

(fi 9l =w.9"
und man erkennt, dass die algebraische Aunfgabe, auf welche
unser Problem fiihrt, in naher Verwandtschaft mit Untersuchungen
von Herrn Hilbert? steht; fiir 2 =4 herrscht sogar véllige Uber-
einstimmung,
1 Vergl. meine oben citirte Note.
Vergl. meine o. a. Note am Schluss.
3 Math. Ann., Bd. 28, S. 3811t

e



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database
Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der
Wissenschaften mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1891
Band/Volume: 100_2a
Autor(en)/Author(s): Pick Georg

Artikel/Article: Uber die conforme Abbildung einer Halbebene auf ein
unendlich benachbartes Kreisbogenpolygon. 1387-1395


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35709
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=184778

