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Uber die aus den vierten Einheitswurzeln
gebildeten primaren ganzen complexen Zahlen

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

(Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Juli 1892.)

Ich werde in der vorliegenden Mittheilung, in welcher
ich mich auf das Gebiet der aus den vierten Einheitswurzeln
gebildeten primédren ganzen complexen Zahlen beschréanke,
einige bekannte zahlentheoretische Functionen in der Weise
verallgemeinern, dass ihr Werth von der fiir jede von ihnen
besonderen Beziehung beeinflusst wird, in welcher ihr Argu-
ment zu einer vorgegebenen ganzen complexen Zahl steht,
einige auf diese allgemeineren Functionen beziigliche arith-
metische Relationen und Séatze aufstellen und sodann einer-
seits die Werthe von Summen ermitteln, welche dadurch ent-
stehen, dass das Argument einiger von diesen Functionen alle
priméren ganzen complexen Zahlen von der Form a+bi mit
einer die reelle Zahl # nicht tibersteigenden Norm durchliuft,
anderseits Summen von Werthen betrachten, welche bekannte
zahlentheoretische Functionen erhalten, wenn fiir ihr Argument
gewisse ausgewdihlte von den eben genannten complexen
Zahlen gesetzt werden.

§. 1. In den folgenden Zeilen wird durch Anfiigung der
Marke ’ an ein Summen- oder Productzeichen angedeutet, dass
dem Argumente der unter dem Summen- oder Productzeichen
stehenden Function nur jene von den ihm in der unmarkirten
Summe, beziehungsweise dem unmarkirten Producte zu-
kommenden Werthe ertheilt werden, welche zu einer vor-

gegebenen Zahl
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Vierte Einheitswurzeln:

e l)—[ pfl (p, = Primzahl; p, = p ,A=n)
1

theilerfremd sind, und es werden diejenigen priméren Theiler
einer ganzen complexen Zahl x, welche ste Potenzen sind,
mit £, ihre complementaren Divisoren aber mit d, bezeichnet.

Ist
v = H g+t (g, = Primzahl; ¢, = ¢, A =% 0=<:, < 5)
i

50 hat man die Beziehungen

- /|
L \1" 3 1)
:"‘7, m<’1) - L;i b (\/d—:

/
° 3
=0 ] f1+u@ )t || va, ) @re=y
1 1

wo das Product beziliglich 3 iiber jene Primtheiler g, von ¥ zu
erstrecken ist, fiir welche entweder

%, = 0 und [m, q,]=1
oder
(2, —1) 5+e, =0 und [m, qﬂ] =g,

ist, das Product nach ¢ aber tber alle tibrigen, und 7 die Anzahl
derjenigen von den zuletzt genannten Primzahlen ist, fiir welche
die Beziehungen

%, = 0O und [m, q}L] =1

bestehen,

~\/
ol (x) = }_, w(25)
Iﬁ

_ MDH {14+ ()}
1
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ANz
)‘5, m (x) = Z P (?1/)
t

G

/ -
=[] wig o] t1+0)1,
1 1 i

wo das Product beziiglich § sich auf alle den Bedingungen
[172, 9,]=4, und ¢ =0

genligenden Primfactoren von x bezieht,

’
)\’: o (x) = Z p(d.)

d

/ B
=[] w@ [e] f1+0a)1,
1 1 )

wo das auf ¢ beziigliche Product liber alle den Bedingungen
[, 9,0 =4, und o 6+¢ >1

gentligenden Primtheiler von » ausgedehnt werden muss.

Es hat demnach die zahlentheoretische Function

1, ,,(®) den Werth O, wenn x durch die ste Potenz einer
in m nicht enthaltenen Primzahl theilbar ist, oder einen Prim-
factor von m in einer anderen als der aten Potenz enthalt, den
Werth + 1, wenn x zu m theilerfremd und durch keine ste Potenz
theilbar ist, und den Werth (—1)®{%) in allen anderen Fillen,
p. (¥ den Werth O oder +1, je nachdem x einen in m
nicht enthaltenen Primfactor in einer hdheren, als der (s—1)ten
Potenz enthélt, oder nicht,

)\’ .. (®) den Werth O, falls bei der Darstellung von x durch
ein Product von Primzahlpotenzen ein Primtheiler von s mit
einem durch s nicht theilbaren Exponenten auftritt, oder auch
nur eine in #2 nicht enthaltene Primzahl mit einem Exponenten
versehen ist, welcher nach dem Modul 5 einer von O und 1 ver-
schiedenen Zahl congruent ist, und den Werth (—1)° in allen
anderen Fillen, wenn t die Anzahl der Exponenten von der

Form #3541 ist,
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A, ,, () den Werth 0O, falls bei der Darstellung von x» durch
ein Ploduct von Primzahlpotenzen ein Primtheiler von # mit
einem die Einheit {ibersteigenden Exponenten auftritt, oder
auch nur eine in ¢ nicht enthaltene Primzahl mit einem
Exponenten versehen ist, welcher nach dem Modul 5 einer
von O und 1 verschiedenen Zahl congruent ist, und den Werth
(—1)" in allen anderen Féllen, wo t die Anzahl der Exponenten
von der Form zs + 1 ist.

Speciell ist

P () =l () = (@)
)\5,1('1:) = )‘2’1(x> = )\5(}\5)
und hat
!
P‘;, m (Z) — )‘,1,1)1 (’1’) - Z P‘(dl)

d,

den Werth +1, wenn x gleich einer Einheit ist oder nur Prim-
theiler von m enthilt, den Werth O in allen anderen Fallen, und

7 -,
1, (@) = )‘1 m () = z P (\%>
den Werth +1, falls x eine Einheit ist, den Werth (—1)®®"™
wenn x durch kein Quadrat theilbar ist und nur Primfactoren
von 2 enthalt, und endlich den Werth O in allen anderen
Féllen.
Den angegebenen Formeln entsprechen offenbar folgende

Gleichungen

pi@ V1 U ()
L N 4 NG L N
PRI YT y W )
]\7(133) _. ]\7(}5) L ]\f(ﬁs)

;L— 2z =(00)
S‘ [" (}’) 5—\/ 1 —_ S‘ )\3, [ (~) 1)
T( S T( 438y J(~S
x:(-olc’)]\(i) ‘=_(‘00)AU ) ::ao)A(~>
Vor@ v _ 1 < o @
S NG =NG» T NG

Sitzb. d. mathem-naturw. Cl.; CI. Bd., Abth. II. a. 67



988 L. Gegenbauer,

aus denen man leicht folgende Sétze ableitet:
Die Summe

S‘ P's, n (d")

A
d

3

hat den Werth +1 oder O, je nachdem x zu w2 theilerfremd ist
oder nicht, und die Summe

Z’ o, <§1> w(dy)

den Werth O, wenn x keine ote Potenz oder durch eine (2o)te
Potenz theilbar ist, und ist in allen anderen Féllen gleich
(_l)ﬁj (\ct/.;)

Die Summe

hat stets den Werth + 1, wahrend die Summe

X
Z I'Lg, m (E) !”'(dl)
d, 1

gleich O ist, wenn x mit s einen gemeinsamen Theiler hat,
oder keine ste Potenz, oder endlich durch eine (20)te Potenz
theilbar ist und in allen anderen Fillen den Werth (—l)w(‘/x>
besitzt.
Die Summe
NE:
L Neaym t_ (%)
rG

3
3

hat den Werth 0 oder (—1)*%, je nachdem # durch ein Quadrat
theilbar ist oder nicht, und die Summe

DTN (@)
d,

den Werth +1 oder O, je nachdem x die ste Potenz einer zu m
theilerfremden ganzen Zahl ist oder nicht.
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Die Summe
50X

\ ? d [
N Ej {Jv [ -
/ 3 HL( ) \\V d:

da,

ist gleich O, wenn x durch ein Quadrat theilbar oder zu 7 nicht
theilerfremd ist, und gleich (—1)®*® in allen anderen Fillen,

wihrend die Summe
V') ¥
2o lam Z

den Werth + 1 oder O besitzt, je nachdem ¥ eine ste Potenz ist

oder nicht.
Nach den eben angegebenen Entwicklungen und Satzen ist

o= & (G)se

= P
Y=

1
T\" 1 iy
=(%) : den 0 (sl <1)

o " 1)
Ceoke ] {1 NG|

1

die Anzahl derjenigen Systeme von je » ganzen (gleichen oder
verschiedenen) Zahlen des Bereiches (1), deren grosster gemein-
samer Theiler durch keine anderen pten Potenzen als solche,
welche nur Primtheiler von # und die Einheit enthalten, theilbar
ist, und speciell

8= ¥ (5s)e
x=(n)

die Anzahl detjenigen unter den U’ (1) ganzen complexen Zahlen
(2,25, -0, 2] (& = (), \=1,2,. .,7), welche keine anderen
Primtheiler als m besitzen, es bezeichnet

III'T, Py M (u) - Z F"n ps <1\;%¥>> P‘s, m(x)

x=(n)
T 1

=(%) con L] {1 — \7(1’9)} e !
1

67>
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wo ?,.,F(n) die Anzahl derjenigen Divisoren aller grossten
gemeinsamen Theiler von je 7 Individuen des Complexes (#)
vorstellt, welche pte Potenzen sind, die Anzahl derjenigen von
den eben genannten Divisoren, welche zu m theilerfremd sind,
und es bestehen die Relationen

NN
o TN
;\‘:(\r"/ﬂ)

S () =
5/_| ", pm 7 [:, m( ) 7 ('(”>
p=(7) NG

Z Do (N( )) o @) = 8., (1)

o

r=(/7)

Yoy e =00

ESCELWE

/ -
S—\ Q"r,p,m < - o > = 9[1 (77}

~ N(x")
x= (/)

Y\’ 7 N
- Q’r, By (W) h () = '81', m (1)

a=(n)

v ’ll

/_‘J_ Qr,p,m V( )) ERWY (H)
x=(V7)

. 1
Z y ,r:nz(]v( o))fgm( )—-P1 a(ﬂ)
1—(\/11)

oy < " ) N—TP
- q-)r,p,m _]\T—(xf‘—) )‘5,,,,,(;1') _Pﬂ‘,ps (71}

A'=(\p/7)

W y <—i—>) D)=V, ...
A'PJ e N(x‘°) ¢( ) -hlﬂ,m( )
1=(\/F)
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Q) = Y‘%(vm>ﬁm@

x=(n)
. 1
SEn) Ly | q >
. (71;\7 . 1 1\/(]7;‘ )5 e nr—-i—
T \4 ¢ L, "
WO (1) die Anzahl derjenigen 7-gliedrigen Systeme des

~: py L
Complexes (n) vorstellt, deren grosster gemeinsamer Theiler

die pte Potenz einer zu m theilerfremden Zahl ist.
Die eben aufgestellten Formeln fiihren zu folgenden Sédtzen:
Der grosste gemeinsame Theiler von # ganzen complexen
C(p) Liyp,, (1)

Zahlen der Form a+bi hat im Mittel o Theiler,

welche zur ganzen Zahl s theilerfremde pte Potenzen sind.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame
Theiler von » beliebig herausgegriffenen ganzen complexen
Zahlen der Form a+b:i durch keine anderen pten Potenzen
theilbar ist, als solche, welche nur die Einheit und Primfactoren

"

Cre) Lip's,, (1)

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame
Theiler von » beliebig herausgegriffenen ganzen complexen
Zahlen von der Form a-b: keinen von den Primzahlen
Pis Pas -+, P, verschiedenen Primfactor besitzt, ist im Mittel gleich

m”

’C‘(W (m =p, Py, -P)-

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame
Theiler von » beliebig gewdhlten aus den vierten Einheits-
wurzeln gebildeten ganzen complexen Zahlen die ste Potenz
einer durch die Primzahlen p,, p,,..., p_ nicht theilbaren ganzen

DLe T L.
tL, VI N

Mit Hilfe der Gleichungen 1) zeigt man ferner, dass

/ /_;

O, 5, m(¥) = 51 A, ( yikd

T Ve

jenigen von den Theilern der ganzen complexen Zahl x, welche

von e enthalten, betragt im Mittel

Zahl ist, betrdgt im Mittel

) die Differenz aus der Anzahl der-
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(po)te Potenzen sind, angibt, deren complementdrer Divisor ent-
weder zu e theilerfremd und durch keine ste Potenz theilbar,
oder gleich der sten Potenz eines Productes einer geraden
Anzahl von verschiedenen Primfactoren von sz multiplicirt mit
niedrigeren Potenzen von in m nicht enthaltenen (anderen)
Primzahlen ist, und der Anzahl derjenigen unter ihnen, deren
complementdrer Divisor das Product aus der sten Potenz einer
aus einer ungeraden Anzahl von Primtheilern von # zusammen-
gesetzten, durch kein Quadrat theilbaren ganzen Zahl und
niedrigeren Potenzen von anderen Primzahlen ist,

ﬁp, @ = 21 v, (d;) die Differenz aus der Anzahl der-
dg 3

jenigen von den Theilern der ganzen complexen Zahl x, welche
ste Potenzen sind, vorstellt, deren complementérer Divisor ent-
weder zu m theilerfremd und durch keine (ps)te Potenz theilbar,
oder gleich der (po)ten Potenz einer durch kein Quadrat theil-
baren, aus einer geraden Anzahl von Primtheilern von
gebildeten ganzen Zahl multiplicirt mit niedrigeren Potenzen
von anderen Primzahlen ist, und der Anzahl derjenigen unter
ihnen, deren complementérer Divisor das Product aus der (po)ten
Potenz einer aus einer ungeraden Anzahl von nur verschiedenen
Primfactoren von m zusammengesetzten ganzen Zahl und
niedrigeren Potenzen von anderen Primzahlen ist,

, S (%) die Difrer y
(g, 5 m ) =/ b t—r/ die Differenz aus der Anzahl der-
t \“p

jenigen von den Theilern der ganzen complexen Zahl , welche
pte Potenzen sind, darstellt, deren Basis entweder zu 2 theiler-
fremd und durch keine ste Potenz theilbar oder gleich der sten
Potenz einer durch kein Quadrat theilbaren, aus einer geraden
Anzahl von Primtheilern von m zusammengesetzten ganzen
complexen Zahl multiplicirt mit niedrigeren Potenzen von in m
nicht enthaltenen Primzahlen ist, und der Anzahl derjenigen
unter ihnen, deren Basis das Product aus der sten Potenz einer
aus einer ungeraden Anzahl von nur verschiedenen Primtheilern
von m gebildeten ganzen Zahl und niedrigeren Potenzen von
anderen Primzahlen ist,
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! o\
3o, 5,m(¥) = Z A (l;\, die Differenz aus der Anzahl der-
15 3/
jenigen von den Theilern der ganzen complexen Zahl x, welche
pte Potenzen sind und einen complementéren Divisor besitzen,
welcher das Product einer aus nur verschiedenen Primtheilern
von m gebildeten ganzen Zahl und Potenzen von anderen Prim-
zahlen mit Exponenten von einer der Formen %5, %3+ 1 ist,
bezeichnet, bei denen die Anzahl der Exponenten der zweiten
Form gerade ist, lber die Anzabl derjenigen unter ihnen, bei

denen dieselbe ungerade ist,
VW),
&, 5 m(¥) = 2 P‘p(‘;) die Differenz aus der Anzahl der-
tg \ Fap
jenigen von den Theilern der ganzen complexen Zahl x, welche
pte Potenzen eines Productes einer aus nur verschiedenen Prim-
theilern von  gebildeten ganzen Zahl und Potenzen von
anderen Primzahlen mit Exponenten von einer der Formen
43, 75 +1 sind, bezeichnet, bei denen die Anzahl der letzten
Exponenten gerade ist, liber die Anzahl derjenigen unter ihnen,
bei denen dieselbe ungerade ist,

! -
. A\ ¥\ . o .
- G71”(:»') =), Ao (z‘—/ (4,) die Anzahl derjenigen Theiler
t 3/
der ganzen complexen Zahl x vorstellt, welche pte Potenzen
sind und einen complementdren Divisor besitzen, der durch
keine andere ste Potenz theilbar ist als eine solche, deren Basis

nur aus der Einheit und Primfactoren von 1 zusammengesetzt ist,
L

!/ -
My @) = Z (1.3(\—24) 1.(d) den Uberschuss der Anzahl der-
jenigen unter degTheilern der ganzen complexen Zahl x, welche
Producte aus der sten Potenz einer aus Primtheilern von 2
gebildeten ganzen Zahl und von Potenzen von in m nicht ent-
haltenen Primzahlen mit Exponenten von einer der Formen
%3, %3 + 1 sind, bezeichnet, bei denen die Anzahl der Exponenten
der zweiten Form gerade ist, iber die Anzahl derjenigen unter
ihnen, bei denen dieselbe ungerade ist.

§. 2. Von den zahlreichen Relationen, welche fiir die eben
erbrterten Functionen bestehen, mogen hier die folgenden
angeflihrt werden:



994 Lo AT S

X o3 )1 (d) =1 (V/F)

4,

Zap,a,m«z SR e

ps

ZI By (7) 4@ = 1 (V/7)

pr )—.J @)
Z To, s m (1 )PL< >: b (/%)
d,

Z { m( p) "(t)——P«pd(’U)
2 3,3 '—\U(t)'—)‘p@)

s \:
D @ (2 )=
) LT =N ()
T\
€00, m | 3 | I(fps) = 1 (%)
zZ g \tp) *’

\ 5 d i :)\/- m ’ -._
L Cemm (@) <d1> L (N %)

d,

Z - H =)

E N, (@ 1)!*( >_)\5,,,,(x)

2 % m(d)up( ) ZB ,,l(d)xp( /:>:3'(1)

dg ,

je nachdem x zu m the11e1f1emd ist oder nicht,
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Y, (£)= !
? { 3, m 1))\93 < > - d bp, 3,0 <d|) s z - 30’

je nachdem x die pte Potenz einer zu m theilerfremden ganzen
Zahl ist oder nicht,

) =1
2t @) iy |7 ) = o,

je nachdem x die (ps)te Potenz einer zu 1z theilerfremden ganzen
Zahl ist oder nicht,

W ¥\ ((—1)pw
%_J Cp, 3, L (dl) I"‘p (71) —_ % 0

)

je nachdem x die ste Potenz einer zu m theilerfremden, durch
kein Quadrat theilbaren ganzen Zahl ist oder nicht,

_.v 0,
d,
je nachdem x zu e theilerfremd und durch kein Quadrat theil-
bar ist oder nicht.
Aus den eben angegebenen Gleichungen ergeben sich
folgende Relationen

-y "
Z ,Dl". S, (W) BPV 3, m (x) - QP‘ :(“)

x=(n)

P
,v:/'le) Cre N@)/ Ton @) = W, o, (1)

A} o\

L Q"vP (W) Op, 3, m. ('1'> = Qv‘, 3, (1)
X = (i)

1
)

,
I

L ( N p)> ) = v o <_N%c°)> SNC)

(")

A

D’r,pc,m <ﬁ> €, 5,m (¥) = Z /i (V( >> o (%)

&
i}
<

)
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Y w(p)eam= X Vel ue

=(\p/ﬂ) A‘=(\r;/;l_)
- 7 » n
o <—‘> O 5ym (¥) = v TP,y 1L <—‘> A (x
2 Ny Z e\ )
A ” 1¢ - -~
Z 81 m<N() P“(ﬂ’) Z A (N(x)) qs,nz(:‘)
a=(n) v =(n)
i - = ) ( 1 ) ,
» Z o (p,a,m([”“l; oy "'1']) — 4; A N(xp) Mg, 1u(:L>
BB ey By = e (YT
= 1—2(;’) ‘81 [ (N (’L)) p,:r m (Af)
_ [mn\" L(r p)L,pgo,p(1iz) -
- (4) (Voc)L,Mm’P +e "”
, o[ n
Z ep,s,ﬂl([zlygz)' .,Z,-:D — Z S*)I ( v p))‘ls,m(ﬂ")
By Ry %y = () [ A(’Y)
h~2 Yy 1’:(\/1—1)
= Z 8 ( 7 ) p,s,ﬂl(ﬂ:)
A C)
_ [(mn\" C(7p0) Lyys©rps (1)
_<4> L) Lgme i

Die letzten zwei Relationen liefern die Theoreme:

Unter denjenigen primdren Divisoren des grossten gemein-
samen Theilers von » beliebig herausgegriffenen, aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen complexen Zahlen,
$p) Lyp 3, ()
{(rps) Lyg,m™®
mehr solche, deren Basis entweder zu m theilerfremd und durch
keine ate Potenz theilbar, oder gleich der aten Potenz einer
durch kein Quadrat theilbaren, aus einer geraden Anzahl von
Primtheilern von m zusammengesetzten ganzen complexen Zahl
multiplicirt mit niedrigeren Potenzen von in m nicht enthaltenen

welche pte Potenzen sind, gibt es im Mitte]l um

1
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primzahlen ist, als solche, deren Basis das Product aus der
sten Potenz einer aus einer ungeraden Anzahl von nur ver-
schiedenen Primfactoren von 2z gebildeten ganzen Zahl und
niedrigeren Potenzen von zu derselben theilerfremden Prim-
zahlen ist.

Unter denjenigen primaren Divisoren des grossten gemein-
samen Theilers von 7 beliebig herausgegriffenen, aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen complexen Zahlen,
welche pte Potenzen eines Productes einer nur aus den Prim-
zahlen p,, p,,..., p. gebildeten ganzen Zahl und Potenzen von
anderen Primzahlen mit Exponenten von einer der Formen 23,
%3 4+ 1 sind, gibt es im Mittel um

C(rps L,Q- 1

mehr solche, bei denen die Anzahl der Exponenten von der
Form =5 -+1 gerade ist, als solche, bei denen dieselbe un-
gerade ist.

Zum Schlusse dieses Paragraphes will ich noch zwei Aus-
driicke fiir die Anzahl derjenigen Primzahlen des Complexes (1)
angeben, welche zu einer gegebenen Zahl m theilerfremd sind.

Die zahlentheoretische Function o/(¥) habe den Werth O,
wenn & eine Einheit ist, oder einen Primfactor in einer hoheren
als der zweiten, oder mehr als einen Primtheiler in einer
hoheren als der ersten, oder endlich einen Primtheiler von 2
in einer hoheren als der ersten Potenz enthilt, es sei ferner

o @) = (=D f(p)),

wenn x den zu 2 theilerfremden Primfactor p, in der zweiten,
alle anderen aber in der ersten Potenz enthdlt, endlich

,1/ (1) — (_1)6, () +1 Z f(P).)
2

wo die Summation tliber alle zu 2 theilerfremden Primfactoren
von x auszudehnen ist, wenn # durch kein Quadrat theilbar ist.
Fiir die so definirte Function hat, wie man leicht findet, die
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tber alle Theiler d, der ganzen complexen Zahl x ausgedehnte
Summe

\'

.2 (@)

d
den Werth f(¥) oder 0, je nachdem x eine von den Primtheilern
von #m verschiedene Primzahl ist oder nicht, und demnach ist
\ ( ) )f,
L, Um) " @

e
= (n)

gleich der Summe der Werthe, welche die Function f(r) an-
nimmt, wenn ihr Argument alle zu m theilerfremden Prim-
zahlen des Complexes () durchlduft und

MR (NZ@ )% @)

/s
b

X

die Anzahl dieser Primzahlen, wenn mit o} (¥) diejenige specielle
Function «/(¥) Dbezeichnet wird, fiir welche die obigen
Gleichungen in die folgenden libergehen

ol (x) =0

o) (v) = (=1

) = (— )P+ ),
wo @' (x) die Anzahl der zu m theilerfremden Primtheiler von x

bezeichnet.
Beachtet man, dass wegen der durch die Gleichung

M) = A@A()

ausgedriickten Eigenschaft der zahlentheoretischen FunctionA(x)

O M@’ (w) _ A(x) y
2 V@) L2, V) & V(ps)

ist, wo die Summation beziiglich p iiber alle zu : theiler-
fremden Primzahlen im Gebiete der aus den vierten Einheits-
wurzeln gebildeten ganzen complexen Zahlen auszudehnen ist,
so erkennt man, dass
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y (\/ ])\(dz)‘”,(d ) = o (x)
ist, und demnach hat man die Beziehung

> s aem = — Y o e,

L
r= (n)

welche eine Verallgemeinerung einer bekannten Relation des
Herrn Bugajef vorstellt.
§. 3. Ist

N fdy (V’ * = Fe

d

3

2
Z Ft)y (ti) = F,(»,
t

3

so besitzt offenbar in der Summe Z F(x) die Function y ()

den Coéfficienten r=(n)
n o \ )
F, (A’(}")) = Z S,
= M.y“))

-
wihrend in der Summe 3 F,(x) die Function f(») mit dem
e

Factor r=m

n _ \ .
Fy <m> = /A=
= A'(_\"))
behaftet ist. Man hat daher die Gleichungen

DW= Y Ry

A=) V= (\a/ )

2 EO= Y Ryl o

r=w v=(Vn)
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Besonders interessante Resultate ergeben sich aus diesen
allgemeinen Formeln, wenn eine der Functionen f(x), 4 (¥) oder
beide Factoren enthalten, welche den Werth +1 oder O haben,
je nachdem x eine eventuell fiir jeden von ihnen verschiedene
Eigenschaft besitzt oder nicht, in welchem Falle F,(s), be-
ziehungsweise F,(s) gleich der Summe der Werthe wird, welche
der complementdre Factor von f(x), beziehungsweise %(x)
annimmt, wenn sein Argument alle Individuen des Bereiches ()
durchlduft, denen die erwdhnte Eigenschaft zukommt. Von den
zahlreichen hieher gehdrigen speciellen Féllen mdgen in dieser
Mittheilung nur zwei besonders behandelt werden.

Es sei zundchst f(¥) gleich dem Producte aus f,(¥) und
der die Theilerfremdheit des Argumentes zur ganzen Zahl m
charakterisirenden Function; alsdann wird F,(s) gleich der
Summe fi,,,(s) der Werthe, welche die Function f(¥) annimmt,
wenn ihr Argument alle zu s theilerfremden Individuen des
Complexes () durchlduft und speciell fir f(¥) =1 gleich der

Anzahl
Moo <ﬁ> u.(d)

- d
d

dieser ganzen Zahlen, wo, wie in den folgenden Entwicklungen,
die Summation bezliglich 4 {iber alle Theiler von m zu
erstrecken ist, und es ist

Flx) = Z NACAY, <\/ dl> = X0 (x)

a0 s

3

R =) Aty ()= X

!

B = ) 1) = X0,
x = (n)

falls 4 (¥) nicht fiir alle zu m nicht theilerfremden Werthe von x
verschwindet, wahrend fiir

1) = %)) 4 @)
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)szKth(\7§J::AL@)
Fr)=<(14 s

|

die Beziehungen

P

O

| Z Ji () 1y (;7> = X, (%)

Fi(x):} s
lo

B = ) 70 =X"@

L
x=(n)

bestehen, je nachdem # zu m theilerfremd ist oder nicht. Man
hat daher die Gleichungen

) . 1
Z 1‘{;/”) (,15) = Z _fl, mn <ms—)> X (_,V) 2)
x=(n) y= (\‘7;)
. /
Yxrw= Y X(gplher 9
x=(n) )’=(\7H)
2l o/ 7
E-, X, (x) = Z 1,m (‘N(—yq)> {1 (_J’) _1')
X = () y= (\7;)
N Y
Yrm= Y xm(yt) ao, 5)
x=(n) y= (\71;)

deren erste-und dritte fiir f;(x¥) =1 folgende Form erhalten

D xm@= Y w(gi) k@)

e

F= =(Vu),a

Y xm= Y (2 at(N(ZTO)Md))x.(y).

g, —
y=/u)
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Berticksichtigt man, dass
TS !
A =7 +=\Vs (=<

ist, so kann man die letzten zwei Gleichungen auch in folgender
Weise schreiben

’ ZACO NN / ()
()
E;\XJ ) = 4m L—* N(y? )+A ¥
r=m) =t
T x, == §Y () 7
/_(,.‘&(’1)— 4m 4(—‘ N(J >+A 7
ar=m)
)
__mmylm N 20)
A= — 4m ya . N(J”)+
v =(00)—(\/ 1)
-~ N 1p(d)/()) o _
+\/1 Z K rd (Jeg [ <1)
y:(\?ﬁ),«d
__ mnp(m) A A E))
h=——0"" L Nyt
1':(00)"‘(\/“)
- v/ < Sd.m l"'(d> A|(}’>>
+\/n =
L L
— (i)
ist.

Es sei ferner f(x) gleich dem Producte aus f,(x) und der-
jenigen Function, welche die Theilerfremdheit des Argumentes
zu m und Uberdies dessen Nichttheilbarkeit durch eine pte
Potenz charakterisirt; alsdann wird F,(s) gleich der Summe
Jo,m(s) der Werthe, welche die Function f,(¥) annimmt, wenn
ihr Argument alle zu m theilerfremden, durch keine pte Potenz
theilbaren Individuen des Complexes (s) durchlauft und speciell
flir f,(x) = 1 gleich der Anzahl

1

Qé’“')(s) Z{}(% (2, +Bs log s)s*
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der eben genannten ganzen complexen Zahlen, und es ist
¥ RE
Fw = Y @ sy |\ ) = xm
dS

—/

R0 = 2w @ A0y () =X

t

@)
i)
und der zu dieser Function complementire Factor von y(x)
gleich y,(%), so hat man die Beziehungen

falls y(x) den Factor nicht besitzt; ist dies aber der Fall

S @A) 7 ) = x
pg ) 2 I V) = X

0

| 2w A (5)= X

lo

je nachdem x zu m theilerfremd ist oder nicht. Es bestehen
daher die Gleichungen

Fx) =

Z X:'t’”)(ﬁf) = ‘ f:_Z,m <7\7( >> A()’) 8)
= D

N Xy = Z Xyt v ) 9)
x=(n (\c/ )

D X = Z Fon (x5 10)
x=(n = (\71—;)

\_‘I X—/ — 2, ( >

(*) = X an) ; 1" , 11)
a=(n, y= (\/")
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CI. Bd., Abth. II. a. 68
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deren erste und dritte fiir f, (¥) =1 folgende Form erhalten

Tm) (4 — SN(m) n . 4
Y xmw= Y o(yis)uo 12)

x =

y=Wn)

_ () N\ £ ()

5 +4
@)L 2, NO) T
Y\’ / — v, m) < )
Q)Xa@)— 2. S oe) 0O 13)
x={n y:(\s/ﬁ)

_mnge(m) Y /1()’)

— +A,’
4¢(p) Lyt ):‘/—’ N() *
wo
A — i, (1) R 1
S — T . Ny .. . T3
4C(p) Ly — N
T oy=(eo)— (V)
) o
+ /. (2y+By(log 2—s log N(3)) \/ i (T/) 7 (¥)
»=(77)
A = — g, (1) SW’ /71_(}_;) .
At Lom® = N0
y={c0)—(\/ 1)
N , o/ n
+ Z;‘ (2y+ By (log n—s log N(3)) \/mj—/a5 1(3)
y=7u)
ist.

Es sollen nun durch Specialisirung der Functionen f,(x)
und vy (x), beziehungsweise y,(r) bemerkenswerthe zahlen-
theoretische Relationen und Theoreme ermittelt werden.

Setzt man in den Gleichungen 6), 7), 12) und 13) speciell

1 (%), beziehungsweise y,(v) = w.(x),
50 wird
X0 =p, (), X0 =p,(), XIW() =n1, (@)
X! =, (),

s,
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und man hat daher die Formeln

/
\ u., (v)

‘ i) w(m)m’!

m, = o0 W) L(3)L.p,(m) 14)
N b @)= U B log ) \/7
L(‘; Vo) = 7 mZ(s) L, (2 +Bu logn) \/n

A=

@)
L T‘:, n * .

]]m XY= _ 'fr:(”l)

=00 Q((ll) - '22(3>L§1”3
N/
Noa,w 1

]imu=oo X =) i = . _

A(12) {*(5) L2

aus denen sich folgende Theoreme ergeben:

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebig herausgegriffene
zur ganzen complexen Zahl m theilerfremde ganze Zahl von
der Form a+0i durch keine ste Potenz theilbar ist, betrdgt im

1
AL, 0m)

Unter denjenigen priméren Theilern einer aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten ganzen complexen Zahl, welche
Producte aus der sten Potenz einer aus Primfactoren einer
ganzen Zahl m gebildeten ganzen Zahl und in 2 nicht ent-
haltenen Primzahlen mit Exponenten von einer der beiden

%, (1)
() L2’
solche, bei denen die Anzahl der Exponenten der zweiten Form
gerade ist, als solche, bei denen sie ungerade ist.

Unter denjenigen priméren Theilern einer zu 2 theiler-
fremden ganzen complexen Zahl von der Form a-+bi, bei
deren Darstellung durch ein Product von Primzahlpotenzen nur
Exponenten von einer der beiden Formen 5, »5 4+ 1 auftreten,

m

gibt es im Mittel um WW mehr solche, bei denen die

3

Mittel

Formen s, xs54-1 sind, gibt es im Mittel mehr

68*
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Anzahl der Exponenten der zweiten Art gerade ist, als solche,
bei denen dieselbe ungerade ist.

Den speciellen Fall s =2 der Formel 14) hat fiir das reelle
Gebiet Herr A. Berger in seiner bemerkenswerthen Arbeit
»Om rotternas antal till kongruenser af andra graden«! auf-
gestellt.

Wird in 6) und 7)

7 (®), beziehungsweise 7, (¥) = X, (¥)
gesetzt, so ist
XM (x) = ay6,m (%), X.(x) = %, 5,1(%),

und daher hat man die zwei Formeln

\! :
- Ao 3, (5")

lim x = _ C ({J’J) LP-J ¢ (m)
e A (12) T Us)Lym
al
\ %,5,1 (%)
I — L9 Ly, (m) g (m)
M=o A(n)  t(a) L, g, (mt) mle—Ts+ 1

welche zu folgenden Theoremen fiihren:

Unter denjenigen priméren Theilern einer aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten primédren ganzen complexen Zahl,
£(p9) Lys g ()

L(s)L,m
mehr solche, deren complementdrer Divisor entweder zu m
theilerfremd und durch keine ste Potenz theilbar oder gleich der
aten Potenz eines Productes einer geraden Anzahl von ver-
schiedenen Primfactoren von s multiplicirt mit niedrigeren
Potenzen von in m nicht enthaltenen Primzahlen ist, als solche,
deren complementérer Divisor das Product aus der sten Potenz
einer aus einer ungeraden Anzahl von Primtheilern von m zu-
sammengesetzten, durch kein Quadrat theilbaren ganzen Zahl
und niedrigeren Potenzen von anderen Primzahlen ist.

welche (pa)te Potenzen sind, gibt es im Mittel um

1 Ofversigt afkongl. Vetenskaps-Akademiens Férhandlingar. 44. f\rgfmgen.
Ar 1887, Stockholm, p. 127—151.
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Die Wabhrscheinlichkeit, dass bei der Darstellung einer
beliebig herausgegriffenen, zu s theilerfremden ganzen com-
plexen Zahl von der Form a+&i durch ein Product von Prim-
zahlpotenzen nur Exponenten auftreten, welche nach dem
Modul ps einer ganzen Zahl unterhalb s congruent sind, betrigt

L (p5) Lys 05 (112)
£(5) Lat, (1) mle=1%
Nimmt man ferner in 6) und 7)

im Mittel

7. (%), beziehungsweise y,(x) = gxp(x),

in 3) aber fi(v) = 1 und y(x) = !-"p;("'); beziehungsweise [J.p(x)
und gleichzeitig ps fiir 5, so wird

){;nl;‘ (:L’) = pp, 3 m(,l’), X,(:L’) = BP, :]1(,1‘);
Xmi(x) = s o, m (), X(s) = Q. (%),
beziehungsweise
X () = eg,0m(®), X(5) = £,(9),

und demnach ergeben sich die Gleichungen

Z IQ’P, 5, m (1'> )
lim,, — r=un _ ¢ (o)L, ® (m)
i1= 00 N (I/l) - C (pg) LP’ 17
~/
p‘ ,3, 1 (:t)
lim < é(-"') p __ L@ Lop,(m)p (n1) mle—1 o1
1= 00 A (ll) o ¢ (pd) L.“'?P: (1%)
Noa,.®
lim r=um _ L) Lsp,(m)
=00 ?I(’I'Z) _ C((JG)LP,Mf
B
L 0,5, m (ﬂf) ,
lim y=m _ _ 8(p9) Lystpps (m)
=00 —_— . R
An) ¢(s) L, "

welche folgende Satze liefern:
Unter denjenigen primdren Theilern einer aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten ganzen complexen Zahl, welche
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$(3) Lo (m)
(p5) L,.m
solche, deren complementdrer Divisor entweder zu m theiler-
fremd und durch keine (ps)te Potenz theilbar oder gleich der
(ps)ten Potenz einer durch kein Quadrat theilbaren, aus einer
geraden Anzahl von Primtheilern von m gebildeten ganzen
Zahl multiplicirt mit niedrigeren Potenzen von zu s theiler-
fremden Primzahlen ist, als solche, deren complementérer
Divisor das Product aus der (gs)ten Potenz einer aus einer un-
geraden Anzahl von Primfactoren von m zusammengesetzten,
durch kein Quadrat theilbaren ganzen Zahl und niedrigeren
Potenzen von anderen Primzahlen ist.

Unter denjenigen primdren Theilern einer zu m theiler-
fremden ganzen complexen Zahl von der Form a-+b/, welche
S(3) Ly, (m)ymte—1:

2(p5) Lyapas (1)
deren complementédrer Divisor durch keine (ss)te Potenz theil-
bar ist.

Es werde ferner in 6), 7), 12), 13)

ate Potenzen sind. gibt es im Mittel um mehr

ste Potenzen sind, gibt es im Mittel solclhe,

7 (x), beziehungsweise y,(x) = =,

in 3), 9), 11) aber gleich 1 und tberdies f,(x) =1 genommen,
alsdann wird

X (x) gleich der Summe der reciproken =ten Potenzen
der Normen derjenigen unter den priméren Theilern der ganzen
complexen Zahl x mit zu 2 theilerfremden complementédren
Divisor, welche ste Potenzen sind,

X(m (%) gleich der Anzahl detjenigen unter den priméren
Theilern der ganzen complexen Zahl x, deren complementéirer
Divisor eine zu 2 theilerfremde ste Potenz ist,

X, (x) gleich der Summe der »ten Potenzen der reciproken
Normen derjenigen priméaren Theiler der ganzen complexen
Zahl x, welche ste Potenzen sind,

X!0m(x) gleich der Summe der reciproken zten Potenzen
der Normen derjenigen priméren Theiler der ganzen complexen
Zahl x, welche ste Potenzen sind und einen complementiren
Divisor besitzen, welcher zu 1z theilerfremd und durch keine
pte Potenz theilbar ist,
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X!0m(x) gleich der Anzahl derjenigen primdren Theiler
der ganzen complexen Zahl x, welche einen zu m theiler-
fremden complementaren Divisor besitzen, der eine ste Potenz
und durch keine (ps)te Potenz theilbar ist,

X!(x) gleich der Summe der reciproken xten Potenzen der
Normen derjenigen priméren Theiler der ganzen complexen
Zahl x, welche ste Potenzen sind und einen durch keine
pte Potenz theilbaren complementdren Divisor besitzen,

X!(x) gleich der Anzahl derjenigen priméaren Theiler der
ganzen complexen Zahl ¥, deren complementirer Divisor eine
ste Potenz und durch keine (gs)te Potenz theilbar ist, und man
erhilt die Gleichungen

v A’I(m) (,17>

lim ,’\7;(") _ C((7+ I)G)L\_’z+1)='\5("”)
n=ee A(n) - m
3w
: x=(n) - C(G) L:r "F: (MZ)
iy =0 = grn—— =" 47
!
N X, )
) = Gy 0500 (4 1)3) Ly,
My=00 A (7;) — 1111 s+
> Xim@
=) _ L((r+1)3) Lty 2, (1m)
- A (1) ¢(p) Lym®
Y X
’ LT e, m) 9 () (k1)) Loy
My = oo ) - C(p>LP,,”(L~A+1)=+P
E X: (1) (:'L’)
= () Ly, () mie =
n=e A (1) () Ly, (1)
N
> X .
lim x= () — £(3) Ls g (1) p, (1) male— Dot
n=e A(n) C(pa) Lystg,, (m)

aus denen man sofort folgende Theoreme ableitet:
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Die Summe der reciproken =«ten Potenzen der Normen
derjenigen primdren Theiler einer ganzen complexen Zahl von
der Form a-bi, welche ote Potenzen sind und einen zu mz
theilerfremden complementédren Divisor besitzen, ist im Mittel
S((e+1)5) L1y 9 (1)

m

gleich

Jede ganze complexe Zahl von der Form a+ &7 hat im

Mittel LO) Lo () primare Theiler, welche ste Potenzen sind
m

und einen zu m theilerfremden complementdren Divisor be-
sitzen.

Die Summe der reciproken =ten Potenzen der Normen
derjenigen primaren Theiler einer zu m theilerfremden ganzen
complexen Zahl von der Form a+ b7, welche ste Potenzen sind,
g ((7"'*" 1) 5) Lty Pit1) 3(7”)

PIRCERTE

betrdgt im Mittel

Jede zu me theilerfremde ganze complexe Zahl von der

2(3) Lo, ()
m’

Form a+ &7 hat im Mittel primére Theiler, welche

ate Potenzen sind.
Jede aus den vierten Einheitswurzeln gebildete ganze

$(3) L., (m1)
m’

complexe Zahl hat im Mittel primare Theiler mit

einem zu m theilerfremden complementdren Divisor, der eine
ate Potenz ist.

Jede zu m theilerfremde ganze complexe Zahl von der
8(0) Lsp, (m) p,(m)
m =1L () Ly (m)
welche ste Potenzen sind und einen durch keine pte Potenz
theilbaren complementaren Divisor besitzen.

Die Summe der Normen der reciproken xten Potenzen
derjenigen primdren Theiler einer ganzen complexen Zahl von
der Form a+-b/, welche ste Potenzen sind und einen zu ms
theilerfremden complementéren Divisor besitzen, der durch keine

C((n+1)5) L(-/.+1)=’1°P (m)
DLt

Form a+b: hat im Mittel

primére Theiler,

pte Potenz theilbar ist, betrdgt im Mittel
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Jede ganze complexe Zahl von der Form a-+&i hat im
U(a) L (m)
Mittel -;—(p—)fpgf
und einen durch keine pte Potenz theilbaren, zu m theiler-
fremden complementédren Divisor besitzen.

Die Summe der Normen der reciproken =zten Potenzen
derjenigen primédren Theiler einer zu mz theilerfremden, aus
den vierten Einheitswurzeln gebildeten ganzen complexen Zahl,
welche ste Potenzen sind und einen durch keine pte Potenz
theilbaren complementédren Divisor besitzen, ist im Mittel gleich

% (m) '1';(-,;4_1)5(1”) L +1)5) Loty
L(p) Lo () mx D ate—1
Jede aus den vierten Einheitswurzeln gebildete ganze
L(s) L, 5, (1) me—1>
C(o) Lo, (1)
Theiler, welche einen zu m theilerfremden complementéren
Divisor besitzen, der eine ate Potenz und durch keine (po)te
Potenz theilbar ist.
Jede aus den vierten Einheitswurzeln gebildete, zu
m theilerfremde ganze complexe Zahl besitzt im Mittel
C(s) L, g, (m)me—e
2(09) Lyn,, (m)
Diviso", der eine ste Potenz und durch keine (ps)te Potenz

theilbar ist.
Wird endlich in 3) und d)

primédre Theiler, welche ste Potenzen sind

complexe Zahl besitzt im Mittel primére

primére Theiler mit einem complementédren

fi(®) = n(x) und y(v), beziehungsweise y,(¥) =1
gesetzt, so ist
X0 (%) = ph w(®), Xo(¥) = vl 1(x), X(s) = A,
und daher hat man die Relationen
D b

x=(n) . 11
A(n) T C(s) Lo, (m)

I

Iim,; = oo
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Swl p.i 1 (%)

s

e _e(m)ym’”
Ao G Logm)

1

lim,; = oo

welche folgende zwei Theoreme liefern:

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine aus den vierten Einheits-
wurzeln gebildete ganze complexe Zahl mindestens einen in
nicht enthaltenen Primfactor in einer héheren als der (s—1)ten

I

m
() Lyg, ()
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zu m theilerfremde aus
den vierten Einheitswurzeln gebildete ganze complexe Zahl
m’
S Lyp,(m)
Ich will bei dieser Gelegenheit nur noch bemerken, dass
sich mit Hilfe einiger Formeln, welche ich im ersten Paragraphe
dieser Mittheilung aufgestellt habe, die Tchebychef-de
Polygnac'schen Untersuchungen iiber die Vertheilung der
reellen Primzahlen in wesentlicher Verallgemeinerung auf das
Gebiet der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primiren
ganzen complexen Zahlen tibertragen lassen. Auf diesen Gegen-
stand werde ich spéter eingehend zuriickkommen.

Potenz enthalt, ist im Mittel gleich

durch eine ste Potenz theilbar ist, betragt im Mittel
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