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Uber den grossten gemeinsamen Theiler

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

(Vorgelegt in der Sitzung am 17. Juni 1892.)

[ch werde im ersten Paragraph der vorliegenden Mit-
theilung mehrere auf eine reelle Zahl bezligliche Formeln,
welche ich vor Kurzem! aufgestellt habe, auf den grossten
gemeinsamen Theiler von # ganzen Zahlen eines beliebigen
Euklid’'schen Zahlencomplexes ausdehnen und aus denselben
asymptotische Ausdriicke fiir gewisse zahlentheoretische Func-
tionen und Sitze lber arithmetische Wahrscheinlichkeiten im
Gebiete der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten
primédren ganzen complexen Zahlen ableiten, sodann im zweiten
Paragraph mit Hilfe der gefundenen Resultate Verallgemeine-
rungen und Analoga der in der Theorie der Vertheilung der
Primzahlen eine hervorragende Rolle spielenden Tchebychef-
de Polygnac’schen Identitdt ermitteln, und endlich im dritten
eine Reihe von Ausdriicken flir die Summe der Werthe, welche
eine willkiirliche Function annimmt, wenn fir ihr Argument
der Reihe nach die primzahligen grossten gemeinsamen Theiler
aller Systeme von » ganzen Zahlen eines beliebigen Euklid'schen
Zahlengebietes gesetzt werden, und speciell flir die Anzahl
dieser Systeme angeben. Schliesslich werde ich im vierten

1 » Arithmetische Relationen.« Diese Sitzungsberichte, Bd. 100, Abth. II. a,
S. 1054 —1071. Ich beniitze diese Gelegenheit, um folgende in dieser Notiz
vorkommende Druckfehler zu verbessern: S. 2, Z. 7 v.u. steht Q)l statt £ :
S.4,Z.9v.0. B(x) =1 statt B(x) = x; S. 14, 2.1, 2, 5v. u. 4, (%), f5(x), h, (¥)
Statt b, (19), f5(¥), (). '
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Paragraph die sich mir darbietende Gelegenheit benlitzen, um
die Erweiterung eines Kronecker'schen Determinantensatzes
auf Determinanten beliebigen Ranges und die Verallgemeinerung
eines Euler’'schen Theorems aus der Theorie der Zerlegung
der ganzen Zahlen in einfacher Weise zu erhérten.

§ 1. Es moge (1) die Gesammtheit aller ganzen nicht
associirten complexen Zahlen eines Gebietes, in welchem das
Euklid’sche Verfahren des Aufsuchens des grossten gemein-
samen Theilers gilt, bezeichnen, deren Norm die reelle Zahl »
nicht tibersteigt, (1) die Anzahl der Individuen des Zahlen-
bereiches (1),

\
Z 7 (x), beziehungsweise I_l /(%)

x=() x= (1)

die Summe, beziehungsweise das Product der Werthe vor-
stellen, welche die willkiirliche Function %(x) annimmt, wenn
ihr Argument die eben erwdhnten (1) complexen Zahlen
durchléduft, und es sei die tiber alle der Gleichung

Ny = N(z)

gentigenden Werthepaare x, ¥ dieses Bereiches ausgedehnte
Summe

D gn(m = k),

a0

Setzt man nun

A N ) e (3
> (W> () = G.(n),
=)

so besteht die Beziehung

Z, g‘(’<v(ﬁ))k(z)— 3 G (N( p)>h(¢") )

z=(n ,\,v:(\/n)

wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Zahlen
des Complexes (#) zu nehmen sind, welche Producte aus einer
Aten und einer jten Potenz sind.
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Bezeichnet g () die Summe derjenigen Werthe, welche
die Function g(x) annimmt, wenn ihr Argument alle Theiler
Jer ganzen Zahl y durchlduft, welche Me Potenzen sind, (y)
aber die Summe jener Werthe, welche die Function %(x) erhilt,
wenn fir ihr Argument alle Theiler von y gesetzt werden,
welche Producte aus einer Aten und einer pten Potenz sind, so

ist offenbar

. _‘ - -
G = O g ., x)
oy Xy ()
ylmr< L P D N Y
2, N@p@_ N (NS
== (n) ceey A== (1)

und daher

o o ‘
k('_’t[:xg;- . }L’,I) _=
A= ()
- ' |
= 2 (g, (%) %y - 2])
& nooy
= (\/ Il)} Apy Xy ooy X = (J_V (‘HL)/

Fiirreelle Zahlen verwandeln sich die angegebenenFormeln
in die folgenden:

N
;‘,2[\/”] » ey XNp=1
~ _ \ 1| . A - .
o= Y | e = Y gl o w)
x=1 - Npy Xy, Ay =1
s=1n y Xy =11
M |” O - N
> [T AT SR TSRS |
z=1 H A=l
Xpy Xgur ooy X =01 = [\P/;'

Y ks = Y G| L]jren
1 r=1 .

Setzt man speciell

2(®) = p(V/7%).
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so erhélt g (¥) den Werth O oder 1, je nachdem x durch einc
ite Potenz (ausser 1) theilbar ist oder nicht, und es stellt
demnach Gy (1) die Anzahl £, (2) jener Systeme von » ganzen
Zahlen des Gebietes (1) vor, deren grdsster gemeinsamer Theiler
durch keine ite Potenz (ausser 1) theilbar ist. Man hat daher
die Beziehung

[ n ) )
> a,.,;\<y(—x§)h<y): D ), D

" c =1

x=[\"n]
beziehungsweise fur das reelle Gebiet

P M—

ry=(\"1n]

Z {:,,(H%D h(x") = Z N(EIPETSPRY )

r=1 Ny Nageeny Xy =

Xy Xy oy X =01

wo /5, .(») die Summe jener Werthe vorstellt, welche die FFunc-
tion (v) annimmt, wenn ihr Argument jene Theiler der ganzen
Zahl y durchlduft, welche wwte Potenzen sind und einen durch
keine Ate Potenz (ausser 1) theilbaren complementédren Divisor
besitzen.

Nimmt man speciell A =1, so wird die Function

=1

£,1(n) = 2 9 <N7<11)> u.(x) bez. AZ} [il.] llp‘ () 2)

x
r=(n)
gleich der Anzahl 3,(nz) der theilerfremden Systeme von »
ganzen Zahlen des Complexes () und es ist die Function %, . (x)
gleich & (x) oder O, je nachdem x eine wte Potenz ist oder nicht.
Man hat daher auch die interessante specielle Relation

Vgl dmm= Y b penm), 3
'\,;;(,';l) , ‘\'(1)1 ) .\',,,\':,.%’,=(,,) RS EIS PREE) l]?

beziehungsweise fur reelle Zahlen

xr=n

z 8- ([l]) h(x) = 2 R([x), 2y,..., 2,]).

r=1 Xy Vayeony X
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Setzt man ferner

A=1, g(x) = A (»),
so wird & (¥) gleich 1 oder 0, je nachdem x eine ste Potenz ist
oder nicht, und demnach ist in diesem Falle G, (%) die Anzahl
0,,.(n) jener Systeme von » ganzen Zahlen des Gebietes (1),
deren grosster gemeinsamer Theiler eine ste Potenz ist. Durch
diese Specialisirung ergibt sich daher die Relation

< )7 7 - "
2, O, NG (x") = L./_;:(”)hs,ﬂ([z,,xz,...,x,.]), 5)
x=/) ),

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

e [\’; 7] ] Fpy Agye e, Xy =11
n N Q -
- Qi’, 3 —,T h (’1’ ) — hs, P~<[:V1) xz, L) xf‘])y
-
x=1 Xyy Ny vvy Xy =1

wo X, ,(») die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die
Function %(x) annimmt, wenn ihr Argument jene Theiler der
ganzen Zahl y durchlduft, welche Producte aus einer pten und
einer sten Potenz sind.

Von den speciellen Féllen dieser Formeln mdgen hier
folgende angegeben werden

? Q,;<N< ))>—Q("(1z) 6)
und speciell

\' s, <N( )> — ()

.\'=(
—~
L g)‘, sh ( N('L) )) = Z 0,0, 5([1'1, Tayeee x’])
ho__ gy Naye ey Xpp = €D)]
y=(7)
> Qi) (N( )>~/)( ) = Z UN(ETRE R ),
x *(u) Xpy Ngye ooy Xp=(1)
7
Z i, 9 <m> hs(%) = Q0 (1) 7)
x= (Vi)

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CL Bd., Abth.1I. a. 77
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und speciell

Z 2, (N( )>) (%) = 8,(n)

x=(n)
)
Z Qo <N(“—))> Wy () = Qi ar (1) 8)
r= (Vi)
S Dy (_N%)) To, 2, s (¥) = Z LN (PR A 1))
1=(\)7;) Xy Xageeny Xp= (1)
Z Q’ » (N( ))> N(’K 77) — Z ax,k,c([xh ,1,'2, LR }L’,])
1:—-(\/1;) B Fr=0)
N o (N@) p= Y pse. s
= (”) Xy Fayen e, %, = (\%T)
= (V)
> 0 (ﬁ%) 1 8) = 0o () 10)
r= (Vi)
und speciell
D O (s ) = 1) 1)
x=(n) " ZV("“') Y
S‘ Q1 x)\<N( ))>P~'( >_ Z \ )\‘A([x17 xz;-.'; xr]).)
r= (\/1;) Xy Xy ooy Xp = (V)
und speciell
‘ . 12
= (\/n)
= ' | X
2 0, (%) = ) (AL
2 0 ;(W)) ® PIRNCHARNER
r=(/7) gy Hay e oy % = (V/22)
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1 7 \Tyys(%) ! C o T
Z Ornps <N<1¢7) > 1V(:V"‘) — ya , P'A,p(["'ufmz;- %)
,\-=(\)\/'l—t) Xy, gy ey 2= (V1)

1\ fan2(®)§(#PmPB3(x))
2 O 20 <1V(’157) ) : ((3_2)50 ) —

- 3

o

o= (V)
Sa([xy, %y ooy 2 ).

Ky Xy o vy Xy = (\/TL-)

Fiir die aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten pri-
méren ganzen complexen Zahlen ist, wie ich gezeigt habe,!

W (m) =2 +s,,,\/m (Jew) < 1),
und demnach folgt in diesem Falle aus 2) die Beziehung

i wx)

wo

A:_@ﬁ)y Z 1\97((3)) +

x = (00)~— (1)

% =7r—1 r4z
o T\* /1 RN R
+ Z Z (T) (> ‘*(’*)(N( ))
x=(n) =»=0
ist. Da nun
AN
L N@) T L
)\T
A=o00 sm—

L »Zur Theorie der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten com-
plexen Zahlen«. Denkschriften der k. Akademie der Wissenschaften, mathem.-
naturw. Classe, 50. Bd.

O
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A

ist und, wie man leicht findet, fir alle Werthe von #

n' 2
eine angebbare Zahl nicht tiberschreiten kann, so hat man die
Beziehung

(mm)”
'87 (M’) 41 Q("’) L

1

r_ 1
2

+A,.n y

wo A4, fur alle Werthe von 7 endlich ist. Fiir die reellen Zahlen
findet man ebenso

Bs(n1) = ﬁ +Ajn "~

Nach diesen Formeln kann man fur diese zwei Gebiete
der Gleichung 3) folgende Form geben

N _ (mn)r U k@)
; h([ﬂil,}\,’z,...,,’b’r]) T A T/n
Xy, Xgy e ﬁl’. =(n) 4 ¢ (1 ) LI‘ x ‘(_oo ]\ (l )
Xpy Xaye vy Xpe =11
nr Y‘ h(x)
Z h([ﬂ"n ,1:2,...,2’,‘]) C(”') ;’_ P 27
Xy, Xayeeey Np=1
WO
wn)" h (:L) ;T + I (x)
A =— G\ ) -
'S T WL, 2 N AN
2=(c0)— () v=m N E)
1= 00 r=1 r— L

AN @ X\ [ﬁJ * AL (%)
2Ty L N(@) o L Ll ’
x=n+1 r=1

ist, in welchen sie, falls
. A .
limy = oo ‘%_,1| =0, lim,-c |7— =0

ist, zur Herleitung interessanter asymptotischer Gesetze der
Zahlentheorie und arithmetischer Wahrscheinlichkeiten dient.
Die erste von diesen Gleichungen habe ich frither auf einem
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anderen Wege hergeleitet. Mit Hilfe der eben aufgestellten
zwei Gleichungen leitet man leicht folgende Relationen her:

]im,;:.oo

1My, — oo

limy, — 0o

limy, — oo

lim,, — oo

lim;, —

[xl) EZYRRED x?’]z

gy Hagen 0y Apr= (1) C(r—r)L,_,
- = _ .y 1
% (1) i, >0
[xv Koyeees 5‘521']27‘
Xyy Kgye ooy Xy o= (1) .
A" (1) -
— I‘(27+ 1)B1‘—=<L21'—2-4 (1"—-’}{ - O)

~ a2 T (2r—2%+1)B,Ls,

D A e w)

X, Kaye o oy Xy == (1)

A ()

=Ly

Z fé([xiv xz; RS x21‘])

Kgy Kaye ooy X9 = (1) . ((2 R)ZVB,'LL')?‘I
W (n) A2l @2r+1)
Z Ay, 2, oy 2)) fa([2y5 %, -0y %))
Xy Xaye o ny K= (1) _
A () -
— <(2 75)21"31_ L21'>'q 1
—\2T@r+1)/) T L)+
Z )‘([xi) Tgyeres er])_fB([xp Ygyeney ’1“21‘])
Xyy Haye ooy Hop == (1) .
A" (m) -

_ @w2rG-DT (27 +41) (I'(27+1)Boy Ly, ?
= 2B,Ls, I'(d7 +1)B, Ly,
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D i By TDE(Hoy Hry ey 222y, e, 1)) B D) =255
:B:HOOR:RE..:R\”A:V wﬁ\Q\«v =
2T @r4+ D)) L)

- ANﬁvm\w\N\wﬁ

J
N_ Soa([#p Hyyeees %y DO (2, %y, RLNA_ (%, %gy-o ey %, ) B—1)— @@ 2. 22D

lim Xy, Ky e oy X0 o= (1) .
=00 &q\A&\Nv —
gléﬁi 1) w B, Ly, Mm
Ao )" G0 By, Ly, (' 27r+1)
. ‘ ‘
D telE B 2
= (o (r—0) Lo
- == — l
() decany s A
M ﬂu?xh@.«t Fyyevry Xrl)
. e ey B = (1) D'(25p(r—2)+1) B, (y—n) Log (r—x
lim, - i plr—=)22p(r—x) _
m @1@@ A.v ﬁv{ = G=D [ AQ p Qx’#v -+ vawnilxv N&%Q]xv A? Q\ x.v = Ov
A
D e (5 B 1)
. 1y Fage s 2y = (1) 2l (2ap(r—x)+ 1) C(p (r—n)) Ly (r—,
1 _ r — Y p (r—=) .
H = oo wHﬁQ\«v AN ﬂvu% (r—=) Wuv (r—=) Ly 2 op (r—=) A? A“\ .x.v = :
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M To,r—22,0 (%, ¥y -+, %))

i Ky Kgye e oy Xp=(11)
—:.5 %Wt = 00 MMHQ.AQSV =
_ HJAN V,?QIT #vmymhmfu
- AN ﬂvmv.m (CN AM v,?IT CNWy.ouhm%u AV, - Ov
q

PR TR
i Xy, Ky r ey 2= (11) _2l@r+1)(C()L)?
1My =o00 wﬁ‘gv —_ AM ﬂvmﬂmﬁhwﬁ

M p_xm_we\tuﬂwv. ..vnx\mﬁ”_mV
lim Xy, Hgye o vy Xg = (1) — HAANT\...T CANWQ.thN
Hir = o0 W (1) 2By, T 27+ 1)} *La,

M ﬁvw A_”\e\_v wa ety \‘S.H_v
lim Xy, Haye ooy Xp= (1) . NH.AN -+ _VAnQ\v .N.\ﬁvw
My =co MT.Q&V - AM ﬂvmﬁwﬁhmﬁ

\" 2 .

P mc Aﬁn«»v“ﬂmu...vPMLv
. Xyy Hgye -y V9= (i)
:B It = 00 @ﬁmg.Q\wv -

_ @PFT dr+1)(B,Ls,)]
- %‘mmgw—w ANQ\IT va u‘N\f.
Bl

N o([xy, Xy ..., %)

lim Ky Aaye ooy X = (10) _ NH‘AN -+ vaQ\v L,
n=oe A (n) ~  (22)?"B, Lo,

D o n,)
i Xy Aoy Ag o= (1) HJA#“\LICWQ:N\T.
My = 0o

AT (1) ~ Cr2T@r+1)Bs, Ly,

M P, ([%, Fareees %r])

Xy Hye ooy X =(11)

A (1)

limy = co

= Aﬁ Qxl.x.vv N\n (r—)
(c(r—w)>1)
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M .Wx.m..A_W«: Kgyerey ﬁu_v

. Xy, Hgye e ey A= (1)
limy, = 0o W () =
_ @@ By Lo r—ny

- 2I'(2t(r—w)+1)

DU P By s 1)

Ky, Ngye o vy X = (1)

(x(r—x) > 0)

= >0
M o, 5 ([¥y, %y, v, %))
. 10 =

D s s )

Xy Xyye e vy Hp = (1)

limy = oo A (1) =
_ AN qnqud AvluvHJ AN o7+ Hv mnuﬁhw_oﬂ\
- 2I'2por—+1)B,, Loy,
M 22541,254+1 AT“T gyen ey \ﬁ”_v
. Xy Kgye v ey Xy =(11)
limy, — oo W () =

_ w2 @D (r(26 + 1)) t2ptty@orn —1E((2p + 1) (25 +1)7)
= 220@+D T (20 4+ 1) (25 + 1) #) 120, ((2a 4+ 1)7)

M XQ%A_HR: m—nwv (RS \ﬁLv

Xy oo ooy N = (1) 1

A (12) = €(o9) L(po7) Lor Loy

limy = oo

M yORN(EE YRR 9

. Ty Xgye vy Np= (1)
lim,, = o —

A" (1)

_ 4Tl @Cor+1)I'(2por+1)
o AN ﬁvw 3.%+Cwuﬁ wmﬁ. N\m 31 L, par
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‘1
L_, X‘Z s+1, 2041 ([’1”1’ '1'/27 LR 1’)1])
Xpy Xy e vy Xp = (02)

]im,;:oo m1,(11) :

46+ @or )+
Tt EI D00 0ot @orn—1 §(2 5+ D7) L2+ D25+ 1)r)

Xy Xy ooy Xy =10

2
Z 1 (il—,o o ([, %y, ..., 7))

(¥, %y,

. Xpy Moy ooy Xp =
limy, = oo — —
1
1— —p— {
— N 0 Su - — 190y g9l o,
= 1 I 6P (n =phpp  p)
1 I

o m?
s % oo 0] s ([¥), %y, -y %))
-\ Ay s

lim;, = o0 v —

L
__H . 2I'26r4-1)
=[x
1

1 2%y B,
2357

Px

Xy Xy oo

E PL, s ([%), %y ooy %))

I .Vy =11

lim,, — o —
- C(G (1/+/)) H ( _P (4+1)>
iy Ay y V=1
z PL, 2a([xy, %y e.0, %))
. Yy, X, y =1
lim, —

n"

(Zﬁ 23(r+9 B, 3 (r42) ]_[ ( >
T2I'(2s(r+w)+1) p~°(ﬂ+1)
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Npy Ny ooy X =110

Z Pl_oy, s ([x, %y ovvy 24))

lim = oo ——— " —

. (2,‘1)2)\53)& < __L
—21*(2>\s+1)’; ! pi“) *>0)

Ay Xay o v ey

DR AP

i Xpy Ay ey 2 =1
limy, = oo v = .

_ L(s(r+w) H AGE

(25 (r+u) 1
p)a:(1‘+x)
Xy, Koy ooy X =10 .
B
D e e 8D
. Xy Koy ooy A=1
lim, — - ! =
n=cC0o 121 1
. T (205 (r4+%)+1) Byt H o preTs
T @) By (25 (r4+2)+ 1) 1
p) s ()
Xy Ny ooy Xy =11
\! ' .
- Ts, —=, Za([xp ’1'2: sy 5\5,])
1y Xy ooy =1
lim o go — — =
1

- p;(7‘+%)

_ 2l 2os(r+%+1)L(3(r +=)) H

(2 ﬁ)g w4 B, (r-+%) 1
p)2 as (147)
Xy, Ny ey Xp =11
Yooz
- Ts, 21— a (["Vp Yoy ove) '1:1])
. Xpy Xy ooy M= 1
lim, = oo ! e = |

2hs

1 —
_ I'(2ras+1)B,, ﬂ Py
T (2R D T (2hs+1) Bys : 1— 1

2has
2
y; [




Grosster gemeinsamer Theiler 1157

Z__. U’ch([’tﬁ Yoy ey :L’,])

. Xy Xy vy Xpe== 1 C("’ps)
lim = o 2w ) ]—[ ]J’ -

Xy gy ooy A =10

M '
DA ER(EE RIS
. Xy Xay e v ey :\f,.:l
1My = 0o = _
(2 7[:)21-5 e-n7T (2 5+ 1)B1‘p: 1
- ]’_[ e
2F(27’PS+1)B1': p)‘m

Xy Ay ey X =1

D, W e )

. Xy Aay Xy = 1 .
lim, = — —
_ 1
¢ (o) t(por) ]_[ (1 _ _>
y Xp =1
Z X; 3, ([11’ PR 1’1])
. Xy Xay o Xp= 1 .
lim,, — o —
AT @or+1)I'(2psr+1)
(2 7[)21‘3'0 (+1)Ba1'BPG1‘ » (1 - if»)
1 by
=1
Z X 20 (Fis %30 24])
. Ny Xy ov oy ¥p =1
lim ;= oo . —
re psr—!— 1)

(2726 By, Lor) ﬂ (1- p—z)
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Ky Xy eee, Xp =10
a
}_J B([%, %3y, ¥r)y G, p) 1
i Xy Xgy ooy X =1 ' (VGP) ]_I p;f"
Mn=co n = U(ro) 1
oy
Xy Xy ooy Xp =1
D B, e w1, 25,0)
s Xpy Ny oy Xp =1
lim, = oo — =
[ 1
(21);v(o-—1)]_-‘(91/6+1)B rap H p)?A‘P
I'(27sp+1)B,, ) 1
1— p;h's
Kyy gy ooy Mp =11
N < m? > C. (Tx.. x y
- . . S,P([A'pﬂ'za --"'1'1‘])
. _— .‘4.,’.1»,.:1 %, %) -0, Xy ]
lim, = oo =

nr

=)
C(Vop y F4

)
() ]_I i 1

Yael
25

Ky Xayevny Xp=11

n?
Z </I—1¢1]> Ca,Zp ([f\fl, Kgyerey x’])

(%), Xy, ..., %
Xy Xy v ey x,,:l 1 2

lim;, — oo s -

AT
_@mpPreCOT (2#p+1) By l’—[ <1 2% (1 P
T (275p +1) By, 1 L

e
wo C;,(¥) den Werth O oder 1 hat, je nachdem bei der Dar-
stellung von # durch ein Product von Primzahlpotenzen ein
Exponent auftritt, welcher nach dem Modul ps grosser als p—1
ist, oder nicht.
In den bisher aufgestellten Formeln sind folgende Theoreme
enthalten:
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Dividirt man die Zahl # durch die Normen aller dem
Complexe (7) angehodrigen Aten Potenzen von Zahlen, die nur
aus verschiedenen complexen Primfactoren zusammengesetzt
sind, und versieht die #»te Potenz der Anzahl der Individuen
des irgend einem der erhaltenen Quotienten entsprechenden
Theilbereiches von () mit dem positiven oder negativen Vor-
zeichen, je nachdem die Ate Wurzel jener Zahl, deren Norm
als Divisor auftritt, aus einer geraden oder ungeraden Anzahl
von verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, so ist das
Aggregat der so entstehenden Zahlen gleich der Anzahl der
Systeme von » Zahlen des Complexes (1), deren grosster ge-
meinsamer Theiler durch keine Ate Potenz (ausser 1) theilbar ist

Dividirt man die Zah! % durch die Normen aller dem Com-
plexe (1) angehorigen Aiten Potenzen und bestimmt fiir jeden
Theilbereich von (1), der irgend einem der so entstehenden
Quotienten entspricht, die Anzahl derjenigen Systeme von #
ganzen Zahlen, deren grosster gemeinsamer Theiler durch
keine Ate Potenz (ausser 1) theilbar ist, so ist die Summe dieser
Anzahlen gleich der 7ten Potenz der Anzahl der Individuen des
Gesammtbereiches.

Dividirt man die Zahl 2 durch die Normen aller dem Com-
plexe () angehorigen ganzen Zahlen und bestimmt fiir jeden
Theilbereich von (1), der irgend einem der so entstehenden
Quotienten entspricht, die Anzahl der theilerfremden Systeme
von 7 ganzen Zahlen, so ist die Summe dieser Anzahlen gleich
der rten Potenz der Anzahl der Individuen des Gesammtcom-
plexes.

Dividirt man die Zahl # durch die Aten Potenzen der
Normen jener Zahlen des Complexes (72), welche nur aus (zs)ten
und (%5 + 1)ten Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt sind,
und bestimmt fiir jeden Theilbereich des Complexes (12), welcher
irgend einem der so entstehenden Quotienten entspricht, die
Anzahl derjenigen Systeme von » Zahlen, deren grosster ge-
meinsamer Theiler durch keine (sh)te Potenz (ausser 1) theilbar
ist, so ist die Summe derjenigen von ihnen, welche einer aus
einer geraden Anzahl von (xs-41)ten und einer beliebigen An-
zahl von (zs)ten Potenzen von Primzahlen zusammengesetzten
Basiszahl der Norm des Divisors entsprechen, um die Anzahl
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derjenigen Systeme von » Zahlen des Gesammtcomplexes, deren
grosster gemeinsamer Theiler durch keine Ate Potenz (ausser 1)
theilbar ist, grosser als die Summe der {ibrigen Anzahlen.

Dividirt man die Zahl % durch die Normen jener Zahlen
des Complexes (1), welcher nur aus (#xs)ten und (x5+4-1)ten
Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt sind, und bestimmt
fiir jeden Theilbereich des Complexes (1), welcher irgend einem
der so entstehenden Quotienten entspricht, die Anzahl der-
jenigen Systeme von 7 Zahlen, deren grosster gemeinsamer
Theiler durch keine ste Potenz (ausser 1) theilbar ist, so ist die
Summe derjenigen von ihnen, flir welche die Zahl, deren Norm
als Divisor auftritt, aus einer geraden Anzahl von (z5+ 1)ten
und einer beliebigen Anzahl von (%3)ten Potenzen von Prim-
zahlen zusammengesetzt ist, um die Anzahl der theilerfremden
Systeme von » ganzen Zahlen des Gesammtcomplexes grosser,
als die Summe der Gbrigen Anzahlen.

Dividirt man die Zahl # durch die Aiten Potenzen der
Normen jener Zahlen des Complexes (72), welche durch keine
ate Potenz (ausser 1) theilbar sind, und bestimmt flir jeden
Theilbereich dieses Complexes, welcher irgend einem der so
entstehenden Quotienten entspricht, die Anzahl derjenigen
Systeme von # Zahlen, deren grosster gemeinsamer Theiler
durch keine Ate Potenz (ausser 1) theilbar ist, so ist die Summe
dieser Anzahlen gleich der Anzahl derjenigen Systeme von 7
ganzen Zahlen des Gesammtbereiches, deren grosster gemein-
samer Theiler durch keine (sA)te Potenz (ausser 1) theilbar ist.

Dividirt man die Zahl # durch die Normen jener Zahlen
des Complexes (1), welche durch keine ste Potenz (ausser 1)
theilbar sind, und bestimmt fiir jeden Theilbereich dieses Com-
plexes, welcher irgend einem der so entstehenden Quotienten
entspricht, die Anzahl der theilerfremden Systeme von 7 ganzen
Zahlen, so ist die Summe dieser Anzahlen gleich der Anzahl
derjenigen Systeme von » ganzen Zahlen des Gesammtbereiches,
deren grosster gemeinsamer Theiler durch keine ste Potenz
(ausser 1) theilbar ist.

Dividirt man die Zahl 2z durch die Normen jener Zahlen
des Complexes (u#), welche nur aus (xs)ten und (25-1)ten
Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt sind, und versieht
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die 7te Potenz der Anzahl der Individuen des irgend einem der
erhaltenen Quotienten entsprechenden Theilbereiches von (1)
mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem die
Zahl, deren Norm als Divisor auftritt, aus einer geraden Anzahl
von (64 1)ten und einer beliebigen Anzahl von (#s)ten Potenzen
von Primzahlen zusammengesetzt ist oder nicht, so ist das
Aggregat der so entstehenden Zahlen gleich der Anzahl der-
jenigen Systeme von » ganzen Zahlen des Gesammtcomplexes,
deren grosster gemeinsamer Theiler eine ste Potenz ist.

Dividirt man die Zahl 7z durch die Aten Potenzen der Normen
aller dem Complexe (1) angehorigen Zahlen, welche nur aus
verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sind, und versieht
die Anzahl derjenigen Systeme von » ganzen Zahlen des irgend
einem der so erhaltenen Quotienten entsprechenden Theil-
bereiches von (1) mit dem positiven oder negativen Vorzeichen,
je nachdem die Ate Wurzel jener Zahl, deren Norm als Divisor
auftritt, aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von ver-
schiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, so ist das Aggregat
der so entstehenden Zahlen gleich der Anzahl der theilerfremden
Systeme von » ganzen Zahlen des Gesammtcomplexes.

Dividirt man die Zahl # durch die Aten Potenzen der Normen
aller dem Complexe (#) angehorigen Zahlen, welche durch
keine #te Potenz (ausser 1) theilbar sind, und bestimmt fiir
jeden Theilbereich dieses Complexes, der irgend einem der so
entstehenden Quotienten entspricht, die Anzahl derjenigen
Systeme von 7 ganzen Zahlen, deren grosster gemeinsamer
Theiler eine (x)\)te Potenz ist, so ist die Summe dieser Anzahlen
gleich der Anzahl derjenigen Systeme von » ganzen Zahlen
des Gesammtcomplexes, deren grosster gemeinsamer Theiler
eine Me Potenz ist.

Dividirt man die Zahl # durch die Normen aller dem Com-
plexe (1) angehorigen Zahlen, welche durch keine nte Potenz
(ausser 1) theilbar sind, und bestimmt fiir jeden Theilbereich
dieses Complexes, der irgend einem der so entstehenden
Quotienten entspricht, die Anzahl derjenigen Systeme von 7
ganzen Zahlen, deren grosster gemeinsamer Theiler eine xte
Potenz ist, so ist die Summe dieser Anzahlen gleich der
rten Potenz der Anzahl der Individuen des Gesammtcomplexes.
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Dividirt man die Zahl # durch die pten Potenzen der
Normen jener Zahlen des Complexes (1), welche nur aus (x%s)ten
und (xs—+1)ten Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt
sind, und bestimmt fiir jeden Theilbereich dieses Complexes,
welcher irgend einem der so entstehenden Quotienten entspricht,
die Anzahl derjenigen Systeme von # ganzen Zahlen, deren
grosster gemeinsamer Theiler eine pte Potenz ist, so Ubertrifft
die Summe derjenigen Anzahlen, fiir welche die pte Wurzel
der Zahl, deren Norm als Divisor auftritt, aus einer geraden
Anzahl von (zs—+1)ten und einer beliebigen Anzahl von (xs)ten
Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt ist, die Summe der
librigen um die Anzahl derjenigen Systeme von # Zahlen des
Gesammtcomplexes, welche (ap) Potenzen sind.

Fiir reelle Zahlen ist in den vorstehenden Satzen das Wort
»Norm« wegzulassen.

Die »te Potenz des grdssten gemeinsamen Theilers von #
priméren ganzen complexen Zahlen von der Form a4 07 ist im
C(r—2)L,—_,

L)L,

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von 7 primiren
ganzen complexen Zahlen von der Form a-+~bi hat im Mittel
den Werth ﬁ;]) Lrs

C(r) Ly

Die (2w)te Potenz des grossten gemeinsamen Theilers von 7

priméren ganzen complexen Zahlen von der Form a-+b7 ist im
].‘<21’+ I)B)—._.,_Lg,-_g.,_
QCrPI'(2r—22+1)B, Ly,

Das Quadrat des grossten gemeinsamen Theilers von zehn
priméren ganzen complexen Zahlen von der Form @457 hat im

Mittel gleich

Mittel gleich

9Ly
10w2L,,

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von 7 priméren
ganzen complexen Zahlen von der Form a—+&¢ ldsst sich im
Mittel auf {{(+)L, 13! verschiedene Arten in {§ Factoren zer-
legen.

Der grosste gemeinsame Theiler von 7 primédren ganzen
complexen Zahlen von der Form a—+0i kann im Mittel auf

Mittel den Werth
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n

((27)2" By Ly *! . .
@z Brlor| verschiedene Arten in § Factoren zerlegt

or2r+1))
werden.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von vier priméren
ganzen complexen Zahlen von der Form a+5&7 kann im Mittel

T

2
auf 4 verschiedene Arten in drei Factoren zerlegt werden.

8100
Der grosste gemeinsame Theiler von # primédren ganzen
complexen Zahlen von der Form @+ 547 kann im Mittel Lf,_l—ma]
so oft in B Factoren zerlegt werden, als der grosste gemeinsame
Theiler von 7 reellen ganzen Zahlen.

Die Summe der Normen der wten Potenzen derjenigen
primdren Theiler des grossten gemeinschaftlichen Divisors von
v priméren ganzen complexen Zahlen von der Form a-+bi,
welche pte Potenzen und durch keine (sp)te Potenz (ausser 1)
Ce—2) Ly
¢ (59(7’_7'>)L:,a (r—=)

Die Summe der Normen der »ten Potenzen derjenigen
primaren Theiler des grossten gemeinschaftlichen Divisors von
7 priméren ganzen, aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten
complexen Zahlen, welche (2p)te Potenzen und durch keine
(2s5p)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, betragt fir p(r—=z) =1

I'(20p(r—2) =+ 1) By r—n Ly r—v)
RO (20 (r—n)+ ) By L)

Die Summe der Normen der =ten Potenzen derjenigen
primdren Theiler des grossten gemeinsamen Divisors von 7
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primaren ganzen
complexen Zahlen, welche pte Potenzen und durch keine (2ap)te
Potenz (ausser 1) theilbar sind, betrdgt fiir p(r—=)>1 im Mittel
21 (290 (r—n)+ 1) E(p (r—1)) Ly —0

(2 7:) 2ap(r—=) Bap (r—=) LZ ap (r—=)

Die Summe der (r—2X)ten Potenzen der Normen derjenigen
primdren Theiler des grossten gemeinsamen Divisors von 7
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primdren ganzen
complexen Zahlen, welche pte Potenzen und durch keine (sp)te
Potenz (ausser 1) theilbar sind, betrdgt fiir Ap>0 im Mittel

r (2 )\Gp + ].)B)_PLQ,‘,{,

@wP%C=DT (20 + 1) B Lo,
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CL Bd., Abth. Il.a. 78

theilbar sind, betrdgt fiir p(r—=») > 1 im Mittel

im Mittel




1164 Lo Gegenbauer,

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von » aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten primiren complexen Zahlen
Cp) Ly
E(o70) Lrp
und durch keine (sp)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von # aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten primédren complexen Zahlen

I'2orp+1)B, Loy
@2m)2e DI (27p+1) Bayp Loy,
welche (2p)te Potenzen und durch keine (2 op)te Potenz (ausser 1)
theilbar sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von # aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren complexen Zahlen
besitzt im Mittel ebenso viele primére Theiler, welche (2p)te
Potenzen und durch keine (2op)te Potenz (ausser 1) theilbar
sind, als der grosste gemeinsame Theiler von 2# solchen
Zahlen primédre Theiler hat, welche pte Potenzen und durch
keine (ap)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von #» aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen complexen
L)L,
L(sv)L,,

keine ate Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Der grosste gemeinschaftliche Theiler von » aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten primédren ganzen complexen
2l'@r+1)¢(r)L,

(2%)"B, Ly,
Arten in zwei theilerfremde primére Factoren zerlegen.

Der grosste gemeinsame Divisor von 2# aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten priméaren ganzen complexen Zahlen
I'(4r +1)B,Lsy,
2m)?2T (27 +1)By, Ly,

Arten in zwei theilerfremde primédre Factoren zerlegen.

Der grosste gemeinsame Theiler von vier aus den vierten

Einheitswurzeln gebildeten primaren ganzen complexen Zahlen

hat im Mittel primére Theiler, welche pte Potenzen

primédre Theiler,

hat im Mittel

Zahlen hat im Mittel primére Theiler, welche durch

verschiedene

Zahlen ldsst sich im Mittel auf

verschiedene

lasst sich im Mittel auf

—

S . 105 L, . . .
kann im Mittel auf T * Arten in zwei theilerfremde Factoren
#oleg

zerlegt werden.
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Der grosste gemeinschaftliche Divisor von #» aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten primdren ganzen complexen

7ahlen hat im Mittel % -mal so viele priméare Theiler, welche

L,
ote Potenzen und durck;hkeine (sp)te Potenz (ausser 1) theilbar
sind, als der grosste gemeinsame Theiler von # reellen ganzen
Zahlen.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von » aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen complexen

Zahlen lasst sich im Mittel L—"—mal so oft in zwei theiler-
27

fremde primére Factoren zerlegen, als der grosste gemeinsame
Theiler von » reellen ganzen Zahlen.

Die Summe der Normen der #ten Potenzen derjenigen
priméren Theiler des grossten gemeinschaftlichen Divisors von
r aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primédren ganzen
complexen Zahlen, welche cte Potenzen sind, ist fiir t(r—=z)>1
im Mittel gleich {(t(r—=)) L: (v—).

Die Summe der Normen der =ten Potenzen derjenigen
priméaren Theiler des grossten gemeinsamen Divisors von #
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primaren ganzen
complexen Zahlen, welche (2t)te Potenzen sind, betrdgt fir
2 ﬁ)z" r== B: (r—=) Lo, (r—=) |

2I'2c(r—u)+1)

Die Summe der Normen der (»—2X\)ten Potenzen derjenigen
primédren Theiler des grossten gemeinschaftlichen Divisors von
r aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen
complexen Zahlen, welche tte Potenzen sind, betrédgt fiir A=0
(2 7:)2 2By . Loy,
2T (2xe+1)

Die Summe der Normen der «ten Potenzen der priméren
Theiler des grossten gemeinschaftlichen Divisors von 7 aus
den vierten Einheitswurzeln gebildeten primaren ganzen com-
plexen Zahlen ist fiir ¥—=z >1 im Mittel gleich {(r—=) L,_,.

Die Summe der (r—2X)ten Potenzen der Normen der
primidren Theiler des grossten gemeinsamen Divisors von 7
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen

(2 ﬁ)Z)‘BLLg;\
ST @h41)
78

t(r—u%)>0 im Mittel

im Mittel

complexen Zahlen ist fiir x>0 im Mittel gleich
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Der grosste gemeinschaftliche Divisor von 7 priméren
ganzen complexen Zahlen von der Form a- 27 besitzt im Mittel
{(tr) L., primare Theiler, welche tte Potenzen sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von 27 aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen complexen
(27)*> "B, Loy

Zahlen besitzt im Mittel m

primare Theiler, welche

tte Potenzen sind.

Der grosste gemeinsame Divisor von 7 aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen complexen Zahlen
hat im Mittel ebenso viele primédre Theiler, welche (27)te
Potenzern sind, als der grosste gemeinschaftliche Divisor von
21 solchen priméare Theiler besitzt, welche tte Potenzen sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von » aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen complexen
Zahlen hat im Mittel { () L, primére Theiler.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von #» aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten primédren ganzen complexen
Zahlen hat im Mittel L,-mal so viele priméire Theiler, als der
grosste gemeinsame Theiler von # reellen ganzen Zahlen.

Diejenigen von den A" (1) grossten gemeinsamen Theilern
von je  aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren
ganzen complexen Zahlen mit 2 nicht Ubersteigender Norm,
welche aus einer geraden Anzahl von (gleichen oder ver-
schiedenen) Primzahlen zusammengesetzt sind, besitzen im
WO ¢y Ly o C B

4{L2r+DP* () L)*)
soren, \\'ahrend die Anzahl der priméren Theiler der ibrigen
. . AT \, (27%) "By L3, ] .

im Mittel gleich —5 S L,— T @re 1y 2(C(1’)L,‘)2,‘ ist.

Diejenigen von den A" (n) grossten gemeinschaftlichen
Divisoren von je 27 aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten
primédren ganzen complexen Zahlen mit 2 nicht ibersteigender
Norm, welche aus einer geraden Anzahl von (gleichen oder
verschiedenen) Primzahlen zusammengesetzt sind, besitzen im
Mittel (27:9’((11))2"5 B, Ly, N 2I@r+14I (21’4—1)321-14,’{2‘()

2 (21‘(21’4—1) B, Lo, I'(4r+1)B,Ls, | )
primédre Theiler, wihrend die Anzahl der primédren Theiler

Mittel

priméare Divi-
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94 N
der tibrigen im Mittel (27:%[2(7,2)}1 {9113;1:21'1 . 211(?2;’:‘ .
PEre)By Ly Y 2 (PHETED Loy

T(@r+1)B, Ly, } ( gt

Diejenigen von den 9UA"(n) grossten gemeinschaftlichen
Divisoren von je » aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten
primédren ganzen complexen Zahlen mit # nicht libersteigender
Norm, welche aus einer geraden Anzahl von (gleichen oder
verschiedenen) Primzahlen zusammengesetzt sind, lassen sich
P eon e s

FEr+1)}3@C@)L)*
schiedene Arten in drei primére Factoren zerlegen, wéahrend
die Anzahl dieser Zerlegungen fiir die iibrigen im Mittel gleich
WOy CBLS L

8T Cr+D]*C(r) L)

Diejenigen von den A* (1) grossten gemeinsamen Divi-
soren von je 27 aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten
primdren ganzen complexen Zahlen mit 2 nicht libersteigender
Norm, welche aus einer geraden Anzahl von (gleichen oder
verschiedenen) Primzahlen zusammengesetzt sind, lassen sich

)l { (B, Ls,)? 2T 2r+1)

2 ACCr+0r ~ T B L,

%%(%%}% verschiedene Arten in drei primére

Factoren zerlegen, wihrend die mittlere Anzahl dieser Zer-
@R )| (BrLn))

im Mittel auf

ver-

im Mittel auf

legungen fiir die tibrigen den Werth

2 2(M@r+1))r
_2T@r+) %l @r+1) By Li*) |
B, Ls, U@r+1)B Ly | |

Das Quadrat des grossten gemeinschaftlichen Theilers
von 7 aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren
2T 2r-+1)(C() L,)?

(27?7 B, Ly,

ganzen complexen Zahlen besitzt im Mittel
primére Theiler.

Das Quadrat des grdssten gemeinschaftlichen Divisors
von 27 aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primédren
I'(4r+41)(ByLey)*
2 (l‘ (2 v+ 2))232,:_[4 r

ganzen complexen Zahlen besitzt im Mittel

primére Theiler.
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Der grosste gemeinsame Theiler von # primédren ganzen
C(par)L,.,
—'C.(_m) L.,
primédre Divisoren, welche (sp)te Potenzen sind, und deren
complementarer Divisor durch keine ste Potenz theilbar ist, und
. ' 1
§<ps7f) LPG" b C(—GV)Lm
sind, und deren complementédrer Divisor mindestens durch eine
ste Potenz theilbar ist.

Der grosste gemeinsame Theiler von # primédren ganzen
complexen Zahlen von der Form a4 b7 hat im Mittel
(276 Byoy Ly
2I' 2par+1){(ra) Ly
sind, und deren complementérer Divisor durch keine gte Potenz
@R B Lofy 1
2I'(2por +1) C(or) Ly |
(25p)te Potenzen sind, und deren complementédrer Divisor

mindestens durch eine ste Potenz theilbar ist.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von » aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten primédren ganzen complexen
(2m)?r @D (20r+41)B,,; La,

21 (2ps57 +1) Byo Loy,
Divisoren, welche (2ps)te Potenzen sind, und deren comple-
mentédrer Divisor durch keine (2s)te Potenz theilbar ist, und
(27)2# B2 Logar § 2I'2sr+1)

2I'2psr+-1) (2 ®)?°" By Loy )
Potenzen sind und deren complementédrer Divisor mindestens
durch eine (2s)te Potenz theilbar ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame
Theiler von # beliebigen reellen ganzen Zahlen zu den Prim-
zahlen p,, p,, ..., p. theilerfremd und durch keine ste Potenz
(ausser 1) theilbar ist, betragt im Mittel

complexen Zahlen von der Form a+bi hat im Mittel

solche Theiler, welche (sp)te Potenzen

primére Theiler, welche (2 ap)te Potenzen

theilbar ist, und solche, welche

30

Zahlen besitzt im Mittel primére

solche, welche (2ap)te

o
1 P
t(sr) ’ 1

31
,
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Die Walrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame
Theiler von 7 reellen ganzen Zahlen weder durch eine der
Primzahlen p,, p,,..., p_, noch durch eine (27)te Potenz (ausser 1)
theilbar ist, betrdgt im Mittel

1
[ —
2l(2or+1) b
(2 Tr)z__)’, o A 1
1— p;?::r

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame
Theiler von 7 beliebig herausgegriffenen reellen ganzen Zahlen
ungerade und durch keine ste Potenz (ausser 1) theilbar ist,

sr—1

2—1){(ar)

Es ist ebenso wahrscheinlich, dass eine beliebige ganze
reelle Zahl weder durch eine der Primzahlen p,, p,,...,p_,
noch durch eine (s7)te Potenz (ausser 1) theilbar ist, als dass
der grosste gemeinschaftliche Divisor von # beliebig heraus-
gegriffenen reellen ganzen Zahlen zu den genannten Prim-
zahlen theilerfremd und durch keine ste Potenz (ausser 1)
theilbar ist.

Die Summe der =wten Potenzen derjenigen Divisoren des
grossten gemeinsamen Theilers von # reellen ganzen Zahlen
welche zu den Primzahlen p,, p,,..., p. theilerfremde (s)te
Potenzen sind, ist im Mittel gleich

betrdgt im Mittel

¢ (o (r—) H ( - (,_x)> (5(r—8) > 1).

Die Summe der =ten Potenzen derjenigen Divisoren des
grossten gemeinsamen Theilers von # reellen ganzen Zahlen,
welche zu den Primzahlen p,, p,,..., p. theilerfremde (2o)te
Potenzen sind, ist fiir s(r—x) =1 im Mittel gleich

(2 T)Zz(r—-x) Bs (r—x) 1 >
2I'(2s(r—=x) +1) H pEer=n
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Die Summe der (r—2A)ten Potenzen derjenigen Divisoren
des grossten gemeinschaftlichen Theilers von # reellen ganzen
Zahlen, welche zu den Primzahlen p,, p,...., p, theilerfremde
ate Potenzen sind, ist flir A >0 im Mittel gleich

2m)**By (1 _ L)
2l 2hs+1) e

1

Der grosste gemeinsame Divisor von 7 beliebig heraus-
gegriffenen reellen ganzen Zahlen besitzt im Mittel

c(cr)]E] <1-—-p}>

Theiler, welche zu den Primzahlen p,, p,,..., p. theilerfremde
ste Potenzen sind.

Der grosste gemeinsame Divisor von » reellen ganzen
Zahlen besitzt im Mittel ebenso viele Divisoren, welche zu den
Primzahlen p,, p,,..., p. theilerfremde ste Potenzen sind, als
eine reelle Zahl zu den genannten Primzahlen theilerfremde
Divisoren hat, welche (s7)te Potenzen sind.

Der grosste gemeinsame Theiler von » reellen ganzen
Zahlen hat im Mittel

c@o'[1 <1-—-4>

Divisoren, welche zu dem Producte p, p, p, p. theiler-
fremd sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von zwei reellen
4 2

ganzen Zahlen hat im Mittel ;;—6 ungerade und gerade

1440
quadratische Theiler.

Der grisste gemeinschaftliche Divisor von vier reellen
8

ganzen Zahlen hat im Mittel 2419200

177" gerade und
161280 "8
gerade quadratische Theiler.
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Die Summe der nten Potenzen derjenigen Divisoren des
grossten gemeinsamen Theilers von 7 reellen ganzen Zahlen,
welche zu den Primzahlen p,, p,, ..., p_theilerfremde ste Potenzen
und durch keine (ac)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, betragt
fiir 6 (r—u) >1 im Mittel

1
{(s(r—mn)) o o =)
¢ (a0 (r—mu)) ﬂ 1

Die Summe der xten Potenzen derjenigen Divisoren des
grossten gemeinsamen Theilers von # reellen ganzen Zahlen,
welche zu den Primzahlen p,, p,,..., p_ theilerfremde (2a)te
Potenzen und durch keine (2ao)te Potenz (ausser 1) theilbar
sind, betragt fiir s(r—x) =1 im Mittel

1
T(2 05 (r— 1B I— pZJ(a‘—v__)
(25 (r—) +1) Bor— =
2 75)2’ (—y (@) (2 o(r—n)+ 1) B, (r—z) O 1

g
P’; as(r—2)

Die Summe der =ten Potenzen detjenigen Divisoren des
grossten gemeinsamen Theilers von # reellen ganzen Zahlen,
welche zu den Primzahlen p,, p,,..., p_theilerfremde ote Potenzen
und durch keine (2a5)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, betragt
flir 6(r—=)>1 im Mittel

P
2T (20 (r—#) + 1)L (5(r—)) l’_l po
(27)* @0 Bys (r— !
p%as(r—z)

Die Summe der (r—2M\)ten Potenzen derjenigen Divisoren
des grossten gemeinschaftlichen Theilers von » reellen ganzen
Zahlen, welche zu den Primzahlen p,, p,,..., p_ theilerfremde ate
Potenzen und durch keine (as)te Potenz (ausser 1) theilbar sind,
betragt fir A > 0 im Mittel

1
I'2aks+1) B, -|—[ p}‘zl)‘:
272 @DT (2hs+ 1) B, | 1

v
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Der grosste gemeinschaftliche Divisor von 7 reellen ganzen

Zahlen hat im Mittel
1

L(sr) o
C(asr) ]—[ 1

]7'137'

zu den Primzahlen p,, p,,..., p. theilerfremde Theiler, welche
ate Potenzen und durch keine (as)te Potenz (ausser 1) theil-
bar sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von # reellen ganzen
Zahlen hat im Mittel

1
2I'(2oor+1)L(s7) H pr
(2 7:)2 aszmr ’ . 1
p/2 sy’

zu den Primzahlen p,, p,,..., p_ theilerfremde Theiler, welche ste
Potenzen und durch keine (2 #s)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von » reellen ganzen
Zahlen hat im Mittel ebenso viele zu den Primzahlen p,, p,,..., p.
theilerfremde Theiler, welche ste Potenzen und durch keine
(uo)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, als eine reelle ganze Zahl
derartige Divisoren besitzt, welche (sr)te Potenzen und durch
keine (asr)te Potenz theilbar sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von zwei reellen

ganzen Zahlen hat im Mittel 1—?;2%?:—?) ungerade und

241215975 . o .

37798678 gerade quadratische Theiler, welche durch keine
(]

sechste Potenz (ausser 1) theilbar sind.
Der grosste gemeinsame Divisor von 7 reellen ganzen

Zahlen hat im Mittel
{(rp0) )
C(m) ]—[ ( DiEs

Theiler, welche zu dem Producte p,, p,,..., p. theilerfremde
(po)te Potenzen sind und einen complementiren Divisor besitzen,
der durch keine ste Potenz (ausser 1) theilbar ist.
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Der grosste gemeinsame Divisor von r reellen ganzen
Zahlen hat im Mittel

(2 7021'3 DT (2 o+ I)Brpq ﬂ ( _ >
2I'(27ps+1)B,. ol

Theiler, welche zu den Primzahlen p,, p,,..., p_ theilerfremde
(2p3)te Potenzen sind und einen complementédren Divisor be-
sitzen, der durch keine (25)te Potenz (ausser 1) theilbar ist.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von 7 reellen ganzen
Zahlen besitzt im Mittel um

1

L) H (1—2)

]7)

solche Theiler mit durch keine (ps)te Potenz (ausser 1) theil-
baren complementdren Divisor, welche ate Potenzen eines
Productes einer geraden Anzahl von unter einander und von
den Primzahlen p,, p,,..., p. verschiedenen Primfactoren sind,
mehr, als solche, welche ste Potenzen eines Productes einer
ungeraden Anzahl von derartigen Primfactoren sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von # reellen ganzen
Zahlen besitzt im Mittel um

4T 2sr+ I 2par+1)

2135 (o+1 S
(@RPrEt) B, B,, ]_[ (1 pp)

solche Theiler mit durch keine (2s5#)te Potenz (ausser 1) theil-
baren complementiaren Divisor, welche (2s5)te Potenzen eines
Productes einer geraden Anzahl von unter einander und von
den Primzahlen p,, p,,..., p. verschiedenen Primfactoren sind,
mehr, als solche, welche (20)te Potenzen eines Productes einer
ungeraden Anzahl von derartigen Primfactoren sind.

Der grosste gemeinschaftliche Divisor von zwei reellen

2
ganzen Zahlen besitzt im Mittel um 0160

o1 solche ungerade

Theiler mit durch keine vierte Potenz (ausser 1) theilbaren
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complementiren Divisor, welche Quadrate eines Productes
einer geraden Anzahl von unter einander verschiedenen Prim-
zahlen sind, mehr, als solche, welche Quadrate eines Productes
einer ungeraden Anzahl verschiedener Primfactoren sind.

Unter denjenigen Theilern des grossten gemeinsamen
Divisors von 7 reellen ganzen Zahlen, welche ste Potenzen
von solchen zu den Primzahlen p, p,,..., p_ theilerfremden
ganzen Zahlen sind, bei deren Darstellung als Producte von
Primzahlpotenzen nur Exponenten von der Form #p und (zp+1)
auftreten, gibt es im Mittel um

1

l——

Srop) T, Z8
C(rs) '1 {_ 1
y’

mehr solche, bei denen die Anzahl der letzteren Exponenten
gerade ist, als solche, bei denen dieselbe ungerade ist.

Unter denjenigen Theilern des grossten gemeinsamen
Divisors von 7 reellen ganzen Zahlen, welche (2a)te Potenzen
von solchen zu den Primzahlen p,, p,,..., p. theilerfremden
ganzen Zahlen sind, bei deren Darstellung als Producte von
Primzahlpotenzen nur Exponenten von der Form «#p oder #p+1
auftreten, gibt es im Mittel um

1
l— ==
2721 (275 41)B,,, e
7]
I'@Crs+1)B,. 1
t1— p‘il‘s

mehr solche, bei denen die Anzahl der Exponenten von der
Form =g +1 gerade ist, als solche, bei denen dieselbe un-
gerade ist.

Unter denjenigen Theilern des grossten gemeinschaftlichen
Divisors von zwei reellen ganzen Zahlen, bei deren Darstellung
als Producte von Primzahlpotenzen nur Exponenten von einer

341z8
3991680
mehr solche, bei denen die Anzahl der Exponenten der zweiten
Art gerade, als solche, bei denen dieselbe ungerade ist.

der Formen 5%, 3#-+1 auftreten, gibt es im Mittel
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Unter denjenigen Theilern des grossten gemeinsamen
Divisors von zwei reellen ganzen Zahlen, bei deren Darstellung
als Producte von Primzahlpotenzen nur Exponenten von einer
der zwei Formen 6%, 6x-+1 auftreten, gibt es im Mittel

188643 z1?
21794572800
Exponenten gerade, als solche, bei denen dieselbe un-
gerade ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame
Theiler von # reellen ganzen Zahlen zu den Primzahlen
Pys Pyy--» p. theilerfremd ist, und dass bei seiner Darstellung
als ein Product von Primzahlpotenzen nur Exponenten auf-
treten, welche nach dem Modul 3¢ einer ganzen Zahl unterhalb ¢
congruent sind, betrdgt im Mittel

1 1\

) ] ——J{1— — /
L(rap) H by ne
c LT, 1
28

mehr solche, bei denen die Anzahl der letzteren

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grdsste gemeinsame
Theiler von 7 reellen ganzen Zahlen durch keine der Primzahlen
Py Py -+ p. theilbar ist, und dass bei seiner Darstellung als
ein Product von Primzahlpotenzen nur Exponenten auftreten,
welche nach dem Modul 25p einer ganzen Zahl unterhalb 2p
congruent sind, betrdgt im Mittel

(EENARE
2wy C—DT (2754 1) B,y F[ S VAN A
I'wsp+1)B, . - R

p2Te

Zum Schluss dieses Paragraphes will ich noch den
folgenden, leicht zu beweisenden Satz angeben:

Bezeichnet Q9 (n) die Summe der =zten Potenzen der
Normen derjenigen Individuen eines Euklid'schen Zahlen-
complexes (1), welche durch keine ite Potenz (ausser 1) theilbar
sind, so bestehen die Relationen
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A 7 0
- M (x) = QM
2, S, (N(:ﬂ))N(Y V(%) = 2 ()
x=(\)'11)

Z o (N( ))>N(v"’)—S(7z)
x=(\/ﬁ)

Y 09 () V) = £
‘V—(\/lt)
00 () Ve = 200
X
x=(Vm)

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet:

h_
x=[\/n] .
r=1 "
=V .
s G’ib ¥ () = 009 ()
A\ ZN /A A NN
x=1 )
= V7]
2 o ([ =2pw
x=1 ¥
x:[\A/ﬁ]

e (| 2]) e = ap e

§. 2. Im vierten Bande der dritten Serie der »Nouvelles
Annales de mathématiques« von Gerono und Brisse hat Herr
Ernesto Cesaro ! folgende Erweiterung der berithmten Identitét

von Tchebychef und de Polygnac bewiesen:

1 »Généralisation de l'identité de MM. Tchébychef et de Polygnac.«

L.c.p. 418—422.
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Ist p(x) das Product aller # nicht {iberschreitenden Prim-

zahlen und

log .v]
s log 2

Pw= | ple),

1

so besteht die Beziehung

V7]
(

e (g = 1)

1

Da es nur eine einzige durch keine erste Potenz (ausser 1)
theilbare ganze Zahl, nadmlich die Zahl 1 gibt, so geht diese
Formel fiir 6 =1 in die eben erwdhnte Tchebychef-de
Polygnac’sche Gleichung

Fla(3])=»

iber. Die im vorigen Paragraphe entwickelten Relationen ermog-
lichen einerseits die Ableitung einer viel weiter gehenden Ver-
allgemeinerung dieser berlthmten Identitdt, deren Bedeutung
fiir die Theorie des grossten gemeinsamen Theilers ich bei einer
anderen Gelegenheit auseinanderzuselzen gedenke, anderseits
die Aufstellung von mehreren anderen neuen Formeln derselben
Kategorie.

Die complexe Primzahl p, kommt offenbar nur in jedem
der Factoren

13 <
——— ) 8 (1, (o, )
‘V(P;(Pp};%-%))“)‘) meE

(7 (ppu+)) (Np > Nw> 0)

des Productes

/)

()
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genau t-mal vor. Geniligt nun die Function g(x) fiir alle
Werthepaare #, y der Gleichung

W) =80
und ist

Z f(j\%)ér(’y) = h(n),

2, _
x= (V1)

so hat man die Gleichung

o [ log 'I
"7 [onlog N(pp)

r(s5=) g0 o 2 £ 0P <v< ")>>
N(,lg) - = Pe

v v pp

(1) 1

wo 6(u) die Anzahl aller Primzahlen p des Complexes (n)
vorstellt, beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

o [ log 7 ]
) ahlogp,]l

r)(\/ ) Z g (pph ([1,115:})

H Vf([ /ao H N

Von besonderem Interesse sind diejenigen speciellen
Fille dieser allgemeinen Formel, in denen die Function g(x)
wenigstens fiir alle primzahligen Argumente denselben Werth
besitzt und %(#) entweder die #»te Potenz der Anzahl der
Individuen des Complexes (1), oder die Anzahl derjenigen
Systeme von #» Zahlen dieses Gebietes ist, deren grosster
gemeinsamer Theiler durch keine Ate Potenz (ausser 1) theilbar
oder endlich eine A,te Potenz ist. Dieselbe erhilt, diesen drei
Annahmen entsprechend, der Reihe nach folgende Formen:

o [ logn ]
"7 Uslog N (v

O(\/n) 2

H f(\r( )y ¢ ]“I =1
oy P,,

()

7 n
rpu” ( )
3 N( ]1;"":)
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__ [ log n ]
= |hslog N(pp)

O n
" g o(\/n) X £ 8 (V(p)‘)/

HV .‘(\(',) ™ H , a=1 )

()

L log n
T [lc log N(pp ]
p) £ (7)) Q (L)
,_( I 0(\ ) St N(p)d)

g ™ H ’, =1 14)

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

o [ log n ]
T ).siog 7p I
n . ( [ n o) 0(\/1:) Z (pf') [Ph:_|

2 H r, =

()

~ : 1
H g ﬂ r, )
= [)%]
n /([ " (;) 0(\/ ) ) (pP) Qr, N ([é?:z])
e

=[l» 7 ")

Dem auf derrechten Seite der ersten von diesen Gleichungen
stehenden Producte kann man nach 6) und 8) eine der beiden
folgenden Formen geben:

) s log 1\ (p \
X (o)

ha 1= N e
IR ;\'=( /

Vs

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CI. Bd., Abth. II.a. 79

_L_>
AN (.17)‘]73_":) \
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_ [ log n
= D3tog N(po)]

2 (}7(;) ( 2 Q.. /#_) Y (\,)\‘

7, A ( Ar(ﬁ]72~l.)

v

] 7,
1

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

- _”__> /
N ()

25 *
9V ) pX °

[lr
1

hs,
H(\ n

[1rn 7
1

der auf der rechten Seite der zweiten von ihnen stehende
Ausdruck ldsst sich nach 7) und 8) in einen der folgenden
zwei umformen:

[ log n ]
s log N(pp)
\ —_ o (x
(pP) ~ Qa‘, 728 (;\7(;\) 70‘ ) P ()

s, _ 1= ) I
P x=<\/&(l,;ur)>
[] , |
1

L log 1
Dy logN(pp)] ) .
}—‘ (pg) ( 2- Q‘l', 13 (1\7 (P 1])\0:) ) g (*))
P

s = i T
'J\/ l—l) = * n
N(ph
Il
1

(2. =h; a>1)
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und fir A =1 nach 12) iiberdies noch in

1181
‘_[ logn ]
" LeTog N(pp)d .
s dup| % o
) = \ / T
5\ 1) v=( M=
[ »
1

e {N (" P;:) ) " (,v))
V N(,,;:))

peziehungsweise fiir das reelle Gebiet

. N
h3 _ ‘\_‘
9\ )

[/
o log n _] r= )‘L
T [)\slogpn .
g‘(zh,)( > 2
=1 A X
[+] »,
! 2
1

s E
'J(;\/n)

Ve \
"‘:( ) 2 ‘ Q (- Y ()
8 (pg) ¢ rop l\[vl"p)‘“]/ PG
M 1= x=I e
] »
. {

m
o [ log n ] = ’ ’L/
T Dislog p, /

(ap. = %; 2>1)
" —7'
_ [ logu y=|\"/—
'_[alng pp] / \/ p;] /[
3, ¥ ﬂ‘:(p ) ( 3 0 o
‘s - b P “rom
PO =1 Vo or=1
I<] »,
1

das auf der rechten Seite der dritten Gleichung stehende
Product kann endlich nach 9) und 10) in einer der folgenden
zwei Gestalten geschrieben werden:

o [ log u _]
"7 Lislog N(pp) . . \
v __nr 5
- 2] (pP) ’H ‘Qr, “hy (‘\r(xl, 1,)‘::) ) P() )
Vi = » n “
b\ i) e ——
\RS)
I] , '
1

/

79
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= [ logn | ]
: )3 log N (pg) /

\ < - n .
2’ s (PP) ( 2’ Qr, " (A\r(ﬂ,p.pls:) ) )‘a(")\
= <

T r ;

/
vV N(p?;“))

s _
8(\/ 1)

I] 2,
1

(o =X, o>1)

beziehungsweise flir das reelle Gebiet

L [ log 1 7_] x= |y
"7 Laslog Py ( 5

K _ N
) hX 8 (rg)
=1

A

1
. /_:|
I n
log n r= /

= —= hat \

S I

ha,_ z \ ;

v P £ p) % ([ =) am'

g

2.
= \ = ,1
|P| ]7.“
1

(2 = X3 2>1).

Soll die ganze complexe Zahl [x,, x,,..., x,] durch keine
andere Ate Potenz als pé- theilbar sein, so muss x,,_:y,,_p';‘“
(b=1,2,...,7) und [¥,, ¥, ..., ¥ durch keine \te Potenz
(ausser 1) theilbar sein, und demnach ist die Anzahl derjenigen
unter den A (#) ganzen complexen Zahlen [v, x,....,x,] (x, = (1)).
welchen die eben erwidhnte Eigenschaft zukommt, gleich

LD <N(;77k )> Ebenso erkennt man, dass die Anzahl derjenigen

unter den Systemen von - ganzen Zahlen des Complexes (1),
deren grosster gemeinsamer Theiler die (hst)te Potenz der

Primzahl p_ multiplicirt mit einer A ten Potenz ist, gleich
’ s

7" . . .
Qr0, | 55—== ) ist. Bezeichnet man nun mit p, _(m) das Product
PN (pz;,: X, st

der (hst)ten Wurzeln aus den grossten in denjenigen von den
ganzen complexen Zahlen |x,, x,,..., %] (%, = (m); pn.=1,2,...,7)
enthaltenen Aten Potenzen, fiir welche diese die (hst)te Potenz
einer Primzahl ist, mit P, m(m), beziehungsweise (flir A=X,)
7, ,.(m) aber das Product der (Ast)ten Wurzeln aus denjenigen
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Theilern jeder der Zahlen [%,,,..., #,] (x,= (m); p=1,2,...,7),
welche (Aat)te Potenzen von Primzahlen sind und einen comple-
mentdren Divisor besitzen, der eine A;te Potenz ist, so hat
offenbar die hochste Potenz von 2, welche in dem Producte

= (\717)

enthalten ist, den Exponenten
Y el
’ M\ AT e |
ey NG
Na= / ﬁ)
(\/ N

wihrend der betreffende Exponent fiir das Product

]—[ p),,.,)<\7<,v))>
\—(\ n)
\“ < 7 >
Qr’ N N (x)\lp){; sv)

(\/N(p) ">>

den Werth

hat.
Setzt man nun
log m]
r[ ” ("F‘) (1) = Py, (1)
Iow mJ
H P’ (p") = P)\,,)., s,m(n); bez. (flir h =) ]37\, 5, m (1),
1
wWo

2,0 =5, ..,0) =1

sein soll, so kann man nach diesen Bemerkungen die auf den
rechten Seiten der Gleichungen 13) und 14) stehenden und die
eben angegebenen 14 Producte der Reihe nach in folgender
Weise schreiben:
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[))., . 1 (”) P)», 5 ("’ L)
\

[T Pl ﬂ L ( ey

A v=(n)
beziehungsweise r=(Vn)

[\)711] . n

£ (|2 125
T

= (v

e woN wa@) [ ow N . no
lir 5 = op; 2> 1); -z g = > 1); » )
um, " <N( x>) (fiir 6 = og; o> 1); I—l P (N(x”')) (flr o, ;2 >1); l—! P,.),, " QN (w))
) v=(/n) v= (/1)
(fur 6 = pw),

|
)\/n

beziehungsweise
[Vl [V L]

T pra@ (|2 l—l oM EAL H e (|2
H Pa{‘,p, nq}f > * Pn s \| ) * P}L;p:ﬂ 2 )
1 : i

1
@ . pla® ) ,
H Pf,”)] ”<N( ))> (x>1) rl s M”L(N( o ) (fiir o = h; 2> 1)
A_
v=(u) ;v=(\/n)
beziehungsweise

) - R
H pr@ ([ H Pra® (ﬁ
- NSER AN P ’ Py 301\ P

1 . 1
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Aus den obigen Entwicklungen ergeben sich sofort
folgende Theoreme:

Hat die Function g (), welche fiir alle ganzzahligen Werthe-
paare ¥, v der Gleichung

) =£gg)

geniigt, wenigstens fiir alle primzahligen Argumente denselben
Werth, und ist die Function f(x) so beschaffen, dass die Summe

f (%)) 4
)

(

-

e [
\". -

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

W,
x=[\u)

2 /e

r=1

gleich der rten Potenz der Anzahl der Individuen des Com-
plexes (1) (beziehungsweise n?”) ist, so bestehen die Relationen

_ f(\(’—l,)
I | ) I—‘ Prs.n <N(¢7))

T
v=(\"u) \—(\/u)

! .,\T(V)J) / BAY ", (L) n \
ﬂ Y = ]_I P> 23,0 <N(¢))

= (i)

A5
v=('1)

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

IR S PO

FI v. ’ = ]—\I P)\,s,'n<<
1

%]) 16)

S A
[ o [ 2 (]2]),
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wenn
"log
) ]

P, u,lll(1l) — H pb (Pr’ (71)

log m]
P) 3,10 (M) = H 55 (1 e ('I'Z)

1

ist, wo mit P, ..(m) das Product der (Ast)ten Wurzeln aus den
grossten in denjenigen von den ganzen complexen Zahlen
[x), %o, 2] (%, = (n); p.= 1. 2,..., ) enthaltenen Aten Potenzen
bezeichnet wird, fiir welche dieselbe die (hat)te Potenz einer
Primzahl ist, mit P, ,.(m) aber das Product der (hat)ten Wurzeln
aus denjenigen Theilern jeder der Zahlen [x,, %,,...,%,] (¥, = (m);
p=1,2,...,7), welche (Mst)te Potenzen von Primzahlen sind
und einen complementédren Divisor besitzen, der eine Ate Potenz
ist, und

P, .0 =7, .0) =1
genommen wird.

Hat die Function g(x), welche fiir alle ganzzahligen Werthe-
paare %, ¥ der Gleichung

gy = g®)£0W)
geniigt, wenigstens fiir alle primzahligen Werthe des Argu-

mentes denselben Werth, und ist die Function f(x) so beschaffen,
dass die Summe

’

- 11
Z J (W> (@),

s _
x=0(/un)

beziehungsweise flir das reelle Gebiet

w=[\/7]

2 e

r=

gleich der Anzahl derjenigen Systeme von # ganzen complexen
Zahlen des Bereiches () ist, deren grosster gemeinsamer
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Theiler durch keine Ate Potenz (ausser 1) theilbar ist, so

bestehen die Relationen

[T

a=(On)

;( (M)) ()

N
! ky(-, 5) ¢
[~ = |1
73, A
v=(\"n) v=(V1n)
/1
Nyos L)) ¢ ()
I
hs. o
s=(\1n) r=n)
- ir o\
J (W) g™
[ =T
= (V7) v (V)

= P ()

Pla [€9) ( 1

D) ( 1

) (o gleich einem
Vielfachen o;
72>1)

al, G, 11

N (:\fx)

(2 1 ;

N(x")

) (5 gleich einem
Vielfachen von 1),

n,s, 1

\N(x")

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

Vi A([2]) #0 NG

NNI(FR | I

=Py (1)

"

[’\;] ,{[%]) o) Nan

| P

1 1

—
\’ n

o (¥)
- ]_l a) s,

By ()
w3, 0

H 2

(2>1 und zugleich ein
Theiler von 5)

(1)

([%D (o, = X; 2>1)

)



1186 L:i'Gegenbauer,

wenn
log mt
]

PJ\, 5,00 (“) = H pfitpp) (71)
1

tog ]

X7

Py o) = ]—l 700 ()
1

ist, wo mit p, _(m) das Product der (Mat)ten Wurzeln aus den
grossten in denjenigen von den ganzen complexen Zahlen
[, %o, %] (3, = (m); .= 1, 2,..., 7) enthaltenen Aten Potenzen
bezeichnet wird, fiir welche dieselbe die (hst)te Potenz einer
Primzahl ist, mit p, __(m) aber das Product der (Aot)ten Wurzeln
aus denjenigen Theilern jeder der Zahlen [x,,%,,...,%,] (v, = (m);
n=1,2,...,7), welche (Msr)te Potenzen von Primzahlen sind
und einen complementiren Divisor besitzen, der eine Ate Potenz
ist, und

p0) =7, .0)=1

genommen wird.
Hat die Function g(x), welche flir alle ganzzahligen Werthe-
paare x, ¥ der Gleichung

gy) = Mg ()
geniigt, wenigstens fir alle primzahligen Werthe des Argu-

mentes denselben Werth, und ist die Function f(x) so beschaffen,
dass die Summe

N
2. Ilxg) s,
v= (Vi)

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

As,__
r=[\"1]

2 (]

rv=1

gleich der Anzahl derjenigen Systeme von # ganzen complexen
Zahlen des Bereiches (1) ist, deren grosster gemeinsamer
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Theiler durch keine Ate Potenz (ausser 1) theilbar ist, so
bestehen die Relationen

J‘(V(’),))Do
[T = Py, ()

= ()

'IQ(AV(ZM)) £ Ny ) 1
H Y = l_l P ‘{‘* . (—x) (o gleich einem
ENEY Viettach
s A Ly
v= W) = (V) ierachen a

a>1)

(55 e
H Y N = ]—, P;ft(:%Nglu)') (=2 2>1)

L. LT
0= (\/n) = (\/ Il)

! V(’ )) D) ( 1 ) . .
= Pl — 3 gleich einem
]-| ]_l 1o 3,1 IV(:K’L) ( 8

" Vielfachen von u.
V= (\v/n) x=u ' )’

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

[) m 5 n 0] [\/,,
H Y ([ ]) ﬂ u;ji‘f, [ " J) (2.>1 und zugleich ein

1 Theiler von 3)

= ]_I :’f(;)([ D (o= Xr; 2>1)

)
1)
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wenn

[log m]
i3 B
&

Py s (m) = r[ 7 G:PP) (1)
1

log m

T
D _ =& (py)
P)., 5, — T . % o I (%)

1

ist, wo p, (m) das Product der (Ast)ten Wurzeln aus den
grossten in denjenigen von den ganzen complexen Zahlen
[y, %, ..., 2] (%, = (m); p.= 1, 2,..., ) enthaltenen hten Potenzen
vorstellt, flir welche diese die (hst)te Potenz einer Primzahl ist,
7, ,.(m) aber das Product der (Ast)ten Wurzeln aus denjenigen
Theilern jeder der Zahlen [x,, %,,..., x,] (¥, = (m); p.=1,2,...,7),
welche (Ast)te Potenzen von Primzahlen sind und einen com-
plementdren Divisor besitzen, der eine ite Potenz ist, und

7.0 =p_.0) =1
genommen wird.
Hat die Function g(¥), welche flir alle ganzzahligen
Werthepaare #, ¥ der Gleichung

gy =2g(y)

gentigt, wenigstens fiir alle primzahligen Argumente denselben
Werth, und ist die Function f(x) so beschaffen, dass die Summe

O
1_ f <N(xm§ )8,

x= (V)

beziehungsweise flir das reelle Gebiet

e=WF
7
3l n]ew

x=1

Il

gleich der Anzahl derjenigen Systeme von » ganzen complexen
Zahlen des Gebietes (») ist, deren grosster gemeinsamer Theiler
eine A te Potenz ist, so bestehen die Relationen
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Higm)eo
]’1 v = R.,,?., 5,1 (71)

H5)s0
SN 19 o H Pla 7
— | YRR <———) (’A > 1)

5 y N ("),
L= (U v (V) )

\’(J ° . () ’
rl - P” & (#) (> 1; 9 =X,),
‘l=(\/w) = (V) N(x')/

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

[\/u] (%)
H v <[‘ D :f))\..)\.:‘n(”)

1

ivenl S([s]) 0 [V/]

1 2] e

Vil f 551)8¢ - ]_1 1) -
H y : — H I);L,l;:, " ([%D (2>1; ap. = X)).
"

Von den in diesen Theoremen enthaltenen speciellen
Formeln mogen die folgenden erwihnt werden:

n
Dr] ¥ <1\"(v)‘5)> . W 7
]_I v — H P) 51 \N ()

V= (’\3/;) = (\1/7!-‘

|—] y 1R AN (M) — I_I P (1 ‘7 v, (%) "
N N (x)

r=(n)
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beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

[)Vu] 2, 1 ( _L]) [\7\’7]

l_,l , Jho _ H P)\(,lc?,1;<[%]> 17)

1 1

i1 O 2]

wo
[lo<r e

74m(”)_ I_’l p)\"(1

1

log
Of__;,)\lll]

P)(lv) m(”) = H [))‘, 51 (”)

1

ist,

n
{ A (x
3‘1',2)\3 (N(.v)\: ) )

x%7) 5
I—I x = P)(’_) , (1)
= ()\G/;)

n .
]—I 31‘, 23 (1\7 (_‘;)J)) rw) . H P (2) g (x) ( n >
" = a2 \N G
A3, o “
r=G/n) x=0/u)

(= ein die Einheit libersteigender Theiler von 5)

B2 <v%)) @ PO "
I__l X rl 30 (N('gu')>

A3,
x= (1) r= (\/ w)
(=X a>1)

n

Q — | A (¥
,—I ; 7, 2hs (N(x )) @) _ H p(o)”(w( m )
. L, — 1 V(ﬂ«“)

v (V) v (U7

(s gleich einem Vielfachen von p.),
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peziehungsweise flr das reelle Gebiet

(\/n] 9. 90, ( = ])7(2)
H i ) ’ = P7(Dg n (’IZ)
1

Vil o e ([5]) 20 N

7,203 \ Lyho %y (1)
— | 2)
H x H rx() s, 1 ([ A

1

)

(o ein die Einheit Ubersteigender Theiler von o)

Val o ([]) e (i)

7,20 e
]_;I x — H ”(2?) ; <[ L]) (.= X; 0. >1)

1
Vil s, () L]

I =122 (15)

(p. ein Theiler von s),

WO
log
2hs
. o (1
P).(zg. m (“) — E ——p)” z ';( )
' B e, )
log m]
2%s
D n
P, 0= ] e
L Pue- 1y, (1)
ist,

0, (\( ))(,
H v = P@, ()

V= (\/ )
0 ( A ) X,
| | THRAN Y- I l ., () \
’ - P_),(\jzl 1] <__,E: ,_) (7- > 1)
» 5 N (1')
= = (Vi)

()
B = 1 s (2)

N (")
v=(\'n) ,\'=(\/11)
(o = 2%; a>1),
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beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

L] 17([ )

['] » = P®, ()

1

[\)yv—t] 0_3)\([ D)(,) L\’ﬁ]

H Y ) — ]—[ ‘70,7,7;' ([ 7?]) (x>1)

L</H] Q“)\ ([%:I);( 2 [\/u

: o g (V)
FI ) f— by P”(3)) N A <‘V Jljl) (a:}, pu— 2)\),

log Ill:l
2%

= Pr,2e0. (1)
B, =[] 2

A W B (1)

WO

ist, und speciell

v = (1)
1 "
¥ (V(-/)) 1) 5 (3 >ll () ( 11 .
I = 12 Ngy)  @=D
v = (1) x=(n) ’

(3)) (L) 71 ,
| | 1,1,n '\7(15)
beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

BRI

ﬂ = P®) ()

1

n [L ") " .
v = oty ) 1 .,
H =T (L)) ey
1

v = (1)




Beachtet man, dass die Function £, , (#) mit wachsendem Argumente wiichst, sowie dass, wie man
sofort sieht,

= (Vi) 5 N _ B
VZ fos £ [ 1]) 108 2o (i) =108 P[] 108 o (55 ]) —
o a=lVEl o
gl e )

ist, wo &, den Werth +1, O oder —1 besitzt, je nachdem x zur Zaht 30 theilerfremd ist, oder mit derselben
nur einen Primfactor gemein hat oder endlich durch mindestens zwei von den drei Primzahlen 2, 3,5
theilbar ist, so erkennt man leicht, dass sich aus 16) und 17) die zwei wichtigen Ungleichungen ergeben

N5 _ . . .
P (M) - H] y}‘j'( [;)—5]) +/ ( [(30\,5)).]) -/ < [() ,4))\] ) -/ < [(3“3)‘);] ) J ( [(‘5‘7,)’)\*] ) % g() ~ P)\) o (M)
e

1 R

/ n] o a Ty L o e \ -
P)ilg) ) (u) iy—l ) s ( [.,).:] ) +""1'_. s ( [(30 :5))\] > [() ,c))\] ) ( [(g ,a))\ ] > —a s ([(5":))‘] ) P)\(“Js); " (%)

- n |
1
: P ([_67_ >

deren erste zu folgendem Theoreme flihrt:

JIR[1Y |, JOWRSUIOWAS 1918010

6611



Hat die Function g(x), welche fiir alle ganzzahligen Werthepaare x, ¥ der Gleichung
) = g"&()

genligt, wenigstens flir alle primzahligen Argumente denselben Werth, und sind die Functionen f(x) und

h(x) so beschaffen, dass
v (V7]
n .
> | ])sw =
a=l1 .
und
= V7]

3" [ase
c=1

X

gleich der Anzahl derjenigen Systeme von r ganzen Zahlen des Intervalles 1...# ist, deren grdsster gemein-

samer Theiler durch keine ite Potenz (ausser 1) theilbar ist, so ist

Wl w(pagyee Dl p(pan) (50~ (1250 ALSD ([
rq , r] ) s 30v) (2v) 3v) H)

! 1

FOI1

o

‘lanequafoan
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Zum Schlusse dieses Paragraphes will ich noch darauf
hinweisen, dass aus den obigen Entwicklungen auch die

Relation
L= log n
[loﬂ N(p) ]

0 () 2 ’ (

ﬂ [x[,ﬂ«’?',...,x,.]:lq », t=
1

Xy, Xaye ooy Xpe= (1)

N(zl‘)>

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

[w]
0 (n) 2 I:”,]1
]_)—[[1'1;'@: ai]—]—\lp)

folgt, welche eine Verallgemeinerung des aus den Elementen
der Zahlentheorie bekannten Satzes, dass die hochste Potenz
einer Primzahl p,, welche in #! enthalten ist, den Exponenten

o logn]

"~ Llogp,
”n
2 [pi‘.-]

<=1

besitzt, vorstellt, welches Theorem die eigentliche Quelle der
Tchebychef-de Polygnac’schen Identitat ist.

§. 3. Hat die zahlentheoretische Function «(x) den Werth O,
wenn x eine Einheit (E) ist, oder eine Primzahl in einer héheren
Potenz als der zweiten, oder mehr als eine Primzahl in einer
hoheren als der ersten Potenz enthdlt, den Werth

(—1D*Of(py),

wo @ (x) die Anzahl der verschiedenen Primtheiler von x vor-
stellt, wenn x den Primfactor p, in der zweiten, alle {ibrigen
aber nur in der ersten Potenz enthalt, und ist sie endlich gleich

(—De@+ Y f(p)),
IS

wo die Summation liber alle Primfactoren p, der ganzen Zahl x»
zu erstrecken ist, falls ¥ durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CI. Bd., Abth. IL a. 80
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ist, so ist bekanntlich die iiber alle Theiler d der ganzen Zahl u
ausgedehnte Summe
> a@) 8)

d

gleich f(1) oder O, je nachdem 7 eine Primzahl ist oder nicht.
Auf Grund dieser Eigenschaft ldsst sich sofort die Gleichung

S wlitleor= 5

x=(n) s Tage s ;,_:(u)

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

Zpy Baye e, =0

i [_] (%) = Z’ F@ 2arenes 22) 19)
=1 =1

aufstellen, wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass
nur jene Systeme von 7 ganzen Zahlen 2, z,..., . des Com-
plexes (1) zu nehmen sind, deren grosster gemeinsamer Theiler
eine Primzahl ist. Setzt man speciell f(x) =1, so ergibt sich
aus dieser Formel fiir die Anzabhl 6, (1) derjenigen Systeme von
v Individuen des Gebietes (1), deren grosster gemeinsamer
Theiler eine Primzahl ist, der Ausdruck

7
Z 91,1\ ‘\—7(;)] ao (1’), 20)
x= (1) ’
beziehungsweise fiir das reelle Gebiet
x=1n .
n |
Z [?J %y (’1’)’
r=1

wo mit #,(¥) diejenige Specialisirung der Function e(x) be-
zeichnet wird, fiir welche die eben angefiihrten Relationen in
die folgenden iibergehen:

2y (E) = 2y(%) = O
2, (¥) = (—1)*®
o, (%) = (— 1)@+ G (x),
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Fiir die reellen und die aus den vierten Einheitswurzeln
gebildeten priméren ganzen complexen Zahlen kann man
diese Formeln in die folgenden verwandeln:

! an o.(x)
Y =G Y ()
2y By e ey Bp=(11) r=(00)

N

Y FEen a=w )

0,
X

Fay oy =1 o0
[0}
== 3 (75)+
% = (0)—(n)
= e

+ 52 EC)emelg)” e
A= —w i}:w ) § /:_1< ) e )’“

x=n+1 x =0

O=¢<1)

ist. Da nun, falls (was hierbei selbstverstandlich vorausgesetzt
wurde)

xX=

a2.(x . . (2

S‘ <—j(—)>, beziehungsweise } @,
P x! Loy
( x=1

convergirt, nach 18) die Beziehung

$ oy LY e
NG 2 wGi=L N

1—(00) 1= (c0)

besteht, wo die Summation beztiglich A tber alle dem be-
treffenden Euklid’schen Zahlengebiete angehorigen Primzahlen
auszudehnen ist, welche Relation wegen

S‘ n(y) _ 1
L NG~ I
y=(00) ~_Z’ ) N (z");

80~
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auch in die folgende verwandelt werden kann,

VU oa@ N e S(p) 21)
L NG T L N NG

so hat man flr alle die Bedingung

. A
Iim,, = |—l = 0, b.ziehungsweise lim, _co— =0
nE=o0 gy TP

erflillenden Function f(#) in den eben genannten speciellen
Gebieten die asy mptotischen Gleichungen

N Sz 2 -5 20)) S ()

i z“~,4?7=w> &N
1My = oo Q{"(]’l) - C(V) L,.
2y, Ra y2p=1
N
Z, f([zl) 22: LR 21]) &?2
. Bpy Bmpe ey B =1 - p).
11mn=00 nr p—— C(r)

Von den in denselben enthaltenen Theoremen mogen die
tolgenden besonders angeflihrt werden:

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste geme nsame
Theiler von # beliebig herausgegriffenen priméren ganzen
complexen Zahlen von der Form a-+#7 eine Piimzahl ist,

>—4N(;U,

L,

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame
Theiler von 27 eliebig gewdhlten, aus den vierten Einheits-
wurzeln geb ldeten primédren ganzen complexen Zahlen eine

. i . ) 2I@2r+1) 0 1
Frimzahl ist, betrdgt im Mittel @7)B, Ls, A Wﬁ

Die Wahrscheinlichkeit dass der g dsste gemeinsame
Theiler von 7 beliebig herausgegriffenen reellen ganzen positiven
N

r

betrdagt im ) ittel

/
A
A

¢

Zahlen eine Primzahl ist, betrdgt im Mittel
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Die Wahrscheinlichkeit, dass der grdsste gemeinsame
Theiler von 27 beliebig gewahlten reellen ganzen positiven

. . . . 2T (2r+1
Zahlen eine Primzahl ist, betrdgt im Mittel (2(1 T°B, ) Z p

Sind die im Anfange des Paragraphz=s 1) elwahnten Func-
tionen g(x) und k(a) so beschaffen, dass entweder

[\
N
=

D g (2 ) = 2
d-

oder

}: g(d)h (%) = a(x)

dy

ist, wo die Summation beziiglich 4, {iber alle Theiler der ganzen
Zahl » auszudehnen ist, deren complementérer Divisor eine
vte Potenz ist, so bestehen nach I) und 19) die Beziehungen

\ _ .
Ty é@:(u)f([’ol o "":I) v }(” G (N( )> h (1:)7

beziehungsweise

AN ) o " n Y

A
Ry Bay oo vy Bype== (i1) e (\/.17)

welche flr das reelle Gebiet in die folgenden iibergehen

24y Zpse ey By =10 xYx=1n

al
D S web= Y 6| 2w
2y By ey By =1 r=l1
2, :2,..4,?,:1; '1,:[\" 7]
n 5
Z Fz 295 o5 2)) = G,y <[x']> I (27)
2y, 2, =1 r=1

und speciell bei leicht verstandlicher Bezeichnung

0. = ) G°)< O)h«»(x)

x={(n)
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-V 0)( > )
6,(n) = 2 G N hO (x7)
w= (Vi)

=1

0,(n) = 2 GO <[ Dh(o) ()

r=1

v=[Vn]

o) = ) G<°><[ J> RO,

a=1

Ist die Gleichung 22) erfiillt, so bestehen, wie die Ver-
bindung dieser Relation mit 21) lehrt, die einander Aquivalenten

Beziehungen
Z K (Z) = {10

5 mare(5)= {5

je nachdem » eine Primzahl ist, oder nicht, wenn

Huy= ) ()

d
K(n) = Z "‘(d')g%)
dy

ist. Aus der Existenz von 23) folgen selbstverstidndlich ganz
analoge Relationen.

Zwei zahlentheoretische Functionen f(x) und f,(¥) heissen
conjugirt, wenn die Uber alle Theiler d einer ganzen Zahl x

ausgedehnte Summe
EA
WY (Z)

fir alle Werthe von x, deren Norm die Einheit tbersteigt,
gleich O ist, wihrend sie fiir N(®) =1 den Werth 1 hat.
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. N (x o .
Bezeichnet nun % (x) die zu Z k(d—) conjugirte Function,
o/

dg

so hat man, wie sich unmittelbar ergibt, beim Bestehen der
Gleichung 22) die Formeln

b= g0 (%)
P

s = s (2 ),
»

in denen die Summation lber alle Primtheiler p der ganzen
complexen Zahl x auszudehnen ist.

Es sollen nun durch passende Specialisirung der Function
2(x), beziehungsweise (x) mehrere interessante Darstellungen

/
von Z Sz, %,-.-,27]) und speciell von 6,(12) ermittelt
Zpy By, 2y = (1)
werden.
Ist

%) = p(V/x)

so erhalt g (x) den Werth A, () [A,(#) = O oder 1, je nachdem
N(x)>1 oder N(x) =1 ist], und demnach wird

= Sph G)_)
P

Man hat daher den Satz:

Ist die zahlentheoretische Function @/ (r) gleich 0, wenn x
auch nur einen seiner Primfactoren in einer Potenz enthalt,
deren Exponent nach dem Modul v grosser als 2 ist, oder mehr
als einen Primfactor mit einem nach dem Modul v der Zahl 2
congruenten Exponenten, gleich (—1)**+!1f(p), wenn bei der
Darstellung von » durch ein Product ven Primzahlpotenzen der
Primfactor p in der (zv+2)ten Potenz aultritt, © Primzahlen
Exponenten von der Form zv+1 und die {ibrigen durch v

theilbare besitzen,und hat sie endlich den Werth (—1)—! S‘ f(p),

P
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wo die Summation tiber alle t Primtheiler von x mit Exponenten
von der Form #v+1 zu erstrecken ist, in allen anderen Fillen,

so ist

D S D= ) (i) B

e
Fyy Fayen, 2= (1) x=(n)

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

Zyy By v e, Zpm= (11) x=1n

M A ad = Y o (]
! x=1

By, Bayeees By

und speciell

0, (n) = ;) o ( N’(Z)\) 8O ()
f,.(n) = ig_:l: Q4 d %D BO)(x),

wo mit B/O(x) diejenige Specialisirung der Function B/ (¥)
bezeichnet wird fiir welche die erwdhnten Relationen in die

folgenden iibergehen:
BO@ =0
BO (@) = (!
BO@ = (—1y"=

Specielle Fille der eben aufgestellten Formeln sind die

Gleichungen
~/ : N " n
Y S =— 3 Sl oA
2y Bage ey Zg = (1) x=(n)
r="0(n)

X, Sz md= N (el

By Baye ooy By = (1)
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beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

Zyy By ee s By =10 Y=n

! N -74
Z f([zpzm':';zr]) = — i Df1‘,2(.?
Zyy oy v Byp = r=

[r@nw

=1 r=0(n)

Z Sz o) = ; 8 G?i])f )

wo f, () die Summe der Werthe vorstellt, welche die Function
f(x) annimmt, wenn ihr Argument alle Primtheiler der ganzen
complexen Zahl x durchlduft, und speciellst

0 =— > D <\,( )>A(«)m)

xr=(n)

h="0(n)

b= ) B <N(p)>

r=1

beziehungsweise fiir reelle Zahlen

0. L) rwae
h=1mn

6,(n) = ; 8 ([;_ib

Nimmt man

xX=n

~]

0,(m) = —

—_

x=

h(x) = p.(V7),

so wird

Gon= Y (e

x=(n)

oder da, wie man leicht zeigt, die lber alle Theiler 4 der
ganzen complexen Zahl ¥ ausgedehnte Summe

A0
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stets gleich Null ist, ausser wenn alle bei der Darstellung von «
durch ein Product von Primzahlpotenzen auftretenden Expo-
nenten mit Ausnahme eines einzigen (zur Primzahl p gehdrigen)
durch v theilbar sind und dieser von der Form =zv+1 ist, in
welchem Falle sie den Werth f(p) hat,

G,(n) = F,,(n),

wo F, ,(n) die Summe der Werthe vorstellt, welche die willkiir-
liche Function f(¥) annimmt, wenn ihr Argument der Reihe
nach dem durch die grosste in ihm enthaltene vte Potenz
dividirten grossten gemeinsamen Theiler eines jeden von jenen
F(0) (n) Systemen von # ganzen Zahlen des Complexes () gleich-
gesetzt wird, flir welche der genannte Quotient eine Primzahl
ist. Man hat demnach die Relationen

! 7
Z f([zl, Zz, LRRE) 21]) — Z F"}“ <W> !J, (l),
S Fagenny 2y = (1) e (V)
beziehungsweise fiir das Gebiet der reellen Zahlen

Fpy Bay ey Bp=1 x=[\717]

Z, Sz, 2 - 5] = Z F, ([i—z,]) u.(%)

z.=1 xr=l1

Byy Bay e ey Bp =

und speciell

= 3 (i v
w=(Vn)
w=[Vi]

we= > FO|%])sw

8
Il
—

Ist

£ =X (),

so wird g (x) gleich p(\/#) und demnach

he) — }: Fo)p (V/z:) '
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Man hat daher den Satz:

Ist die zahlentheoretische Function 7,(¥) nur dann von
Null verschieden, wenn sdmmtliche bei der Darstellung von «
durch ein Product von Primzahlpotenzen auftretenden Expo-
nenten mit Ausnahme eines einzigen (zur Primzahl p gehorigen)
gleich o sind, wihrend dieser einen der Werthe 1, s+1 hat,
in welchem Falle sie gleich (—1)®®~1f(p), beziehungsweise
(—1D®Wf(p) ist, so hat man die Beziehung

Fpmenzd= Y On(5is) 1)

Tyy Zage ey Hp= (1) x=(n)

M/

beziehungsweise das reelle Gebiet

2y Bay e ey Bp =1 Y=

Z’ Fz, 20 ey 2] = 7 <[;—LJ> 1,(%)

=1 r=l1

f(n) = Z O, <N1( )> 1O (x)

x=(n)

und speciell

x=1n

o= 0|20,

r=1

wo mit y® (x) diejenige Specialisirung der Function 7, (x) be-
zeichnet wird, fiir welche die eben erwidhnten Werthe in die
folgenden iibergehen:

W@ =0
O () = (— 1wt
19 (1) = (—1)%,
Setzt man ferner
i (x) = M (%),
$0 wird

G,(n) = y Ql’(

r= (n)

N )> (%),
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oder weil, wie man sofort erkennt, die iber alle Theiler d der
ganzen complexen Zahl x erstreckte Summe

D@ =1,

d

den Werth O hat, wenn bei der Darstellung von x durch ein
Product von Primzahlpotenzen auch nur ein s iibersteigender
oder mehr als ein ¢ erreichender Exponent auftritt, gleich f(p,)
ist, wenn hierbei die Primzahl p, in der aten, die {ibrigen Prim-
factoren in niedrigeren Potenzen auftreten, und endlich in allen
anderen Fédllen mit der {iber alle Primtheiler von » ausgedehnten

Summe Zf(p) Uibereinstimmt,
I

Gyn) = F,,.(w),

wo F,‘,G(n) die Summe der Werthe vorstellt, welche die willkir-
liche Function f(¥) annimmt, wenn ihr Argument der Reihe
nach einerseits alle Primtheiler jedes von denjenigen grossten
gemeinschaftlichen Diviscren der %(z) Systeme von » ganzen
complexen Zahlen des Bereiches (1) durchlduft, bei deren
Darstellung durch ein Product von Primzahlpotenzen alle
Exponenten unterhalb s liegen, anderseits den den Exponenten s
besitzenden Primfactor eines jeden von denjenigen grossten
gemeinsamen Theilern dieser Systeme, welche ein Product aus
einer aten und n'edrigeren Primzahlpotenzen sind. Man hat
daher die Relation

Y fCaenm) = Y R () ho)

Bys Fay v ovy By = (00) x=(n)

beziehungsweise flir den Bereich der reellen Zahlen

Ry By eeey Zpe=1N xr=1n

Z/ ) S22 s 2r)) = Z, F,,Js (’V%D hs (%)

L
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und speciell

6, (1) = Z Fo (A( )>>\ @)
=)

6, (1) = z F(O)([ D) ),

x=1

wo —R(,f’g(n) die Summe aus der Anzahl der Primtheiler jedes
von denjenigen grossten gemeinschaftlichen Divisoren der U7 ()
Systeme von » ganzen complexen Zahlen des Bereiches (),
bei deren Darstellung durch ein Product von Primzahlpotenzen
alle Exponenten unterhalb s liegen, und der Anzahl derjenigen
unter den genannten () Systemen vorstellt, deren grosster
gemeinsamer Theiler ein Product aus einer sten und niedrigeren
Primzahlpotenzen ist.
Ist
v=1, gx) = Ao (v),

so erhalt g™ (x) den Werth p, (v) und demnach ist

hx) = ‘\Z_ S(p) vy <1L7>
7

=1, ).

Da in diesem Falle

G,(n) = Z A (ﬁ;) h(x) o (x)

= (n)
= A®n)

wird, wo A(#) den Uberschuss der Anzahl derjenigen unter
den UA"(w) grossten gemeinsamen Theilern von je » ganzen
complexen Zahlen des Bereiches (i), welche aus einer geraden
Anzahl von (gleichen oder verschiedenen) Primzahlen zu-
sammengesetzt sind, iber die Anzah! der Ubrigen bezeichnet,
so hat man den Satz:

Ist die zahlentheoretische Function I'; (x) gleich O, wenn x
durch eine dritte Potenz oder durch mehr als eine zweite
Potenz (ausser 1) theilbar ist, gleich f(p,), wenn p? der einzige
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quadratische Factor ihres Argumentes ist, und besitzt sie endlich

den Werth Zf(p), wo die Summation iiber alle Primtheiler

r
von x zu erstrecken ist, wenn diese Zahl durch kein Quadrat

(ausser 1) theilbar ist, so besteht die Beziehung

D CEN E ) \(V()> T, (),

T Fae e, Zp= (1) x=(n)
beziehungsweise fiir das Gebiet der reellen Zahlen

o Ey X=1n

2_. _"f<[~1,~2, = 3 (e

x=1

und speciell

6, () = Yy <[’T’]) P (),

wo I'" (x) diejenige Specialisirung der Function I', (x) vorstellt,
fiir welche die eben erwdhnten Ausdriicke folgende Werthe
annehmen:

'@ =0

FO@) =1

IO x) = & (x).

Nimmt man

hiv) = n(x)w(x),

so wird
G ()= Z oA (\\r< >) 2 (1),
x= ()

oder, weil die tiber alle Theiler d der ganzen complexen Zahl v
ausgedehnte Summe

\!
L{J Fz (d)
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gleich dem Aggregate der Producte ist, welche entstehen, wenn
man den Werth, welchen die Function f(x) fiir jeden einzelnen
Primfactor von x annimmt, mit der Anzahl der Zerlegungen des
zu demselben complementdren Divisors in zwei theilerfremde
Factoren multiplicirt,

G, (1) = F,(m),

wo F, (1) die Summe der fiir alle A" (%) grossten gemeinsamen
Theiler von je » ganzen Zahlen des Complexes (1) gebildeten
eben genannten Aggregate bezeichnet, beziehungsweise
G,(n) = FO (u),
fiir f(x) = 1, wo F (1) die Summe der Anzahlen der Zerlegungen
der zu einem primzahligen complementdren Divisor gehorigen
Theiler jedes der A" (17) grossten gemeinschaftlichen Divisoren
von je » ganzen complexen Zahlen des Bereiches () in zwei
theilerfremde Factoren vorstellt. Man hat daher die Relation
!

St = Y B (oo,
Ty By ey = (i) x=(n)

beziehungsweise fiir die reellen Zahlen

Tareey Bp =1 X=1n

N G = Y B hwew

s =1 =1

und speciell

6, (1) = Z (o>< (>>)\(¢)w(t)

x=(n)

Y=1n

o= Y FO([ 2] pwowm
r=l1
Ist ferner
V=1, £() = 5 ()
so erhalt ¢”(¥) den Werth N(»")u(x), und demnach wird in
diesem Falle

e Z JS)p (; )
Ny - N(p7)
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Da bei den gemachten Voraussetzungen

G, (n) = 2 A" (
x=(1n)

= S, (1)

N(x )) 9% (%)

wird, wo mit S,(1) die Summe der xten Potenzen der Normen
aller A"(1) grossten gemeinsamen Theiler von je » ganzen
Zahlen des Complexes (#) vorstellt, so hat man den Satz:

Ist die zahlentheoretische Function 8, (%) gleich Null, wenn
bei der Darstellung von x durch ein Product von Primzahl-
potenzen auch nur ein Exponent grosser als 2, oder mehr als
ein Exponent grosser als 1 ist, sonst aber gleich dem Producte
der Differenz aus der Summe jener Werthe, welche die Function
RACY
N (57
durchlauft, deren complementarer Divisor aus einer geraden
Anzahl von verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist,
und der Summe jener Werthe, welche diese Function erhilt,
wenn fiir y die Ubrigen Primfactoren von x mit durch kein
Quadrat (ausser 1) theilbaren complementéren Divisor gesetzt
werden, so besteht die Beziehung

annimmt, wenn ihr Argument alle Primtheiler von x

DI (CAERE = s <N-(—))Z\(¥)b @),

21y Byye e, 2= () x=(n)

beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

und speciell

6o =Y S (5 Ve

x= (1)

= )x 3O (),
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wo 30 (x) die dem speciellen Werthe f(¥) =1 entsprechende
Function 3, (%) vorstellt.

Setzt man
gw) =1,
so wird
: 2
G‘, (’I'l) = Z A (W)
r= (\;'71 )

gleich der Summe P, ,(n) der Anzahlen desjenigen Theiles
jedes der A (n) grossten gemeinschaftlichen Divisoren von je 7
ganzen complexen Zahlen des Bereiches (1), welche vte Potenzen
sind, und
& ®) =09,(),

wo bekanntlich o, (x) den Werth O hat, wenn bei der Darstellung
von x durch ein Product von Primzahlpotenzen andere Ex-
ponenten als 1, v, v+1 auftreten und (—1)° [beziehungsweise
(—2)° fiir v=1] in allen anderen Fillen ist, wenn s die Anzahl
jener Primfactoren vorstellt, deren Exponent den Werth 1 oder
v+1 hat. Es ist daher

) X
1=, S (2)
)
und demnach hat man den Satz:

Ist die zahlentheoretische Function ¢, (#) gleich Null, wenn
bei der Darstellung von x durch ein Product von Primzahl-
potenzen auch nur ein Exponent grosser als v + 2 ist oder
einen der Werthe 3, 4,..., v—1 hat, oder wenn mehr als ein
Exponent nach dem Modul v der Zahl 2 congruent ist, gleich
(—1)7 f(p) [beziehungsweise (—2)7 f(p)], wenn die Primzahl p
bei dieser Darstellung den Exponenten v oderv+2 hatund in dem
zu ihr complementéren Divisor 5, Primfactoren einen der beiden
Exponenten- 1, v besitzen, endlich gleich der iiber alle Prim-

j -
theiler von x ausgedehnten Summe } (—1)? [beziehungs-

b4

weise Z (—2)°? f(p)] in allen anderen Fillen, so entsteht die
F

Beziehung

Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl.; CI. Bd., Abth. IL. a. 81
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/
e e ay= ¥ ( )
Y fmenzh= ) Pulyts)aw
By, Zage oy 2p=(1) x=(n)
beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

Ry Fpees; Bp=10 x=1n

Y b= Y Pol|2])ew

z.=1 xv=1

STRTREETE-

und speciell

b= ) Pol ) 0@

N (%)

xr=mn

,(n) = Z Po ,([ -

n=l1

[0,

wo mit ¢ (x) diejenige Specialisirung der Function ¢, (x) be-
zeichnet wird, fiir welche die obigen Werthe in die folgenden
iibergehen:

D) =0
0 (x) = (—1), beziehungsweise (—2)”?
- -‘ -
O(x) = Z (—1)’?, bezichungsweise Z (—2)r.
» P

Wird
h(x) =1 oder O,

je nachdem x eine vte Potenz ist oder nicht, so ist
a— ) >
Gl(“) - L(J) A (‘V(t) (1’)
x=(n

oder da, wie sich sofort ergibt, die liber alle Theiler der ganzen
complexen Zahl x ausgedehnte Summe

D=1
d
ist,
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G, (1) = Z 1,2, 2.0y 2/])

sy mp=(11)

und demnach hat man das Theorem:

Multiplicirt man den Werth, welchen die Function f(x)
annimmt, wenn flir ihr Argument diejenige Primzahl p gesetzt
wird, welche in irgend einem derjenigen unter den A" (1)
grossten gemeinsamen Theilern von je » ganzen complexen
Zahlen des Bereiches (i), bei deren Darstellung durch ein
Product von Primzahlpotenzen sdmmtliche Exponenten mit
Ausnahme eines einzigen (zur Primzahl p gehdrigen) gleich
sind, wahrend dieser einen der Werthe 1, v+ 1 hat, in der 1
oder (v+ l)ten Potenz erscheint, mit +1 oder —1, je nachdem
der zu p complementdre Theiler eine gerade oder ungerade
Anzahl von verschiedenen Primfactoren enthalt, und bezeichnet
die Summe der so entstehenden Aggregate mit F/, (1), be-
ziehungsweise, falls f(x) =1 ist, mit F{,}(ﬁ”(m), so besteht die
Beziehung

\
Xj/ f([:p RCTRRR 51‘]) = Z Frl,v <’i‘r“—,) ’
— - NG,

Ty Fage ey Bp= (. n:(\”.v)
beziehungsweise fiir das reelle Gebiet

R p—
2= r=[Vn)

Z' :]f(;[l,:z,...,:r]): i F"’(HD

ey 3y =t

und speciell

.
0, (1) = S_J FIO ( " )

., NG
r=0/n)
'v:[\'f/'ltj ) N
o= mp(2)
x =1 N

§. 4. o) Herr Professor Leopold Kronecker hat in seinen
an derBerlinerUniversitidt gehaltenen algebraischen Vorlesungen
mit Hilfe einer eleganten Transformation auf Grund des Multi-

S1~
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plicationstheorems der quadratischen Determinanten folgenden
Satz bewiesen:

Werden aus den beiden Elementensystemen a;;, by,
(hi=1,2,...,u; kl=1,2,..,m) die (mn)* Elemente c,,
durch das Gleichungssystem

o 1), 1 ((—D)4i — P, b

abgeleitet, so ist

i — ‘d |

i j 1
’01-,5 | (s = 1,2, mn) wil Oy et e k=12

Andere Beweise dieses Satzes wurden von Herrn G.Rados
im vierten Bande der mathematisch-naturwissenschaftlichen
Mittheilungen aus Ungarn, von Herrn K. Hensel! mit Hilfe
der Theorie der linearen Transformationen und in allerjlingster
Zeit auf einem 4dusserst einfachen Wege von Herrn G. v
Escherich? im 3. Jahrgange der Monatshefte fiir Mathematik
und Physik geliefert. Es soll nun gezeigt werden, dass dieser
Satz sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung der Determi-
nanten ableiten und auf Determinanten beliebigen Ranges aus-
dehnen lasst.

Zu dem Behufe muss die Ermittlung des Werthes einer be-
stimmten quadratischen Determinante vorausgeschickt werden.

In der quadratischen Determinante (mn)ter Ordnung

1, 0, 0, 0
0, 1, 0, 0 o4
0, 0, 0, 1

soll jede IHorizontalreihe durch zwei Indices 7, ) in der Weise
charakterisirt werden, dass flir die pten 7 Horizontalreihen 7
den Werth p—1 hat und A der Reihe nach gleich 1, 2,..., n

) Tt

wird, so dass also zur (sn+w)ten Horizontalreihe die Zahlen
i—=o5—1, A==

»Uber die Darstellung der Determinante eines Systems, welches aus
zwei anderen componirt ist.« Acta mathematica, 14. Bd., S. 317—329. Die
Existenz des Rados'schen Beweises ist mir nur durch den in der Arbeit des
Herrn Hensel enthaltenen Hinweis bekannt.

»Uber einige Determinanten.« A. a. 0. S 68—81.
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gehoren. Vertauscht man in dieser Determinante die (#12-+\)te
Horizontalreihe mit der (#(j,,,,—1)+Atenfiir r =0,1,2,...,m—1,

so wird die dadurch entstehende Determinante offenbar gleich

<])\’ ]n—f—)\’ ]2n+)\’ T ](m——l)u+)\)’

wo mit (4, %,..., o) diejenige gewdhnliche Determinante
hezeichnet wird, welche aus der Determinante mter Ordnung

1, 0, 0, 0
0, 1, 0, 0
0, 0, 0, {

dadurch entsteht, dass die a,te Horizontalreihe an die Stelle
der #ten fir « =1, 2,.. ,m gesetzt wird. Wird die eben erwihnte
Operation fiir A =1, 2,..., # ausgefiihrt, so ergibt sich eine
Determinante, welche den Werth

1

H (]}\’ ]H—HJ ]27;-',-'1\’ e —7(1u—1)11+7\)
1

besitzt. Werden nun in derselben diejenigen # Horizontal-
reihen, in denen der erste der beiden charakterisirenden Indices
gleich  ist, so vertauscht, dass die zweiten Indices die An-
ordnung ie—1yntt, Le—1yn+2, Le—1)u43, {—1yn+n erhalten, so
erhélt sie dadurch den Factor

(=1 nt15 Lo—1)nt2s Lo—1)n+3y-- 5 Llg—1)ntn)

und demnach ist die quadratische Determinante (ji, -+, 7,,,
I, 1yy+ +, Tum), welche aus 24) dadurch abgeleitet wird, dass an
die Stelle der tten Horizontalreihe die durch das Indexpaar ., 7.
charakterisirte tritt, gleich

n n
F,] Mooy =1415 20,—1yn 42y L0—1) nt3s -+ L0—1)ntu) +
1 1

: (j)\’ jn+7" j2 n4N T j(m—-l) u-{—)\)' 25)



Die Determinante (smm)ter Ordnung vom Range 7 | ¢y, . | (4, 7 =1,2.. wm ist bekanntlich durch

Layenns %y
die Gleichung
1M @ =1 O @ (r—"1 1 & (r—1)
'/.I),xl RN 3%y 5%y see (R O T g =N
\7
Cu,, . = )
: (Ryy Faye ooy e =1,2...., 11) by @ @ ﬁ-(-J 5 o (1
N (@ - 2 r— 2 r—
LN _....,'/,g’ 1),-,42 %y N PR L YRR S|
r- 1
o ) ¢ 0w e e w e
[OERe) (r—1) n 2 (r--1 M @ (r—1)
1 l,xl % AN 2,12 sy sy ) LT D L
definirt. Sind nun die (mun)” Elemente c,, aus den zwei Elementensystemen a; ;.. i, 0j ...

(Fyy Bgyevns T =1, 2,000,085 Jyy Jyseney 7, =1, 2,..., m) in der durch die Gleichungen

Cy =14 i 1 Gam Dy vy (e =) iy “1‘1, fayenns 1y b_il,j:,- s Jr

angegebenen Weise componirt, so verwandelt sich diese Gleichung in die folgende:

ronequasan

t

13

al

1
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n

| =

:

gtiurs.
(1—a)

ey
(f—-t)

:::. N
A7

P =l oot (f—us) p g (|~—ut)f oy I (=)o pHu(Q—u)ppHu(i—un L T R
(1—y @ 09 (1—ty ) (y Lo (=) @
q 9 q
cgtur &+:\ % [ipe. ..2+5.2+:\~ Upeoone 5« S..\_ ve a\h brc 1 bpeooie pc 1pe 1
C m (1—4y @ Gy (=) ) eor (1—4) @ (1—) (@ ) .
q Q q q q
ULy el l:.: WGy eonn UGy clb Gy <y 5 Coene By Ay ey o+=215 coes gt (r—u), .N+::|:§f
(=) @ M ... 0= @ o ", (= @ L= @ a ...
v v
gty <. ..MN+5&+$~1 [ Y _+:QI:§....L+:Q|:§.TT:CiS: I
(=) @ "W cl,_v @ W, G- @ .
S S S TR & o 2 “q _.h | _._n _.ih t
(1—) @ W, 0= @ @ qumm oo a
—
LR LY WL, e, .. MUL, <UL By coene By By Leois ,@ I
@ a-o R W G— @ 1 =t @ W
cut g cn f e, Vpcy e MLy coL L cUULy MUy o, 4 K4 i 1 ]
(@ (1= 1) fra=g2y @ o a—a) W' =t @ o

WULF e oo cdLULp < LML
a [ [

(1—a) @ ar

g



oder nach 25)

Cuy, %oy ey ty

(#gy Ry ey % =1,2,..., min)

1 2 —1 2 (r—1 1 (2) (r—1) 2 (=1 (1) (2 r—1 1 (2 r—1
(1): E):-‘ - gr ): o s ;):“': 1(21, ) ‘Enlt”mn"": mn = _71 r1(1):"':.711 ):]2 ):J;)w = d é ):' :J;z)nzfm)n:‘ !Jgnn dmm
2 (r--1) (1) (2 (r—1 1 2) =1 1) 2 (r—1 1 r—1 1) (@2 r—1)
M D i D T A LT S e V=1
r—1 m
H H H Oyt Bpynrer o B yugn) G¥ 3T T8 s T8 ) @ @ )
1 1 1 LA—1) 1 S—1) 15 -+ o> S —1) -1
.a ...a .b b
(1 (2 (r—1 1) (2 (r—1 1 2, 1 1 (2 —1
Z)IE)\)—I)1L+2J1(()\)—1)7£+2J"" Z8\,—1))1;—{—2 #, t(mz: t§12:-~~:1§’n ) 1, ;(:)zJ;Jw- 7 ((;1/ ) 2, ng—)1—p:.75¢2|-pr' ;]g—i—p)
...b

(1 (2 (r—1
m, Jénz—I) 1z+p:JE11)z—1)1L+p: . ';Jgn—l)) n+p
Vereinigt man in dieser Gleichung alle Glieder, in denen A beziehungsweise p denselben Werth hat, so

verwandelt sich dieselbe in

m b 7
Tpy Ty eeey By T Jas e Ty 4

Apy Py 00, Ay
1» %2 » %y N 5 b . . L .
(h1s Zapeves 2 =1,2,..., m1) (g Ty ey i =1, 2,000, 15 Jrufnyee s Jp=1,2,0.., 1m)
7

durch welche Relation die oben erwidhnte Ausdehnung der Kronecker'schen Determinantenformel auf
Determinanten beliebigen Ranges ausgesprochen wird.

811

"1

‘lanequafoen
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B) Euler hat in seiner »Introductio in analysin infini-
torum« durch Anwendung der Analysis auf die Zahlentheorie
bekanntlich folgenden bemerkenswerthen Satz bewiesen:

Jede ganze Zahl kann ebenso oft in ungleiche ganze
Zahlen zerlegt werden, als sie sich aus den ungeraden Zahlen,
jede beliebig oft (natiirlich auch nullmal) genommen, additiv
zusammensetzen l14sst.

Dieses Theorem ist einer auf arithmetischem Wege un-
gemein leicht zu findenden, wesentlichen Erweiterung fahig.

Sind die zur additiven Erzeugung von ganzen Zahlen zur
Verfligung stehenden Elemente

Oy, Ogy Og, ...

und kann jedes von ihnen beliebig oft verwendet werden, so
gibt es fiir jede in diese Elemente zerlegbare ganze Zahl n
eine oder mehrere Gleichungen von der Form

\
n=, %a, 26)

in welchen die Grossen %, ganze nicht negative Zahlen sind.
Stellt man nun die Zahl x, in einem einfachen Zahlensysteme
dar, in welchem das Element ¢, nicht 6fter als (,-mal positiv
und 7,-mal negativ genommen werden darf, so hat man die
Gleichungen

-
X, = } -
in denen a, ; der Bedingung
— s é a',D;f' g Bs

genligt. Es entspricht demnach jeder Gleichung von der Form 26)
eine Relation von der Gestalt

und umgekehrt, und daher hat man das Theorem.
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Jede ganze Zahl 72 1asst sich ebenso oft in die Elemente
7,(p =1, 2,...), jedes beliebig oft genommen, zerlegen, als sie
durch die Elemente

5—1

. ~— ‘ G — n —
ne, =2 ] G+ @e=12.,8=17=0)
0

derart additiv erzeugt werden kann, dass das Element 2,z nicht
ofter als 3,-mal positiv und 7,-mal negativ genommen wird.
Ist speciell

B4 =300=1,2,..)

und sind die Elemente a,(p =1, 2,...) sdémmtliche durch keine
Potenz von &4 1 theilbaren ganzen Zahlen, so werden die
Producte #,z,(s,5 =1, 2,. ) alle ganzen Zahlen und demnach
hat man das weitere Theorem:

Jede ganze Zahl kann ebenso oft in die durch keine Potenz
von &-4-1 theilbaren ganzen positiven Zahlen, jede beliebig oft
genommen, zerlegt werden, als sie sich aus allen ganzen
positiven Zahlen in der Weise additiv zusammensetzen lasst,
dass die durch (8 +1)>~!, aber nicht durch (3 +1)° theilbaren
Elemente nicht ofter als §,-mal positiv und (8—3,)-mal negativ
genommen werden.

Den speciellen [Fall 8, =3 (s =1, 2,.. ) dieses Satzes hat
meines Wissens zuerst Herr J. Glaisher bewiesen; von den
anderen speciellen Fillen desselben mogen hier die folgenden
angefiihrt werden:

Jede ganze Zahl kann ebenso oft durch die zu einer
ungeraden Primzahl 27+ 1 theilerfremden ganzen positiven
Zahlen, jede Dbeliebig oft genommen, additiv erzeugt werden,
als sie sich in beliebige ganze positive Zahlen in der Weise
zerlegen lasst, dass keine von ihnen ofter als r-mal, aber
sowohl positiv als negativ genommen wird.

Jede ganze Zahl lasst sich in die zu drei theilerfremden
ganzen positiven Zahlen, jede beliebig oft genommen, ebenso
oft zerlegen, als sie mit Hilfe von unter einander dem absoluten



Grosster gemeinsamer Theiler.

Betrage nach verschiedenen ganzen positiven oder negativen
Zahlen zusammengesetzt werden kann.

Jede ganze Zahl ldsst sich ebenso oft in die durch die
Potenzen einer geraden Zahl 2+ nicht theilbaren ganzen posi-
tiven Zahlen, jede beliebig oft genommen, zerlegen, als sie
durch alle positiven und negativen ganzen Zahlen in der Weise
additiv erzeugt werden kann, dass keine ganze Zahl der einen
Sorte oOfter als (r—1)-mal und keine der anderen Ofter als 7-mal
auftritt.
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