Uber abgeleitete J,_, auf Triagern vom
Geschlechte Eins

Emil Weyr,
M. k. Akad.

1. Ist auf einem Trédger vom Geschlechte Eins eine Invo-
lution J,_; mten Grades (n—1)ter Stufe gegeben, so kann zu
jedem Elemente a ein Element &’ in folgender Art gefunden
werden. Wir betrachten a als ein (n—1)-faches Element # > 2
und construiren nun jenes (einzige) Element a/, welches mit a
eine Gruppe von J,_; bildet. Ist der Trager eine ebene C, und
ist die J§ die Involution gerader Tripel, so ist a’ der Tangential-
punkt von a in gewdhnlichem Sinne des Wortes. Wir wollen
auch in dem allgemeinen Falle das Element &’ als das Tan-
gentialelement von « in der J,_¢ bezeichnen. Jedes Element &’
ist Tangentialelement von (n—1)? Elementen «; denn die
(n—1)-elementigen Gruppen, welche mit @’ Gruppen der J"
bilden (es soll statt J,_; kurz J* gesetzt werden), stellen eine
Ju—! dar, welche (n—1)* (n—1)-fache Elemente besitzt.

Wir kéonnen aus der J* mittelst einer beliebigen J* eine
zweite J'" ableiten. Wihlen wir ndmlich beliebige (k—1)
Gruppen a,a,...a,,b,b,. .b,. ..mm,. .m,vonJ"und con-
struiren wir aus diesen # (k—1) Elementen # Gruppen von je
k—1 Elementen, so dass in jeder Gruppe ein a, ein b, ein ¢
u. s. w. vorkommt, also etwa a,b,c; ..m, ayb,c,. .m,,.
abyc,. .m, und vervollstindigen wir jede dieser Gruppen zu
einer Gruppe der J*, so erhalten wir # Elemente /,7,. ./,
respective, welche Gruppe eine J’* bestimmt. Wenn nun die
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Gruppen a bc. .m in J" beliebig variiren, so wird die Gruppe /
immer dieser J’" angehoren.!

Man kann also zu der J/” auch folgendermassen gelangen.
Es seien o By ..uirgend £2—1 n-fache Elemente von J* und A
sei jenes Element, welches die Gruppe derselben zu einer
Gruppe der J* vervollstandigt; dann ist A ein n-faches Element
von J/* und J’"*ist durch X vollkommen bestimmt. Die Elemente
e . .p miissen nicht alle von einander verschieden sein.

Wir lassen nun J* mit J” identisch werden und beweisen,
dass auch J'" mit J* identisch wird.

Wir setzen also J*=J" voraus, also auch %= n. Die
(n—1) beliebigen Gruppen abc. .m lassen wir in eine
a,a,a,. .a, zusammenfallen; es wird dann /, das Element,
welches die Gruppe a,a,. .a, zu einer Gruppe der J" erginzt,
das ist aber a, also /[, =a,; ebenso [, =a,...l,=a,, somit
endlich J'*=J" w. z. B. w.

»Es ist also die aus einer J" mittelst derselben J*
abgeleitete J* wieder dieselbe J".«

2. Die folgenden bekannten Sitze (iiber ebene Curven
dritter Ordnung und Raumcurven vierter Ordnung vom Ge-
schlechte Eins) sind nur andere Formen des obigen Satzes.

L Sind aa,. .a,, bb,...b,,. .mm,. .m, beliebige
(12—1) Gruppen einer J" und man construirt aus ihnen solche
1 Gruppen zu (z—1) Elementen, dass in jeder der letzteren
Gruppen jede der ersteren Gruppen durch je ein Element
vertreten erscheint (also etwa: a.b,...m, a,b,. .m,,.
ayb,. ..m,), so bilden die Elemente /,4,. .I,, welche diese
(n—1)-elementigen Gruppen zu Gruppen der J" vervoll-
stindigen, wieder eine Gruppe der J*.

Eine ebene Curve C, dritter Ordnung (ohne Doppelpunkt)
wird von einer C, in 3 Punkten geschnitten; alle die 3 m:-
punktigen Gruppen bilden eine J3" auf C;, Wendet man den
Satz I auf diese J3™ an, so hat man das bekannte Resultat:

»Schneidet man C, mit beliebigen (3#2—1) Curven mter Ord-
nung C,,, so erhélt man (3m—1) Gruppen von je 3 Punkten;

1 Siehe: »Uber Vervollstindigung der Involutionen J* auf Triagern vom
Geschlechte Eins und iiber Steiner’sche Polygone.« Sitzungsbericht vom

20. October 1892.
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CI. Bd., Abth. IT. a. 100
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bildet man nun aus diesen 3m (3m —1) Punkten 3 m solche
Gruppen zu je (312 —1) Punkten, dass jede der ersteren Gruppen
in jeder der letzteren durch einen Punkt vertreten erscheint
(und jeder Punkt nur in einer Gruppe vorkommt), so schneiden
3m Curven C,, von denen jede durch eine der (3m—1)-
punktigen Gruppen gelegt wordenist, die C;in 3m neuenPunkten,
welche wieder Schnittpunkte von C; mit Curven C,, sind.«

Fiir m = 1: Sind a,a, a; Schnitte von C,; mit einer Geraden,
und &,b, b, Schnitte von C, mit einer zweiten Geraden, so liegen
die dritten Schnittpunkte von C; mit den drei Geraden a,b,,
a,b,,a,b, wieder auf einer Geraden. Hier ist die auftretende J*
die cubische Involution der geraden Punkttripel von C,.

Fiir m = 2: Sind a;b;c;die; (i =123456) die Schnitt-
punkte von C, mit fiinf beliebigen Kegelschnitten, so liegen die
sechsten Schnittpunkte der sechs Kegelschnitte (a;b;c;d;e;) mit
C, wieder auf einem Kegelschnitte. Hier ist die auftretende J*
die conische Sextupelinvolution u. s. w.

Betrachtet man auf C, irgend eine J?* so hat man sofort
den Satz:

»Wir legen durch drei beliebige Punkte 0,0, 0, von C3 zwei
beliebige Kegelschnitte, welche die Curve in den beiden Punkte-
tripeln a,a, a,, b, b, b, schneiden mégen; die drei sechsten Schnitt-
punkte von C; mit den drei Kegelschnitten (0,0, 0,a,8,),1=1,2,3
liegen mit 0,0,0, in einem und demselben Kegelschnitt.«

Fiir eine beliebige J* auf C, hat man:

»Wir legen durch zwei beliebige Punkte 0,0, von C, drei
beliebige Kegelschnitte, welche C, in den drei Punktqua-
drupeln a;, b;, ¢, (i = 1, 2, 3, 4) schneiden mdgen; dann liegen
die vier sechsten Schnittpunkte von C, und der vier Kegel-
schnitte (0,0, a;b;c;), i = 1, 2, 3,4 mit 0,0, auf einem und dem-
selben Ke}gelschnitte.«

Fir J? hat man ebenso:

»Wir legen durch einen beliebigen Punkt o von C, vier
beliebige Kegelschnitte, welche C, in den vier Quintupeln
a;ibic;d;, (i =1,2,3,4,5) schneiden mdgen; dann liegen die
flinf sechsten Schnittpunkte von C, und der fiinf Kegel-
schnitte (oa;b;c;d), i =1,2,3,4,5 mit 0 in einem und dem-
selben Kegelschnitte.«



Algebraische Involutionen. 1509

Fir eine Raumcurve R, vierten Grades vom Geschlechte
Eins hat man ebenso (weil die Gruppen ihrer Schnittpunkte
mit Fldchen mter Ordnung eine J*" bilden):

»Schneidet man R, mit beliebigen (4m—1) Flachen
mrer Ordnung F", so erhdlt man (4m—1) Gruppen von je
4 Punkten; bildet man nun aus diesen 4 # (4 —1) Punkten
4m solche Gruppen zu je (4m—1) Punkten, dass jede der
ersteren Gruppen in jeder der letzteren durch einen Punkt ver-
treten erscheint (und jeder Punkt nur in einer Gruppe vor-
kommt, so schneiden 4 Flachen F von denen jede durch
eine der (4m —1)-punktigen Gruppen hindurchgeht, die R, in
4m neuen Punkten, welche wieder Schnittpunkte von R, mit
Flachen F" sind.«

Fir m = 1: Sind a;, b;, ¢; (i = 1, 2, 3, 4) die Schnittpunkt-
quadrupel von R, mit drei beliebigen Ebenen, so liegen die vier
vierten Schnittpunkte der vier Ebenen (a;0;¢;), i = 1234, mit R,
wieder in einer Ebene.

Fir m = 2: Sind a;, by, ¢, d;, e;, f;, g (i = 1. .8) irgend
sieben Gruppen von je acht associirten Punkten (Schnittpunkte
von R, mit Flachen zweiten Grades) und construirt man den
Punkt %;, welcher mit den sieben Punkten a;b;c;d;e; f; g; associirt
ist, so sind die acht Punkte %; (/ =1 ..8) wieder acht associirte
Punkte.

3. Wir lassen nun in I (Art. 2) die (#z—1) Gruppen in eine
a,a,. .a, zusammenfallen und construiren die (# —1)-elemen-
tigen Gruppen in der Art, dass wir jedes der Elemente a; als
ein (#—1)-faches Element betrachten, so dass also die Ele-
mente /; die Tangentialelemente a} der a; werden, doch muss
1n>2 sein. Dies gibt den Satz:

II. »Ist a,a,...a, irgend eine Gruppe einer J" n=>2,
so bilden die Tangentialelemente ala). .a), wieder
eine Gruppe derselben J".«

Betrachtetmandie J3der geradenPunkttripel einer C; oder die
J*der ebenen Quadrupel einer R,, so hat man sofort die bekannten
Sétze: Die Tangentialpunkte dreier in gerader Linie liegenden
Punkte von C, liegen ebenfalls in gerader Linie. Die Schmiegungs-
ebenen der R,in vierPunkten, die in einer Ebene liegen, schneiden
die R, in vier Punkten, die wieder in einer Ebene liegen.

100*
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Eine beliebige J* auf C; liefert:

»Sind @,a,a, die drei Schnittpunkte von C3 mit einem (;‘2,
welcher durch die drei Punkte 00,0, von C, geht und sind
al a,a), die letzten Schnittpunkte von C; mit den Kegelschnitten,
welche durch 0,0, 0, gehen und C, respective in a,a, a, berthren,
so liegen auch 0,0,0, mit a|a;a, in einem Kegelschnitte CJ.«

Fiir eine J* auf Cy:

»Sind @,a,a,a,0,0, die sechs Schnittpunkte von C; mit
einem G, und &,a},ala, die letzten Schnittpunkte von C; mit
den durch o,0, gehenden Kegelschnitten, welche C, in a,a,a,a,
respective osculiren, so liegen auch a)ajala, mit 0,0, in einem
Kegelschnitte C;.«

Fiir eine J3 auf C,

»Sind a; ( = 12345) die finf Schnittpunkte von C; mit
einem durch den Punkt o von C, gehenden C, und sind
al (i = 12345) die letzten Schnittpunkte der C; mit den Kegel-
schnitten, welche durch o gehen und in a; mit C3 vier unend-
lich nahe Punkte gemeinschaftlich haben, so liegen auch die
fiinf Punkte 4} (/ = 1...5) mit o in einem Kegelschnitte.«

Fir die Fundamentale J® der conischen Sextupel auf C;:

»Wenn man in den sechs Schnittpunkten der C, mit einer C,
die finfpunktigen Kegelschnitte construirt, so schneiden sie
die C, in sechs Punkten, welche auf einer C; liegen.«

Allgemein fiir die Fundamentale J3" deren Gruppen die
Schnittpunkte der C; mit Curven mter Ordnung sind:

»Wenn man in jedem der 3 Schnittpunkte der C, mit
einer C,, eine (m—1)-punktige Cj, construirt, so schneidet sie C,
noch in einem msten Punkte; die so sich ergebenden 3 Punkte
sind wieder Schnittpunkte von C, mit Curven mster Ordnung.«

4. Lasst man die (¢—1) Gruppen der J" in Art. 1 zusammen-
fallen, so dass @;=b; =¢; ..=m; wird, so ist k; das Tangential-
element von g; in der J*. Wir haben also den Satz:

III. »Construirt man zu allen Elementen der ein-
zelnen Gruppen einer J* die Tangentialelemente in
einer J* so bilden sie Gruppen jener J/'*, welche
aus J* durch die J* abgeleitet erscheint.«

Wenn # = k.p und wenn J* eine der p? aus J” abge-
leiteten J* ist (1. ¢. Art. 8), so ist die J/* identisch mit der J".
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Dies erkennt man durch folgende Betrachtungen.

Wird J/* aus J" durch eine beliebige J* abgeleitet, so
erhdlt man (Art. 1) ein #-faches Element A von J’#, wenn man
eine Gruppe von beliebigen (#—1) n#-fachen Elementen afiy. .
von J" durch A zu einer Gruppe der J* vervolistandigt.

Wenn J*¥ = J* soist auch J/* =J" (Art. 1), so dass also k
ebenfalls ein n-faches Element von J" ist. Wir haben also den
wichtigen Satz:

IV »Construirt man das Element, welches mit
beliebigen (#—1) n-fachen Elementen einer J”" eine
Gruppe dieser J* bildet, so ist dieses Element wieder
ein n-faches Element der J".«

Der Satz, dass die Verbindungsgerade zweier Inflexions-
punkte einer C, durch einen dritten Inflexionspunkt geht, ist
die Anwendung des letzten Satzes auf die fundamentale J3
gerader Tripel; ebenso ist der Satz, dass die Verbindungsebene
dreier Berihrungspunkte stationdrer Ebenen einer K, den
Beriihrungspunkt einer vierten solchen Ebene enthilt, die An-
wendung des letzten Satzes auf die Fundamentale J* ebener
Quadrupel der R,.

Waihlt man unter den Berlihrungspunkten der 27 sechs-
punktigen Kegelschnitte einer C, beliebige fiinf, so wird der
durch sie gehende C, die C,in einem sechsten Punkte schneiden,
welcher ebenfalls Berlihrungspunkt eines sechspunktigen Kegel-
schnittes oder Inflexionspunkt ist. Auch dies folgt sofort als
Anwendung des letzten Satzes auf die J % der conischen Sextupel
der C,. (Die G, konnen auch in Geradenpaare Ubergehen).

Wird nun aus einer J" (m = kp) durch eine der p* abge-
leiteten J* die J/" abgeleitet, so hat man, um ein n-faches
Element) von J’" zu erhalten, die Gruppe af. .p von beliebigen
k—1 n-fachen Elementen der J* durch ) zu einer Gruppe der J*
zu vervollstandigen. Wahlt man nun die af. .p als k-fache
Elemente der J* so wird nach dem letzten Satze \ ebenfalls
ein k-faches Element von J* sein; da aber jedes k-fache Element
einer aus J" = J* abgeleiteten J* zugleich #n-faches Element
der J* ist, so wird J/" = J" sein, w. z. b. w.

Betrachtet man z. B. die J*™ auf C,, deren Gruppen
die Schnittpunkte von C; mit Curven C,, sind, so ist die
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fundamentale J* gerader Tripel eine der m? abgeleiteten J*
hieraus folgt also:

»Die Tangentialpunkte der 32 Schnittpunkte einer C, mit
einer C,, sind wieder 3 Schnittpunkte der C; mit Curven C,,.«

Ebenso fiir R,:

»Legt man in den 4m Schnittpunkten einer R, mit einer F,
an R, die Schmiegungsebenen, so schneiden sie R, in 4m
Punkten, welche wieder Schnittpunkte der R, mit Flichen
mter Ordnung sind.«

5. Wendet man den Satz IV auf eine beliebige J* auf
einer C; an, so erhdlt man das bekannte Resultat:

»Durch drei Punkte o0,0,0, von C; gehen neun Kegel-
schnitte, welche C; an anderer Stelle osculiren; verbindet man
irgend zwei dieser Osculationspunkte mit 0,0,0, durch einen
Kegelschnitt, so schneidet er C; allemal noch in einem dritten
Osculationspunkte.

Fir eine beliebige J* auf C;:

»Durch zwei Punkte 0,0, von C; gehen sechzehn Kegel-
schnitte, welche mit C; an anderer Stelle eine Berlihrung der
dritten Ordnung besitzen; verbindet man irgend drei von den
sich ergebenden sechzehn Beriihrungspunkten mit 0,0, durch
einen Kegelschnitt, so schneidet er C; allemal noch in einem
vierten solchen Berlihrungspunkte.«

Oder auch:

»Legt man durch einen Punkt o von C; an C; die vier
Tangenten und aus jedem Beriihrungspunkte einer solchen
Tangente wieder die vier Tangenten, so erhdlt man im Ganzen
sechzehn Bertihrungspunkte (welche alle 0 zum zweiten Tan-
gentialpunkte haben). Der Punkt von C;, welcher mit irgend
drei dieser sechzehn Punkte ein Viereck bildet, welches o zum
Gegenpunkte hat, ist wieder einer von den sechzehn Punkten.«

Fiir eine beliebige J* auf C;:

»Durch einen Punkt o von C, lassen sich flinfundzwanzig
Kegelschnitte legen, welche C; an anderer Stelle in finf
zusammenfallenden Punkten schneiden; der durch o und irgend
vier der flinfundzwanzig Bertihrungspunkte gehende Kegel-
schnitt schneidet C; zum sechstenmale noch in einem fiinften
von jenen Berlihrungspunkten.«

4
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Allgemein:

»Durch beliebige g Punkte von C; lassen sich Curven
pter Ordnung legen, welche mit C3 an anderer Stelle eine Be-
rithrung (3p—g—1ter Ordnung [3p—¢q zusammenfallende
Schnittpunkte] besitzen; und zwar erhélt man (3p—¢)? solcher
Beriihrungspunkte. Eine durch jene g Punkte und beliebige
(8p—qg—1) der Beriihrungspunkte hindurchgehende Curve
pter Ordnung schneidet C; noch in einem weiteren von jenen
Beriihrungspunkten.«

Fir ¢ = o:

»Es gibt gp?® Punkte auf Cj, in denen die C; mit Curven
pter Ordnung eine Beriihrung der (3p—1)ten Ordnung eingeht
(unter ihnen sind auch die neun Inflexionspunkte). Jede Curve
pter Ordnung, welche (3p—1) dieser Punkte enthilt, enthalt
noch einen weiteren dieser Punkte.«

Fiir eine Raumcurve vierter Ordnung K, vom Geschlechte
Eins (erster Species):

»Zu beliebigen g Punkten von R, kann man (4p—g)? andere
Punkte von der Art finden, dass es Fldchen pter Ordnung gibt,
welche durch die sdmmtlichen g Punkte gehen und in einem
der letzteren Punkte mit R, eine Bertihrung der (4p—g—1)ten
Ordnung besitzen. Legt man durch beliebige (4p—¢g—1) dieser
Punkte und durch die ersteren ¢ Punkte eine Flache pter Ord-
nung, so schneidet diese die R, noch in einem jener (4 p—q)*
Punkte.«

Fiir g = o:

»Es gibt 16 p* Punkte auf R, (darunter auch die Bertihrungs-
punkte der sechzehn stationdren Schmiegungsebenen) von der
Beschaffenheit, dass es Flachen pter Ordnung gibt, welche in
einem solchen Punkte mit R, eine Bertihrung der (4p—1)ten Ord-
nung besitzen. Eine durchirgend (4p—1) dieser Punkte gehende
Flache pter Ordnung schneidet R, noch in einem wveiteren dieser
Punkte.«

6. Den Satz IV kann man auf Grund der Betrachtungen
des Art. 1 verallgemeinern.

Man kann eine gegebene Gruppe von Elementen immer
auch als eine Gruppe von beliebig vielen Elementen betrachten.
Ein Element a als Doppelelement (zweimal gez&hlt) soll mit a?,
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als dreifaches mit a® u. s. w., als k-faches mit a* bezeichnet
werden. Die Gruppe a?b?c z. B. stellt dann eine sechselementige
Gruppe dar, in welcher a dreifach, & doppelt und ¢ einfach zu
zéhlen ist. Allgemein kann man die Gruppe abc. . .J, wenn man
a g-fach, b p-fach. .I A-fach z#hlt als Gruppe a*bicv...I* von
o+f+1+. .2 Elementen ansehen, wobei selbstverstindlich
apy .k beliebige ganze positive Zahlen sind. Wir kénnen
nun den Satz beweisen:

V »Sind abc...l beliebige unter den n? n-fachen
Elementen einer J*, und sind affy .A beliebige posi-
tive ganze Zahlen, so bestimmt die Gruppe a*bict...I*
von a+f+7+ .h=~kElementen eineJ* durch welche
die J" in sich selbst iibergefiihrt wird.«

Um nédmlich ein #-faches Element jener J/* zu finden, in
welche eine gegebene J" durch eine gegebene J* iibergefiihrt
wird, hat man aus beliebigen #—1 n-fachen Elementen der J™
eine Gruppe zu bilden (Art. 1) und diese zu einer Gruppe der J*
zu ergénzen; das ergdnzende Element ist dann ein n-faches
Element der J/”. Nehmen wir nun die 2—1 Elemente a*b3c. .
1"1 50 wird ihre Gruppe durch / zu einer Gruppe der J* erginzt,
daher ist / ein n-faches Element von J'” und da es auch n-fach
von J" ist, so ist J/" identisch mit J”, w. z. b. w.

Da durch die J*, welche eine J" in sich selbst liberfiihrt,
jede Gruppe von k—1 mu-fachen Elementen der J" durch ein
weiteres 7-faches Element der J” zu einer Gruppe der J* ergénzt
wird, so folgt aus V sofort:

VI »Sind abc. .l beliebige unter den #* n-fachen
Elementen einer J”, so bestimmt die Gruppe a*bicr. .I*
eineJ*vomGrade k=a+B+7v+ .\ sindnunabyc, .m
wieder beliebige, von den ersteren verschiedene oder
nicht verschiedene n-fache Elemente der J" und ist
2y +B+7,+ .p =k—1, so wird die Gruppe albhcp.
mi» von k—1 Elementen durch ein Element », zu einer
Gruppe der J¥ ergdnzt. Dieses Element #, ist wieder
ein 7z-faches Element der J", doch kann es auch mit
einem der Elemente a,b,¢c, .m, zusammenfallen.«

7 Betrachten wir eine J?; sie hat vier Doppelelemente
a, b, c,d. Wird eines derselben z. B. a als Doppelelement einerJ?
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gewdhlt, so ist es dieselbe urspriingliche, welche man als die
Paarinvolution erhilt, welche die J? in sich {iberfiihrt. Wird ein
Paar, a, b z. B, gewdhlt, so erscheint durch dasselbe eine J'?
gegeben, welche die J* in sich iiberfiihrt. Das dem ¢ in dieser
J'? gepaarte Element muss wieder ein Doppelelement von J*
sein; a oder & kann es nicht sein, weil jedes dieser Elemente
dem anderen gepaart erscheint, es muss also d sein.

Wenn abcd die vier Doppelelemente einer J? sind, so
gehoren die Paare ab, cd einer J’? an, welche die J* in sich
tiberfiihrt; zwei anderen solchen Paarinvolutionen gehdren ac, bd,
respective ad, bc an. Wir verknipfen nun drei von den vier
Doppelelementen, z. B. bcd, zu einem Tripel; durch dasselbe
erscheint eine J? gegeben, welche die J? in sich selbst {iber-
fiihrt. Wenn wir in dieser J* das Element a als Doppelelement a*
zu einem Tripel ergdnzen, so muss das erginzende Element a/
wieder eines der Doppelelemente von J? sein. Nun kann &/ weder
mit®, noch mit ¢, noch mit d identisch sein; denn wire @’ etwa mit &
identisch, so wiren bcd und ba®* zwei Tripel einer J?, somit
miissten ¢d und a® zwei Paare einer J? sein, welche offenbar
die gegebene J* sein miisste, weil sie a® zum Doppelelemente
hitte, so dass in der gegebenen J? dem ¢ das d gepaart wiire,
was nicht angeht, weil ja in dieser J? jedes der beiden Elemente
¢, d sich selbst gepaart ist. Es muss also @’ mit a? zusammen-
fallen, d. h. a ist dreifaches Element der durch das Tripel bcd
bestimmten J?*

»Je drei von den vier Doppelelementen einer J?
bestimmen als Tripel eine J?* fiir welche das vierte
Doppelelement eines der neun dreifachen Elemente
darstellt.«

Oder:

»Wird eines der vier Doppelelemente einer J? als
dreifaches Element einer J3 betrachtet, so bilden die
drei iibrigen Doppelelemente ein Tripel dieser J¥.«

Man gelangt sofort zu demselben Resultate, wenn man die
J*? auf eine G, verlegt; dann sind abcd die Beriihrungspunkte
der aus einem Curvenpunkte o an C, gelegten Tangenten.
Weil bc und ad zwei Paare einer J* sind, so liegt der Schnitt-
punkt & von bc und ad auf C;, und in der E-Beziehung, welche
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mit der J? verknipft ist,! die durch das Tripel bcd bestimmt
erscheint, entspricht also dem Punkte d der Punkt &. Soll nun a?
zu einem Tripel ergdnzt werden, so ist der dritte Schnittpunkt =
von aa mit C, aufzusuchen, dann missen sich od und a's in
einem Punkte von C, schneiden. Nun ist aber o identisch mit o
und da od die C, zum drittenmale in d schneidet, so trifft 84
die Cy in a/; aber 34 trifft C; in a, also ist a’=a und folglich
ist @ in der That dreifacher Punkt der J*

Aus dem bewiesenen Satze folgt:

»Sind abcd vier Punkte von C,, welche einen gemein-
schaftlichen Tangentialpunkt besitzen und schneidet ein durch
bed gehender Kegelschnitt die C, in den drei Punkten o,0,0,,
so wird der durch o,0,0; gehende, die C; in a beriihrende
[Kegelschnitt die Curve in a osculiren.«

Der Satz, dass die Bertihrungspunkte der drei durch einen
Inflexionspunkt von C; gehenden Tangenten in gerader Linie
liegen, ist ebenfalls eine Folge des obigen Satzes, denn sie
miissen ja ein Tripel jener J® bilden, fiir welche der Inflexions-
punkt ein dreifacher Punkt ist. Diese J? ist jedoch die
Fundamentale J? gerader Tripel.

Durch die vorhergehenden Betrachtungen ist auch die
Frage erledigt:

»Wie viele Tripel einer gegebenen'J* auf C; gibt
esvon derBeschaffenheit, dass alle drei Punkte eines
solchen Tripels einen gemeinsamen Tangentialpunkt
besitzenr«

Es gibt neun solche Tripel, denn nach dem Fritheren muss
der vierte Punkt, welcher denselben Tangentialpunkt, wie die
drei Punkte des Tripels hat, ein dreifacher Punkt der J? sein.
Nun hat die J? neun dreifache Punkte; legt man aus ihren
Tangentialpunkten die Tripel der weiteren Tangenten an C;, so
bilden deren Bertihrungspunkte die fraglichen neun Tripel.

Legt man durch eine R, eine Flache zweiter Ordnung, so
bestimmen die Erzeugenden einer Schaar auf R, Punktepaare
einer J?; vier Erzeugende der Schaar sind Tangenten von R,,
ihre Bertihrungspunkte abcd sind die Doppelelemente. Ist 2 der

Siehe: Sitzungsber., Bd. LXXXVIII, S. 437
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vierte Schnittpunkt von R, mit der Ebene bcd, so bestimmen
die Ebenen durch e auf R, die Tripel der durch &cd bestimmten J?,
und da a ein dreifacher Punkt dieser J? ist, so muss die
Schmiegungsebene von a durch o gehen. Es schneiden also
die Ebenen des Tetraeders abcd die R, in vier Punkten af 18,
in denen die R, auch von den Schmiegungsebenen der R,
in abcd getroffen wird.!

Dass die vier Punkte 234 ein ebensolches Quadrupel
wie abcd bilden, d. h. dass die Tangenten von R, in a.f13 einer
Regelschaar angehoren, folgt daraus, dass «fv2 die Doppel-
punkte einer J’? sind, nidmlich jener, welche aus der J?, deren
Doppelelemente abcd sind, durch die Fundamentale J* ebener
Quadrupel der R, abgeleitet erscheint (I. c. S. 67).

Beziiglicheiner C; kann man dieses letzte Resultat folgender-
massen ausdriicken:

»Haben abcd denselben Tangentialpunkt, und
besitzen die Vierecke abed!, abc'd, ab'cd, a'bcd einen und
denselben Gegenpunkt o, so haben auch a'b/c’d’ einen
und denselben Gegenpunkt o

Auf einer Raumcurve flinfter Ordnung R, vom Geschlechte
Eins sind vier Punkte abcd, welche Doppelpunkte einer J*?
sind, vier solche Punkte, deren Tangenten eine und dieselbe
Trisecante von R, schneiden.? Da nun bcd und a® Tripel der-
selben J* sind, so miissen die beiden letzten Schnittpunkte der
Ebene bcd mit R;, und die zwei Schnittpunkte von R, mit der
Schmiegungsebene von a zwei Punktepaare einer Paarinvolution
sein, weil sie ja jene zwei Tripel bcd, a® zu Quintupeln der
fundamentalen J? welcher auch die ebenen Quintupel ange-
horen, ergdnzen. Wir haben also den Satz:

»Sind abcd die Berlihrungspunkte der vier durch
eine Trisecante von Ry hindurchgehenden Tangential-
ebenen, und schneidet die Ebene bcd die R, noch in
den Punkten mm/, und schneidet die Schmiegungs-
ebene von a die Curve R, noch in n#/, so werden die

1 Siehe: Grundziige einer rein geom. Theorie der Raumcurven vierter
Ordnung erster Species. Von Dr. H. Schréter, Leipzig 1890, S. 68.
Siehe: Sitzungsber. Bd. XC, S. 220.



1518 E - Weyr,

beiden Geraden mm’, n#' von einer und derselben
Trisecante von R, getroffen.«

8. Wir haben an einem anderen Orte! gezeigt, dass es
%% Involutionen beliebigen Grades gibt, welche eine gegebene J*
in sich selbst tberfithren. Es wird also vier Involutionen
beliebigen, z. B. nten Grades [(n—1)ter Stufe] geben, welche
eine J? in sich iiberfithren. Die vier Involutionen J? welche
die J* in sich iiberfithren, haben wir schon kennen gelernt; es
sind jene vier J* die man erhilt, wenn man jedes der vier
Doppelelemente a, b, ¢, d von J* als dreifaches Element einer J?
betrachtet. Wir kénnten wohl noch J? herstellen, welche die J?
in sich Uberfiihren, wenn wir unter den a, b, ¢, d zwei, z. B. a b,
wihlen, eines davon, z. B. a, als Doppelelement und & als ein-
faches Element eines Tripels einer J2 betrachten; durch diese J*
muss die J? nach Fritherem ebenfalls in sich selbst {ibergefiihrt
werden. Nun ldsst sich aber leicht zeigen, dass diese J*?
identisch ist mit jener, welche durch & als dreifaches Element
bestimmt erscheint. In der J* in welcher das Doppelelement a
doppelt gezihlt, mit » als einfachem Element ein Tripel bildet,
bildet & mit jedem Paare jener J?, die @ zum Doppelelemente
hat, ein Tripel; aber ein solches Paar ist auch durch das
doppelt gezdhite b dargestellt, so dass also & als dreifaches
Element der J* auftritt, w. z. b. w.

Sollen die vier J* angegeben werden, von denen jede die
J? in sich selbst tberfiibrt, so hat man die beiden Fille zu
unterscheiden, ob % eine gerade oder ungerade Zahl ist.

Ist % eine ungerade Zahl, so erh&lt man die vier frag-
lichen J* als jene, welche durch a, b, ¢, d, respective als k-fache
Elemente bestimmt erscheinen.

Diese letztgenannten vier J* sind identisch, wenn % eine
gerade Zahl ist; in diesem Falle erhalt man die tbrigen drei J¥,
indem man a als k-faches Element mit & (respective ¢, d) als
einfachen Element zu einer k-elementigen Gruppe verbindet,
durch welche die fragliche J* bestimmt erscheint.

Man hat allgemein:

»Sind 2 und p relative Primzahlen, so erhilt man
die &® Jr, welche eine J¥ in sich selbst {iberfiihren,

1 Sitzungsber. Dieser Band: Uber Vervollstindigung von Involutionen
Art, 14,
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indem man jedes der %% k-fachen Elemente der J* als
p-faches Element einer J# betrachtet, durch welches
dann die J? bestimmt erscheint.«

Wenn % in p enthalten ist, etwa p = A.%, so werden die
letztgenannten %* Involutionen alle identisch, und zwar mit
jener JP, die man erhilt, wenn man irgend k Gruppen der J* zu
einer M.k = p-elementigen Gruppe vereinigt.

Ist hingegen p in & enthalten, also 2 = w.p, so reduciren
sich die obigen k* Involutionen auf die p? aus der J* abge-
leiteten J2.

Um in jedem Falle alle * J¥ zu erhalten, welche die
gegebene J* in sich uberfithren, kann man so vorgehen. Es
seien abc. ..l die k* k-fachen Elemente der J*; wenn wir eines,
z. B. a als (p—1)-faches Element mit einem zweiten, z. B.
mit b, als einfachem Element zu einer p-elementigen Gruppe
verknlipfen, so wird durch diese Gruppe eine J? bestimmt,
durch welche J* in sich selbst tibergefiihrt wird. Lassen wir ¢
an Stelle von & treten, so erhalten wir eine zweite solche .J7,
welche von der ersten nothwendigerweise verschieden sein
muss, weil ja die (p--1)-elementige Gruppe @ nur in ver-
schiedenen J? von verschiedenen Elementen ergédnzt wird.
Wenn wir also das (p—1)-fach gezdhlte a der Reihe nach
mit &, ¢. .l und endlich auch mit a zu je einer p-elementigen
Gruppe verkniipfen, so erhalten wir %* solche Gruppen, von
denen jede eine J? bestimmt und alle diese J” sind von ein-
ander verschieden, und durch jede wird die J* in sich selbst
tibergefiihrt:

»Wennmaneinesderk®*%-fachen Elemente einer J*
als p-faches Element einer J” betrachtet, so ist diese
(so bestimmte) J? eine der k2 JP, durch welche die J*
insichselbstiiberfiihrtwird. Diesdammtlichen {ibrigen
(k*—1) dieser J¥ erhdlt, wenn man jenes Element als
(p—1)faches, mitjedem deriibrigen 2-fachen Elemente
als einfachen Elementen zu p-elementigen Gruppen
vereinigt und durch jede solche Gruppe eine J? als
gegeben betrachtet«.
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