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Uber einen algebraischen Satz

F. Mertens,
c. M. k. Akad.

1.

Sind w, ¢ ganze Functionen der Verdnderlichen x,y,.
mit unbestimmten Coéfficienten und bezeichnet #« irgend einen
Coéfficienten von 9, v irgend einen von ¢, so lasst sich immer
ein Exponent /z von der Art angeben, dass das Product uhy als
ganze ganzzahlige Function der Coéfficienten von ¢ und v
darstellbar ist, welche in den Coéfficienten von » homogen und
vom Grade 2—1 und in denen von % linear-homogen ist. Das
Product 9 ¢ ist hiebei in zusammengezogener Gestalt zu denken.

Dieser Satz ist fiir die Lehre von dem grossten gemein-
schaftlichen Theiler von erheblichem Nutzen.

Um denselben zu beweisen, seien o, & zundchst ganze
Functionen nur einer Verédnderlichen x, v der Grad von ¢ und
man bezeichne eine ganze ganzzahlige Function der Coéfficienten
von ¢ und o¢, welche die Coéfficienten von ¢ homogen und im
Grade p. und die von o ¢ linear-homogen enthélt, allgemein mit (.).

Ist 5 eingliedrig und = ux*, so fallen die Coéfficienten von
14 mit denen von ©¢ zusammen und erscheinen daher unmittelbar
in der Gestalt (0).

Ist die Function » mehrgliedrig und zerlegt man dieselbe
in zwei Bestandtheile A und B, deren erster lauter hdhere
Potenzen von x als der zweite enthilt, so sind alle Coéfficienten
von A*1¢ und B'*'d von der Form (v). Denn einerseits sind
alle Coéfficienten des Ausdrucks
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von der Form (v), weil derselbe in die Factoren
A—A—1 B4+ A4 —B*—. B

und (A+B)¢y — =) zerfillt, deren erster ganze ganzzahlige
homogene Functionen vten Grades der Coéfficienten von % zu
Coéfficienten hat. Anderseits kann A't!¢ kein Glied enthalten,
welches mit einem von B*+!'9 zusammenziehbar wire. Ist ndm-
lich % die hdchste in B vorkommende Potenz von x, so ist 4
durch x+1, also At1¢ durch x@+D0+D theilbar, wihrend B*+1d
den Grad (v+1)(a+1) nicht erreicht.

Ist nun G das die hochste oder die niedrigste Potenz von x
enthaltende Glied von 9 und = der Coéfficient desselben, so
nehme man in dem ersten Falle 4 = G und in dem zweiten
B = G. Die Coéfficienten von #'+!') sind dann dieselben wie
die von A"t'¢, beziehungsweise B’+'¢ und besitzen sonach die
Gestalt (v).

Ist aber « der Coéfficient irgend eines mittleren Gliedes G
von %, so sei 4 die Summe aller Glieder von 7, welche hohere
Potenzen von x als G enthalten, und B die Summe der (ibrigen.
Zerlegt man B'+! in G**! und die Summe C der tibrigen Glieder,
so kommt in GCHDC+D G kein Glied vor, welches mit einem von
Cv+1¢ zusammenziehbar wire und die Coéfficienten des Aus-
drucks

(GOHDEHD 4 (— 1) CrH) b =
= (GOHN—CGUNoH 4 4CY). By

sind ganze ganzzahlige Functionen der Coéfficienten von % und
B +1y, welche in den Coéfficienten von © homogen und vom
Grade v(v41) und in denen von B *!¢ linear-homogen sind.
Die Coéfficienten von G C¢+D 0+ haben also die Gestalt (v2+2v)
und dasselbe gilt somit auch von #C+DC+D,

In allen Fillen sind also die Coéfficienten von #"4 in der
Gestalt (k—1) darstellbar, wenn /2 = (v—+1)? ist.

Aus demsoeben bewiesenen Satze ldsst sich eine Folgerung
iber die Coéfficienten des allgemeineren Products #¢ ziehen.
Bezeichnet m eine Zahl, welche die Gradzahlen von ¢ und ¢
mindestens um eine Einheit libersteigt, und » irgend einen
Coéfficienten von 7, so sind alle Coéfficienten von #u”*r*¢ als
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ganze ganzzahlige Functionen der Coéfficienten von o und ¢#4
darstellbar, welche in den Coéfficienten von ¢ homogen und vom
Grade m*p®—p und in denen von 2?#¢ linear-homogen sind.

Man fasse ¢?¢ als Product der Factoren ¢ und p#~'¢ auf
und bezeichne wieder eine ganze ganzzahlige Function der
Coéfficienten von ¢ und ¢#¢, welche die Coéfficienten von o
homogen und im Grade 1, die von ¢?¢ aber linear-homogen
enthilt, allgemein mit (p). Ist A der Grad von 97~1¢, so ist
(14+2)?* < m® p* und die Coéfficienten von «™7*pP=1¢ haben
die Gestalt (m?p*—1).

Man fasse weiter #"*7 p#=14 als Product der Functionen %
und w"*r*pr=2 auf. Die Function 4 Py Fep=24 — 3,21 ryp—2),
hat dann wieder Coéfficienten, welche ganz und ganzzahlig aus
den Coéfficienten von ¢ und #"*#¢?—1d zusammengesetzt sind
und, erstere homogen im Grade m?*p*—1, letztere linear-homogen
enthalten. Diese Function hat also auch Coéfficienten von der
Form (2m?*p*—2).

Ist p=>2, so ergibt sich in derselben Weise, dass 3" r*gr—34,
lauter Coéfficienten von der Form (3m?*p*—3) hat.

Fahrt man so fort, so gelangt man zur Darstellung der
Coéfficienten von 2"/ in der Gestalt (m?p3—p).

Es ldsst sich nun auch der obige Satz fiir Functionen =, ¢
von mehr als einer Verdnderlichen beweisen. Hiebei werde
unter 2 eine Zahl verstanden, welche alle Gradzahlen der Func-
tionen von » und ¢ in Bezug auf die einzelnen in denselben vor-
kommenden Verdnderlichen x,9,. mindestens um eine Einheit
tibersteigt, und unter () irgend eine ganze ganzzahlige Func-
tion der Coéfficienten von © und % ¢, welche in den Coéfficienten
von ¢ homogen und vom Grade p, in denen von ¢ aber linear-
homogen ist.

Man ordne = nach Potenzen von x und es sei Ux* der In-
begriff aller Glieder von ¢, welche eine bestimmte Potenz x*
von x enthalten. Nach dem Vorhergehenden sind dann die
Coéfficienten der verschiedenen Potenzen von x in der Function
U ganze und ganzzahlige Ausdriicke der Coéfficienten der
einzelnen Potenzen von x in » und ¢, und zwar enthalten diese
Ausdriicke die genannten Coéfficienten von p homogen und im
Grade m?—1, die von ¢ linear-homogen. U™} ist daher auch
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eine ganze Function der Verdnderlichen x,7,.. welche lauter
Coéfficienten von der Form (m*—1) hat.

Man ordne weiter U nach Potenzen einer zweiten Ver-
anderlichen y und es sei Vy? der Inbegriff der die Potenz 3? ent-
haltenden Glieder von U. Setzt man dann in der obigen Folge-
rung p = m? so lassen sich die Coéfficienten der verschiedenen
Potenzen und Producte von ¥ und ¥ in V"¢ als ganze ganz-
zahlige Ausdriicke der Coéfficienten darstellen, welche in U bei
den einzelnen Potenzen von yund in U™¢ bei den verschiedenen
Potenzen und Producten von x und y stehen, und zwar sind
diese Ausdriicke in den genannten Coéfficienten von U homogen
und vom Grade m®—m?, in denen von U"¢ linear-homogen.
Es ist daher V"' auch eine ganze Function von #, y. ., deren
Coéfficienten alle die Gestalt (m®—1) haben.

Ist die Anzahl der Variablen =2, so ordne man V nach
Potenzen einer dritten Verdnderlichen z und greife einen Bestand-
theil Wz7 von V heraus. Man findet dann, wie vorher, dass die
Coéfficienten der Function W alle die Form (#?%—1) haben.

Ist 22 die Zahl der Veranderlichen, so ergibt sich nach 7
Schritten, dass #") lauter Coéfficienten von der Form (#—1)
besitzt, wenn 7 — m3"—1 genommen wird.

2.

Der Satz des Artikels 42 der Disquisitiones arithmeticae
von Gauss lautet in seiner wahren zahlentheoretischen Gestalt
folgendermassen:

Der grosste gemeinschaftliche Theiler aller Coéfficienten
des Products zweier ganzen ganzzahligen Functionen v, ¢ der
Veranderlichen #,y. ., ist das Product des gréssten gemein-
schaftlichen Theilers aller Coéfficienten von % in den grossten
gemeinschaftlichen Theiler aller Coéfficienten von ¢.

Der Beweis ergibt sich leicht aus dem Satze des vorher-
gehenden Abschnitts.

Es seien a irgend ein Coéfficient von ¢, b irgend einer von ¢,
¢, # die grossten gemeinschaftlichen Theiler aller Coéfficienten
von ¢, beziehungsweise ¢, und man bezeichne allgemein eine
Summe von Vielfachen der Coéfficienten von ©¢ mit L. Nach
dem Satze des vorhergehenden Abschnitts gibt es einen Expo-
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nenten % von der Art, dass das Product a”b als ganze ganz-
zahlige Function der Coéfficienten von p und o4 darstellbar ist,
welche die Coéfficienten von ¢¢ linear-homogen und die von =
homogen und im Grade 2—1 enthdlt. Da ein Product von i—1
Coéfficienten der Function % ein Vielfaches von #—! ist, so hat
demnach jedes der Producte ab die Gestalt #~1L. Da ferner #
der grosste gemeinschaftliche Theiler der %ten Potenzen aller
Coéfficienten von » ist, so muss auch #4 die Gestalt #~'b und
demzufolge #b die Gestalt L haben. Da dies fiir alle Coéffi-
cienten & von ¢ gilt, so gilt es auch fiir ##/

Anderseits geht ¢ in allen Coéfficienten von ¢¢ auf.
Wenn aber eine Zahl # in jedem Coéfficienten von
aufgeht und als Summe L von Vielfachen derselben darstellbar
ist, so ist sie der grosste gemeinschaftliche Theiler dieser

Coéfficienten.

Der hier gegebene Beweis des Gauss’schen Satzes ist
insofern von Interesse, als er ohne den Begriff der Primzahl
auskommt. Dies sichert seine Anwendbarkeit in anderen dhn-

lichen Fragen.
3.

Ich will hier nur noch den Satz des §. 17 der Kronecker'-
schen Festschrift (Crelle, Bd. 92) darthun, dessen Beweis dort
auf den Begriff der irreductibeln Divisoren gestiitzt ist.

Es seien

Ty Tay Ty -7y

o

ganze algebraische Zahlen eines bestimmten Gattungsbereichs,

b, by 1y, -1,
Veranderliche,
P, P, P,,.. .P,

verschiedene Producte von Potenzen irgend welcher Verdnder-
lichen x,y,. und man setze

t =1t +rt, .. 411,

b= 1f1f)1 -+ 1’2P2+ .+7,P,

NH=F
N(p) = G =9,



Ein algebraischer "Satz. 1565

wo N das Zeichen der Norm ist. Die Normen F, G sind ganze
ganzzahlige Functionen der Verdnderlichen ¢,,4,, ... £,.beziehungs-
weise z,9,.. und es handelt sich darum, zu zeigen, dass der
grosste gemeinschaftliche Theiler .V aller Coéfficienten von G
mit dem gréssten gemeinschaftlichen Theiler M aller Coéfficienten
von F zusammenfallt.

Es genligt darzuthun, dass jede der Zahlen M, N, durch
die andere theilbar ist. Dass M in NV aufgeht, erhellt unmittelbar.
Dass aber auch M durch N theilbar ist, wird bewiesen sein, wenn

1
man darthut, dass die Form %)7 algebraisch ganz oder ¢4 durch
N theilbar ist.

Nach dem Satze des ersten Abschnitts gibt es einen Expo-
nenten % von der Art, dass sich alle Coéfficienten von 7’1{.35 als
ganze ganzzahlige Functionen der Coéfficienten von ¢ = G
und der Coéfficienten 7, 7,,...7, von v darstellen lassen, welche
in den Coéfficienten von G linear-homogen und in »,7r,. .7,
homogen und vom Grade 2—1 sind. Da alle Coéfficienten von G
den Factor NV enthalten, so ist demnach rgq) in der Gestalt \'f,
darstellbar, wo f eine ganze ganzzahlige Function von x,v, ...
YTy -1y bezeichnet, welche in r,,7,,. .7, homogen und vom
Grade h—1 ist. Denkt man sich daher die Potenz

= (1t 1yt 4. Lt

nach dem polynomischen Satze entwickelt und erwidgt, dass
jedes Glied dieser Entwickelung wenigstens eine der Gréssen
7,7, 7, in der eten oder einer hoheren Potenz enthalten muss,
so lasst sich das Product 47 wenn man in seinen einzelnen
Gliedern 7 &, 784, .7k durch Nf,Nf,, .Nf, ersetzt, in der
Gestalt Nw darstellen, wo w ganz und ganzzahlig in x,y,

bty o Wby 7Ty, 75 st und 7,7, . .7, homogen und im Grade

lv—1 enthalt.
Nach §. 14 der genannten Festschrift sind nun, wenn
F=MP
gesetzt wird, die Formen
Py, Pr, Pr,
t ot ]
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algebraisch ganz. Jedes Product von P»—! und hv—1 Grossen
der Reihe 7,,7,,. .7, ist daher durch #—! theilbar und da die
Coéfficienten der einzelnen Potenzen und Producte der Ver-
anderlichen x,9,. .£,4, ... in® ganzzahligund linear-homogen
aus Producten von je kv—1 Grossen der Reihe 7,7,, .7, zu-
sammengesetzt sind, so ist auch P"~'w durch #—! theilbar.

Man kann also
th—-lw — lt/lv—lwl

setzen, wo o' eine ganze algebraische Form von x,y,.. 4, ¢

RS
bezeichnet, und es wird

Plr—1 t’”({) — Np—1y/
oder
Ph=1th = No'.
Auf Grund der Primitivitdt der Form P folgt hieraus die
Theilbarkeit von # durch N.
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