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Über jenes Massenmoment eines materiellen 
Punktsystems, welches aus dem Trägheits­
momente und dem Deviationsmomente in 

Bezug auf irgend eine Axe resultirt

Dr. Jo s. Finger.

(Vorgelegt in der Sitzung am 17. November 1892.)

E s  sei M  ein beliebiger Punkt eines materiellen Punkt­
system s, m  die M asse  dieses Punktes und N  dessen ortho­
gonale Projection auf irgend eine durch den beliebigen Pu nkt O 
gelegte A x e  a ,  deren als positiv angenommene Richtung durch 
die auf  irgend ein orthogonales A xen system  x y z  mit dem 
Anfangspunkte 0  bezogenen Richtungscosinus a vo,.as bestimmt 
sei. Durch r  sei der absolute Zahlwerth des Radius O M  und 
durch der positive, zwischen o  und %  gelegene W inkel 
bezeichnet, den die von O  nach M  gerichtete Strecke r  mit der 
positiven Richtung der A x e  a  einschliesst.

Dreht man das bei N  rechtwinklige Dreieck M N O  in seiner 
Ebene um einen rechten W inkel, und zw ar derart, dass durch 
diese D rehung die frühere R ichtung M N  dieser Kathete in die 
positive Richtung der A x e  a  gelangt, wodurch die Punkte M N O  

in die neuen Lagen  M ' N ' O '  gelangen, und multiplicirt man die 
M asszahlen  der D reiecksseiten unter Beibehaltung ihrer neuen 
Richtungen M ' N ' ,  N ' O '  und M ' O '  mit dem M assenm omente 
ersten Grades m .  M N  —  m .  M ' N 1, so erhält man folgende, 
nunmehr geom etrisch vollkommen bestimmte Grössen von der 
Dimension m l 2 , mit anderen Worten folgende Massenmomente 
zweiten G rades:
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1650 J. F i n g e r ,

1. Das mit der A x e  a  gleichgerichtete M assenm oment 
m .  M ' N ' 2  ■ =  m r 2  s in 2 cp ist das quadratische Moment i a  der 
M asse m  in B e z u g  auf  die A x e  a ,  das nach E u l e r  allgemein 
als das Trägheitsm om ent des materiellen Punktes m  bezüglich 
dieser A x e  a  bezeichnet wird. D asselbe ist als mit der A x e  a  

gleichgerichtet anzusehen.

2. D as zur A x e  a  normale M assenm om ent m  . M ' N ' . N ' 0 '  

w ürde in seinem absoluten Zahlwerthe, wofern man den 
Punkt O zum Coordinatenanfangspunkte, ferner die D reiecks­
ebene zur x y - E b e n e  und die A x e  a  als eine der beiden ortho­
gonalen A xe n  x y  w äh len  w ürde und w enn *  und y  die Coordi­
naten des Punktes M  bedeuten, mit dem Producte m x y  überein­
stimmen, das nach R a n k i n e  das Deviationsmoment genannt 
wird, w elcher Grösse  jedoch  bisher in der M echanik eine 

bestimmte Richtung nicht zuerkannt wurde. E s  sei in der vor­
liegenden A bhandlung dieses M assenm om ent als das d e m  
P u n k t e  O  d e r  A x e  a  e n t s p r e c h e n d e ,  a u f  d i e  A x e  a  

b e z o g e n e  D e v i a t i o n s m o m e n t  d e s  M a s s e n p u n k t e s  m  

bezeichnet. Nur ist hier dieses für die Geometrie der M assen 
wichtige Deviationsmoment d j f )  als eine geometrische Grösse 
betrachtet, und z w ar soll dessen positive Richtung bestimmt sein 
durch die ursprüngliche Richtung der zur A x e  a  normalen

Strecke M N ,  deren Richtung, je  nachdem O c ' p c - ^ - ,  also

cos cp > 0  ist, oder je  nachdem —  <  cp <  tt, also cos cp negativ

ist, mit der Richtung N ' O '  übereinstimmt oder aber ihr ent­
gegengesetzt  ist. W ählt man daher die Richtung M N  zur posi­
tiven Richtung des Deviationsmomentes d a , so ist dessen 
a lgebraischer Werth gegeben durch die G leichung d ^ ] —

— m r 2 sin cp cos cp.

3. D as zur ursprünglichen Richtung des R adius  O M  —  r  

normale M assenm om ent m  . M ' N ’ . M ' O '  —  m r 2 sin cp ist seiner 
Richtung M ’ O '  und seiner Grösse nach bestimmt durch die 
geometrische Sum m e aus dem Trägheitsm om ente m r z  s in2 cp 

und dem früheren Deviationsmomente m r 2  sin cp cos cp. E s  sei 
d i e s e  g e o m e t r i s c h e  S u m m e  bezeichnet als das d e m  
P u n k t e  0  der A x e  a  e n t s p r e c h e n d e ,  a u f  d i e  A x e  a
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b e z o g e n e  ( r e s u l t i r e n d e )  M a s s e n m o m e n t  m ^ 0 )  des 

M assenpunktes m .

Diesen Erklärungen gem äss  ist sonach

Massenmoment eines materiellen Punktsystems. 1 6 5 1

d ( O )  —  m r 2  sin cp cos cp *>. (1)

m ( 0 )  =  f i i r z  sin cp

Sind nun x y z  die Coordinaten des Punktes M  in B ez u g  
auf das beliebige orthogonale A xensystem , dessen A n fa n g s­
punkt 0  ist, so ist

r 2  —  x 2  +  y 2 + z 2 ,  r  c o s  cp =  a. x x  +  a Y y  +  a . z z  

r 2 s in2 cp =  ( o . y z — a . z y f  +  ( ' J . z x — a x z ) z - h ( a x y — o.y x ) 2

=  a l  ( y 2 + z 2 )  +  a 2  ( z 2  +  x 2 )  -f- a? ( x 2  +  y 2 )  ' ̂

■— 2  a va ~ . y z  — 2  a-  ax . z x — 2 a va v . x y

Für die R ichtungscosinus der positiven Richtung M N  des 
Deviationsmomentes d ( 0 ^ bestehen ferner die Gleichungena  ö

/ jmiN cos cp— r  a v. r c o s c p — y
cos ( x ,  d { 0 ) )  = --------- —-T----- , cos ( y ,  d ^ )  =  -------------- ‘— --

v ’ a  }  r  sin cp a  J  r  sin cp

/ jiniN a - . r c o s c c — ccos ( z . d ^ ) —  - — T-----
a  r  sin cpi

Sonach  sind die zu den Coordinatenaxen parallelen C om ­
ponenten des Deviationsmomentes d ^  bestimmt durch

d ^ ) .  c o s  ( x ,  d (a ° > )  =  m . r  c o s  'f (a.x . r  cos cp— x )  \ 

d ^ . cos ( y ,  d ( ° ) )  =  m . r  cos cp (o,,. r  c o s  cp—y )  > (3)

d f ° ) . c o s  ( z ,  d ^ 0 ) )  =  m .  r  cos cp (a~. r  cos cp— z )

w ährend i a . a x , 4  • rj- y , h i  • rj- z  die algebraischen W erthe der ortho­
gonalen Componenten des Trägheitsm om entes i a  sind.

Die Richtungscosinus der Richtung M ’ O ’  des resultirenden 
Adassenmomentes m W  sind den obigen Erk lärungen  ent­
sprechend

a. x . r — x  cos cp o.y . r — y  c o s  y
cos ( x ,  m ( U >) — --------- :---------L , cos ( y ,  m { U n  =  —------ ^----------,

v ’ a  J  r  sin cp w  a  J  r  sin cp

r  i n \ \  v - z . r — z  cos cp
cos ( z ,  m ( ° > )  — --------- ;---------L ,

v y r  sin cp,
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demnach sind die orthogonalen Componenten des M a sse n ­
momentes m W  =  m r z  sin cp folgende:

m W . cos ( x ,  m W )  — m . [ a r . r 2 — x . r  cos cp] \

m W . cos ( y ,  m W )  —  m . [a,.. r z —y . r  cos 'f] (4)

m W . cos ( z ,  i n f J } )  —  m . [a - . r 2 — z . r  cos cp] \

Da m W  die geometrische Sum m e aus i a  und d W  ist, so 
ist, w a s  übrigens auch aus (1), (3) und (4; zu ersehen ist,

i n lJ )}. cos ( x ,  m W )  —  i a . y x + d W  cos ( x ,  d W )  \

m W . cos ( y ,  m W )  =  i a  . y . v - \ - d W . Cos ( y ,  d W )  ( (5)

m W  . cos ( z ,  m W )  —  i a  ■ v . z - h d W . cos ( z ,  d W )  j)

Durch E insetzung der W erthe aus (2) in (4) ergibt sich
auch

m W  .c o s  ( x ,  m W )  a x . m ( y 2 - h z 2 ) — y . v . m x y — a Z . m x z  \ 

m W . cos ( y ,  m W )  —  — y . x . m y x - \ - a .v . m  ( z 2 - h x 2 ) — a~. m y z  \ . (6) 

m W  .co s  ( z ,  m W )  —  — a X . m z x — a r m z y + a~. m  ( x 2  - ^ - y 2 )  \

Bedeutet nun J a  das Trägheitsm om ent der M asse  des 
ganzen  Punktsystem s in B e z u g  auf die A x e  a ,  so ist bekannt­
lich, wie übrigens aus (1) und (2) sich unmittelbar ergibt,

J a  ----- X i a  —  Z n i r 2 s in 2cp — a 2 - m ( y ' i + z 2 )  +  y 2 X m ( z 2 - h x 2 )  +  j

+  y 2 - m  ( x 2 - h y 2 ) — 2 a v y z  Y . m y z — 2 y . r_ y . x ' L m z x  -(7)

— 2 y . x y . v ' L m x y  ’

B ildet man nun die g e o m e t r i s c h e  S u m m e  der durch 
die Gleichungen (6) der Richtung und G rösse  nach bestimmten, 
dem Punkte 0  der A x e  a  entsprechenden M a s s e n m o m e n t e  
m W  — m r 2 s in s ä m m t l i c h e r  m a t e r i e l l e r  P u n k t e  m  d e s

U »
P u n k t s y s t e m s  in B e z u g  auf  die A x e  a , so gelangt man zu 
jener durch diese geometrische Sum m e der R ichtung und dem 
Zahlenw erthe nach bestimmten Grösse, welche w ir  d a s  d e m  
P u n k t e  O d e r  A x e  a  e n t s p r e c h e n d e  M a s s e n m o m e n t  
M W  d e s  P u n k t s y s t e m s  in B e z u g  a u f  d i e s e  A x e  a 
nennen wollen. D ieser Definition zufolge ist den Gleichungen (6)
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gem äss, w enn (xv-[iy.|i- nunmehr die Richtungscosinus der R ich ­
tung dieses resultirenden Massenm om entes A fj0) bezeichnen,

M {a 0 ) . [ i x  —  — rj.y . X ( m x y ) — a - . X ( m x z )

. (xv =  —  a v. X (mjj' #) -4- a v. X w  ( z 2  - f  x 2 ) — a - . I  ( m y z )  ^

M {J r>. |x- =  —  a r . X ( i n  z  x )  — a,,. X ( i n  z y )  -b ac . X m  ( x 2  - + - y 2 )  )

oder w enn von nun an durch & n a 2 2 a 3 3  die Trägheitsm om ente 
J X J Y J Z des Punktsj 'stem s in B e z u g  a u f  die A xe n  x y z  und durch 
a 2 3 a 3 X a n  die entgegengesetzten Werthe der entsprechenden 
gewöhnlich als Deviationsmomente — in der von R a n k i n e  
gew ählten  Bedeutung dieses W ortes —  bezeichneten Grössen 
bezeichnet sind, so dass

=  J x  =  X w ( j ' ! +  s !), a 2 2  —  J y  —  h n ( z 2 + x 2 ) ,

a 3 3  —  J z  ~  H i n ( x 2 - { - y z )

^23 — ^32 — X ( m y z ) ,  c i 3| — öj.j ~  X ( m z x ) ,  

ß (2 — — h  ( m x y )

ist, so sind die zu den Coordinatenaxen x y z  parallelen Com ­
ponenten des Massenm om entes M ( ° )  zufolge (8) bestimmt durch

M M . [ i x  —  a n . n x + a n  . rA + a 3 l . a z

M (a0>. \ i y  —  a n  a x +  a Z2. n.y  +  a 32. a- (10)

M ^ 0 ' ) . \ x z  —  a l 3 . cr.x + a 2 3 . a Y +  a 33. a z  )

Die mit M ^  gleichgerichtete L ä n g e  y  ^  > w 0  M  die

M asse  des ganzen Punktsystem s bedeutet, sei als der R a d i u s
d e s  M a s s e n m o m e n t e s  M ^ 0 )  und die gleichfalls in ihrer

a  ö
M u0)

Richtung mit M { 0 )  übereinstimmende Strecke , w o  l  eine8  a M l  ’

beliebige L än ge  bedeutet, sei in der F o lge  als d e r  a u f  d ie
B a s i s  l  r e d u c i r t e  R a d i u s  d e s  M a s s e n m o m e n t e s  M { 0 )il
bezeichnet.

Dieser Definition und der letzten Gleichung in (1) gem äss  
ist z. B. der a u f  die Entfernung r  sin cp eines M assenpunktes m  

von der A x e  a  reducirte Radius des M assenm omentes 
gleich der Entfernung r  d ieses Punktes vom Punkte 0.
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Die Übereinstimmung der Form  der Gleichungen (10) 
sowohl mit jenen bekannten Gleichungen, die bei der astatischen 
Reduction der Kräfte eines a u f  ein starres Punktsystem  ein­
wirkenden K räftesystem s auf eine Reductionsresultante und 
auf  drei Kräftepaare —  mit orthogonalen astatischen Armen 
von der L ä n g e  1 —  zur Bestim m ung der im Endpunkte eines 
dieser Arme wirkenden Seitenkraft des entsprechenden Kräfte­

paares dienen, als auch mit jenen Gleichungen, w elche in der 
Kinematik hom ogener Deformationen die L a g e  und Länge einer 
Geraden des Körpers nach erfolgter Deformation bestimmen, 
und auch mit jenen  Gleichungen, mittelst w elcher man in der 
Elasticitätstheorie die Richtung und Grösse  der resultirenden 
Spannung berechnet, springt sofort ins A uge, so dass  nach der 
Ansicht des V erfassers  diese A nalogie  allein schon die E in ­
führung des oben auseinandergesetzten Begriffes des M asse n ­
momentes M W  in die Geometrie der M assen  empfehlen dürfte •— 
ganz  abgesehen von den anderen Vortheilen, die aus den 
folgenden A useinandersetzungen ersichtlich sein werden.

Z unächst  sei hervorgehoben, dass, wie dies aus den letzten 
Gleichungen (10) sofort ersichtlich ist, in derselben Weise, 
w ie in der Elasticitätstheorie die Richtung der resultirenden 
Spannung durch die Norm ale der Reactionsfläche, so auch hier 
die Richtung des resultirenden M assenm om entes M W  durch die 
Norm ale n a  jener Ebene bestimmt ist, w elche conjugirt ist zu 
dem mit der A x e  a  gleichgerichteten Radius r a  jener F läche 
deren Gleichung ist:

c i x x x z  y z 2 ögg y z ~ r  2 a ^ ^ z x -+- 2 c i x 2  x y  ~  M .  ( 1 1 )

Diese F läch e  ist nun den W erthen (9) zufolge das dem 
Punkte O  zugehörige C a u c h y - P o  i n s o t ’scheTrägheitse llipsoid , 
dessen Radien r a  bekanntlich die reciproken W erthe der T r ä g ­
heitshalbm esser in B e z u g  auf  die mit diesen Radien überein­
stimmenden A xe n  sind, wonach

r  — k ! - 1  ( i 2 )
" _ V / <

ist. Ist ferner B  der F ussp u n kt  jener Normalen O B  —  n a , die 
vom Mittelpunkte O dieses Trägheitse llipsoids a u f  die im E n d ­
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punkte A  des Radius r a  an diese F läche gelegte B erü h ru n g s­
ebene gefällt wird, so ist, w ie sich aus (10) ergibt, w enn man 
diese Gleichungen einzeln mit <y.x a.y a z  multiplicirt und addirt,

M W  cos ( r a , n a )  — J a  — ~~j> j

sonach

M W - ------^ (1 3)
« K  cos ( r a ,  i i a )  r a n a

Bezeichnet l a  den mit der A x e  a  gleichgerichteten Radius 
jenes  E llipso ids, welchem das Trägheitsellipsoid ( 1 1 )  s u b -  
j u n g i r t 1 ist, d. i. jenes  mit ( 1 1 )  coaxialen Ellipsoids, dessen 
H albaxen den Quadraten der H albaxen  des Trägheitsellipsoids 
gleich sind und dessen Gleichung

(at 1 x  4- a z t  y  +  a 3, s)2 +  ( a { 2  x  +  a z z  y + a 3 Z  z )2 -h

+  ( a l 3 x  +  a 2 3 y  +  a 3 3 z ) z  —  y P  (14)

ist, so ist den Gleichungen (10) zufolge auch

=  ( 1 4a)

Übrigens lässt sich auch, w a s  sich am meisten empfiehlt, 
die Richtung und Grösse von M W  mit Hilfe der dem T rä gh e its­
ellipsoid ( 1 1 )  a d j u n g i r t e n  F läch e ermitteln, deren G le ich u n g '

A u x r i - h A z z y 2 - h A 3 3 z 2  +  2 A z s y z + 2 A 3 l z x  +  2 A l z x y  = ~  ( 15)

ist, w o  A n A l z . die zu den mit denselben Indices behafteten 
Gliedern der Determinante

Massenmoment eines materiellen Punktsystems. 1 6 5 5

(16)

adjungirten Subdeterminanten bedeuten. Bestimmt man nämlich 
in diesem Ellipsoid  (15), dessen H albaxen  den gleichgerichteten

a n a \z a is
A = a 2l a zz a z3

U3l cl32 a 33

S iehe  F i n g e r ,  »Ü b er die gegenseitigen Bez ieh un gen  gew isser in der 
M ech an ik  m it Vo rthe il anw endbaren F lä ch en  zw e ite r O rdnung«. D iese S itzun g s­
berichte, Bd . C I,  Abth . II. a.
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H albaxen des Trägheitse llipsoids ( 1 1 )  reciprok, also den Haupt- 
trägheitshalbmessern gleich sind, jenen Radius R a , der conjugirt 
ist zu jener Ebene, die zur A x e  a  normal ist und der mit der 
positiven Richtung der A x e  a  unter einem spitzen Winkel 
geneigt ist, so ist durch die Richtung dieses Radius R a  auch 
die Richtung von M ^ 0 )  bestimmt, und es ist ferner, wenn 
N a  —  R a  cos ( R a , N a )  =  R a  cos ( r a , n a )  die orthogonale Pro­
jection dieses Radius R a  au f  die A x e  a  bedeutet,1 R a n a  —  

r a N a  ~  1, sonach ist zufolge (12)

J a  =  M N * ,  (17)

d. h. A Ja  ist der Trägheitsradius des Punktsystem s in B e z u g  auf 
die A x e  a  und zufolge ( 13)  ist ferner

M W  =  M . N a R a ,  (18)

d. h. R a  ist der a u f  eine dem T rägh eitsrad ius  N a  gleiche 
B as is  reducirte Rad ius  des M assenm omentes M ^ ° \a

Bedeuten x y z  nicht die Punktcoordinaten, sondern die 
Ebenencoordinaten, so ist umgekehrt ( 15 )  die T angentia l­
g leichung des Trägheitsellipsoids und ( 1 1 )  jene des dem 
letzteren adjungirten Ellipsoids.

E s  sei schliesslich in Kürze bemerkt, dass  man die Grösse 
von auch aus dem zur F läche (14) adjungirten E l l ip s o id 1 
(der Reciprocalfläche in B e z u g  auf den Mittelpunkt)

(^ 4 ,r r y - h A 31z) 2 ( A n x + A z z y  +  A 32z)  -f-

- h ( A l 3 x - h A 2 3 y - h A 3 3 z ) z  =  j ^ j ,  (19)

dessen H alb axen  den reciproken Werthen der Quadrate der 
gleichgerichteten H albaxen des Trägheitsellipsoids, also auch 
den Quadraten der Hauptträgheitshalbmesser gleich sind, 
bestimmen könnte. Ist nämlich L a  die Entfernung jener Ebene 
vom Mittelpunkte O, welche zur A x e  a  normal ist und die 
F läche (19) berührt, so ist infolge der Adjungirbarkeit der 
F lä ch en (14 )  und (19) l a L a  —  1, sonach zufolge ( 1 4a )  M ^ ü ) = M L a -

S iehe F i n g e r ,  »Ü b er die gegenseitigen Bez iehungen  gew isser in der 
M ech an ik  m it Vo rthe il anw endbaren F lächen  zw eiter O rdnung«. D iese S itzu n g s­
berichte, Bd . C I, Abth . I I.  a.
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Ü brigens ist L a  auch durch den in der Richtung von M W  

gelegenen Radius der Fläche (19) bestimmt, denn es ist g leich­
falls M W  M . L a , w ie  dies aus ( 10 ) gefolgert werden kann, 
wenn man diese Gleichungen nach a va>,a~ auflöst und hierauf 
die erhaltenen Gleichungen quadrirt und addirt.

Die Gleichungen (15), ( 17)  und (18) sind homogen. Will 
man auch die übrigen Gleichungen homogen gestalten, so hat 
man nur in den Gleichungen ( 1 1), ( 12)  und ( 13)  überall M  durch 
M t 4 , ferner in den Gleichungen (14) und ( 1 4a )  M  durch M l z  und 
in (19) und den folgenden Gleichungen M  durch M l  zu ersetzen, 
w o  l  irgend eine constante L ä n g e  bedeutet; nur ist dann zu 
beachten, dass  in diesem Falle für jede H auptaxe  der Fläche (19) 
der entsprechende Hauptträgheitsradius das geometrische Mittel 
aus der L än ge  / und aus der gleichgerichteten H albaxe dieser 
F läche ist, während jeder Radius des Trägheitsellipsoids ( 1 1 )  
dem Quotienten aus /2 und dem gleichgerichteten T rä g h e its ­
radius gleicht und jede H albaxe  der F läch e (14) dem Quotienten 
aus /3 und dem Quadrate des H auptträgheitshalbm essers für die 
gleichgerichtete H auptaxe gleichkommt.

Jene Fläche, deren von 0  aus nach allen Richtungen 
des Raum es geführten Radien den Trägheitshalbm essern  des 
gegebenen Punktsystem s in B e z u g  auf  diese Radien gleich 
sind, hat die mit der Gleichung ( 1 1 )  des Trägheitsellipsoids 
ähnliche Gleichung vierten Grades

# i x x 2 -4- #22 y 2 -+- rtgjj £2 +  2 #23 y z ~ \ ~  2 & z x z x  +  2 ö j 2 x y  —
=  M ( x 2 - h y 2  +  z 2 ) 2 .

Zerlegt man das Massenm oment M W  in zwei zu einander 
senkrechte Componenten, deren eine die Richtung der beliebig 
durch O  gelegten A xe  b  hat, so ist diese Componente, wenn 
ß-rßjyßs die Richtungscosinus der A x e  b  bedeuten, bestimmt 
durch M W  c o s  ( b ,  M W ^  =  M W [ ß x \)J X + ß y ^ y - \ - ß z \iJ Z ] ,  daher den 
Gleichungen (10) zufolge auch durch

M W  cos ( b ,  M W )  —  , a x [Jj x + a 2 2  a y  ß3, +  a 33 a z ß. +
H- # 23 (ocv ß g -+- a~ ß y )  +  # 31 (o.z [ix 4 - c/.x ß̂ ) -+- 2 ( a . x  ß -r- a y  ß.v), (2 0 )

während die zu b  senkrechte Componente M W  s jn (b , M W ) ,  

deren R ichtungscosinus y x y y z  den Gleichungen
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Tx. sin ( b ,  M M )  =  ^ - ß ,  cos ( b ,  M M )

Xv sin ( b ,  M M )  =  iv - l^ v  cos (b, M M )

7~.sin (b , Af<0)) =  (x-— ßs cos ( b ,  M M )

entsprechen, durch die zu den Coordinatenaxen parallelen 
Componenten

M M  sin ( b ,  M M ) .  *(x  =r M M  . \ x x — ß,L.. M M  cos ( b ,  M M )  \

M M  sin ( b ,  M M ) . y  =  M M . [Xy— °Jy. M M  COs (ft, M<°>) (21)

M M  sin ( b ,  M M ) . =  M M  . ^ Z — % . M M  COs (ft, M p )  )

bestimmt ist, wobei die W erthe aus (10) und (20) in (21)  einzu­
setzen sind.

Die Vertauschbarkeit  von a  und ß in dem rechten Theile 
der G leichung (20) lehrt, dass  die zur beliebig gewählten A xe  b  

parallele Componente des auf  eine zweite beliebige A x e  a  

bezogenen M assenm om entes M M  stets gleich ist der zur A xe  a  

parallelen Componente des auf  die A x e  b  bezogenen M asse n ­
momentes M M ,  d. h. 

b y

MM  cos (b ,  M M )  —  MM  cos [ a ,  M M ) .  (22)

Die beiden anderen Componenten MM  s in { b ,  MM)  und 
M M  sin ( a ,  M M )  sind jedoch nur dann einander gleich, wenn 
M M  und M M  gleich sind, also die A xe n  a  und b  die Richtung 
zw eier gleichen Radien des Ellipsoids (14), etwa die Richtung 
zw eier  beliebiger Radien der Kreisschnitte dieses Ellipsoids 
haben.

Identificirt man die A x e  b  mit irgend einer der drei Coordi­
natenaxen, so gelangt man von der allgemeinen Gleichung (20) 
zu den Gleichungen (10).

Der wichtigste Fall der Zerlegung des M assenm omentes 
MM in zw ei senkrechte Componenten ist jener, in welchem die 
A x e  b  mit der A x e  a  identisch, also a . x  —  ßx-, a y  —  ßv> o~ =  ß~ 

ist. In diesem Falle übergeht die G leichung (20) in die 
G leichung (7), d. i. die zur A xe  a  parallele Componente 
MM  cos [a , M^0)] des auf  diese A x e  a  bezogenen M asse n ­
momentes M M  ist das Trägheitsm om ent J a  des Punktsystem s 

bezüglich dieser A x e  —  wofern das Trägheitsm om ent, wie hier 
stets vorausgesetzt  werden soll, als eine mit der A x e  a  gleich­
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gerichtete geometrische Grösse vom Zahlenw erthe J a  betrachtet 
wird — , w ährend die zur A x e  a  senkrechte Componente 
j ) ( o ) — m W  sin ( a ,  M W ) ,  deren Richtungscosinus durch 8*8^8., 
bezeichnet seien, den Gleichungen (21)  zufolge der Richtung 
und Grösse nach bestimmt ist durch die Gleichungen

in welche Gleichungen die W erthe aus (10), (9) und (7) ein­
zusetzen sind.

D i e s e  z u r  A x e  a  im Punkte O s e n k r e c h t e  C o m -  
n o n e n t e  DW) d e s  M a s s e n m o m e n t e s  M W  wollen w ira a
d a s  d e m  P u n k t e  O  d e r  A x e  a  e n t s p r e c h e n d e  D e v i a ­
t i o n s m o m e n t  d e s  g a n z e n  P u n k t s y s t e m s  in B e z u g  a u f  
d i e  A x e  a  nennen. D a s s e l b e  i s t ,  w ie  schon aus der ganzen 
Untersuchung, insbesondere auch unmittelbar aus der V e r ­
gleichung der Gleichung (23) und (5) hervorgeht, d ie  g e o ­
m e t r i s c h e  S u m m e  d e r  früher betrachteten, d e m  P u n k t e  O  

d e r  A x e #  e n t s p r e c h e n d e n  D e v i a t i o n s m o m e n t e < i (0) =r U

~  m r z  sin cp cos cp s ä m m t l i c h e r  m a t e r i e l l e r  P u n k t e  m  

d e s  S y s t e m s  in B ez u g  auf  dieselbe A x e  a .

Die durch die A x e  a  parallel zur Richtung des Deviations­
momentes D W  im d des M assenm om entes M W  gelegte Ebene 
sei als E b e n e  d e s  D e v i a t i o n s m o m e n t e s  bezeichnet.

Die Normale A  dieser Ebene, als deren Richtung die positive 
Richtung der A x e  jener Rotation, durch w elche die Richtung 
der A x e  a  in die Richtung des M assenm om entes M W  auf 
kürzestem W e g e  überführt werden kann , angenommen sei, 
wollen w ir  die A x e  A  d e s  D e v i a t i o n s m o m e n t e s  D W

nennen. Die in die Richtung von D W  fallende L än ge

werde als R a d i u s  d e s  D e v i a t i o n s m o m e n t e s  D W  odera
k u rz w e g  als D e v i a t i o n s r a d i u s  benannt, ferner sei, wenn l  

irgend eine als B a s is  gewählte  L ä n g e  bedeutet, die mit D W >

gleichgerichtete Strecke als d e r  a u f  d i e  B a s i s  l  r e d u -  

c i r t e  R a d i u s  d e s  D e v i a t i o n s m o m e n t e s  bezeichnet.

a

DW>
a
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Ändert die A x e  a  für denselben Punkt 0  ihre Richtung in 
die gerade entgegengesetzte, so müssen den Gleichungen (10) 
und (23) zufolge auch die Richtungen des Massenmomentes, 
des Deviationsmomentes und des Trägheitsm om entes in die den 
früheren entgegengesetzten übergehen, jedoch ohne Änderung 
des Zahlenw erthes dieser Grössen.

Zu r  graphischen Darstellung des Deviationsmomentes 
eignet sich am besten das dem Trägheitsellipsoid  adjungirte 
Ellipsoid (15). Legt man nämlich an dieses Ellipsoid jene 
B erührungsebene, welche zur Richtung der A x e  a  normal ist 
und diese A x e  a  in einem auf  der positiven Seite des Punktes 0  
gelegenen Punkte P  schneidet (so dass die Richtung O P  mit 
der positiven Richtung der A x e  übereinstimmt), so ist zufolge (17) 
O P  —  ~ N a  dem Trägheitsradius des Punktsystem s bezüglich der 
A x e  a  gleich, ferner besteht für den zum Berührungspunkte 0  

dieser Tangentialebene gezogenen Radius O O  r= R a , welcher 
mit dem Massenm om ente M W  gleichgerichtet ist, die Relation 
(18), und es ist demnach das Deviationsmoment D W

D f >  =  s / l M m y - J i  =  M N „ V - » ^ V ? =  M . N „ T „ , (24)

wenn T a  die M asszah l der das Ellipsoid (15) tangirenden 
Kathete P O  des rechtwinkligen Dreiecks O P Q  bedeutet. Den 
Relationen (17), (18)  und (24) ge m ä ss  ist sonach

J a  D W  M j ? >  =  N a  T a  R a  —  O P : P Q  Ö Q ,  (25)

d. h. es s t e l l e n  d i e  S e i t e n  O P ,  P O ,  O O  des Dreiecks O P Q  

d e r  R i c h t u n g  u n d  G r ö s s e  n a c h  d a s  T r ä g h e i t s m o m e n t / , , ,  
d a s D e v i a t i o n s m o m e n t D  (0) u n d d a s M a s s e n m o m e n t A f '0)

CI Ll

g r a p h i s c h  d a r  —  und z w a r  sind diese drei Dreiecksseiten 
O P ,  P O ,  O Q  die au f  eine dem Trägheitsradius  N a  gleiche B as is  
reducirten Radien des Trägheitsm om entes J a , des Deviations­
momentes D W )  und des M assenm om entes M W ) .  va a  *

Die A nalogie  der Gleichungen (17), (18) und (24) mit den 
ursprünglichen Gleichungen (1) ist sofort in die Augen fallend.

E s  lässt sich, wenn auch nicht in so einfacher W eise, die 
Grösse  des Deviationsmomentes D W  auch mit Hilfe des T r ä g ­
heitsellipsoids ( 1 1 )  darstellen. Ist nämlich, wie früher, A  der
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Endpunkt des mit der A x e  a  gleichgerichteten Radius O A  — r a  

dieses Ellipsoids und B  die orthogonale Projection des Mittel­
punktes 0  a u f  die dem Punkte A  zugehörige Berührungsebene, 
deren A bstand O B  von O durch r a  bezeichnet wurde, ist ferner C  

der Schnittpunkt der Geraden A B  mit jener Geraden O C ,  die in 
der Ebene  O A B  von O  aus senkrecht zu O A  geführt werden 
kann, so ist in dem rechtwinkligen Dreiecke O A C ,  in welchem  
vom Scheitel 0  des rechten W inkels  a u f  die H ypothenuse 
A C ~  h  die Senkrechte O B  geführt ist, r \  =  h .  \ J r \ — n l ,  daher 
den Gleichungen (12)  und ( 13)  zufolge

w o f  den F lächeninhalt des Dreiecks O A  C  bedeutet.
F ü r  die zu den Coordinatenaxen parallelen Componenten 

des dem Coordinatenanfangspunkte O entsprechenden M asse n ­
momentes M [0) in B e z u g  auf  die #-A xe findet man aus (10), 
wenn man a r =  1, a v =  0, a- =  0 setzt, die Werthe a i v  a i Z , a i 3 . 

E s  resultirt also dieses Massenm om ent M [ 0 )  aus dem T r ä g ­
heitsmomente a n  r= J x  ■= . S m ( / + : 2) und aus den beiden 
zur y - ,  b ez ieh ungsw eise  z - A x e  parallelen Componenten a l z  =
— — l ( m x y )  =  a 2 l , bez iehungsw eise  a 1 3  =  — - ( m x z )  = :  a 3 l , 

aus welchen beiden Componenten wiederum  das dem Punkte O  

entsprechende Deviationsmoment =  \ J d \ ljL- \ - d \ 3  resultirt. 
In g le i c h e r w e is e  findet man, dass  die zu den Coordinatenaxen 
parallelen Componenten des auf die j)'-Axe bezogenen D evia­

tionsmomentes D )0) =  \ / ö 2i + ö 2a bestimmt sind durch a 2 i  —  

=r — Z ( m y x ) ,  0, a z 3  =  — X ( m y z )  —  a 3 z  und jene des D eviations­
momentes D ^ 0> in B e z u g  a u f  die s -A xe bestimmt durch a 3 l  —  

— 1 ( m z x ) ,  a 3 Z  —  — - ( m z y ) ,  0 . 1
Die Hauptträgheitsaxen des Punktes O seien k u rz w e g  

definirt als jene durch den Punkt 0  gelegten A xen, für w elche 
das Deviationsmoment Z)(0) verschwindet. Den Gleichungen (23)

H a t o n  d e  l a  G o u p i l l i e r e  untersucht in seinem »M em oire  sur une 
theorie nouve lle  de la  geometrie des m asses«, Jo u rn a l de l ’ecole po lytechn ique, 
tome X X I ,  cah ier 37) die geom etrischen E igenschaften  der Sum m e 5 (w ;v_y), die 
er das »M om ent der s-Axe« nennt, für versch iedene A xensystem e des Körpers, 

Sitzb. d. matliem.-naturw. Cl.; CI. Bd. Abth. II. a. 111
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und (10) ge m ä ss  ist die nothwendige und hinreichende B e ­
dingung hiefür ausgedrückt durch die Relation

a xx  v . x  +  a Z i a.y  a 3, a -__a x 2ax +  a 22a,, +  ö 32a- _  3a v- +  a 23a,. -+- a 33a ;
a vr a_j, a~ ’

welche bekanntlich nichts A nderes besagt, als die bekannte 
E igenschaft ,  dass  die Trägh eitsh auptaxe mit einer der drei 
A xen  des T rägheitse llipso ides ( 1 1 ) ,  also auch der F läche (14), 
(15)  und (19) übereinstimmen müsse. D ass  für diese A xe n  nicht 
nur das Trägheitsm om ent J a , sondern auch das Massenmoment 
] \ f < 0 ) ejn Maxim um , Minimum oder ein Maximum-Minimum sei, 

ist sofort aus früher gesagtem  ersichtlich.
Sind durch X Y Z  diese drei Trägh eitsh auptaxen  und durch 

JxJy Jz  die entsprechenden Hauptträgheitsmomente bezeichnet, 
so ist der Gleichung (20) zufolge, da für denselben Punkt 0  und 
für dieselbe A x e  a  w eder die Richtung, noch die Grösse des 
M assenm om entes M W  von der W ahl des A xe n syste m s  abhängig 
ist und da für die A xe n  X Y Z  die Componenten .a23, a 3 x ,  a l z  der 
Deviationsmomente verschw inden müssen,

M W  cos (^  M W )  =  J x * x Z x + J Y * Y h ' + J z « . z ß z -  (26)

Durch Gleichsetzung der rechten Th eile  dieser Gleichung 
und der G leichung (20) erhält man eine in vielen Fällen  mit 
Vortheil anwendbare allgemeine Beziehung, die für beliebig 
gerichtete A xe n  a  und b  giltig ist. So erhält man z. B., wenn die 
A x e  a  mit der .r-Axe identificirt wird, also a . x  — 1, a . Y —  a~ — 0  

gesetzt wird, und wenn ax^-Y^-z nunmehr die R ichtungscosinus 
der ,r-Axe in B e z u g  auf  die Trägh eitsh auptaxen  bedeuten, für 
jede A x e  b  die B eziehung

ö i i f ^ + t f i 2ß,v+a i3 ß~ =  J x rj- x  ß.v+ J y v -  }'ß y + J z  rJ-z ßz (27)

u. s. vv. Wird demnach jede der beiden A xen  a  und b  mit einer 
der A x e n  x y z  identificirt, so gelangt man, w enn (ßxßrßz) und 
( YxTr Tz)  die a u f  die T rägheitshauptaxen  X Y Z  bezogenen 
Richtungscosinus der A xen  y  und s; bedeuten, der Reihe nach 
zu den bekannten Relationen

1662  J'. F inge r ,©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Massenmoment eines materiellen Punktsystems. 1663

ö i2 — Jx ^x x̂ - -̂Jy -̂y ^y -+-JzV'Z$Z — ö2t j 

a2z =  /x -ß A 'T x + ^ rß rT r+ ^ zß zT z  =  «32 (.
3̂1 ~  J x*(xrj-x +  Yr7-y + J z/{zrj-z —  ö (3 f 

=  J x ^ x ^ - J y ^ y + J z ^ z  u . s . vv. )

B ish er  wurden die B eziehungen zw isch en  den einzelnen 
M assenm omenten Ylf(0) und Deviationsmomenten D ( ° >  für dieu a
verschiedenen Axen, die in demselben Punkte 0  sich schneiden, 
in Betracht gezogen. E s  sollen nun die M assenm omente 
M l 0 )  und Deviationsmomente D ^ ° \  die verschiedenen Punkten

a  a  ’

p a r a l l e l e r  A xe n  entsprechen, in ihrer gegenseitigen A b h än g ig­
keit untersucht werden.

E s  werde zu diesem Z w e c k e  der Massenmittelpunkt 5  des 
Punktsystem s, dessen Coordinaten in B ez u g  auf  das frühere 
A xe n syste m  x s y s % s  seien, zum Anfangspunkte eines zu dem 
letzteren A xe n syste m  x y z  parallelen und consentirenden A x e n ­
system  £y]C gewählt. Die mit der A x e  a  gleichgerichtete Schw er-  
punktsaxe sei durch s und die zu den Coordinatenaxen parallelen 
Componenten der dem Schw erpunkte  5  entsprechenden, a u f  die 
A xe n  £y]£ bezogenen M assenm om ente M ! s >, M (S>,  M ! s > seien ̂ 'S
analog der B eze ich n u n gsw eise  (9) durch griechische B u c h ­
staben bezeichnet, so dass M ! > S )  die geometrische Sum m e 
( Resultante) aus den zu den Coordinatenaxen £tj £ parallelen 
Componenten a Ha 12a 13 ist u. s. w., also w enn =  das Zeichen 
der geometrischen Gleichheit und [ ]  +  [ ]  die B ezeichnung für 
die geometrische Sum m e ist,

In diesen Gleichungen bedeuten £t]C die Coordinaten des 
beliebigen M assenpunktes m  in B e z u g  auf  das Schw erpunkts-  
axensystem , für w elche die Gleichungen bestehen:

1 1 1 *

wo
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X ( m i )  =  -  ( m Tj) =  Y i ( m ' Q )  —  0 ]

*  =  x s + l ,  y  — y s + %  z  =  z s  +  C )

Dementsprechend ist

a n  ■ = .  V m ( y * - \ - z 2 )  =  X m  (rj2 +  £2) M ( y ls  +  z ~ )  —

=  * n + M ( y l  +  £ )

a Z % ~  a22 - ^ ~ M ( z l  +  X s )

a 3 3  —  a33 M ( x i - \ - y s )

a r i  —  — X ( m y z )  =  ■— X ( m  r \  C ) — M y s z s  zz

=  a U — M y s z s

#3 j  ------  Otg |  71/ 5̂ -V.S'

# t2 — cZj 2 M x s y s

Setzt man diese W erthe in die G leichungen (10) 
findet man, wenn kürzehalber durch die zu den
Coordinatenaxen parallelen Componenten des dem S c h w e r­
punkte 5  entsprechenden, auf die S c h w e ra x e  5 bezogenen 
M assenm om entes M f > ,  also der G leichung (10) gem äss , die 
W erthe

M, =  * n c!.x + a z l * y  +  * 3 l a z  j

MTj =  a t 2 a v. +  a22 «y -+- a32 a- (32)

M; =  a 13au+ a 23a v +  a33^  )

bezeichnet werden, wenn ferner r s  die Entfernung des Punktes 0  
vom Schw erpunkte  S ,  d. i. r s  —  \ / x zs + y %s + z l ,  und wenn den 
kleinsten W inkel bedeutet, den die Richtung O S  mit der
positiven Richtung ( a x a y a ~ )  der A x e  a  einschliesst, so dass
r s  cos cps =  t t  +  o,,j/s +  a 4 s  ist und sin 's>s positiv ist, folgende 
Gleichungen:

M W . [ i x  =  M= +  M [ a x . r \ —  x s . r s  cos !ps]

M W . [X>, — Mt. +  M [ a y . r \ — y s . r s  cos <ps] s (33)

M W . \ x z  =  M; + M [ a z . r \—  2S. r s  cos <ps] )

Die letzten Sum m anden dieser drei Gleichungen sind aber 
den Gleichungen (4) zufolge die zu den A x e n  x y z  parallelen 
Componenten des dem Punkte O  entsprechenden, a u f  die A x e  a  

bezogenen M assenm om entes m W  —  M r \  sin <ps jenes  fingirten

1664 J. F i n g e r ,

(30)

(31 )

ein, so
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materiellen Punktes, dessen M asse  M  der gesammten M asse  
des Punktsystem s gleich ist und der sich an der Stelle des 
Massenmittelpunktes 5  befindet. Die Gleichungen (33) drücken 
sonach folgendes Gesetz aus :

D a s  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  0  e i n e r  A x e  a  e n t ­
s p r e c h e n d e  M a s s e n m o m e n t  M ^  d e s  P u n k t s y s t e m s  
in B e z u g  a u f  d i e  A x e  a  i s t  d i e  g e o m e t r i s c h e  S u m m e  
a u s  d e m  d e m  S c h w e r p u n k t e  5  e n t s p r e c h e n d e n  M a s s e n ­
m o m e n t  e M b e z ü g l i c h  d e r  z u r  A x e  a  p a r a l l e l e n  
S c h w e r a x e  s u n d  a u s  d e m  d e m  e r s t e r e n  P u n k t e  O  

e n t s p r e c h e n d e n ,  a u f  d i e  A x e  a  b e z o g e n e n  M a s s e n ­
m o m e n t e  m (̂  —  M r \  sin d e r  i m S c h w e r p u n k t e  c on-  
c e n t r i r t  g e d a c h t e n  M a s s e  M d e s  g a n z e n  P u n k t s y s t e m s ,  
w a s  in Kürze ausgedrückt sei durch

[ M ( 0 ) ]  =  . (34)

Da nun bekanntlich auch J a  —  J s - \ - M . r %s  s in 2 cps =  
ist, w o  J s  das Trägheitsm om ent des Pu' ktsystem s bezüglich 
der A x e  5 und i a  das Trägheitsm om ent M . r ]  s in 2 der im 
Schwerpunkte 5  fingirten M asse M  bezüglich der A x e  a  bedeutet, 
so führt die geometrische Subtraction dieser beiden letzten 
Gleichungen, da nach Früherem

[ M f > ]  EE [ D ? ]  +  [7 „ ] ,  [Mfi =  [ ö ? ]  +  [ / J

und \ _ m ^ ]  =  [ d (J ) } ] [4] ist, zu dem Resultate:

+  (35)

wo der Gleichung (1) g e m ä ss  d —  M . r \  sin cv s  cos cps ist.
D ieser G leichung (35) zufolge ist d a s  durch die Gleichung 

(34) ausgedrückte f r ü h e r e  G e s e t z  nicht nur für die M a sse n ­
momente M ' ° \  sondern im vollen Wortlaute auch f ü r  d iea  ’
D e v i a t i o n s m o m e n t e  g i l t i g .

Liegt, der Punkt O  in der Sch w erp u n ktsa x e  5, so ist die 
A x e  a  mit der A x e  5 identisch und der W inkel <ps entweder o  

oder tz, je  nachdem der Sch w erpunkt 5  auf  der positiven oder 
negativen Seite des Punktes O  ge legen ist, also Ö S  mit der 
Richtung der A x e  übereinstimmt oder entgegengesetzt gerichtet 
ist. E s  ist daher in diesem Falle  sin cps =  0, daher auch
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— i a  — d f ^  —  0 ,  sonach  zufolge (34) und (35) [Ms(0)] =  

= V f ] ,  \ D f > ]  =  [ D f >], d. h. f ü r  a l l e  P u n k t e  d e r s e l b e n  
S c h w e r a x e  s i n d  s o w o h l  d i e  a u f  d i e s e  A x e  b e z o g e n e n  
D e v i a t i o n s m o m e n t e ,  a l s  a u c h  di e  M a s s e n m o m e n t e  
g e o m e t r i s c h  g l e i c h .  Ist z. B. D f )  =  0, d. h. ist diese 
S ch w e ra x e  eine Hauptcentralaxe, so ist auch  Z)(°) = :  0 , d. h. 
diese A x e  dann auch, wie bekannt, eine Trägheitshauptaxe  für 
jeden ihrer Punkte.

F ür  alle Punkte N ,  die in derselben Sch w erebene gelegen 
sind, ist bei allen zu dieser Ebene normalen A xe n  a  der Winkel 

%
'f,- - -  — , also cos cps =  0, daher d ^ p  ■ =  M . r f sin cps cos cps =  0,

somit nach (35) =  [-D^], d. h. d i e  d e n  e i n z e l n e n
P u n k t e n  N  d e r s e l b e n  S c h w e r e b e n e  e n t s p r e c h e n d e n  
D e v i a t i o n s m o m e n t e  in B e z u g  a u f  d i e  z u  d i e s e r  E b e n e  
in d i e s e n  P u n k t e n  n o r m a l e n  A x e n  a  s i n d  g e o m e t r i s c h  
g l e i c h .  Ist z . B .  D ^  —  0, so ist auch D ^ — O ,  d. h. die
°  s  7 ' a  7

A x e  a  eine Trägh eitsh auptaxe  des Punktes N  u. s . w.
Um nun die gegenseitigen Beziehungen der den ver­

schiedenen Punkten 0  der A x e  a  entsprechenden, a u f  diese 
A x e  bezogenen Deviationsmomente und M assenm omente in 
einfachster W e ise  festzustellen, empfiehlt es sich, die mit den 
letzteren als gleichgerichtet vorauszusetzenden Radien dieser 
quadratischen Momente, wie auch jene der Trägheitsm om ente 
au f  die B a s is  s a  —  r s  sin cps, d. i. auf die senkrechte Entfernung 
der beiden parallelen A xe n  a  und 5 zu reduciren. E s  seien die 
a u f  diese B a s is  s a  reducirten Radien der Momente J s ,  D f \

J a ,  D ^ ° \  i l f ' 0-1 durch die analogen Zeichen is, ja® , i a ,  [ i P ' } 

bezeichnet, so dass J s  =  M s a i s , J a  —  M s a i a ,  D ' f >  =  M s a o^'1 , 
D ( 0 )  — M s a o W  u. s. w. ist, und die Län gen  s a ,  i s  und 8 ^  seien 
als gegeben vorausgesetzt. N  sei die orthogonale Projection 
des Sch w erpu nktes  5  a u f  die gegebene A x e  a  und die variable 
Entfernung u  —  N O  des beliebigen Punktes O dieser A x e  sei 
positiv oder negativ in Rechnung gezogen, je  nachdem die 
Richtung vom Punkte N  nach 0  mit der positiven Richtung der 
A x e  a  übereinstimmt oder ihr entgegengesetzt ist, so dass 
u  —  — r s  cos <ps ist. Zufolge des letzten Lehrsatzes  sind D f ] 

und D f )  geometrisch gleich, sonach ist zufolge (35) [D^0)] ee
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=  [ZMiV)]-l-[d(0)]. Dieselbe B ez ieh ung besteht auch für die mit 
diesen Deviationsmomenten gleichgerichteten, a u f  die B as is  s  

reducirten Radien derselben, nämlich für §(0), o ®  und für den
y a  ’ 5

Radius des Deviationsmomentes d W  —  M r \  sin cps cos =  
=  — M s a u , dessen L ä n g e  der Entfernung N O  gleich ist und 
dessen Richtung, wie aus den gleich zu A nfang  gegebenen 
Erklärungen, bez iehungsw eise  aus der D rehung des Dreiecks 
S N O  in seiner E b en e  um einen rechten W inkel sofort ersicht­
lich ist, mit der nach dem Schw erpunkte hinzielenden Richtung 
N S  übereinstimmt, wofern u  positiv ist, dagegen bei negativem 11 
ihr entgegengesetzt ist. Um daher der Richtung und Grösse 
nach die auf  die B a s is  s a  reducirten Radien § W  der einzelnen

a

Deviationsmomente D W ,  die den einzelnen Punkten 0  der 
A x e  a  entsprechen, zu bestimmen, hat man nur in der zur A x e  a  

senkrechten Schw erebene — vom Punkte N  dieser A x e  aus —  
den Radius 8 ®  in der Richtung von D ^ )  aufzutragen und durch 
den Endpunkt P  desselben eine Gerade g  parallel zu jener 
Geraden zu führen, w elche den von der positiven Richtung der 
A x e  a  und der Richtung N S  e ingeschlossenen rechten W inkel 
halbirt. L egt  man nun durch den beliebigen Punkt 0  der A x e  a  

eine Ebene senkrecht zu dieser A xe , so schneidet diese die 
Gerade £  in jenem  Punkte D ,  dessen Verbindungslinie O D  der 
Richtung und G rösse nach den auf die B as is  s a  reducirten 
Radius §-0) des Deviationsmomentes D W  den beiden letzten

ci a

G leichungen zufolge bestimmt.
Um auch den a u f  die B as is  s ü  reducirten Radius t ± W  des

u  » « 
M assenm om entes M W  z u  bestimmen, der die geometrische 
Sum m e aus [§ ^ ]  und [v,] ist, hat man bloss zu beachten, dass 
J a  —  J s + M s l ,  also auch M s a i a  =  M s a i s + M s l ,  daher >a  =  

=  is -4-sß ist, d. h. dass der a u f  s a  reducirte Radius des 
Trägheitsm om entes J a  bezüglich der A x e  a  (die sogenannte 
reducirte L ä n g e  des Punktsystem s für die A xe  a )  dem um die 
B a s is  s a  vergrösserten gegebenen Radius i s  gleich ist. Afan hat 
daher nur in der positiven Richtung der A x e  a  vom früher 
bestimmten Punkte D  aus diesen um s a  verlängerten Radius 
aufzutragen und den Endpunkt E  dieser Strecke mit 0  zu ver­
binden, und es ist dann [OJ5] =  [ -  A uch  die so erhaltenen 
Punkte E  liegen in einer zur Geraden g  parallelen Geraden.
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Um nun w enigstens in einigen wenigen Fällen  zu zeigen, 
w elche geometrische A nschaulichkeit  die in dieser Abhandlung 
behandelten geom etrischen Begriffe des M assenm om entes M ^ >i 

und Deviationsmomentes D ^0) in manchen wichtigen Unter­
suchungen der M echanik ermöglichen, stellen w ir  uns zunächst 
die A ufgabe, mittelst dieser Grössen die W inkelbeschleunigung ß 
und die L a g e  der A x e  b  derselben bei einem um einen fixen 
Punkt O  rotirenden unveränderlichen Punktsystem  geometrisch 
zu bestimmen, w enn  die äusseren Kräfte, die augenblickliche 
W inkelgesch w indigkeit  co und die M om entanaxe gegeben sind. 
Zu diesem Z w e c k e  werde ausser  dem bisher angewendeten, 
mit dem P unktsystem  in unveränderlicher Verbindung stehenden 
bew eglichen A xe n syste m  x y z  ein zweites consentirendes fixes 
System  orthogonaler A xen  X Y Z  mit demselben A nfangspunkt 0  
zu Grunde gelegt. Sind durch x x  —  X X )  x y  —  Y x  u. s. w. die 
Cosinus der N eigu ngsw inkel der entsprechenden A xen, ferner 
durch v x v y v ~ ,  bez ieh ungsw eise  v x v y v z  die entsprechenden 
Componenten der G eschw indigkeit  v  jenes  materiellen Punktes 
von der M asse  m  bezeichnet, dessen Coordinaten x y z  unver­
änderlich, dessen Coordinaten X Y Z  dagegen variabel sind, und 
bedeutet ferner durchw egs u '  den ersten und u "  den zweiten 
Differentialquotienten der beliebigen Function u  nach der Zeit /, 

so ist

V x  =  X 1 =  X X V x + y x V y  +  Z x V s  \

V y  —  Y '  —  X y V x + y y V y  +  Z y V -  » (36)

v z  —  Z '  =  x z v x - \ - y z v y + z z v z  1

v x  zu x x X f  x y  Y *  x z  Z ^  \

V y  —  y x X '  y y  Y ' - k - y z  Z 1 ,> (37)

v z = z x X ’ + z y Y ' + z z Z '  ’

und w e n n  p q r  die zu x y z  parallelen Componenten der aug en ­
blicklichen W inkelgesch w indigkeit  co zur Zeit t  bedeuten, so ist

V  —  z x y ' x +  z y y ' v +  z z y ' z  =  —  ( y x ^ x + y y ^ y + y z z z )  j

q  ~  x x  z ' x + x y  z ' y - b x z  z ' z  — — ( % x x x ■+■ 2 y x ' y  -+- z z  X z )  / ■ (38 )

r  —  y x x ' x + y y  x ' Y - \ - y z X z  =  — ( x x y ' x + x y y ' y +  x z y ' z )  '
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Substituirt man in den A usd ru ck  x ' x X ' + x ' y Y ' + x ' z Z '  die 
W erthe aus (36), so findet man demnach

x ’x X ’ + x 'y Y '  - > r x ' z Z '  —  r v y — q v ~  (39)

Substituirt man dagegen den durch Differentiation von 
X  —  x x x + y x y + z x z  sich ergebenden Werth X '  —  x ' x x + y ' x y - > r  

- \ - z ' x z  und die analogen W erthe von Y '  und Z '  in die 
Gleichungen (37), so ergeben sich bei A nw en d u n g derselben 
Relationen (38) die bekannten Gleichungen

u x  — q z — r y ,  v y  - r x — p z ,  v ~  =  p y — q x .  (40)

Durch Differentiation der Gleichung (37) findet man, wenn 
man aus (39) den W erth einsetzt

v'x  -  ( x x X " + x Y  Y ” + x z Z " )  +  r V y — q v z .

Die eingeklammerte Sum m e bedeutet aber die x - C om ­
ponente der B esch leun igu n g des Punktes m .  S ind sonach 
P x P y P z  die zu den A xen  x y z  parallelen Componenten der 
Resultanten sämmtlicher Kräfte, die auf den Punkt m  ein­
wirken, so ist P x  —  m \ v x + q v ~ — r v y \  oder zufolge (40)

P x  —  m  [ q ' z —  r ' y —  ( q 2 - r -  r z )  *  + p  q y  + p  r z \  \

P . v  —  m [ r ' x — p ' z - k - q p x — ( r 2 - h p ‘l ) y + q r z ]  ( .  (41 )

P z  —  i n \ p ' y — q f x - h  r p x - h r q y — ( p 2 - ^ q z ) z ]  I

Bildet man demnach die Sum m en Mx = h ( y P ~ — z P y ) ,  

Mv =  X ( z P x — x P z ) ,  AL — X ( x P y — y P x )  für sämmtliche Punkte 
des Körpers, wobei die Componenten des resultirenden
D rehungsm om entes des System s säm mtlicher auf  das starre 
Punktsystem  einwirkenden äusseren  Kräfte in B e z u g  a u f  den 
fixen Punkt 0  oder, w a s  dasselbe besagt, die Sum m en der 
Drehungsmomente sämmtlicher äusseren  Kräfte in B e z u g  auf 
die A x e n  x y z  bedeuten, so findet man, w enn man die B ez e ich ­
nung (9) beibehält,

M;c =  \ a x j p ' + a %, q ' + a Z { r ' ] - \ - [ q ( a l 3 P - \ - a % 3 q - k - a 3 3 r )  —
— r i a n p  +  a t t q + a 3 i r ) ]

M, =  W y ^ p ' + a 2 2 q ' + a M r ' ]  +  \ r { a n p  +  a 2 { q + a Z i r )  —

— p { a x z p  +  a z 3 q + a 3 3 r ) \

M., =  [ a l 3 p , + a M q ,  +  a 3 3 r , ]  +  [ p ( a l t p  +  a M q - h a 3 l r )  —

— q i a ^ p  +  a ^ q  +  a ^ r ) ]
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A us diesen drei Gleichungen ergeben sich unmittelbar die 
E u l e r ’schen Gleichungen, w enn man die A xen  x y z  mit den 
Trägh eitsh auptaxen  des Punktes 0  identificirt. Bedeutet nun 

co =  \ / p z  -h q z r 2 die augenblickliche W inkelgeschwindigkeit , 
a  die M omentanaxe, für deren positive Richtung die R ichtungs­
cosinus a x a.y a . z  den Gleichungen p  =  co.ar , q  = :  coa ,̂ r  z z  coo- 
genügen müssen, ist ferner durch ß z z  \ / p n - \ - q , z - + - r / z  die augen­
blickliche W inkelbesch leunigu ng zur Zeit t, durch b die A xe  
dieser W inkelbeschleunigung ß und durch ß*ß.,,ß~ die R ichtungs­
cosinus der positiven Richtung dieser A xe  b  bezeichnet, s q  dass 

p '  zz ß.ß*, q '  =  ß-ß;y> r '  — ß-ß~ ist, so nehmen die Gleichungen
(42) durch diese Substitutionen den Gleichungen (10) zufolge 
die einfachere Form  an:

M x  zz ß . M (b 0 )  cos [ x ,  M p 1]  +  co2 M p  [ r j . y . |x5— r j z  jxv] \

M., Z Z  ß. M ( ° >  cos [ y ,  M p ]  +  ( o &M ( ° )  [ a z .  [ i x — c/.x \ i z ]  ( (43)

M~ = :  ß . M ^ 0 ]  cos [ z ,  M p }]  +  cD2i l f  (°) [av . i y — a . y  jxr] j

Sind nun A x A y A z  die R ichtungscosinus der positiven 
Richtung der A x e  A  des dem Punkte O  entsprechenden, a u f  die 
A x e  a  bezogenen Deviationsmomentes D p \  so ist, da diese 
A x e  A  a u f  den Richtungen ( a x a y a . z )  und ( \ i x \ i v \ i z )  senkrecht steht, 
A x . sin ( a ,  M f > )  zz a y \ i z  —  a z [ i y ,  A y . sin ( a ,  M ^ )  =z a - \ i x  —  a*jjl-
u. s. w. und M p ) . sin (a , M p )  z z  D ^ \  sonach ist denGleichungen
(43) ge m ä ss

M i: zz ß . M p ] . cos ( x ,  M p ' ) )  - h o S D < ° > .  A  x  )

Mj, z= ß . M p K  c o s  ( y ,  M ( 0 ) )  +  t o z D ( ° K A y  ( (44)

M~ ZZ ß . M p . cos ( z ,  M p ) )  +  co2 D p . A  ~ )

T rä g t  man daher in der Richtung der A x e  A  des auf  die 
M om entanaxe a  bezogenen Deviationsmomentes D ^ ° \  d. i.°  a  ’

längs  der Norm alen der Ebene des Deviationsmomentes die 
Strecke cü 2 . D p \  ferner in der Richtung des a u f  die A x e  b  der 
W inkelb esch leun igung ß bezogenen M assenm om entes M p ] die 
Strecke ß._M^0) und in der A xenrichtung des resultirenden 
D rehungsm om entes M der äusseren  Kräfte die L ä n g e  M z z  

=  x / S i + i y + M l  auf, so ist den Gleichungen (44) gem äss  [M| 
die geom etrische Sum m e aus [ [ i - M ^ ]  und [co2 .ZMö)J, also

[M] =  [ ß .M ® ) ]  +  [ » ‘ B 5  (45)
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Dies ist der einfachste A usd ruck  des durch die Gleichungen 
(42) in einer minder concisen Form ausgedrückten Gesetzes.

Da aus der gegebenen W inkelgesch w indigkeit  und der 
L a g e  der M om entanaxe a  die Richtung und G rösse des letzten 
geometrischen Sum m anden [co2£M°)], und zw a r  am besten, wie 
früher gezeigt wurde, mit Hilfe der Reciprocalfläche (15)  des 
Trägheitse llipsoids, construirt werden kann, so lässt  sich auch 
der Gleichung (45) gem äss  durch Z usam m ensetzung von [M] 
mit der dem eben betrachteten Sum m anden [co2ZH°)] entgegen­
gesetzt gleichen geometrischen Grösse  die Richtung und Grösse 
von \ $ M W ]  bestimmen. Bestimmt man nun weiterhin den in 
dieser Richtung gelegenen Radius R b  des Ellipsoids (15), legt im 
Endpunkte desselben an die F läch e ( 15)  die Berührungsebene, so 
hat die von 0  zu dieser geführte Norm ale N b  die positive Richtung 

der gesuchten A x e  b  der W inke lb esch leunigung ß und da zufolge 
(18) M W  z= M . N b R b  nunmehr bestimmbar ist, so lässt sich nun 
auch das Verhältniss der nunmehr bekannten Grössen $ M W  \ M W , 

d. i. die G rösse der W inkelb esch leunigu ng ß leicht ermitteln. 
W ürd e man weiterhin die mit der A x e  b  gleichgerichtete 
Grösse  ß in zwei Componenten, deren eine in die Richtung der 
M om entanaxe a  fällt, w ährend die zweite zu a  normal ist,

zerlegen, so w ürde durch die erstere die Derivirte oo' == —  der 
ö ’ d t

W inkelgesch w indigke it  co und durch die letztere das Product 
aus der W inkelgesch w indigke it  co und der W e ch se lgesch w in d ig­
keit w  der M om entanaxe bestimmt sein u. s. vv. Findet eine 
Rotation um eine fixe A x e  a  statt, so dass  die W e ch se l­
geschw indigkeit  Null ist, so ist ß co' und die A x e  b  identisch 
mit der A x e  a ,  wodurch sich die Untersuchung bedeutend ver­
einfacht. W ie man in diesem Falle, z. B. den Druck a u f  die 

A x e  a ,  indem man [M] in das Moment [M,], w elches von dem dem 
Drucke auf  a  entgegengesetzt gleichen G egendrücke seitens 
der A xe n la ge r  herrührt, und dessen A x e  zu a  senkrecht ist 
und in das gegebene Moment [M2] der anderen äusseren Kräfte 
sich zerlegt denken kann, auf Grund der Gleichung (45) in sehr 
einfacher W e ise  bestimmen kann, dies bedarf  keiner weiteren 
A useinandersetzung. Um unmittelbar aus der G leichung (45) 
die zu drei orthogonalen A x e n  parallelen Componenten von M,
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zu erhalten, empfiehlt es sich, die Richtung der Momentanaxe a  

etwa zur z - A xe , ferner die Richtung von [co2ZM°)] etwa zur 
x ' - A ^ e  zu  w äh len  und [ f t .  M W | in ihre Z -Componente 
ß . M W  cos ( a ,  M W  —  co7. J a  und ihre X -Componente ß . M W  

sin [ a ,  M W ]  =r o i ' D W  zu  zerlegen .— W irken auf einen um einen 
fixen Punkt drehbaren starren Körper keine äusseren  Kräfte 
ein, so ist M =  0, sonach ist dann der G leichung (45) zufolge 

[co2Z)j0)| m  0, w odurch  ausgedrückt ist, dass  in 
diesem Falle  stets die A x e  b  der W inkelbeschleunigung der 
A x e  des Deviationsmomentes D W  entgegengesetzt gerichtet ist 
und die Producte f t M W  und coZ D W  stets einander gleich sind.

d A p
Auch die m echanische Arbeit A P  und der Effect E P  —  ——-

d t

des Syste m s säm mtlicher äusserer Kräfte, w elch e a u f  das um 
den fixen Punkt O drehbare unveränderliche Punktsystem  ein­
wirken , lassen  sich mit Hilfe des M assenm om entes M Wy a  ’

bezieh ungsw eise  M W  oder mit Hilfe des entsprechenden T r ä g ­
heitsmomentes, bez iehungsw eise  Deviationsmomentes leicht 
ausdrücken. Projicirt man nämlich die A x e  [M| des resultirenden 
D rehungsm om entes dieses Kräftesystem s einerseits und die 
diesem Kräftemomente [M] identische geometrische Sum m e (45) 
anderseits orthogonal a u f  die M om entanaxe a  und bezeichnet 
durch Mrt die so erhaltene Componente von M, d. i. die Sum me 
der Drehungsmomente sämmtlicher äusserer Kräfte in B ez ug  
auf die M om entanaxe a , so ergibt sich, da die Projection des 
in die Richtung der A x e  des Deviationsmomentes D W  fallenden 
zweiten Sum m anden in (45) Null ist, und w enn man zugleich 
(22) berücksichtigt, folgende Gleichung:

i\lt, =  ß . M W  cos ( a ,  M W )  =  ß . M W . COs ( b ,  M W ) .  (46)

Der W erth von Ma ist dem gem äss auch durch das Product 
aus der W inkelbesch leunigung ß und aus der Sum m e (20) 
oder (26) bestimmt.

d A p  ,
Da nun bekanntlich stets E p  ■ =  —  V|P x v x + P y v y  +  P z v z \

ist, so findet man, wenn man die W erthe aus (40) und (41) 
substituirt und, w ie früher, p  =  o i . c t x ,  q  —  o i . a .y, r  =  co. a :,
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p '  —  ß.ß.v-, q '  == ß.ßv, r '  —  ß.ß- setzt oder einfacher, w enn man

der
/.v 2

c lA p  . d
die dem Gesammteffect ■ gleiche Derivation —

kinetischen Energ ie  —  JtI co2 durch Differentiation der mit

multiplicirten Gleichung (7) bestimmt und die G leichung (20) 
und (46) beachtet,

E P  =  ä j ' '  =  o>ß..T/<°> cos (ft, M<°)) =  wß.MW) cos (a, .Wj0>) =

=  (47)

Der Gesammteffect E p  der äusseren  Kräfte wird sonach 
bei einem unveränderlichen, um einen fixen Punkt O  dreh­
baren Punktsystem  bestimmt, indem man entweder die zur 
A x e  b  der W inkelb esch leunigu ng parallele Componente des 
a u f  die M om entanaxe a  bezogenen M assenm om entes M p ] oder 
die zur M om entanaxe a  parallele Componente des auf  die 
A x e  b  der W inkelbeschleunigung bezogenen M assenm om entes 
M p  mit dem Producte aus der W inkelgesch w indigkeit  co und 
per W inkelbesch leunigung ß multiplicirt. Projicirt man das 
M assenm om ent | M (0\] einerseits und die demselben gleiche,
— aus seiner zur M omentanaxe a  parallelen und der zur letzteren 
normalen Componente, nämlich aus [/„] und |ZK0i| gebildete — 
geometrische Sum m e anderseits orthogonal au f  die A x e  b  

der W inkelbeschleunigung ß, so ergibt sich die B ez ieh ung 
M p )  cos ( b ,  M p )) =  J a  c o s  ( b ,  a ) - \ - D p )  c o s  ( b ,  D p )  und in 
ähnlicher W eise  die analoge Gleichung M p  c o s  ( a ,  M p ^ )  —  

=r J h  cos ( a ,  b )  +  D p )  c o s  ( a ,  D p ' * ) .  Setzt man diese Werthe 
in (46) ein und beachtet, dass  ß . c os  ( a b )  bekanntlich die

d  co
tangentiale Componente co' =  —  der W inkelbeschleunigung ß

bestimmt, dass ferner, wie sich leicht zeigen lässt, wenn A  die 
R ichtung der A x e  des Deviationsmomentes D p ,  B  jene der 
A x e  des Deviationsmomentes D p  und W  jene  der A x e  der 
positiven W ech selgeschw indigkeit  w  bezeichnet, cos ( b ,  D p )  —

—  sin ( a ,  b ) . cos ( A ,  W )  und cos ( a ,  D p )  =  sin ( a ,  b ) . cos ( B , W )  

ist und dass  schliesslich die normale Componente der W in ke l­
besch leunigung ß sin ( a ,  b )  —  w . co ist, so findet man für die
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Sum m e der Drehungsmomente der äusseren  Kräfte in B e z u g  
a u f  die augenblickliche D reh u n gsaxe  a  die W erthe

M„ =  ̂  /„ +  «<.«>. D W  cos ( A ,  W )

=  ̂  J b+w.<a.D f >  cos (B ,  W )

Multiplicirt man diese G leichung mit der W in ke l­
geschw indigkeit  o i ,  so erhält man zufolge (47) den G esam m t­
effect E p  des einwirkenden Kräftesystem s.

Die geom etrische Bedeutung der in (46, 47) und auch früher w iederho lt 
betrachteten Com ponenten cos (b M ^ )  des M assenm om ents lässt
sich  le ich t m it Zuhilfnahm e des T rägheitse llip so ids (11) feststellen. Is t näm lich, 
w ie  früher, A der En dp un k t des m it der A xe  a g leichgerichteten Rad ius r  d ieser 
F lä ch e , ist ferner B a jen e r Punkt, in w elchem  die Verlängerung  des m it der A xe b 
gleichgerichteten R ad iu s derselben F lä ch e  die an diese F lä c h e  im Punkte  A 
gelegte Berührungsebene schneidet und w ird  die S trecke  OBa =  ba und auch 
der F lä ch e n in h a lt  /   ̂ des D re ieckes AOBa positiv  oder negativ  in R echnung  
gezogen, je  nachdem  OBa m it der A xe b gleich- oder entgegengesetzt gerich te t

t r r \  ^  ^ sin (a &)ist, so ist M ( J cos (b M {a —  —  --- WJ------ , denn es bestehen,
1 a a ■'ab

n w ie  früher, das vom M itte lpunkteO  der F lä ch e  (11) au f d ieerw ähnteBerührungs- 
ebene gefä llte  L o th  und p a die Län g e  der orthogonalen P ro jection  der Strecke 
OBa in  die Eb en e  des der A xe a zugehörigen D evitationsm om entes bedeutet, 
ausser der G le ichung  (1 3 ), derzufolge M ^ r a na =  M  ist, offenbar folgende 
Bez iehungen : p a cos ( p a , i*a ) = n a , ba cos ( b , p a) = p a , cos (b, M (a0 ) ) =  
cos (b, na) =  cos (b , p a ). cos ( p a na), w e lche, w ie  dies die M u ltip lica tio n  d ieser 4 
G le ichungen  lehrt, unm itte lbar zu der früheren Behaup tung  führen. H aben  r b 
und ab für die A xe  b d ieselbe Bedeutung, w ie  r a ba für die A xe a, so ist auch

j V (0 ) cos (b, =  cos (a, M ^ ]) =  =  ~ 2T ^ ~
b b z Jab
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