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Uber jenes Massenmoment eines materiellen

Punktsystems, welches aus dem Tragheits-

momente und dem Deviationsmomente in
Bezug auf irgend eine Axe resultirt

Dr. Jos. Finger.

(Vorgelegt in der Sitzung am 17. November 1892.)

Es sei M ein beliebiger Punkt eines materiellen Punkt-
systems, nz die Masse dieses Punktes und N dessen ortho-
gonale Projection auf irgend eine durch den beliebigen Punkt O
gelegte Axe a, deren als positiv angenommene Richtung durch
die auf irgend ein orthogonales Axensystem xyz mit dem
Anfangspunkte O bezogenen Richtungscosinus 2,24, bestimmt
sei. Durch  sei der absolute Zahlwerth des Radius OM und
durch der positive, zwischen o und w gelegene Winkel
bezeichnet, den die von O nach M gerichtete Strecke 7 mit der
positiven Richtung der Axe a einschliesst.

Dreht man das bei IV rechtwinklige Dreieck MNO in seiner
Ebene um einen rechten Winkel, und zwar derart, dass durch
diese Drehung die frithere Richtung MN dieser Kathete in die
positive Richtung der Axe a gelangt, wodurch die Punkte MNO
in die neuen Lagen M'N'0O’ gelangen, und multiplicirt man die
Masszahlen der Dreiecksseiten unter Beibehaltung ihrer neuen
Richtungen M’N’/, N'O’ und M’O’ mit dem Massenmomente
ersten Grades m2.MN = m.M'N’, so erhalt man folgende,
nunmehr geometrisch vollkommen bestimmte Grossen von der
Dimension /%, mit anderen Worten folgende Massenmomente
zweiten Grades:
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1. Das mit der Axe a gleichgerichtete Massenmoment
m. MIN? = my? sin?¢ ist das quadratische Moment 7, der
Masse m in Bezug auf die Axe a, das nach Euler allgemein
als das Tragheitsmoment des materiellen Punktes m beziiglich
dieser Axe a bezeichnet wird. Dasselbe ist als mit der Axe a
gleichgerichtet anzusehen.

2. Das zur Axe a normale Massenmoment 2. M'N’. N'O’
wirde in seinem absoluten Zahlwerthe, wofern man den
Punkt O zum Coordinatenanfangspunkte, ferner die Dreiecks-
ebene zur xy-Ebene und die Axe a als eine der beiden ortho-
gonalen Axen xy wihlen wiirde und wenn x und y die Coordi-
naten des Punktes M bedeuten, mit dem Producte mzxy {iberein-
stimmen, das nach Rankine das Deviationsmoment genannt
wird, welcher Grosse jedoch bisher in der Mechanik eine
bestimmte Richtung nicht zuerkannt wurde. Es sei in der vor-
liegenden Abhandlung dieses Massenmoment als das dem
Punkte O der Axe a entsprechende, auf die Axe a
bezogeneDeviationsmomentd(® desMassenpunktesm
bezeichnet. Nur ist hier dieses fiir die Geometrie der Massen
wichtige Deviationsmoment d(0 als eine geometrische Grisse
betrachtet, und zwar soll dessen positive Richtung bestimmt sein
durch die urspriingliche Richtung der zur Axe a normalen

2]

Strecke MY, deren Richtung, je nachdem O <<p << —, also

|

. . T .
cos p >0 ist, oder je nachdem =< also cos » negativ

ist, mit der Richtung N’O’ {ibereinstimmt oder aber ihr ent-
gegengesetzt ist. Wihlt man daher die Richtung MN zur posi-
tiven Richtung des Deviationsmomentes d,, so ist dessen
algebraischer Werth gegeben durch die Gleichung d(9 =
= mr* sin ¢ cos o.

3. Das zur urspriinglichen Richtung des Radius OM = »
normale Massenmoment #. M'N'. M'O" = m#* sin v ist seiner
Richtung M’0O’ und seiner Grosse nach bestimmt durch die
geometrische Summe aus dem Tragheitsmomente m2#? sin® o
und dem fritheren Deviationsmomente m#* sin ¢ cos ¢. Es sei
diese geometrische Summe bezeichnet als das dem
Punkte O der Axe a entsprechende, auf die Axe a
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bezogene (resultirende) Massenmoment m(9 des
Massenpunktes #z.

Diesen Erklarungen gemass ist sonach
i, = m7* sin® o 2

a9 = mr* sin ¢ cos o
a i

(1)
0) — i r? si
m(9) = mr* sin ¢
Sind nun zyz die Coordinaten des Punktes A/ in Bezug

auf das beliebige orthogonale Axensystem, dessen Anfangs-
punkt O ist, so ist
r? = a4+ 2 +2% v cosy = ox+o, y+a.z
r? sin® ¢ = (ay2—0, ¥)* 4 (2 ¥ —0,2) %+ (0 y— oy 2)* )
= o} (22D + i (P + 2% + ol (2% 4 9P) @)

—20,0,. ¥5—20.0, . 2x—20,0,. Xy !

Fiir die Richtungscosinus der positiven Richtung MN des
Deviationsmomentes d,(zo) bestehen ferner die Gleichungen

jamy

0.7 COS E—x%

O, ¥ COS B—
cos (¥, dO)y = ——L = cos(y,d)= J‘f,,,,,,.il‘_ﬁ:jf
a 7 sin ¢ a rsinzg
0.7 COS C—=3
cos (3, d) = %" ST,
@ 7 sin o

Sonach sind die zu den Coordinatenaxen parallelen Com-
ponenten des Deviationsmomentes (9 bestimmt durch

d{O . cos (¥, dO) = m.r cos p (a,.7 cos ¢—x) )
d(®.cos (y,d{?) = m.r cos ¢ (2,.7 cos g—y) ) (3)

d(0 . cos (z, d\9) = m.» cosy (.7 cos o—=)

wiahrend 7,.0y, iy.0y, i,- 0, die algebraischen Werthe der ortho-
gonalen Componenten des Tridgheitsmomentes 7, sind.

Die Richtungscosinus der Richtung M’O’ des resultirenden
Massenmomentes m(? sind den obigen Erklarungen ent-
sprechend

Oy.7—X COS ©

: oy . ¥—) COS P
v sin o ’

cos (%, m Q) = :
@ 7 sin 9

, cos (¥, m(9) =

O...Y—2Z COS K

cos (z, m\0) = = i
(= 1.7) rsing, ’
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demnach sind die orthogonalen Componenten des Massen-
momentes 72(0) = m1* sin ¢ folgende:

. 0)) — 2
m!9 . cos (v, m(?) = m.[a.1*—x.1 cos ¢]
0)y — 2o g . :
m (0, cos (3, mlO) = m.[on.17—y .7 cos %] 4)
( - 0)) — 2. .
m 0. cos (z, m\0) = m.[2..1*— 2.7 cos 9]
Da mlg") die geometrische Summe aus 7, und d[{o) ist, so
ist, was iibrigens auch aus (1), (3) und (4) zu ersehen ist,
) : (O — 4 (0 I
m!9 . cos (v, m!9) = ig.o0+d? cos (v, dO) )
) o0y — 4 o . (O 5
m(© .cos (5, m0) = i,.z+dO.cos (3,4 | 3)

(0) '~ a1 (0)y — 7 2 AL0) ~ (O
m!9 . cos (z, 7”[(( ) = da.24+d9 . cos (z, d\O) S

Durch Einsetzung der Werthe aus (2) in (4) ergibt sich
auch

0 y — 2 .2 .
m9.cos (v, m(0) = op.m(y*+2")—o mxy—o..mxz

0 — y L2y .2 -
m?.cos (3, mO) = —op.myx+oy . m(@E+xP)—o. myz |, (6)

- — " 1 R

m0.cos (z, mO) = —ao mev—o, mzy+o..im(x*+y%)

Bedeutet nun J, das Tragheitsmoment der Masse des
ganzen Punktsystems in Bezug auf die Axe a, so ist bekannt-
lich, wie tibrigens aus (1) und (2) sich unmittelbar ergibt,

Jo=Yi, = Smr?sin®v = ol Xm (3 +2%)+ ot R (2 +2%) + )
+ o2 Y m (a3 —200.Xmyz—20. 0, Xmzx (7)

—20,0, X1 x5y

Bildet man nun die geometrische Summe der durch
die Gleichungen (6) der Richtung und Grésse nach bestimmten,
dem Punkte O der Axe a entsprechenden Massenmomente
m(? = ms* siny sammtlicher materieller Punkte m des
Punktsystems in Bezug auf die Axe 4, so gelangt man zu
jener durch diese geometrische Summe der Richtung und dem
Zahlenwerthe nach bestimmten Grosse, welche wir das dem
Punkte O der Axe a entsprechende Massenmoment
M des Punktsystems in Bezug auf diese Axe a

nennen wollen. Dieser Definition zufolge ist den Gleichungen (6)
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gemass, wenn |, . nunmehr die Richtungscosinus der Rich-
tung dieses resultirenden Massenmomentes ]V[L(lo) bezeichnen,

MO = o X (242" —oy . X(may)—o.. X(mxz)

MOy, =—oy X(myx)+o,. L (P 428 —a. X(nyz) (8)
MOy, = —op. X(mzx)—oy. X(mzy) o, Xm(x*+y?) )

oder wenn von nun an durch a,,a,,a,, die Tragheitsmomente
JeJJ: des Punktsystems in Bezug auf die Axen xyz und durch
oy gy die entgegengesetzten Werthe der entsprechenden
gewdhnlich als Deviationsmomente — in der von Rankine
gewihlten Bedeutung dieses Wortes — bezeichneten Grossen
bezeichnet sind, so dass

ay = Je= Em(sP42), ay = Jy = Ym(ct4at),
gy — J; = S (x*+3?) (

‘ ; (9)
Ay = Ay = —X(myz), ay = a;, = —X(mzx), S
Ay = ayy = —XE(mxy) {

ist, so sind die zu den Coordinatenaxen xyz parallelen Com-
ponenten des Massenmomentes M (9 zufolge (8) bestimmt durch

MO . pe = a, . on+ay o +dy .a.

)

MOy = ay, o+dyy . 0n+ay,. 9 (10)
MO, p. = a5.0n0+ayg. 040y, 0; .
[ MO

a
M
Masse des ganzen Punktsystems bedeutet, sei als der Radius
des Massenmomentes M und die gleichfalls in ihrer
MO
Ml
beliebige Lange bedeutet, sei in der Folge als der auf die
Basis / reducirte Radius des Massenmomentes JM'?
bezeichnet.

Dieser Definition und der letzten Gleichung in (1) gemdiss
ist z. B. der auf die Entfernung + sin ¢ eines Massenpunktes
von der Axe a reducirte Radius des Massenmomentes #2!0)
gleich der Entfernung » dieses Punktes vom Punkte O.

Die mit ]lI[(IO) gleichgerichtete Lange , wo M die

Richtung mit M(© tibereinstimmende Strecke wo [ eine
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Die Ubereinstimmung der Form der Gleichungen (10)
sowohl mit jenen bekannten Gleichungen, die bei der astatischen
Reduction der Krifte eines auf ein starres Punktsystem ein-
wirkenden Kriftesystems auf eine Reductionsresultante und
auf drei Kriftepaare — mit orthogonalen astatischen Armen
von der Lidnge 1 — zur Bestimmung der im Endpunkte eines
dieser Arme wirkenden Seitenkraft des entsprechenden Krifte-
paares dienen, als auch mit jenen Gleichungen, welche in der
Kinematik homogener Deformationen die Lage und Linge einer
Geraden des Korpers nach erfolgter Deformation bestimmen,
und auch mit jenen Gleichungen, mittelst welcher man in der
Elasticitiatstheorie die Richtung und Grosse der resultirenden
Spannung berechnet, springt sofort ins Auge, so dass nach der
Ansicht des Verfassers diese Analogie allein schon die Ein-
fiihrung des oben auseinandergesetzten Begriffes des Massen-
momentes M(? in die Geometrie der Massen empfehlen diirfte —
ganz abgesehen von den anderen Vortheilen, die aus den
folgenden Auseinandersetzungen ersichtlich sein werden.

Zunachst sei hervorgehoben, dass, wie dies aus den letzten
Gleichungen (10) sofort ersichtlich ist, in derselben Weise,
wie in der Elasticititstheorie die Richtung der resultirenden
Spannung durch die Normale der Reactionsflache, so auch hier
die Richtung des resultirenden Massenmomentes M durch die
Normale #, jener Ebene bestimmt ist, welche conjugirt ist zu
dem mit der Axe a gleichgerichteten Radius #, jener Flache
deren Gleichung ist:

Ay P gy P Ay P+ 20y yi+2ay 58+ 2a, vy = M. (11)

Diese Fliache ist nun den Werthen (9) zufolge das dem
Punkte O zugehérige Cauchy-Poinsot’sche Tragheitsellipsoid,
dessen Radien r, bekanntlich die reciproken Werthe der Trag-
heitshalbmesser in Bezug auf die mit diesen Radien iiberein-
stimmenden Axen sind, wonach

_ /M 2
Yy = \/ 7([ (l-’)

ist. Ist ferner B der Fusspunkt jener Normalen OB = n,, die
vom Mittelpunkte O dieses Tragheitsellipsoids auf die im End-
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punkte A des Radius 7, an diese Flidche gelegte Beriihrungs-
ebene gefillt wird, so ist, wie sich aus (10) ergibt, wenn man
diese Gleichungen einzeln mit ea,a,0, multiplicirt und addirt,

M
MO cos (ra, na) = Ja =5,
sonach
M M
ﬂj{(] 0= — = : (13)
g ¥q COS ('th; M(l) Yatla

Bezeichnet /, den mit der Axe a gleichgerichteten Radius
jenes Ellipsoids, welchem das Trédgheitsellipsoid (11) sub-
jungirt! ist, d.i. jenes mit (11) coaxialen Ellipsoids, dessen
Halbaxen den Quadraten der Halbaxen des Tragheitsellipsoids
gleich sind und dessen Gleichung

(@24 Qg Y+ 2) (A X+ Ay Y+ a5, 2) %+
(a4 Ay Y+ ag32) = M? (14)

ist, so ist den Gleichungen (10) zufolge auch

M
MO = (14a)
Ubrigens ldsst sich auch, was sich am meisten empfiehit,
die Richtung und Grésse von M@ mit Hilfe der dem Tragheits-
ellipsoid (11) adjungirten Flache ermitteln, deren Gleichung'

/

A vt Ay 1P+ Ay 2+ 24, v+ 2 A5 26+ 2 4,2y = 7 (19
ist, wo 4,,4,,. die zu den mit denselben Indices behafteten
Gliedern der Determinante

an

A=|a, ay “23[ (16)

a3 A3y 33 |

adjungirten Subdeterminanten bedeuten. Bestimmt man namlich
in diesem Ellipsoid (15), dessen Halbaxen den gleichgerichteten

Siehe Finger, »Uber die gegenseitigen Beziehungen gewisser in der
Mechanik mit Vortheil anwendbaren Flichen zweiter Ordnung«. Diese Sitzungs-
berichte, Bd. CI, Abth. II. a.
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Halbaxen des Trégheitsellipsoids (11) reciprok, also den Haupt-
tragheitshalbmessern gleich sind, jenen Radius R,, der conjugirt
ist zu jener Ebene, die zur Axe a normal ist und der mit der
positiven Richtung der Axe a unter einem spitzen Winkel
geneigt ist, so ist durch die Richtung dieses Radius R, auch
die Richtung von M bestimmt, und es ist ferner, wenn
N, =R, cos (R,, N;) = R, cos (r,,n,) die orthogonale Pro-
jection dieses Radius R, auf die Axe a bedeutet! R,n, —
74N, == 1, sonach ist zufolge (12)

Jo = MNZ (17)

d. h. N, ist der Tragheitsradius des Punktsystems in Bezug auf
die Axe @ und zufolge (13) ist ferner

M© = M.N,R,, (18)

d. h. R, ist der auf eine dem Trédgheitsradius N, gleiche
Basis reducirte Radius des Massenmomentes M (0).

Bedeuten x4z nicht die Punktcoordinaten, sondern die
Ebenencoordinaten, so ist umgekehrt (15) die Tangential-
gleichung des Trigheitsellipsoids und (11) jene des dem
letzteren adjungirten Ellipsoids.

Es sei schliesslich in Kiirze bemerkt, dass man die Grosse
von M'© auch aus dem zur Fldche (14) adjungirten Ellipsoid "
(der Reciprocalfliche in Bezug auf den Mittelpunkt)

(A v+ Ay 3+ Ay 2P+ (Apr+ Ay y+A5,0)" +

2

+(A13x+A23y+A33z)2:ﬂA/?, (19)
dessen Halbaxen den reciproken Werthen der Quadrate der
gleichgerichteten Halbaxen des Tragheitsellipsoids, also auch
den Quadraten der Haupttrdgheitshalbmesser gleich sind,
bestimmen konnte. Ist namlich L, die Entfernung jener Ebene
vom Mittelpunkte O, welche zur Axe a normal ist und die
Flache (19) berlihrt, so ist infolge der Adjungirbarkeit der
Flachen(14) und (19) 7, L,=1, sonach zufolge (14 a) M‘(‘O):M -
Siehe Finger, »Uber die gegenseitigen Beziehungen gewisser in der

Mechanik mit Vortheil anwendbaren Fldchen zweiter Ordnung«. Diese Sitzungs-
berichte, Bd. CI, Abth. IL. a.
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Ubrigens ist L, auch durch den in der Richtung von ]M/((tm
gelegenen Radius der Flidche (19) bestimmt, denn es ist gleich-
falls M9 = A.L,, wie dies aus (10) gefolgert werden kann,
wenn man diese Gleichungen nach a,a,0; aufldst und hierauf
die erhaltenen Gleichungen quadrirt und addirt.

Die Gleichungen (15), (17) und (18) sind homogen. Will
man auch die iibrigen Gleichungen homogen gestalten, so hat
man nur in den Gleichungen (11), (12) und (13) tiberall M durch
MI*, ferner in den Gleichungen (14) und (14 a) M durch M3 und
in (19) und den folgenden Gleichungen A durch M/ zu ersetzen,
wo / irgend eine constante Lange bedeutet; nur ist dann zu
beachten, dass in diesem Falle fiir jede Hauptaxe der Fldche (19)
der entsprechende Haupttrdgheitsradius das geometrische Mittel
aus der Ldnge ! und aus der gleichgerichteten Halbaxe dieser
Fldache ist, wihrend jeder Radius des Trégheitsellipsoids (11)
dem Quotienten aus /* und dem gleichgerichteten Trigheits-
radius gleicht und jede Halbaxe der Flache (14) dem Quotienten
aus * und dem Quadrate des Haupttriagheitshalbmessers fiir die
gleichgerichtete Hauptaxe gleichkommt.

Jene Fldche, deren von O aus nach allen Richtungen
des Raumes gefithrten Radien den Tragheitshalbmessern des
gegebenen Punktsystems in Bezug auf diese Radien gleich
sind, hat die mit der Gleichung (11) des Tragheitsellipsoids
dhnliche Gleichung vierten Grades

Ay WA Qgy VP4 g+ 20y, Y2+ 20428+ 2a, 8y ==
= Mx*+y 4272

Zerlegt man das Massenmoment M(9 in zwei zu einander
senkrechte Componenten, deren eine die Richtung der beliebig
durch O gelegten Axe & hat, so ist diese Componente, wenn
B:ByB. die Richtungscosinus der Axe b bedeuten, bestimmt
durch M cos (b, M(?) =MD [Byue—+Pypy+P:ppz], daher den
Gleichungen (10) zufolge auch durch

MO cos (b, MO = a;,0xBe+ay, 0By + Ay 2.8+
gy (0 B0 fy) + gy (0 Brt o fa) +apy (0uBy+oyBy),  (20)

wihrend die zu & senkrechte Componente M9 sin (&, M(?),
deren Richtungscosinus 7,7,7. den Gleichungen
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1y sin (b, M(9)) = p..—By cos (b, M(9)
Ty sin (b, M‘EO)) = p—1y cos (6, M(?)
1=.8in (b, M{?) = p.—B. cos (b, M(?)

entsprechen, durch die zu den Coordinatenaxen parallelen
Componenten

MO sin (b, ML) ., = MO . p—B.. MO cos (b, M)

a

MO sin (b, MO .1y = MO . py—By. M) cos (b, M(©) (21)

a

MO sin (b, M(O)) .. = MO p.—B.. MO cos (b, M(0)

a

bestimmt ist, wobei die Werthe aus (10) und (20) in (21) einzu-
setzen sind.

Die Vertauschbarkeit von o und § in dem rechten Theile
der Gleichung (20) lehrt, dass die zur beliebig gewéhlten Axe b
parallele Componente des auf eine zweite beliebige Axe a
bezogenen Massenmomentes M (7 stets gleich ist der zur Axe a
parallelen Componente des auf die Axe b bezogenen Massen-
momentes M7, d. h.

MO cos (b, M(O) = M9 cos (a, M{?). (22)

a

Die beiden anderen Componenten M9 sin (b, M(?) und
MO sin (@, M{?) sind jedoch nur dann einander gleich, wenn
M9 und M(? gleich sind, also die Axen @ und & die Richtung
zweier gleichen Radien des Elllpsoids (14), etwa die Richtung
zweier beliebiger Radien der Kreisschnitte dieses Ellipsoids
haben.

Identificirt man die Axe b mit irgend einer der drei Coordi-
natenaxen, so gelangt man von der allgemeinen Gleichung (20)
zu den Gleichungen (10).

Der wichtigste Fall der Zerlegung des Massenmomentes
M9 in zwei senkrechte Componenten ist jener, in welchem die
Axe b mit der Axe a identisch, also o, = §,, 0 = B, o = f-
ist. In diesem Falle libergeht die Gleichung (20) in die
Gleichung (7), d. i. die zur Axe a parallele Componente
MO cos [a, M(?)] des auf diese Axe a bezogenen Massen-
momentes ML(IOJ ist das Trégheitsmoment J, des Punktsystems
bezliglich dieser Axe — wofern das Tragheitsmoment, wie hier
stets vorausgesetzt werden soll, als eine mit der Axe a gleich-
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gerichtete geometrische Grésse vom Zahlenwerthe J, betrachtet
wird —, widhrend die zur Axe a senkrechte Componente
DO = MO sin (a, M{”), deren Richtungscosinus durch 3,3,3.
bezeichnet seien, den Gleichungen (21) zufolge der Richtung
und Grosse nach bestimmt ist durch die Gleichungen

D©.5, = M sin (a, M) .8, = MO . p,—J,. 2,

D© .3, = MO sin (a, M9).8, == MO . py—J,.a,}, (23)

DO 3, = M9 sin (a, M[9) .5, = MO .p.—J, .2
in welche Gleichungen die Werthe aus (10), (9) und (7) ein-
zusetzen sind.

Diese zur Axe a im Punkte O senkrechte Com-
ponente D(© des Massenmomentes M wollen wir
das dem Punkte O der Axe @ entsprechende Devia-
tionsmoment des ganzen Punktsystems in Bezug auf
die Axe a nennen. Dasselbe ist, wie schon aus der ganzen
Untersuchung, insbesondere auch unmittelbar aus der Ver-
gleichung der Gleichung (23) und (5) hervorgeht, die geo-
metrische Summe der frither betrachteten, dem Punkte O
der Axe a entsprechenden Deviationsmomente dtio) =
—mr? sin p cos © sammtlicher materieller Punkte m
des Systems in Bezug auf dieselbe Axe a.

Die durch die Axe a parallel zur Richtung des Deviations-
momentes D(9 und des Massenmomentes M(? gelegte Ebene
sei als Ebene des Deviationsmomentes bezeichnet.

Die Normale A dieser Ebene, als deren Richtung die positive
Richtung der Axe jener Rotation, durch welche die Richtung
der Axe a in die Richtung des Massenmomentes M(EO) auf
kiirzestem Wege {iiberfilhrt werden kann, angenommen sei,
wollen wir die Axe 4 des Deviationsmomentes D

J——

D
nennen. Die in die Richtung von D;O) fallende Lange \/ A"[

werde als Radius des Deviationsmomentes D@ oder
kurzweg als Deviationsradius benannt, ferner sei, wenn !/

irgend eine als Basis gewdhlte Linge bedeutet, die mit D
DO

gleichgerichtete Strecke T;Z als der auf die Basis / redu-

cirte Radius des Deviationsmomentes bezeichnet.
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Andert die Axe a fiir denselben Punkt O ihre Richtung in
die gerade entgegengesetzte, so miissen den Gleichungen (10)
und (23) zufolge auch die Richtungen des Massenmomentes,
des Deviationsmomentes und des Tragheitsmomentes in die den
friiheren entgegengesetzten tbergehen, jedoch ohne Anderung
des Zahlenwerthes dieser Grossen.

Zur graphischen Darstellung des Deviationsmomentes
eignet sich am besten das dem Tragheitsellipsoid adjungirte
Ellipsoid (15). Legt man ndmlich an dieses Ellipsoid jene
Bertihrungsebene, welche zur Richtung der Axe a normal ist
und diese Axe a in einem auf der positiven Seite des Punktes O
gelegenen Punkte P schneidet (so dass die Richtung OF mit
der positiven Richtung der Axe iibereinstimmt), so ist zufolge (17)
OP = N, dem Trégheitsradius des Punktsystems beziiglich der
Axe a gleich, ferner besteht fiir den zum Berilihrungspunkte O
dieser Tangentialebene gezogenen Radius OQ = R,, welcher
mit dem Massenmomente M (0) gleichgerichtet ist, die Relation
(18), und es ist demnach das Deviationsmoment D[EOJ

wenn 7, die Masszahl der das Ellipsoid (15) tangirenden
Kathete PQ des rechtwinkligen Dreiecks OPQ bedeutet. Den
Relationen (17), (18) und (24) gemdéss ist sonach

J, DO M©=N, T, R,= OP:PQ 0Q, (25)

d. h. es stellen die Seiten OP, PQ, OQ des Dreiecks OPQ
der RichtungundGr6ssenach dasTridgheitsmomentJ,,
das DeviationsmomentD{?und dasMassenmoment M9
graphisch dar — und zwar sind diese drei Dreiecksseiten
OP, PQ, OQ die auf eine dem Trigheitsradius NV, gleiche Basis
reducirten Radien des Triagheitsmomentes J,, des Deviations-
momentes D(? und des Massenmomentes M (9. ,

Die Analogie der Gleichungen (17), (18) und (24) mit den
urspriinglichen Gleichungen (1) ist sofort in die Augen fallend.

Es ldsst sich, wenn auch nicht in so einfacher Weise, die
Grosse des Deviationsmomentes D(9 auch mit Hilfe des Trag-
heitsellipsoids (11) darstellen. Ist namlich, wie friiher, 4 der
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Endpunkt des mit der Axe a gleichgerichteten Radius 04 = 7y
dieses Ellipsoids und B die orthogonale Projection des Mittel-
punktes O auf die dem Punkte 4 zugehorige Beriihrungsebene,
deren Abstand OB von O durch 7, bezeichnet wurde, ist ferner C
der Schnittpunkt der Geraden AB mit jener Geraden OC, die in
der Ebene OAB von O aus senkrecht zu OA gefithrt werden
kann, so ist in dem rechtwinkligen Dreiecke OAC, in welchem
vom Scheitel O des rechten Winkels auf die Hypothenuse
AC =1 die Senkrechte OB gefiihrt ist, #2 = k.\/7:—n%, daher
den Gleichungen (12) und (13) zufolge

DO = /IO —J2 :%V/i{_izzizﬁ,
vy Vg, v hou,  2f
wo f den Flacheninhalt des Dreiecks OAC bedeutet.

Fir die zu den Coordinatenaxen parallelen Componenten
des dem Coordinatenanfangspunkte O entsprechenden Massen-
momentes M7 in Bezug auf die »-Axe findet man aus (10),
wenn man «, = 1, o, = 0, o. = O setzt, die Werthe a,,, a,,, 4,,.
Es resultirt also dieses Massenmoment 39 aus dem Trég-
heitsmomente a,, = J, = Zm(y*+2* und aus den beiden
zur y-, beziehungsweise z-Axe parallelen Componenten a4, —
— —X(mxy) = a,, beziehungsweise a,;, = —X(mx2) = ay,,
aus welchen beiden Componenten wiederum das dem Punkte O
entsprechende Deviationsmoment D) = \/ ﬁ_aff:; resultirt.
In gleicher Weise findet man, dass die zu den Coordinatenaxen
parallelen Componenten des auf die y-Axe bezogenen Devia-
tionsmomentes Dy = \/a§l+a2§ bestimmt sind durch a,;, =

= —Y(myx),0, a,;, = —X(myz) = a,, und jene des Deviations-
momentes D(? in Bezug auf die z-Axe bestimmt durch a, =
= —Y(mzx), ay, = —X(mzy),0.!

Die Haupttragheitsaxen des Punktes O seien kurzweg
definirt als jene durch den Punkt O gelegten Axen, fiir welche
das Deviationsmoment D(? verschwindet. Den Gleichungen (23)

Haton de la Goupilliere untersucht in seinem »Mémoire sur une
théorie nouvelle de la géométrie des masses«, Journal de I'école polytechnique,
tome XXI, cahier 37) die geometrischen Eigenschaften der Summe X(m xy), die
er das »Moment der z-Axe« nennt, fiir verschiedene Axensysteme des Korpers,

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CI. Bd. Abth. IL a. 111
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und (10) gemiss ist die nothwendige und hinreichende Be-
dingung hiefiir ausgedriickt durch die Relation

A Aty Ot a5 % B0t Gy Py+Agy0%:  Bya0it Ayt +age0:
Oy Dy %

b

welche bekanntlich nichts Anderes besagt, als die bekannte
Eigenschaft, dass die Tradgheitshauptaxe mit einer der drei
Axen des Tragheitsellipsoides (11), also auch der Fliche (14),
(15) und (19) ibereinstimmen miisse. Dass fiir diese Axen nicht
nur das Tragheitsmoment J,, sondern auch das Massenmoment
M9 ein Maximum, Minimum oder ein Maximum-Minimum sei,
ist sofort aus frither gesagtem ersichtlich.

Sind durch XYZ diese drei Tragheitshauptaxen und durch
JxJyJz die entsprechenden Haupttragheitsmomente bezeichnet,
so ist der Gleichung (20) zufolge, da fiir denselben Punkt O und
fiir dieselbe Axe a weder die Richtung, noch die Grosse des
Massenmomentes M9 von der Wahl des Axensystems abhéngig
ist und da fiir die Axen XYZ die Componenten .a,,, a,,, @, der
Deviationsmomente verschwinden miissen,

]\_/[50) cos (la ]lfLZO)) — J‘\'d‘\'@‘\'+‘]yﬁy3y-}— sz.zﬁz. (26)

Durch Gleichsetzung der rechten Theile dieser Gleichung
und der Gleichung (20) erhalt man eine in vielen Fallen mit
Vortheil anwendbare allgemeine Beziehung, die fiir beliebig
gerichtete Axen @ und b giltig ist. So erhdlt man z.B., wenn die
Axe a mit der x-Axe identificirt wird, also o, =1, &, = 0, =0
gesetzt wird, und wenn eysys; nunmehr die Richtungscosinus
der x-Axe in Bezug auf die Trdgheitshauptaxen bedeuten, fiir
jede Axe b die Beziehung

ay Bt a, Betayb = Ixoxpx+Jyorr+Jz0282  (27)

u. s. w. Wird demnach jede der beiden Axen a und & mit einer
der Axen xyz identificirt, so gelangt man, wenn (Bxfy83z) und
(tx7tr+z) die auf die Tragheitshauptaxen XYZ bezogenen
Richtungscosinus der Axen y und z bedeuten, der Reihe nach
zu den bekannten Relationen
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a, = .]Xfl‘\'[ax-i-J)fO'.YBY+JZ{7.2BZ = a,, l
ayy = JxBxix +JyPyivy +JzBz72 = ag, (28)
ay, = Jxixox+Jyvivoy +Jz1z07 = a,, §

a,, = Jxak+Jyodk+Jz0% u. s w. )

Bisher wurden die Beziehungen zwischen den einzelnen
Massenmomenten M und Deviationsmomenten DO fiir die
verschiedenen Axen, die in demselben Punkte O sich schneiden,
in Betracht gezogen. Es sollen nun die Massenmomente
M9 und Deviationsmomente D(0), die verschiedenen Punkten
paralleler Axen entsprechen, in ihrer gegenseitigen Abhangig-
keit untersucht werden.

Es werde zu diesem Zwecke der Massenmittelpunkt S des
Punktsystems, dessen Coordinaten in Bezug auf das frithere
Axensystem xg yszs seien, zum Anfangspunkte eines zu dem
letzteren Axensystem xyz parallelen und consentirenden Axen-
system £7¢ gewdhlt. Die mit der Axe a gleichgerichtete Schwer-
punktsaxe sei durch s und die zu den Coordinatenaxen parallelen
Componenten der dem Schwerpunkte S entsprechenden, auf die
Axen £m{ bezogenen Massenmomente ﬂ/[’g) 9) M(S) seien
analog der Bezeichnungsweise (9) durch’ g11ech15che Buch-
staben bezeichnet, so dass ]llég) die geometrische Summe
(Resultante) aus den zu den Coordinatenaxen & { parallelen
Componenten o, %,%, ist u. s. w,, also wenn = das Zeichen
der geometrischen Gleichheit und [ ]4[] die Bezeichnung fiir
die geometrische Summe ist,

(M) = [o,]+ [ + (2]
[M(g)] = [0 ][5 ] +[25]
[M(g] = [251] 4 [255] +[25],
Wwo
\ , L 2
o, =Je = L (240, 0y, = J, = X (P+£2), (29)
Ogy = Jo = L (417
Oy = —E(mN0) = oy, 0 = —L(mS) = oy,
oy, = —X(mén) = a,, /
In diesen Gleichungen bedeuten &n{ die Coordinaten des
beliebigen Massenpunktes m in Bezug auf das Schwerpunkts-
axensystem, fiir welche die Gleichungen bestehen:
111*
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Y(mé) = X(mn) =E(ml) =0 )

B (30)
X = XHE Yy =5+, 2= 2+C
Dementsprechend ist
a,, = Sm(y*+2%) = Sm(+ )+ M(Vi+23) =
=g, +M(yi+2d)

Qg = Oy + M (Z5+2%)
gy = ogy+ M (x5+55) (31
gy = —X(myz) = —E(mn0)—Myz, = ’

= oy—My,zs
—_— s ar
gy = Og—Mzsxs

A, = op,—Mxs s

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (10) ein, so
findet man, wenn Kkiirzehalber durch M:M,M: die zu den
Coordinatenaxen parallelen Componenten des dem Schwer-
punkte S entsprechenden, auf die Schweraxe s bezogenen
Massenmomentes M(®, also der Gleichung (10) gemass, die
Werthe

My = oy 40y Iy 05,2
M = 000550 403522 (32)

M: = o394 030y + 037

bezeichnet werden, wenn ferner 7sdie Entfernung des Punktes O
vom Schwerpunkte S,d.i.n:\/ff_?+y°g+z§, und wenn s den
kleinsten Winkel bedeutet, den die ﬁ?éhtung OS mit der
positiven Richtung (o.oy0:) der Axe a einschliesst, so dass
s COS s = o, ¥+ %, Ys+2-2s ist und sin o, positiv ist, folgende

Gleichungen:
MOy, = Me + Mo 73—, 75 COS 9]
MO .y = My + Moy 15— y5. 75 €O 9] (33)
MO, b = M‘; +MJo. ¥i— 2,.75 COS 0s]

a
Die letzten Summanden dieser drei Gleichungen sind aber
den Gleichungen (4) zufolge die zu den Axen xyz parallelen
Componenten des dem Punkte O entsprechenden, auf die Axe a
bezogenen Massenmomentes méo) = Mv¥ sin ws jenes fingirten
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materiellen Punktes, dessen Masse M der gesammten Masse
des Punktsystems gleich ist und der sich an der Stelle des
Massenmittelpunktes S befindet. Die Gleichungen (33) driicken
sonach folgendes Gesetz aus:

Das irgend einem Punkte O einer Axe a ent-
sprechende Massenmoment M des Punktsystems
in Bezug auf die Axe a ist die geometrische Summe
ausdemdem Schwerpunkte Sentsprechenden Massen-
momente M beziliglich der zur Axe a parallelen
Schweraxe s und aus dem dem ersteren Punkte O
entsprechenden, auf die Axe a bezogenen Massen-
momente mflo) = Mr% sin ©s der im Schwerpunkte con-
centrirt gedachten Masse M des ganzen Punktsystems,
was in Kiirze ausgedriickt sei durch

[MO] = [MS] 4[], (34)

Da nun bekanntlich auch J, = Js+ M. 72 sin® g, = Jo+14,
ist, wo Js; das Trdgheitsmoment des Pu- %tsystems bezliglich
der Axe s und 4, das Tragheitsmoment M.7% sin® ¢, der im
Schwerpunkte S fingirten Masse M beziiglich der Axe a bedeutet,
so fithrt die geometrische Subtraction dieser beiden letzten
Gleichungen, da nach Fritherem

(M = DI+ ), (5] = (D914 1]
und [ = [d(9+[44] ist, zu dem Resultate:
(D0 = (D) +[d.), (35)

wo der Gleichung (1) geméss d(ﬁo) = M .7% sin g cos w; ist.

Dieser Gleichung (35) zufolge ist das durch die Gleichung
(34) ausgedriickte friithere Gesetz nicht nur flir die Massen-
momente Mﬂ, sondern im vollen Wortlaute auch fiir die
Deviationsmomente DO giltig.

Liegt. der Punkt O in der Schwerpunktsaxe s, so ist die
Axe a mit der Axe s identisch und der Winkel ¢, entweder o
oder =, je nachdem der Schwerpunkt S auf der positiven oder
negativen Seite des Punktes O gelegen ist, also OS mit der
Richtung der Axe lbereinstimmt oder entgegengesetzt gerichtet
ist. Es ist daher in diesem Falle sin o, — O, daher auch
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a

=[M®)], [DO]=[DS)], d. h. fir alle Punkte derselben
Schweraxe sind sowohl die auf diese Axe bezogenen
Deviationsmomente, als auch die Massenmomente
geometrisch gleich. Ist z. B. D) =0, d. h. ist diese
Schweraxe eine Hauptcentralaxe, so ist auch D9 =0, d. h.
diese Axe dann auch, wie bekannt, eine Tragheitshauptaxe fir
jeden ihrer Punkte.

Fir alle Punkte &V, die in derselben Schwerebene gelegen
sind, ist bei allen zu dieser Ebene normalen Axen a der Winkel

mO =i, =d@=0, sonach zufolge (34) und (35) [M{V]=

b . . ;
%5 == -, also cos p; =0, daher dN) = M.} sin g, cos 9, =0,

somit nach (85) [D™]=[D®’], d. h. die den einzelnen
Punkten N derselben Schwerebene entsprechenden
Deviationsmomente in Bezug auf die zu dieser Ebene
in diesen Punkten normalen Axen a sind geometrisch
gleich. Ist z. B. D =0, so ist auch D) —0, d. h. die
Axe a eine Trigheitshauptaxe des Punktes N u. s. w.

Um nun die gegenseitigen Beziehungen der den ver-
schiedenen Punkten O der Axe a entsprechenden, auf diese
Axe bezogenen Deviationsmomente und Massenmomente in
eintachster Weise festzustellen, empfiehlt es sich, die mit den
letzteren als gleichgerichtet vorauszusetzenden Radien dieser
quadratischen Momente, wie auch jene der Tragheitsmomente
auf die Basis s, = 7, sin @, d. i. auf die senkrechte Entfernung
der beiden parallelen Axen a und s zu reduciren. Es seien die
auf diese Basis s, reducirten Radien der Momente Js, D, M,
Ja, DO, M9 durch die analogen Zeichen t, 3, p9), 1, 8(0), (0
bezeichnet, so dass Js = MsSats, Jo = MSata, DS = Ms,3,
D;O) = Ms, 65?) u. s. w. ist, und die Lingen s,, s und Bgs) seien
als gegeben vorausgesetzt. N sei die orthogonale Projection
des Schwerpunktes S auf die gegebene Axe a und die variable
Entfernung # — NO des beliebigen Punktes O dieser Axe sei
positiv oder negativ in Rechnung gezogen, je nachdem die
Richtung vom Punkte N nach O mit der positiven Richtung der
Axe a Ubereinstimmt oder ihr entgegengesetzt ist, so dass
1 = —7;5 cos u, ist. Zufolge des letzten Lehrsatzes sind D‘ﬁ-’\"
und D geometrisch gleich, sonach ist zufolge (35) [D{?] =
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=[DM]+[d(9]. Dieselbe Beziehung besteht auch fiir die mit
diesen Deviationsmomenten gleichgerichteten, auf die Basis s,
reducirten Radien derselben, ndmlich fiir 39, 3¢ und fiir den
Radius des Deviationsmomentes d(® = M#¥ sin ps cos s =
= —Ms,u, dessen Liange der Entfernung NO gleich ist und
dessen Richtung, wie aus den gleich zu Anfang gegebenen
Erkldarungen, beziehungsweise aus der Drehung des Dreiecks
SNO in seiner Ebene um einen rechten Winkel sofort ersicht-
lich ist, mit der nach dem Schwerpunkte hinzielenden Richtung
NS ubereinstimmt, wofern « positiv ist, dagegen bei negativem #
ihr entgegengesetzt ist. Um daher der Richtung und Grosse
nach die auf die Basis s, reducirten Radien 3(0) der einzelnen
Deviationsmomente D), die den einzelnen Punkten O der
Axe a entsprechen, zu bestimmen, hat man nur in der zur Axe a
senkrechten Schwerebene — vom Punkte N dieser Axe aus —
den Radius 3¢ in der Richtung von D aufzutragen und durch
den Endpunkt P desselben eine Gerade g parallel zu jener
Geraden zu flihren, welche den von der positiven Richtung der
Axe a und der Richtung NS eingeschlossenen rechten Winkel
halbirt. Legt man nun durch den beliebigen Punkt O der Axe a
eine Ebene senkrecht zu dieser Axe, so schneidet diese die
Gerade g in jenem Punkte D, dessen Verbindungslinie OD der
Richtung und Grosse nach den auf die Basis s, reducirten
Radius 39 des Deviationsmomentes D(? den beiden letzten
Gleichungen zufolge bestimmt.

Um auch den auf die Basis s, reducirten Radius 9 des
Massenmomentes M9 zu bestimmen, der die geometrische
Summe aus [8(?] und [1,] ist, hat man bloss zu beachten, dass
Jo = Js+Ms%, also auch Ms,t, = Ms,ws+Ms?:, daher v, =
= s, ist, d. h. dass der auf s, reducirte Radius des
Tragheitsmomentes J, beziiglich der Axe a (die sogenannte
reducirte Ldange des Punktsystems fiir die Axe ) dem um die
Basis s, vergrdsserten gegebenen Radius t; gleich ist. Man hat
daher nur in der positiven Richtung der Axe ¢ vom friher
bestimmten Punkte D aus diesen um s, verldngerten Radius
aufzutragen und den Endpunkt E dieser Strecke mit O zu ver-
binden, und es ist dann [OE] = [p{?]. Auch die so erhaltenen
Punkte E liegen in einer zur Geraden g parallelen Geraden.
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Um nun wenigstens in einigen wenigen Fillen zu zeigen,
welche geometrische Anschaulichkeit die in dieser Abhandlung
behandelten geometrischen Begriffe des Massenmomentes M
und Deviationsmomentes D(© in manchen wichtigen Unter-
suchungen der Mechanik ermdglichen, stellen wir uns zunéchst
die Aufgabe, mittelst dieser Grossen die Winkelbeschleunigung
und die Lage der Axe b derselben bei einem um einen fixen
Punkt O rotirenden unverdnderlichen Punktsystem geometrisch
zU bestimmen, wenn die dusseren Krifte, die augenblickliche
Winkelgeschwindigkeit o und die Momentanaxe gegeben sind.
Zu diesem Zwecke werde ausser dem bisher angewendeten,
mit dem Punktsystem in unverdnderlicher Verbindung stehenden
beweglichen Axensystem xyz ein zweites consentirendes fixes
System orthogonaler Axen XYZ mit demselben Anfangspunkt O
zu Grunde gelegt. Sind durch xx — X, xy = Y, u. s. w. die
Cosinus der Neigungswinkel der entsprechenden Axen, ferner
durch v,v,v., beziehungsweise vxvyvz die entsprechenden
Componenten der Geschwindigkeit v jenes materiellen Punktes
von der Masse m bezeichnet, dessen Coordinaten xyz unver-
dnderlich, dessen Coordinaten X YZ dagegen variabel sind, und
bedeutet ferner durchwegs #/ den ersten und #” den zweiten
Differentialquotienten der beliebigen Function # nach der Zeit 7,
so ist

vy = X' = xxvFyxvp+2x0;
vy = Y = vy, 4yyo+irts (36)

vy = 2! = x50+ Yz Uiz Us

v, = n:_\-X’+,¢’y Y’+xZZ’

v, =yx X' +yyY'+3,7' s’ (37)
v, —= ZxXl—i- zZy Y+ ZZZ’

und wenn pqr die zu xyz parallelen Componenten der augen-
blicklichen Winkelgeschwindigkeit o zur Zeit £ bedeuten, so ist

_ ! / /

P = zx¥x+zy yy+2297 = —(WxZx+yy 2y +yz27)
) ,l .

g = vy dx+ry dv4rz2y = — (x4 zydy+2z0h) S’ (38)
L, i . / . !

r = yx vy ¥r+ 227 = — @Yy 2y +a297)
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Substituirt man in den Ausdruck 'y X'+42yY'+1%22Z' die
Werthe aus (36), so findet man demnach

I X'+ 2y Y 25 2" = ruy—qu, (39)

Substituirt man dagegen den durch Differentiation von
X = xxx+yyy+zxz sich ergebenden Werth X/ = #y x4y y+
+2zhz und die analogen Werthe von Y’ und Z’ in die
Gleichungen (37), so ergeben sich bei Anwendung derselben
Relationen (38) die bekannten Gleichungen

Uy = Qz—TY, Uy = TX—PI, U, = py—q=r. (40)

Durch Differentiation der Gleichung (37) findet man, wenn
man aus (39) den Werth einsetzt

Vo= (wx X"+ xy Y45, 2" )+ rv,—qu..

Die eingeklammerte Summe bedeutet aber die x-Com-
ponente der Beschleunigung des Punktes m. Sind sonach
P.P,P, die zu den Axen xyz parallelen Componenten der
Resultanten sammtlicher Krifte, die auf den Punkt 2 ein-
wirken, so ist P, = m[vi+quv.—rv,] oder zufolge (40)

Py =m (g s—ry—(*+r)x+pqy+prz
P, = m[r'x—p'z+qpx— r*+p?) y+qrz] 2 . (41)
P, = m[ply—qx+rpr+rqy—(p*+q*)z]

Bildet man demnach die Summen M,—= X(yP.—zP)),
M, = X(zP,—xP,), M. = X(x P,—yP,) fur simmtliche Punkte
des Korpers, wobei M, M, M. die Componenten des resultirenden
Drehungsmomentes des Systems sadmmtlicher auf das starre
Punktsystem einwirkenden dusseren Kréfte in Bezug auf den
fixen Punkt O oder, was dasselbe besagt, die Summen der
Drehungsmomente sdmmtlicher dusseren Krifte in Bezug auf
die Axen xyz bedeuten, so findet man, wenn man die Bezeich-
nung (9) beibehélt,

M, = [ay,p'+ a5, ¢ +ay 1]+ [ g (@130 + Ay g+ ay 1) —
— 7 (@ P+ Ay g+ a5, 7))
M, = [a,p +a,,q' +ay, " )+[r(a p+ay, g+ag ) — \ (42)
—P (3P +ay3q+ag,7)] g B
M: = [a,3p'+ay,q' +ag "1+ [p@,p+ay,g+ayr)—
—qla, p+a,q+ay,r)]
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Aus diesen drei Gleichungen ergeben sich unmittelbar die
Euler’schen Gleichungen, wenn man die Axen xyz mit den
Tréigheitshauptaxen des Punktes O identificirt. Bedeutet nun
o = \/p*+¢*+7? die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit,
a die Momentanaxe, fur deren positive Richtung die Richtungs-
cosinus a,oy0. den Gleichungen p = 0.0y, ¢ = wa,, ¥ = wa,
genligen miissen, ist ferner durch f§ = \/p’z-+-q’2+7f_’2 die augen-
blickliche Winkelbeschleunigung zur Zeit ¢ durch & die Axe
dieser Winkelbeschleunigung  und durch 8,8, 8. die Richtungs-
cosinus der positiven Richtung dieser Axe & bezeichnet, so dass
P =p0.By, ¢ = B.By, ¥ = B.B: ist, so nehmen die Gleichungen
(42) durch diese Substitutionen den Gleichungen (10) zufolge
die einfachere Form an:

M, = B. MO cos [x, MO+w* MO oy.p.—2;m]
M, = 8. MO cos [y, MO+ o> MO o, . p—op.] ) (43)
M, =B. M cos [z, M{ON4+a*MO o, py—oy ]

Sind nun A,A4,A. die Richtungscosinus der positiven
Richtung der Axe A des dem Punkte O entsprechenden, auf die
Axe a bezogenen Deviationsmomentes D9, so ist, da diese
Axe A aufden Richtungen (o;2y9.;) und (pepy p.) senkrecht steht,
Ay.sin (@, MO) = oyp,—aby, Ay.sin (@, MO) = o p,—onp.
u.s. w. und M9 sin (a, M%) = D{9),sonachistdenGleichungen
(43) gemdss

M, = B. M9 .cos (¥, M{O)+w*DO. A4
M, = B. M9 .cos (y, M{O)+w*D(O). 4, (44)
M. = p. M9 .cos (5, M{O)+0?DO. A,

Triagt man daher in der Richtung der Axe A des auf die
Momentanaxe a bezogenen Deviationsmomentes D), d. i
langs der Normalen der Ebene des Deviationsmomentes die
Strecke w?. D{O), ferner in der Richtung des auf die Axe & der
Winkelbeschleunigung {§ bezogenen Massenmomentes M0 die
Strecke B.M{? und in der Axenrichtung des resultirenden
Drehungsmomentes M der &usseren Krifte die Linge M =
= \/M2+M2+M: auf, so ist den Gleichungen (44) gemiss [M]
die geometrische Summe aus [¢. M{?] und [0?. D], also

[M] = [8. M9+ [0*D ). (45)



Massenmoment eines materiellen Punktsystems. 1671

Dies ist der einfachste Ausdruck des durch die Gleichungen
(42) in einer minder concisen Form ausgedriickten Gesetzes.

Da aus der gegebenen Winkelgeschwindigkeit und der
Lage der Momentanaxe a die Richtung und Grosse des letzten
geometrischen Summanden [cozD!EO)], und zwar am besten, wie
friher gezeigt wurde, mit Hilfe der Reciprocalfliche (13) des
Tréagheitsellipsoids, construirt werden kann, so 1dsst sich auch
der Gleichung (45) gemdiss durch Zusammensetzung von [M]
mit der dem eben betrachteten Summanden [02D(9] entgegen-
gesetzt gleichen geometrischen Grosse die Richtung und Grosse
von |BM{9] bestimmen. Bestimmt man nun weiterhin den in
dieser Richtung gelegenen Radius R; des Ellipsoids (15), legt im
Endpunkte desselben an die Flidche (15) die Berithrungsebene, so
hat die von O zu dieser gefiihrte Normale N, die positive Richtung
der gesuchten Axe & der Winkelbeschleunigung f und da zufolge
(18) Mb(o) — M. N, R, nunmehr bestimmbar ist, so ldsst sich nun
auch das Verhaltniss der nunmehrbekannten Grossen fM©): M0,
d. i. die Grosse der Winkelbeschleunigung # leicht ermitteln.
Wiirde man weiterhin die mit der Axe b gleichgerichtete
Grosse B in zwei Componenten, deren eine in die Richtung der
Momentanaxe a fillt, wdhrend die zweite zu a normal ist,

. . . . do
zerlegen, so wiirde durch die erstere die Derivirte o/ = a7 der

Winkelgeschwindigkeit @ und durch die letztere das Product
aus der Winkelgeschwindigkeit o und der Wechselgeschwindig-
keit w der Momentanaxe bestimmt sein u. s. w. Findet eine
Rotation um eine fixe Axe a statt, so dass die Wechsel-
geschwindigkeit Null ist, so ist f = ' und die Axe & identisch
mit der Axe @, wodurch sich die Untersuchung bedeutend ver-
einfacht. Wie man in diesem Falle, z. B. den Druck auf die
Axe a, indem man [M] in das Moment[M, ], welches von dem dem
Drucke auf a entgegengesetzt gleichen Gegendrucke seitens
der Axenlager herrithrt, und dessen Axe zu a senkrecht ist
und in das gegebene Moment [M,] der anderen dusseren Krifte
sich zerlegt denken kann, auf Grund der Gleichung (45) in sehr
einfacher Weise bestimmen kann, dies bedarf keiner weiteren
Auseinandersetzung. Um unmittelbar aus der Gleichung (45)
die zu drei orthogonalen Axen parallelen Componenten von M,
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zu erhalten, empfiehlt es sich, die Richtung der Momentanaxe a
etwa zur z-Axe, ferner die Richtung von [0®D(9)] etwa zur
¥-Axe zu wihlen und [B.M(?] in ihre Z-Componente
8. M9 cos (a, M©) = o'.J, und ihre X-Componente §.M(*
sin [a MO = m’D(0> zu zerlegen.—Wirken auf einen umeinen
fixen Punkt dlehbalen starren Korper keine #dusseren Krifte
ein, so ist M = 0, sonach ist dann der Gleichung (45) zufolge
(6. M)+ [w*D O] =0, wodurch ausgedriickt ist, dass in
diesem Falle stets die Axe & der Winkelbeschleunigung der
Axe des Deviationsmomentes D9 entgegengesetzt gerichtet ist
und die Producte M@ und 0*D (O stets einander gleich sind.
. . . i dAp
Auch die mechanische Arbeit Ap und der Effect Ep = 7
des Systems sammitlicher dusserer Krafte, welche auf das um
den fixen Punkt O drehbare unveridnderliche Punktsystem ein-
wirken, lassen sich mit Hilfe des Massenmomentes MO,
beziehungsweise M/? oder mit Hilfe des entsprechenden Trég-
heitsmomentes, beziehungsweise Deviationsmomentes leicht
ausdriicken. Projicirt man ndmlich die Axe [M] des resultirenden
Drehungsmomentes dieses Kriftesystems einerseits und die
diesem Kraftemomente [M] identische geometrische Summe (45)
anderseits orthogonal auf die Momentanaxe 4 und bezeichnet
durch M, die so erhaltene Componente von M, d. i. die Summe
der Drehungsmomente sdmmtlicher dusserer Krifte in Bezug
auf die Momentanaxe a, so ergibt sich, da die Projection des
in die Richtung der Axe des Deviationsmomentes DO fallenden
zweiten Summanden in (45) Null ist, und wenn man zugleich
(22) beriicksichtigt, folgende Gleichung:

M, = .M cos (a, M{®) = §. MO .cos (b, M%), (46)

Der Werth von M, ist demgeméss auch durch das Product
aus der Winkelbeschleunigung # und aus der Summe (20)
oder (26) bestimmt.
dAp
dr
ist, so findet man, wenn man die Werthe aus (40) und (41)
substituirt und, wie frither, p —=o0.%, ¢ = 0.0, ¥ = 0.9,

Da nun bekanntlich stets Ep = L[ P+ Py + P.v.]
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P =p.By, ¢ = B.By, ¥ = B.pB: setzt oder einfacher, wenn man

1A . . d
die dem Gesammteffect 4ap gleiche Derivation b7 [% Ju 0)2] der

dt
2
kinetischen Energie Tfl,wz durch Differentiation der mit %2

multiplicirten Gleichung (7) bestimmt und die Gleichung (20)
und (46) beachtet,

o (lAp
P= "

= 0f. M9 cos (b, M(?) = . MO cos (a, M{?)=

— o.M, (47)

Der Gesammteffect Ep der dusseren Krifte wird sonach
bei einem unverdnderlichen, um einen fixen Punkt O dreh-
baren Punktsystem bestimmt, indem man entweder die zur
Axe b der Winkelbeschleunigung parallele Componente des
auf die Momentanaxe a bezogenen Massenmomentes MISO) oder
die zur Momentanaxe a parallele Componente des auf die
Axe b der Winkelbeschleunigung bezogenen Massenmomentes
M9 mit dem Producte aus der Winkelgeschwindigkeit © und
per Winkelbeschleunigung {8 multiplicirt. Projicirt man das
Massenmoment |[M(?] einerseits und die demselben gleiche,
——aus seiner zurMomentanaxe a parallelen und der zur letzteren
normalen Componente, namlich aus [J,| und [D(?] gebildete —
geometrische Summe anderseits orthogonal auf die Axe b
der Winkelbeschleunigung #, so ergibt sich die Beziehung
M) cos (b, MLEOD = Ju cos (b, a)+ DO cos (b, D(ivoJ) und in
dhnlicher Weise die analoge Gleichung M9 cos (a, M) =
= J;p cos (@, b)+ D% cos (a, D{?). Setzt man diese Werthe
in (46) ein und beachtet, dass B.cos (ab) bekanntlich die
tangentiale Componente o' = cfg;)' der Winkelbeschleunigung §
bestimmt, dass ferner, wie sich leicht zeigen lasst, wenn 4 die
Richtung der Axe des Deviationsmomentes D9, B jene der
Axe des Deviationsmomentes D{? und T jene der Axe der
positiven Wechselgeschwindigkeit 7 bezeichnet, cos (b, D)=
— sin (a, b).cos (4, W) und cos (a, D{?) =sin (a, b).cos (B,
ist und dass schliesslich die normale Componente der Winkel-
beschleunigung B sin (a, ) = w.w0 ist, so findet man fir die
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Summe der Drehungsmomente der dusseren Krifte in Bezug
auf die augenblickliche Drehungsaxe a die Werthe

M, = c% Ja+mw.0.DO) cos (4, W)
dom DO W
== Jp+w.0.DP cos (B, W)

Multiplicirt man diese Gleichung mit der Winkel-
geschwindigkeit w, so erhdlt man zufolge (47) den Gesammt-
effect Ep des einwirkenden Kriftesystems.

Die geometrische Bedeutung der in (46, 47) und auch friiher wiederholt
betrachteten Componenten Mg)) cos (b MElO)) des Massenmoments MSIO> ldsst
sich leicht mit Zuhilfnahme des Tragheitsellipsoids (11) feststellen. Ist ndmlich,
wie friither, A der Endpunkt des mit der Axe a gleichgerichteten Radius 7, dieser
Fliche, ist ferner B, jener Punkt, in welchem die Verlingerung des mit der Axe b
gleichgerichteten Radius 7, derselben Fldche die an diese Flache im Punkte 4
gelegte Beriihrungsebene schneidet und wird die Strecke OB, =05, und auch
der Fldcheninhalt f,p des Dreieckes AOB, positiv oder negativ in Rechnung
gezogen, je nachdem OB, mit der Axe b gleich- oder entgegengesetzt gerichtet

M Msin (ad
ist, so ist ,MSIO) cos (b x\lslo))z - D = of ( ), denn es bestehen,
a“a ab

1¢d,wie frither, das vomMittelpunkteO der Fldche (11)aufdie erwihnteBeriihrungs-
ebene gefillte Loth und p, die Ldnge der orthogonalen Projection der Strecke
OB, in die Ebene des der Axe a zugehdrigen Devitationsmomentes bedeutet,
ausser der Gleichung (13), derzufolge ]\1510) ¥a "qa=DM ist, offenbar folgende
Beziehungen: p, cos (p,, n,)=1,, b, cos (b, p,)=p,, cos (b, 1\[g)))=
cos (b, n,)=cos (b, p,). cos (p, n,), welche, wie dies die Multiplication dieser 4
Gleichungen lehrt, unmittelbar zu der fritheren Behauptung fithren. Haben 7,
und a, flir die Axe b dieselbe Bedeutung, wie 7, ba fiir die Axe a, so ist auch
M M sin (ab)

% 2fab

M ELO) cos (b, J‘IELO)):A[E,O) cos (a, M(bo))z P
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