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7ur Theorie der astronomischen Refraction

Dr. J. v. Hepperger,

Professor an der k. k. Universilit in Graz.

(Vorgelegt in der Sitzung am 9. Mérz 1893.)

Die Theorie der astronomischen Strahlenbrechung ist
durch die hervorragenden Arbeiten so vieler Forscher, wie
Laplace, Bessel, Young, Schmidt, Ivory, Lubbock
und Gyldeén bereits in so trefflicher Weise ausgebildet worden,
dass eine neuerliche Behandlung dieses Gegenstandes ohne
geniigende Beriicksichtigung der Verdnderlichkeit der meteoro-
logischen Elemente, was bei dem heutigen Stande der Meteoro-
logie noch nicht méglich ist, der praktischen Astronomie liber-
haupt nur wenig niitzen kann. Die nachstehenden Unter-
suchungen verfolgen auch nicht den Zweck, eine Verbesserung
der bisher gewonnenen Resultate zu erzielen, sondern sind
hauptsdchlich aus dem Grunde angestellt worden, um die ana-
lytischen Entwicklungen etwas einfacher zu gestalten, allerdings
ohne die Genauigkeit derselben empfindlich zu schiddigen. Es
kann ndmlich wohl nicht geldugnet werden, dass alle eingangs
erwidhnten Theorien, namentlich aber die auf breitester Grund-
lage aufgebaute Theorie Gylden’s, sich fiir den akademischen
Vortrag nicht gut eignen, theils wegen der Weitldufigkeit des
Verfahrens, theils weil hierin Capitel aus der hoheren Analysis
gestreift werden, welche den wenigsten Horern geldufig sind
und daher zu langer intraductorischer Auseinandersetzungen
bediirfen. Und bei der Wichtigkeit der Refraction fiir die beob-
achtende Astronomie sollte doch gewiss die vollstandige
theoretische Ableitung der Formeln, nach welchen Beobach-
tungen vom Einflusse der Strahlenbrechung befreit werden,
Gegenstand des Vortrags sein.



322 JiorHepperger,

Nachdem die brechende Kraft von Gasen, also auch der
Luft, eine Function der Dichte ist, und letztere wiederum von
Druck und Temperatur abhidngt, so miissten zur genauen Be-
stimmung der Lichtcurve fiir alle Punkte derselben Druck und
Temperatur als gegebene Grossen betrachtet werden konnen.
Nun wissen wir aber lber die Temperaturverhiltnisse in den
hoheren Luftschichten sehr wenig, indem fast nur die mittlere
Temperaturabnahme und diese nur bis zu H6hen von einigen
tausend Metern so ziemlich bekannt ist, und kénnen daher
keine Formel aufstellen, nach welcher die Dichte der Luft-
schichten, aus deren Hohe auch nur einigermassen sich&r
erhiltlich wiare. Es wiirde desshalb mit sehr grossen Schwierig-
keiten verkniipft sein, die beobachteten Refractionen durch eine
Theorie befriedigend darzustellen, wenn uns nicht der Umstand
zu statten kdme, dass fehlerhafte Annahmen {iber die Ande-
rungen der Dichte einen nur geringen Einfluss auf den Betrag
der Refraction austiiben, wie schon daraus hervorgeht, dass die
Annahme einer Atmosphére von gleicher Dichte die Refraction
bis zu 80° Zenithdistanz ganz gut darstellt.

Nachdem die Temperatur der Atmosphére in erster Linie
von der absorbirenden Wirkung derselben auf die Wirme-
strahlung der Sonne abhéngt, darf man erwarten, durch alleinige
Berticksichtigung derselben zu einem Ausdrucke zu gelangen,
welcher die Temperaturdnderungen in verticaler Richtung
gendhert darstellt. Betrachten wir den sogenannten mittleren
Zustand der Atmosphére, wo an allen Punkten der untersten
Schicht derselbe Druck und dieselbe Temperatur obwalten und
eine Anderung dieser Grossen nur in verticaler Richtung er-
folgen soll, so konnen wir uns denselben durch eine von aussen
her concentrisch eindringende Warmestrahlung von constanter
Intensitédt hervorgebracht denken. Da hiebei ein seitlicher Ab-
fluss von Wéirme nicht stattfindet, genligt es, die Wiarmebewe-
gung in der Richtung der Verticalen allein zu ber{icksichtigen.
Der Absorptionscoéfficient der Luft ist flir Warmestrahlen von
verschiedener Wellenldnge auch verschieden gross und hangt
zwveifellos ausser vom Drucke, unter welchem die Luft steht,
auch von der Temperatur derselben ab. Doch wird die An-
nahme, dass der Absorptionscoéfficient innerhalb der hier auf-
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tretenden Grenzen von Druck und Temperatur ersterem pro-
portional, von letzterer aber unabhéngig sei, von der Wahrheit
nicht zu sehr abweichen. Unter dieser Voraussetzung ist auch
der Coéfficient der allgemeinen Absorption, den ich o nenne,
dem Drucke proportional.

Bedeutet g, p, g Dichte, Druck der Luft und Schwerkraft in
der Entfernung » vom Erdmittelpunkt, gy, p,, & dasselbe fiir
die Erdoberfliche, @ den Erdradius und

r—a
)

a
so ist
op = —pgads.

Nach dem Mariotte’schen Gesetze allein wére

R
= p(] ]
Py
demnach bei Ausserachtlassung der geringen Verdnderlichkeit

von g

o = P&ty
p Dy
Ist
¥4
=t
PoSo
s0 wird
_
P =p,e *

Bedeutet 2, den dem Drucke p, entsprechenden Absorp-
tionscoéfficienten, so ist auch

9= 0gye " 1)

Wird die Intensitdt der Strahlung durch i ausgedriickt,

SO ist
— 4
0/ = niads = ayiae b s,

woraus folgt
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. a
7 ——s
— 7
log nat. = % 2y <1—e v ), 2)
0
wo i, die Intensitdt an der unteren Grenze der Atmosphire
bedeutet. Bezeichnet 7, den Anfangswerth von 7, so wére der-

a
selbe, da e %" fiir die Grenze der Atmosphére von Null sehr

wenig verschieden ist

. ;
1y = 1gc%h,
wiahrend fur die untersten Luftschichten
] — 7 p4,as
i = i e%9.

Nimmt man noch an, dass die Temperatursteigerung pro-
portional sei der absorbirten Intensitdt der Warmestrahlung,

also
T+t= C.oi

T+t, = Coyiy,
so wird

1
t—t, = —Cuyi, <1—6_ [7 =] “S>,

woflir man, da hierin s bereits als klein vorausgesetzt wurde,
auch schreiben kann
—_— ; 1
t—t, = —Coyi 7 %) as.
0
Da nach 1) fiir die Grenze der Atmosphére o = 0 wird, so
erhalt man, wenn #, die Temperatur der dussersten Luftschicht
bedeutet

T+t =0
Coyiy = ty—1,
und daher
1
t—ty = —({,—1) T %) aS. 3)
1}

Bezeichnet m den Ausdehnungscoéfficienten der Luft,
so ist
p 14+ mt
R
Py L +m
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Je geringer die Werthe von s sind, desto genauer wird

Lt+md, — m(—t,)
1=-mt 1+ mt, mt,

Durch Einfithrung der Bezeichnung

1 mw
o = (t,—1) <—ZO—_%>; o = —

14 1mt,
wird
L4ty mwas

" =14 -—— = l+owas
1+ 12t 1+ mi, !

oder mit demselben Grade der Annédherung

14 mi, — gwas
1+ mt
. . . LD
und hieraus durch Beibehaltung des Naherungswerthes fiir ‘L]—
g
]
1
P — Pae (,—U — ) as
oder, wenn
1
—-— ra =%
( l '—(J)>
0
genommen wird
= p,e~". 4)
P = Po ]

Man gelangt sonach auf diesem Wege zur Formel, welche
Bessel seinen Untersuchungen zu Grunde gelegt hat.

Bedeutet z die scheinbare Zenithdistanz und #, %, die ab-
soluten Brechungscoéfficienten der Luftin den Entfernungen »,a
vom Erdcentrum, so lautet die Differentialgleichung, aus welcher
die Refraction R zu bestimmen ist

9 inz
BR:——E sin .

77 nr \2
) —sin®z
1‘ZOCL

Aus der Proportionalitdt von brechender Kraft und Dichte
folgt

n*—1 = cp = cpje™
2 —
1y —1 = cp,.
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Fiihrt man eine neue Variable = ein durch die Gleichung

e~ = l—w, 3)
s0 wird
O €y 0w
i 2n?

<1z>2_ {_ _CPat?
n,) 1+ cp,

r\?
— ) = 142545~
a

Da die unteren Luftschichten wegen ihrer grosseren Dichte
auch am stiarksten das Licht brechen, kann man bei der relativ
geringen Hohe der Erdatmosphére s? vernachldssigen und er-
hélt, indem man

CPo
1+ cp,
setzt,
o Bsinzow
2(1—Bw)\/ (1— pw)(1+ 25)—sin%z

Ist die Hohe der Atmosphédre — H, so wéren die Grenzen
von w

R 6)

w, =0
w, = l1—e

wofilir man, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, die
Grenzen O und 1 setzen kann, nachdem =« beilaufig 700 ist.
Den ausserhalb des Wurzelzeichens befindlichen Factor 1 —fw

. , . 1

werde ich vorldufig — | annehmen, wodurch, da § circa 5000
ist, ein nur sehr geringer Fehler entsteht, welcher iibrigens noch
nachtraglich behoben werden kann. Gewdhnlich setzt man

1 . .
1—Bw = 1— 7@, welcher Mittelwerth bei circa z = 84°, wo

ein Einfluss 0° 14 betrdgt, noch das Hundertstel der Secunde
genau liefert, in grosseren Zenithdistanzen jedoch zu grosse
Werthe gibt. Bei z = 90° erhilt man ndmlich hiernach 0*59,
wéhrend 1—fw die Zahl 034 gibt.
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In dem Radicale jedoch, das bei z == 90° an der Erdober-
fliche — O wird, muss besonders flir sehr kleine Werthe von s
jede Ungenauigkeit vermieden werden. Wenn man, um s durch
w auszudriicken, annehmen wirde

:.’Il\'/

+2s=e¥=1—mw)

was, nachdem s* bereits vernachldssigt wurde, unbedenklich
geschehen konnte, so erhielte man durch Entwicklung des
Binoms

2 1 /2
14+2s=14+ —w+ —|— 4+ 1 |0*+
A A “

welche Reihe, da « circa 700 ist, ihrer schwachen Convergenz
halber, aber nur fiir sehr kleine Werthe von w benlitzt werden
konnte. Ich nehme an

_l—umw

1+2s = —F—
1—vw

7)
und bestimme die Coéfficienten p und v so, dass die Gleichung
sowohl fur sehr kleine Werthe von s Geltung hat, als auch fiir
einen grosseren Werth von s genau erfiillt ist.

Ist s sehr Kklein, so gibt die Gleichung 3)

W — 4S.
Und sonach
1—nas
1425 —=_ "7
1—vzs
2
v—u, = .

Soll die Gleichung 7) einem bestimmten grosseren Werthe

von s, woflr ich

gewihlt habe, genau entsprechen, so muss

2 1_{"(1_%>

1+ = -
% 1
- ]——v<1— )
e/

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIL. Bd., Abth.IL a.

"
v
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sein, woraus folgt
2

8)

1
y = ;v =

e—1 %

1 . e s
Die Annahme von s = —— zurBestimmung der Coéfficienten
%

v

ist gewiss nicht die beste; ich habe sie nur wegen ihrer Einfach-
heit und des vorwiegenden Einflusses der unteren Luftschichten

gemacht.
Es wird nun
. Bsinz \/I—vwﬁw
oR =

2 \/(1—pw)(1—pw)— (1 — yw) sinz .
Die Substitutionen

vsinfz—f—p. - cos®z

2¢ = ; 9
B 0 )
t\/T—vwaw
J = .
L NP 2cw+a?
ergeben
—

R:% %sinz../. 10)

Um die Reduction von J auszuflihren, kann man annehmen

Vi—vw =htg, 11)

wo & eine noch naher zu bestimmende Constante bedeutet, und
erhalt
2o
_ 2httgd 34

w = ————-
vcos?d

V(A 2cw—+a?) = 1+ 2cv4+v2al—2R2 (1 + co)tg? o+ At tgh §.
Es ist aber nach 9)

Yy ()

B

14+ 2cv+via®> = 1+

2
mithin constant, und dav—p = —— und f<c .
" 5

diese Grosse soll mit £* benannt werden.

14
.

auch positiv;
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Z_V
= 142cv+viat = 14 V_’ﬁ(ﬁi} 12)
JP.
2 2 2\ — 7,4 1+
B +2cw+a®) = 11— a8 b4tgtd).

Man erhilt nun, indem man das negative Vorzeichen durch
Vertauschung der Integrationsgrenzen beseitigt

t
_th g ‘p‘f‘l’ . 13)
\/1—— —+C—}>si1122n'g

h*
_.\/ 1
t“'x’l—]_lr tg gy =7
Die weitere Behandlung dieses Integrals hiangt vom
1
Coéfficienten 1+ ;';CV ab.

Fiir # = O wird nach 9)
P+ gt — 1 gt — ([J.——* B)Z

B’ Bp’ 28w

Es ist sonach ¢ negativ, ¢*—a? positiv. Nach 12) ist

2¢ = —

(14 ¢ev)? = B*+vE(c*—a?).

Daher
(14-cv)?
T T
I+
also auch der absolute Werth von o 1. Nachdem A= 1
. . o 14¢v . .
und ¢ hier negativ ist, muss auch —z hegativ sein und
ebenso
| 1+ov
h?

einen negativen Werth erhalten.

Wihrend die Werthe von ¢ mit wachsendem z sich der
Null ndhern und dann positiv werden, wird, da a continuirlich
gegen Null abnimmt, ¢*—a? zweimal gleich Null, indem zuerst

DRES
22
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—c¢ = a, dann +c¢ = aq. Die Werthe von z, flir welche ¢* = g?,
seien z, und z,, wobei z, >z, sein soll. Sie sind Wurzeln der
Gleichung

h* = (1+ )%,
woraus sich ergibt

l+cy = —n?

14¢,y = +/4°

und daraus

Y COS %,

Ve

Y COS 2,

\/ B

= —h*

1

2
= h*,

oder

2\/ B
cosz,—C0S 2, —— ——
1 2 Y

_ 14)
2PN/ Bn.
COS Zl+ COS 2'2 - ——V~
Nachdem fiir z = 2,
14 ¢y
1+ 7 =Y,
fiir 2 =2,
h?

ist leicht ersichtlich, dass die folgenden Relationen bestehen.

14 cv .
0=z<zg I+ —5— < 0 > a*® ¢ negativ

1+ ¢cv
2 <<z < 2, O<1+——hz—<2 t<a® cx

1+ cv .
2, <2 2 < 1+—]?— > a* ¢ positiv
2 X

Betrachten wir zundchst die beiden Fille, in welchen z =z,
und z = #z, wird.
z = 2z.
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Die Gleichung 13) gibt hiefiir
J=2h ﬁg2 bdd
oder
J = 2R {tg by—tg b —($,— ).

~—
v — Yy

= 2/ J 00529
_ Lo gy
J = 2]1[7100. 1at. m—tg(fz"'tg?l

331

Diese beiden Félle sind die einzigen, in welchen sich J
durch Logarithmen, trigonometrische Functionen und Kreis-

bogen vollstdndig ausdriicken ldsst.

L
0=z <z

Durch Einfithrung eines Hilfswinkels 1 entsprechend der

Gleichung
I+cv 1

K T cosy’

wo 7 im ersten Quadranten liegt, wird

2 sin?

o] =

1+ 14+cov
A cos v

und nach 13)

J = 'Zh f\/ tg*9dy

1—tg2 L 005299

Nimmt man
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so wird
1 L. 1)
J =2k \/1 szjtg L
= 2h —
\V1—#ks sin®y
_ 1\ _ 1. 1'>__\/1—v
tg(‘b—?xﬂ)—z’ tg(“’“?/d— 7
Es ist
. 1 \_ 1l—siny
tg<4a—?,(>—— cosy
1 2(, 1\)_1—sinx_i
58 40—7% ~ cos*y 2
Setzt man

\/1—Fsin*y = A

ay
fK—F
JAdy=E

wobei die Grenzen y, und y, sein sollen, so hat man

1—k? 1—#?
d(Ath):< — +A— X )dX

A cos?y
A\ _ (1—k¥Hsiny
d<cosx)— Acos?y
und daher
2k 1 . ( . I

+A, tg (45_ L Al)]

15)

worin A; und 4, aus A hervorgehen, wenn man fiir y einsetzt y,

respective y,.

Die Werthe F und E konnen den Legendre’schen Tafeln
der elliptischen Integrale entnommen werden, deren Argument ¢

aus den Gleichungen erhalten wird

o5 — n 2nt
1= 14cv ~ vial—h*—1
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oder wenn man 7 direct als Function von z berechnen will

2 1*
cos 1 — b4 1
F = rcos?z

Bu(i*+1) -1

. 1
sin @ = tg 5T
11
2 <2 < %,
Setzt man in diesem Falle

1 cy 2 42 Ly
cos2®:—+/—)a h 1

BE T 2nt ’
so wird
1 14 ¢
— T — B2 — cin2(
5 <1+ B )_k — sin*0.
Ist ferner
. 1
=751
\/l—v 1 1
tgr)/l 7 tg?}(z:hy
so wird
1 1
J=2n

\/1—#ksin®y’

Zur Berechnung dieses Integrals dienen die Formeln

1 l—cosy
tg —y—= ———=4
& 2 A siny
d, 17y
d(A cotg, :_—’(_ L L.
(4 cotgy) Asin?y Ady+ A’
4 A . cos ydy
siny/—  Asin?y ’
£
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wonach man erhilt
1 A I 1
J=2"n 7F——-E+ ZthKZ_Altg?XI 16)

Die Grenzwerthe von y sind hier durch die Gleichungen
gegeben

1 Vi—y 1 1

_ = to — = —

&g K 8 kT,

Wie man sofort sieht, ist der Zusammenhang zwischen

diesen Grenzen von y, die ich jetzt mit ¥/ bezeichne, und den
in I vorkommenden, folgender

21 = 90—,
le o 90—*/_1.

Die Grenzwerthe sind sonach durchaus constant.

IIL

z, <<z = 90.

—+cv
h*
als Eins, und daher die unmittelbare Auswerthung der ellip-
tischen Integrale durch die Tafeln nicht mdéglich. Durch die
Substitution

Nachdem hieftir 14 1

> 2, wlirde der Modul grosser

vi(c*—a?) = 3
erhédlt man
= (1 +cv+8)(1+cv—30).
Die Einflihrung eines Winkels ¢ durch die Gleichung
l—ww = (14 cv—20) sin®¢
gibt
v (P4 2cw+a?) = h* cos’y < — T sin?
Es sei wieder

l4+cv—3 2
_—————:k,
l4+cv+38
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so wird
l4+cv—23 = L%k
I?
{+ovtd = ;

—vdw = 2h*k sin ¢ cos ¢ dy.
Die urspriingliche Form von J geht nun tiber in
2h k*sin*¢dey
V) V1= sin®’
\/1~v ) 1

h\/ , Sm%:h\/’k‘.

—f\/l—k sin® 'o

E= j\/l—k sin? ¢ dr,

J =

sin @, =

Es sei wieder

so wird
2h

VE

%k kann auch berechnet werden aus den Formeln

J =

(F—E). 17)

) h? 2h*
smy = = —
(=1 o 4 1—v2a?’

k=sin® =tg %1’.

1
Fiir z = 90 wird 2 = 720 P = 90.

Ad L
Nachdem fiir massige Werthe von z der Hilfswinkel 1 gross
1
ausfillt und daher 2 = tgj-( von der Einheit nicht zu weit

entfernt ist, kann man durch Einfithrung des Complimentér-
moduls k,, wo &} = 1—#% die Grosse J bequemer durch Inte-
gration einer nach Potenzen von %, fortschreitenden Reihe
erhalten.
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Da
to?2ddd
J = 2k, 8 ¥oY ,
JN\/sin? 20 +k* cos?2 ¢
so wird
tg*p ==#
gesetzt,
\/vdv
g0 = sy
2\/x —:
in2¢=-Y" =
sin 2¢ = o7 cos 2¢ T
g — Ik hk / dxl _
/1+, ;L)
4x
1—v 1
:lfl == —]—ZZ“ y xz p— W-
Setzt man
1
Xin :J (}'ﬁi ‘”"‘) ax,
so wird
(1 —2x)%dx
&, :J (—1)— = X,—2(x,—x,),
1—x)*dx :
g, :.J‘(TQ:Xz—4XI+6 (vy—x)),
hk, 1, 3 5
J== {1:2 ”1—§75i51+ 28 k& — 109476'&3 18)

Indem man in dieser Reihe das mit %2'* multiplicirte Glied
noch berlicksichtigt, erhdlt man J noch fir 2 = 80° bis auf
sechs Decimalstellen genau. Aus vorstehender Reihe ldsst sich

. . . . , 0
dann auch auf eine sehr einfache Weise die Grosse 5
c

bestimmen.
Um den Einfluss zu ermitteln, welchen Anderungen der
Constanten auf die Refraction ausiiben, braucht man bloss
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die Gleichung 10) zu differenziren und erhélt fiir die Anderung
des Logarithmus von R
dlog R = dlogg+dlogJ,
I'B 19)
{_L

g =
Nachdem
Y= 14 2cv+v2a?

ist, kann man J als Function von ¢ und /2 betrachten, wo ¢ im-
plicite ebenfalls von % abhédngt, und schreiben

J—y \/l—vw dw
- \/ 2w —2cv(1—ww) + I —1

3

9J . (1—ww)2 dw

- =V 3

8¢ 3
v [Vt —2cy (l —vw)+h*—1]?2

f (1— vw) dw

Y (it 2cm+a )3

und erhélt nach 11)

E:Q sin*ddd \
o¢ L 1 14+ ¢y ;
— —— 1 2 -
[1 5 <1+ = >sm 2¢J
2sintd = 1 24 L cinzod
2sin*¢ = l—cos 29— —-sin*2¢ \ 20)
ﬂ__f sin*2¢d ¢
o : 3
{1——i<1+1+—‘w\sin22q)}2
2 h*
o Vi oo — |
g9 = 7 ’ 89y — _h—

Bei der Reduction dieser Integrale werden wieder die
Fédlle 1, I1, III zu unterscheiden sein.
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2 sin?®

o=

cos ¥

1 .1 1 -1 l—v
tg 5 =k tg(4a——?xl>:7; tg<40_7y‘2>:\/l—z

I

Setzt man

"F—E L SinYe COS Yy siny, cos X,J 4

— (1 —Pp? 2
2 (1—#) °? A, A,
T cosy| COSXz_m] —
VI—% cosrlF—b A A =3B
so wird

aJ v oJ
— = (B—A); — = —A 2
oc 2h cos *(( ok o 4 D

¢ ist eine Function von § und p, welche selbst wieder als
Functionen von g und % aufgefasst werden kdnnen, nachdem

p=gVe,
e}
b= PP
(50-
und aus 12) sich ergibt
b 14902 ,—
ht—1 By = v + g .

v
Durch Differenzirung erhalt man

1 BEE) 4.0 W(1—g) g
2<l* 1+ > B = —4n + o

Nach 12) ist auch
cvdlogec = 2h*dlogh—v*a*dloga

1
= 2h*8logh+ —-v*a*d log (Bp)
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und daher
2v* cos?z
Vi (I —1) B
+ 9 lo 22
e (D] ] g8 22)
Durch Einsetzung dieses Ausdruckes in Gleichung 19),
welche sich auch folgendermassen schreiben ldsst

¢ loge = 271'*(1— >Blogh+

dlog R = dlog g+ %%dlogc+ ]—;—g%dlogk 23)
ist unter Beniitzung der Gleichungen 21) die Beziehung
zwischen der Anderung der Refraction und jener der Con-
stanten hergestellt.

Bis zur Zenithdistanz von 80° erhilt man die Anderungen
von J bequemer und sicherer durch Reihenentwicklung. Setzt
man namlich, wie in ad I tg*¢$ = x. so wird

sin* —_(IL) BE= 1 R

1 1+ c¢cv\ . 1. ;
I+ (1+ - />sm22¢:k—z(smz?,q)—f-kfcoszZ(y),

2 :
o R dx
9 — 8h [ (1—2 3
J )7
_1+k 4x ]
oy B dx
o 4f (1—2y)?
—x k4
1+ &}
v 1wl ]

oJ . . .
So erhilt man flr 5 eine Reihe, welche sich von der in

18) nur durch die Binomialcoéfficienten unterscheidet
35
1024

Al S, 10
dc 8n | 1 g "t 128

HE,— B, } 24)

)
Durch dhnliche Behandlung ergibt sich die Reihe fiir A
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1
)/ — -x —1 .
m .f( :L‘"H_l am ) d:l"

' 1_’,2 "
My :J(—;zidx =Y —2 lognat.?,

y

Es sei

so wird

Y y
My = f(l v:) dy = Y2—4Y1+610gnat.i¥,
Jooa .

8J k3 x 3 15 35 .

IL

2 <2< %

A

1+ ¢y 1 I+4cv .
c0s20 = —- R ?(1—'-_112 >:k2:sn]2(~),
1 1 V1= 1 1
V=5 BT Bg k=g

Nach Formel 20) hat man

S Lgine >
o <1—COS/_—7sz ar.

B =20 T
(1—Fk?*sin®y)?

__f sin? ydy

—-k? sin?y)? 9

Bezeichnet man

1 (E—F cos* 0 B siny, cosy, . siny, cos X1> —C
2 cos?0 sinz 0 4, 4, B

siny, . siny,
F—— £ Al —
5, *a =P

2
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so wird
8J VA
e = 9]1[D Ccos 20]; = —C.
dlogJ = 2]J.[D—Ccos 20]dlog c— —Cdloglz 26)

Diese Gleichung in Verbindung mit 22), welche allgemein
oilt, stellt den Zusammenhang der Incremente von J, z und g dar.

ML
7, <<z = 90.
]2 ) -
siny = 1_:_0;; k=smn0 :tgé;

. . nt
14+cv—08 = h*k; 1+cv+3:7;

. . 1—v 1
l—vw = K’k sin®g; sing = - \/ sing, = ——.
h\/ AV

Die Formel fiir J, aus welcher die Gleichungen 20) abge-
leitet wurden, gibt im vorliegenden Falle
3
oJ 1 (1—ww)? dw

B T 3
(11)2+20w+a2)2

of _ 2n " N1—wwdw

T Vi %

(W*+ 2cw+a?)

Durch die Substitution der Variablen ¢ wird

¥ cos? o .
Wi+ 2cw+a? = —— T (1—k? sin?g)
v

und

oJ 2v ‘z ® tg2 (? Si1]2 u drwe
sz——_

(1—k*sin*e)

e e
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Nachdem

Jiv. Hepperger,

oJ s tg’odyo
= 4R |
o ’ f

| @

(1—%* sin u)

tg? ¢ sin®* @ = tg° p—siny

ist, so wird durch Annahme der Bezeichnung

\/ 1 —k%sin®p = A,

(1—k*)F—2E+A\, tgo,—A tg o, +

E—<1—-k2)F—k2(

sing, coso

A

B <51n 0, COSD,
A

2

S @, COSs @,

4, A
tgte _ M sin®yp — N :
J A3 d(‘P - (1——]62)2 ’ A3 af = ]62(1—-762),
1
oJ _ 2vsin? 2
B hcos?@ (Mtg O—N):
3_
oJ 4sin? 0
o cos*® M
l 3
2 ¢vsin? . 4hsin? 0
— (- 0 M
dlogJ = 5 To0s? 0 (Mtg )--N)dlog ¢ — Feosi0 Mdlogh

Die Grosse d log ¢ ist durch Formel 22) gegeben.

Fur
wird

3 = o,

und daher

dIOg.]:

z==90°
. 1 :
sin © =7 cvdloge = 2h*dlogh,
sing, = \/1—v, g, =90°
412 sing, cos g,

I)J_Fiz(F E)+ =

1

'1> =M
1

Sine, Cos @, )
- 1 (‘P1> — IV;

dlogh.
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Um den allgemeinen Factor in Gleichung 6) T 1@ zu be-
— B
riicksichtigen, kann man hieflir setzen 1+ B, wodurch sich zu
J noch das Increment

AT =g wﬁl/»l—vwdw _

gesellt, woflir man auch schreiben kann

3
AJ — B [‘]_f (l—vw).?c_iw ] ‘
v \ W 2cm+a*

Bezeichnet man

f = E—A, sin g, cos g,+ 1, sin ¢, cos g,,

so wird z. B. fur den Fall III

(1— yiw? dw

[\/ WA+ 2cw+a’

h? 37
= E_k[(2+ BT 21k f|.

Es sei AR die durch AJ bewirkte Refractionsinderung,

AR die Anderung, welche R erfihrt, wenn man fiir ﬁ
setzt —1—1, so findet man
1— 58
AR A'R
90°0 +0"'34 +0-59
89°3 0-33 0-48
890 0-31 0-41
885 0-29 0-35
880 0-26 0-31
875 0-24 0-27
870 0-22 0-24
8695 0-20 0-22
860 0-18 020
855 0-17 0-18
850 +0-16 +0-16

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIL Bd., Abth, II. a. 23
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Fir kleinere Zenithdistanzen wird der Unterschied un-
merklich.

Nachdemich einige Werthe der mittleren Refraction mittelst
der Bessel'schen Refractionsconstante und des Werthes
% = 700 berechnet hatte, fand ich unter nur oberfldchlicher Be-
riicksichtigung des Einflusses von 9¢ und 9% auf R, dass man
zu einem befriedigenden Resultate gelangt, wenn man annimmt

log g = 8°4925500; log/ == 0-1786500.
Hieraus folgt
log B = 6-7478447; logp = 9°7627446;
% = 692-3544.

Nach 4) ist

Der Werth von % ist nach Bessel 773726, nachGyldén
773+ 136; man kann sonach annehmen
aw’ = 81°0.

Aus der zur Ableitung der Gleichung 4) bentitzten Formel

14ty
14+mt

w'as

wiirde mithin folgen, dass die Hohe, in welcher #,—¢ = 1° C.
[m = 0-00367] 280™ betrdgt, wihrend sie in Wirklichkeit un-
gefdhr 190™ ist. Eine bessere Ubereinstimmung war auch nicht
zu erwarten, nachdem in der Ableitung der Formeln 2) und 3)
nur die directe Warmestrahlung der Sonne berticksichtigt wurde
und die Rickstrahlung seitens der Erde vernachlassigt worden
ist. Wenngleich die Intensitat dieser Strahlung eine viel
geringere ist, so hat sie doch besonders auf die Temperatur-
vertheilung in den untersten Luftschichten einen sehr merk-
lichen Einfluss, da sie durch die Atmosphére erfahrungsgemaiss
eine wesentlich stiarkere Absorption erfahrt, als die directe
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Strahlung der Sonne und hiedurch die untersten Luftschichten
sowohl wegen ihrer geringeren Entfernung von dieser Warme-
quelle, als auch wegen ihrer grosseren Dichte sich am meisten
erwéarmen, was eine raschere Temperaturabnahme in der Rich-
tung der Verticalen zur Folge hat. Es waire nicht schwierig,
auch den Einfluss der Riickstrahlung in Rechnung zu ziehen;
man wiirde jedoch ohne gleichzeitige Verbesserung der Formel
fiir die Druckvertheilung, wodurch die Ableitung der Refraction
bedeutend erschwert wird, kaum wesentlich bessere Resultate
erzielen.

Die Temperatur der dussersten Luftschicht ware nach der
gegebenen Ableitung bestimmt durch

1+ mt, aw’
b=l =77 ’
Z_o (I—207y)
worin
i
2,0, = log nati_—’.

0

Da unsere Atmosphare beildufig 50°/, der Warmestrahlen

L z " .
der Sonne absorbirt, ist z_l ungefahr gleich 2.
0
Fir

t, =9°3C. wird {—¢ = 96"{ ao’ — 810
. a
— = 773-35
2— 9.9 4 =9 3C wird f—# = 140 S I °
Bei Annahme einer Absorption von 55%/, erhielte man so-
nach den Pouillet’'schen Werth fiir die Temperatur an der
Grenze unserer Atmosphére. Der Werth von o, wire in diesem

Falle 0-000096.
Die in die Refractionsgleichung aufgenommene Formel

1 4-mi,
1 4t

— 6(»’(15

bedarf zu ihrer allgemeinen Giltigkeit der Voraussetzung einer
gewissermassen unendlichen Ausdehnung der Atmosphére und
23*
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gibt eine continuirliche Temperaturabnahme gegen den Grenz-
1 ..

werth — — = —272° Fiir den angenommenen Werth von aw/
m

wiirde £{,—¢ = 140° in einer Hohe von 54 km.

Zur Ausfiihrung des Uberganges von der mittleren zur
wahren Refraction bedarf man der Kenntniss des Einflusses,
welchen Anderungen von #, und p, auf die Constanten der Re-
fraction B,p. oder g, & nehmen. Bei der ausserordentlichen Beweg-
lichkeit der Atmosphére und des hiedurch ermdglichten raschen
Wechsels von Temperatur und Druck ist weder die Refraction
selbst, noch ihre Anderung nur von den Angaben der meteoro-
logischen Instrumente an der Erdoberfliche abhidngig. Man ist
daher angewiesen, die Berechnung der Refractionsdnderungen
unter gewissen Voraussetzungen zu machen, wie dies ja auch
bei der Ableitung der mittleren Refraction geschehen ist. Es ist
nun am einfachsten anzunehmen, dass die Gesetze, nach
welchen die Anderungen von Druck und Temperatur in der
Verticalen vor sich gehen, von den Anfangswerthen dieser
Grossen unabhéngig seien und in einer solchen Ausdehnung
gelten, dass fiir alle Punkte der Lichtcurve nur die Daten der
Beobachtungsstation massgebend sind. Diese Voraussetzung
fiihrt uns wieder auf einen mittleren Zustand der Atmosphare,
welcher sich vom Normalzustande hauptsdchlich nur durch
seine Beschriankung auf die Gegend des Beobachtungsortes
unterscheidet.

Doch wird im Allgemeinen eine Verschiedenheit bestehen
zwischen der Art und Weise, in welcher die Anderungen
von Normal-Temperatur und -Druck hervorgebracht werden.
Waihrend néamlich erstere vorwiegend durch seitliche Stro-
mungen bedingt werden, welche Luft aus ndrdlichen oder siid-
lichen Gegenden zufiihren, diirften letztere mehr durch Hebung
und Senkung des Luftmeeres nach Art der Gezeiten zu Stande
kommen.

Der im Fritheren behandelte Normalzustand wird genéhert
fiir zwei Zonen in mittleren Breiten Geltung haben. Gegen den
Aquator hin erreicht #, in Folge der intensiveren Wirmewirkung
der Sonne grossere Werthe, gegen die Pole hin kleinere. Nach
den gegebenen Gesichtspunkten erscheinen diese Anderungen
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von #, hervorgerufen durch Anderungen der mittleren Strahlungs-
Intensitdt 7. Und so wird, wenn wir uns auf die gemissigte
7one beschrinken, der wahre Temperaturzustand der Atmo-
sphére an irgend einer Beobachtungsstation gleich dem mittleren
7Zustande derselben fiir eine Zone, in welcher der beobachtete
Thermometerstand der mittlere ist. Fiir die Rechnung bleibt es
sich gleich, ob man annimmt, dass an Stelle der urspriinglichen
normal temperirten Luftsdule durch seitliche Stromungen eine
andere getreten ist, die dem wahren Temperaturzustande ent-
spricht, oder ob man sich an Ort und Stelle den wahren Tem-
peraturzustand aus dem normalen durch Anderung der Strah-
lungsintensitat entstanden denkt.

Die Anderung des Normaldrucks ldsst sich leicht beriick-
sichtigen, da die Formel fiir die Druckvertheilung auch im Falle
einer Erhohung oder Erniedrigung der Atmosphére anwendbar
bleibt. Da aber o/, welches den Zusammenhang von £, und ¢,
gibt, wobei £, als durchaus constant zu betrachten ist, auch
von o, abhdngt, und letztere Groésse dem Drucke proportional
gesetzt worden ist, so entsteht die Frage, ob bei einer Anderung
des Normaldrucks deren Einfluss auf den Temperaturcoéffici-
enten o' zu beriicksichtigen ist oder nicht. Wenn durch lingere
Zeit hindurch bei ruhiger und klarer Luft ein gleichméssiger
Druck zu beobachten wire, so miisste gewiss auch a, dement-
sprechend abgedndert werden. Nachdem aber in den meisten
Fillen diese Voraussetzung nicht zutrifft und z. B. eine Druck-
anderung bei Nacht die Absorption der Sonnenstrahlung natiir-
lich gar nicht, bei Tag und bedecktem Himmel nur theilweise
beeinflussen wiirde, so kann man im Allgemeinen die Abhingig-

keit der Grosse o’ vom Druck nicht bestimmen; man wird daher
/

annehmen missen @ = 0.

Unter Beibehaltung des Index O zur Bezeichnung jener
Grossen, welche sich auf den Normalzustand beziehen, werde
ich die dem wahren Zustande der Atmosphédre an der Erdober-
fliche entsprechenden Bestimmungsstiicke im Folgenden ohne
jeglichen Index geben.

Es sei D die Dichte des Quecksilbers bei 0°, & der auf die
Temperatur O reducirte Barometerstand, (p) die Dichte der Luft
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fir £ = 0 und & = 0+760, so wird

_l’__
p=Dgb; o= .7?,?t ;
=2 = %_ 5 0760 (1 + mit);
b= ‘1_+cpcri; b= eil _%; = a(‘}_uﬂ);

, _ m(t—t) <i__ )
C = T \T Y

Durch Differentiation erhdlt man bei Vernachldssigung
von p?

p m_ 9 P
of 1=t o b’
g _ mp e B
ot 14 mt’ 9~ b’
9/ 1 ol

= ——1; — = 0.
ot 1+ mt b

Indem man o als constant betrachtet und die Bezeichnung
wihlt
m(t—t,)
1 +mt

wird ferner, da #, constant ist

95 w

9 T T+ mt( —9);

o’ " <1—G ,)
— = —|——0—0u');
0t 1+ mt )

o am < >
A 1-—111),‘(“)#_~7

woflir man durch Elimination von « und 7 auch schreiben kann

—_ “ ¢

= =T 4 Ly
ot = mt | N % 5 )

o n ( ( an 1—35% |
T |
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wahrend
%
P
Setzt man
( an' 1 — 3%
A= —|6————]),
\ % 5

so ergibt sich hiefiir unter Annahme pachstehender Werthe

i
von -t Folgendes.
lﬁ

L 19 20 2-1 2.9
2y

s 0-292 0-341 0-406 0-495
t,—1, 82° 96° 114° 140°

A +0-073 —0-038 —0-165 —0-317

Fir é‘— = 197 wiirde sonach A nahezu gleich Null,
0
wiahrend #,—#, beilaufig 90° betrlige.

In Ermanglung einer genaueren Kenntniss des Verhilt-
nisses der Strahlungsintensititen, sowie der Temperatur an der
Grenze der Atmosphire ldsst sich der Werth von A nicht be-
stimmen und wird man daher keine wesentlich bessere Annahme

machen konnen, als A = 0 zu setzen, was darauf hinauskommt

o = ({—1) <% —cz)

als constant zu betrachten.

Aus dem Bisherigen geht zur Geniige hervor, dass man
bei Berechnung der wahren Refraction aus der mittleren nur
die Hauptglieder zu berticksichtigen hat und die Einbeziehung
der zweiten Differentialquotienten nur eine illusorische Er-
héhung der Genauigkeit gibt.

Bezeichnet man

0logR

P_BlogR_ 0 ,
dlogh

= — ;. 0=
dlogg
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so wird
dlog R = Pdlog g+ Qdlog h.
Aus
ht—1 ) 2
B = v—p—f v ==
op. 2 o n 1o o 0
0 T w2 T 1+mt o’ ¥

folgt, wenn zur Abkirzung

m
1+ mt

m =

gesetzt wird,

4138y o 2m’ < v~[’

v of
4B 9 _ 2
v % b’

Indem man in der ersten Gleichung § gegen v vernach-
lassigt, erhalt man

dlogh 2 naly < v )
5 — Mod g Py
9 logh v
o = Modogag
In dhnlicher Weise ergibt sich aus
f
8= £
P
9 logg m’< 2 )
= — ===
ot Mod 2 %,
dlogg  Mod
90 T 2b

Fithrt man, um auf den Bessel'schen Ausdruck fiir die
an die mittlere Refraction anzubringende Correction iiberzu-
gehen, die Bezeichnungen ein
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1 2 y v
b= ?(1 - ,Ti)P— Y (1 +)9

1 v
4 —?<P—Qm@>’

s

so wird
9logR
= —Mod. m/\
57 Tod. 1),
dlog R _ Mod.
3 T b '

Ferners kann man sich erlauben anzunehmen

Mod.
—Mod. mldt = — —mMod s

1+ m Gk

(wofiir nach Bessel die Bezeichnung log 7 zu wahlen ist) und
Mod.%b = dlogh = log b—1log b,.
Ist &’ der bei einer Temperatur ¢ (inneres Thermometer) ab-

gelesene Barometerstand, ¢ der Ausdehnungscoéfficient des
Quecksilbers, so wird

oder wenn gesetzt wird

T=-

14 et’

log B = log b'—log b,;
logb = log ¥'+log T;
log b—log b, = log B+log T.
Es wird sonach
dlog R = A(log B+log T)+)\log ¥.
Im Folgenden sind die unter Zugrundelegung von

log g = 84925500,
log ks = 01786500
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berechneten Werthe von

R = %gsinz(]+AJ),

sowie der Logarithmen von R, P, Q zusammengestellt, und
auch die Differenzen beigefiigt, welche zwischen den von mir
erhaltenen Werthen flir die mittlere Refraction und jenen von
Bessel (B) und Gyldeén (G) angegebenen bestehen.

Nachdem in der Refractionstafel nach Bessel die Werthe
fiir 85° = 2= 90° unmittelbar aus Beobachtungen von Arge-
lander abgeleitet sind, habe ich die Unterbrechungsstelle in
der Continuitdt der Tafelwerthe durch einen Strich gekenn-

zeichnet.

log R | log P | log Q R B—H G—H B—G
90° | 3:32048 0-0000 | 073773 12091760 |+15'50 |—20790 |+45%40
3-23674] 00713 | 012859 |1724-81 |+18-99 |—12-15 |+-31-14
89 | 3:16300| 0-1196 | 072013 |1453°46 |+ 9-17 | — 536 |+14-53
3-00703| 0-1546 | 071213 |1250-36 |+ 0°38 |— 3-32 |4 3-90
88 | 3-03740| 0-1811 | 070448 |1089-93 |— 1°35 |— 2-33 |+ 0-98
2-98308| 0-2015 | 979715 | 961-80 [— 0-88 |— 2:09 |- 1-21
87 | 2-93331| 0-2176 | 979012 | 857:66 |— 3°10 |— 1-83 |— 1-27
2-88749| 0-2304 | 978339 | 77177 |— 344 |— 1-55 |— 1-89
86 | 2-84511] 0-2406 | 977698 | 700°02 |— 1°09 |— 1-30 |+ 0-21
| 2-80578| 0-2489 | 977087 | 639-41 |+ 0-18 |— 1-11 |+ 1-29
85 | 2-76012| 02557 | 976506 | 58766 |— 3:05 |— 096 |— 209
| 2-73486] 02613 | 975954 | 543-07 |— 1°18 |— 083 |— 0-35
84 | 2-70271] 0-2659 | 975432 | 504:32 |— 1-01 |— 069 |— 0-32
2-67246| 02698 | 9714937 | 47039 |— 0-87 |— 0-49 |— 0-38
83 | 2-64301| 0 2731 | 974468 | 440-47 |— 0°78 |— 0-41 |— 0-37
2-61690! 0-2758 | 974023 | 41391 |— 0766 |— 030 |— 0-36
82 | 2:50127| 0-2782 | 973602 | 29019 |— 0°56 |— 0-21 |— 035
| 2-56690| 0-2803 | 973202 | 36889 |— 0-48 |— 0-14 |— 0-34
81 | 2-54367| 0-2820 | 972822 | 349-68 |— 0 40 |— 0-08 |— 0-32
‘ 2-52148) 0 2835 | 912462 | 332:26 |— 0°31 |— 0-04 |— 0-27
|
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I
logR | logP | logQ R B—H | G—H | B—G
80° | 2-50024| 0-2848 | 972120 | 316%41 |— 0725 0Y00 |— 0725
2-47988| 0:2860 | 91795 | 30191 |— 019 |+ 0:03 [— 0-22
79 2+:46032| 0-2870 | 91485 | 288-62 [— 015 |+ 0:06 |— 021
2-44150( 0-2879 | 911190 | 276-38 |— 0-10 |+ 0°08 |— 0-18
78 | 2-42337| 0-2888 | 970910 | 265-07 [-— 0+07 |+ 0°10 {— 0°17
2-40586| 0-2895 | 970642 | 25460 |— 0-04 |+ 0*12 [— 0°16
77 2-38895| 0:2901 | 970387 | 244+88 [— 0°01 |+ 013 |{— 014
2+37258| 0°2907 | 970144 | 235°82 [+ 001 |+ 0°15 |— 0+14
76 | 2°35673| 0:2913 | 879912 | 227:36 |+ 0°03 [+ 015 |— 012
2°34134) 0:2917 | 819690 | 219-45 |+ 0°04 [+ 0-15 |— 0-11
75 | 2-32641| 0-2922 | 8"9478 | 21204 |+ 0'05 |+ 0°15 |— 0°10
2-31189| 0-2926 | 8"9276 | 205:07 |+ 0:06 |+ 0-15 |— 0-09
74 | 2-29776] 0-2929 | 819082 | 198:50 |+ 0-08 |+ 0-16 |— 0-08
2-28400f 0-2932 | 88896 | 192-31 |+ 0:09 |+ 016 |— 0°07
73 227058 0-2936 | 818719 | 18646 (+ 0+10 |+ 016 |— 0-06
2:25749| 0-2938 | 878549 | 180:92 |+ 0°10 |+ 0+16 |— 0-06
72 | 2:24470| 0-2941 | 8"8386 | 17567 |+ 0-11 |+ 0°16 |— O 05
2-23220{ 0-2943 | 8#8229 | 170°69 |+ O0-11 [+ 0-16 |— 0-05
71 | 2-21998) 0-2946 | 88079 | 16595 |4+ 0°12 |+ 0+17 [— 0°05
2-20801 0-2948 | 877936 | 16144 [+ 0-12 |+ 016 |— 0-04
70 | 2-19629] 0-2950 | 87798 | 15714 |4 0-13 |+ 016 |— 0°03
70 | 2°19629| 0-2950 | 8"7798 | 15714 |+ 0°13 |+ 0-16
69 2+17353| 0:2953 | 817538 | 14912 [+ 0°13 |+ 0°16
68 | 2-15160] 0-2956 | 877299 | 141-78 |+ 0-13 |+ 0°16
67 | 2-13043| 0-2958 | 87077 | 135°03 |+ 0°13 |+ 0-16
66 2:10993| 0-2961 | 86872 | 128-80 |+ 0-14 |-+ 0°15
65 | 2-09005| 0-2963 | 8"6682 | 123:04 [+ 0-13 |+ 0°15
64 | 2-07072| 0-2965 | 86506 | 11768 |+ 0-14 |+ 0-15
63 | 2-05190 0-2966 | 816342 | 11269 |+ 0-13 |+ 0-14
62 | 2:03354| 0-2968 | 86190 | 108:03 |+ 013 |+ 0-14
61 2-01560( 0-2969 | 86048 | 103:66 |+ 0°12 |+ 0'13
60 1-99803| 0:2970 | 8"5916 9955 |+ 012 |+ 0-13
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berechneten Werthe von

R = %gsin z(J+AJ),

sowie der Logarithmen von R, P, Q zusammengestellt, und
auch die Differenzen beigefiigt, welche zwischen den von mir
erhaltenen Werthen fiir die mittlere Refraction und jenen von
Bessel (B) und Gyldeén (G) angegebenen bestehen.

Nachdem in der Refractionstafel nach Bessel die Werthe

fir 85° =< 2= 90° unmittelbar aus Beobachtungen von Arge-
lander abgeleitet sind, habe ich die Unterbrechungsstelle in
der Continuitdt der Tafelwerthe durch einen Strich gekenn-

zeichnet.
| (
log R logP | log Q R B—H | G—-H | B-G
90° | 3-32048| 0-0000 | 03773 |2091°60 |+15*50 |—29Y90 |+45740
3-23674| 0-0713 | 02859 [1724-81 |+18:99 |—12+15 |+-31-14
89 3:16300| 0-1196 | 02013 145546 |+ 917 | — 5+36 {+14-53
3-09703| 0-1546 | 01213 [1250°36 [+ 0538 |— 332 |4 3-90
88 | 3:03740| 0-1811 | 0"0448 [1089°93 |— 135 [— 2+33 |+ 0°-98
2+98308| 0-2015 | 99715 | 961-80 |— 0-88 [— 2:09 |+ 1-21
87 2+93331| 0:2176 | 979012 | 85766 |— 3-10 |— 1:83 |— 1-27
2-88749| 0-2304 | 978339 | 77177 |— 3*44 | — 155 |— 1-89
! 86 2-84511| 0-2406 | 977698 | 700°02 |— 1°09 |— 1:30 [+ 0-21
2:80578| 0-2489 | 97087 | 639°41 |+ 018 |— 1-11 |+ 129
i 85 2:76912| 0-2557 | 96506 | 58766 |— 3:05 |— 0:96 —_20_9
: 2:73486| 0-2613 | 975954 | 543°07 |— 118 |— 083 |— 0-3>
[ 84 2:70271| 0:-2659 | 9"5432 | 504°32 |— 1°01 |— 069 |— 0-32
' 2-67246] 0-2698 | 974937 | 47039 |— 0°87 |— 0°49 |— 0°38
83 2:64391| 0 2731 | 974468 | 44047 |[— 078 |— 0-41 |— 0°37
2+61690! 0:-2758 | 94023 | 413°91 |— 066 |— 0°30 |— 0°36
82 2:59127| 0-2782 | 93602 | 29019 |— 056 |— 021 |— 0°35
2:56690] 0-2803 | 93202 | 368°89 {— 0+48 |— 014 |— 0°34
81 2-54367| 0°2820 | 972822 | 349-:68 |— 0 40 |— 0:08 {— 0°-32
2:52148] 0 2835 | 972462 | 33226 |— 0°31 |— 0-04 |— 027
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log R i log P log Q R B—H G—H | B—G

80° | 2-50024| 0-2848 | 92120 | 316%41 |— 025 000 |— 0%25

2+47988| 0-2860 | 971795 | 30191 [— 019 |+ 0-03 |— 0-22

79 | 2:46032| 0-2870 | 9™1485 | 28862 |— 0°15 |+ 0:06 [— 0'21

2:44150| 0-2879 | 91190 | 276°38 [— 010 |+ 008 |— 0-18

78 | 2-42337| 0-2888 | 970910 | 265:07 [-— 0:07 |+ 0:10 {— 017

| 2+40586| 0°2895 | 90642 | 25460 |— 0°04 |+ 0°12 |— 0-16

77 | 2-38895| 0°2901 | 970387 | 244°88 |— 0°01 [+ 0°13 |— 014

2:37258| 02907 | 970144 | 235°82 [+ 001 |+ 0°15 [— 0°14

76 | 2-35673| 0°2913 | 8"9912 | 227:36 |+ 0+03 |4+ 015 |— 012

2-34134| 0°2917 | 879690 | 219°45 |4 0°04 |+ 015 |[— O*11

75 | 2-32641| 0-2922 | 8"79478 | 212°04 [+ 0°03 |+ 0*15 |— 0-10

2-31189( 0-2926 | 879276 | 20507 |+ 0:06 |+ 0-15 |— 0°09

£ 74 | 2-20776| 0-2929 | 879082 | 198°50 |+ 0:08 [+ 0-16 |— 0-08

228400 0-2932 | 878896 | 192+31 [+ 0:09 |+ 016 |— 0-07

73 2:27058| 02936 | 878719 | 186*46 (4 0:10 |+ 0°16 |— 0-06

2+25749] 0-2938 | 88549 | 180:92 |+ 0-10 |+ 0-16 |— 0°06

72 2:24470) 0-2941 | 818386 | 175667 (4 0+11 |+ 016 |— 0 05

2-23220| 0-2943 | 818229 | 170°69 [+ 0°11 |+ 016 |— 0-05

71 | 2:21998| 0°2946 | 8"8079 | 165°95 |-+ 0°12 |+ 0-17 |— 0°05

2+20801| 0-2948 | 877936 | 161-44 |+ 0°12 |+ 0°16 |— 0-04

70 | 2-19629| 0-2950 | 87798 | 15714 |+ 0-13 |+ 0-18 |— 0-03
70 2-19629| 0-2950 | 877798 | 15714 |+ 0+13 |+ 0-16
69 2+17353| 0:2953 | 817538 | 14912 |+ 0+13 |+ 0°16
68 2-15160) 0°2956 | 87299 | 141:78 |+ 0+13 |+ 0°16
67 2+13043| 0-2958 | 877077 | 135-03 |+ 0°13 |+ 0°16
66 2+10993| 0:2961 | 876872 | 128:80 |+ 0-14 |+ 0°15
65 | 2-09005| 0-2963 | 876682 | 123°04 |+ 0-13 |4 015
64 | 2+07072| 02965 | 8"6506 | 117:68 |+ 0'14 |+ 0-15
63 1 2:05190| 0-2966 | 876342 | 112-69 |+ 0°13 |+ 0-14
62 2+03354| 0-2968 | 86190 | 108:03 [+ 0-13 |+ 0°14
. 61 2:01560| 0-2969 | 8"6048 | 103:66 |+ 0+12 |+ 0-13
60 1-99803| 0-2970 | 8"5916 9955 |+ 0+12 |+ 0-13




3

o4 J. Hepperger,
log R log P log Q R B—H G—H
59° | 1-98080 | 0-2071 | 875792 | 93'68 | -+ 0'12 | + 0'12
58 1-96389 | 0-2972 | 8"5677 | 92:°02 | + 0°12 | 4+ 0-12
57 1-94725 | 0-2073 | 875570 | 88'56 | +~ 0°12 | 4+ 0-12
56 1+93086 | 0-2074 | 875469 | 85:28 | & 011 | + 0-12
55 1-91469 | 0-2075 | 85375 | 82-17 | +- 0-11 | + 0 12 |
54 1-89873 | 0-2075 | 85286 | 79°20 | + 0-11 | + 0-11
53 1-88294 | 0-2976 | 85203 | 7637 | 4+ 0-11 | + 0-11
52 1:86730 | 0-2976 | 875126 | 73°67 | - 011 | 4 0-11 !
51 1-85179 | 0-2977 | 8"5052 | 7109 | + 010 | 4 010 |
50 1-83640 | 0-2977 | 8%4984 | 68'61 | + 0°10 | 4 0-10 |
49 1-82109 | 0-2978 | 8"4919 | 66:24 | 4+ 009 | —+— 0°09
48 1:80586 | 0-2978 | 84858 | 63:95 | 4+ 009 | + 0-09
47 179068 | 0-2079 | 874800 | 61:76 | 4 0-08 | + 0:08
46 1:77554 | 0-2979 | 874746 | 59-64 | + 009 | + 0-09
{45 1:76041 | 0-2079 | 874695 | 57:60 | 4~ 008 | + 0-08
\ 44 1-74528 | 0-2980 | 84647 | 53°63 | 4+ 0°08 | + 008
43 1-73013 | 0-2080 | 84602 | 53:72 | 4~ 008 | + 0-08
42 1:71494 | 0-2980 | 874559 | 51°87 | - 0°08 | + 0-08
41 1:°69969 | 0:2980 | 374518 | 50:08 | 4+ 0:08 | + 0-08
40 1-68436 | 0-2981 | 874480 | 4835 | 4~ 0°07 | + 0-07
*
SR
log tgx log P log O R B—H
40° 176055 0-2981 84480 4835 +0%07
38 59 81 4409 45+02 007
36 63 82 4346 41-87 006
34 67 32 4289 38-87 0-06
32 70 82 4238 36-01 006
30 73 32 4192 33-28 0:05
28 75 83 4152 3065 0+05
26 77 83 4115 28-12 0°:04
24 79 83 4083 2567 0°04
22 81 83 4054 23-30 0-03
20 82 83 4028 20-90 0:03
18 83 84 4006 18-73 0:03
16 84 84 3986 16-53 003
14 85 84 3969 14-37 003
12 36 84 3955 12-25 0-02
10 87 84 3943 10°18 0-02
8 87 84 3933 810 0-01
6 38 84 3926 6°06 0-01
4 88 84 3920 4-03 001
2 88 84 3917 2:01 001
0 1-76088 02984 813916 000 000
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Durch passende Anderung von ¢ und % konnten die
Werthe von R noch in etwas bessere Ubereinstimmung mit
den Tafeln von Bessel oder Gyldén gebracht werden. Wenn
man aber nach Bessel annehmen darf, dass der wahrschein-
liche Fehler seiner Tafelwerthe bei 45° = +0*27, bei 81° 1
betrigt, so waren die Abweichungen noch immer zu gering, um
eine neuerliche Bestimmung der Refractionsconstanten zu
rechtfertigen, so lange nicht genauere Daten fiir die Refractionen
in grossen Zenithdistanzen vorliegen.
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